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e "kontinuirani" (neprekinuti) skupovi (npr. R, [0, 1], ..);

e "diskretni" skupovi (npr. konacni, N, Z, ...);

e Diskretna matematika

temelj su diskretni skupovi i diskretne funkcije;

¢ "Kontinuirana" matematika (matematicka analiza)

temelj su kontinuirani skupovi (R) i kontinuirane
funkcije;

Diskretna matematika obuhvaca: relacije na diskret-
nim skupovima, rekurzivne relacije, matematicku
logiku, Booleovu algebru, kombinatoriku, algoritme,
teoriju grafova, diskretne algebarske strukture!, ....

I Algebarskom strukturom nazivamo bilo koji skup na kojem je definirana barem
jedna operacija.




1. SKUPOVI
1.1 Temeljne oznake i definicije

e Skup je osnovni matematicki pojam (ne definira se);

e Skup je svaka mnozina (nekih) objekata koje nazi-
vamo elementima ili ¢lanovima skupa;

e Oznake:

skupove - velikim slovoma A, B, S, X, ...;

elemente - malim slovoma a, b, s, x, ...;

¢injenicu da element x pripada skupu A biljezimo
sax € A;

cinjenicu da element = ne pripada skupu A bil-
jezimosaz ¢ A;

e Skupove zadajemo:

- popisivanjem njegovih elemenata (ako je to
moguce);

- opisno, pomocu nekog svojstva.



1.2 Odnosi (relacije) medu skupovima

Definicija Za skup A kazemo da je podskup skupa B
ako je A sadrZzan u B, tj. ako vrijedida akoje x € A
ondaje x € B. PiSemo A C B.

Ako je A C B onda kazemo da je B nadskup od A
(oznaka B O A).

7 C 7 -inkluzija (ukljucivanje).

Definicija Kazemo da su skupovi A i B jednaki ako
vrijediA C Bi B C A. PiSemo A = B.

Definicija Kazemo da je A pravi podskup od B ako
vrijedi A C Bi A +# B.PiSemo A C B.

Vrijedi:

e A C A za svaki skup A;

e () C A za svaki skup A, gdje je () oznaka za
prazan skup, tj. skup bez elemenata;




1.3 Operacije sa skupovima

Primjer

B = {x : x nije prirodan broj} - Neprecizno definiran skup
Da bi B bio dobro definiran uvodimo pojam
univerzalnog skupa U. To je skup koji je prozivol-

jan, ali unaprijed zadan i svi skupovi koje promatramo
su podskupovi tog skupa.

Definicija Neka je A podskup univerzalnog skupa U.
Skup {x € U : = ¢ A} nazivamo komplement skupa

A i oznadavamo sa A (ili A ).

Definicija Neka su skupovi A i B (podskupovi uni-
verzalnog skupa U).

Skup {z : = € Alilix € B} nazivamo unija skupova
Ai Bioznacavasa AU B.

Skup {z : = € Aix € B} nazivamo presjek skupova
AiBioznatavasa ANB.

Skup {z: x € Aix ¢ B} nazivamo razlika skupova
Al BioznaCava sa AN\ B.



Definicija Neka je X skup. Skup svih podskupova
od X nazivamo partitivan skup od X i oznacavamo

sa 2% (ili P (X)).

Na partitivnom skupu 2* dobro su definirane tri os-
novne operacije:

unija U: (A, B) —» AU B;
presigk N: (A, B) — AN B;
komplementiranje —: A — A.

Operacije U i N su binarne operacije (dvama elemen-
tima iz 2% pridruzuju treci iz 2*), a komplementiranje
je unarna (jednom elem. iz 2* pridruzuje drugi iz 2*).

Teorem 1 Neka su A, B, C' € 2* tada vrijedi:

1. idempotentnost unije i presjeka:
AUA=A, ANA=A;

2. asocijativnost:
(AUB)UC =AU (BUC),
(ANB)NC=AN(BNC);



. komutativnost:
AUB=BUA, ANB=BnNA;

. distributivnost:
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC);

. De Morganove formule:
AUB=ANB ANB

AU B:

)

. AUD=A, AnNnX=A;
AuX =X, An0=10;

. komplementarnost:
AUA=X, ANnA=0:

. involutivnost komplementiranja: A



Napomene:

e Sva svojstva iz prethodnog teorema imaju
svojstvo dualnosti, tj. zamjenom

Je—N 1 P—X

u jednom pravilu dobivamo drugo (valjano) pravilo.

e /bog asocijativhosti opravdano je umjesto
(AU B)UC pisati AU BU C. Sli¢no za nN.

Ako imamo (konacan ili beskonacCan) niz skupova
Ay, Ay, ..., A,, ..., Onda, zbog asocijativhosti, uniju
oznacavamo

AU AU ... UA, = |J Ar  (za konacan niz)

AiUAU...UAU ... = |J A (za beskonacan niz).
k=1

Sli¢no za presjek.

e Skup ) mozemo shvatiti kao najmaniji, a skup X
kao najveci element skupa 2% (u smislu relacije
"biti podskup"), tj. za svaki skup A € 2% vrijedi:
PDCACX



1.4 Kartezijev produkt

Definicija Neka su A;, A, ...A, neprazni skupovi,
onda definiramo Kartezijev produkt

A x Ay x ... x A,

kao skup svih uredenih n—torki (a1, as, ..., a,) takvih
dajea, € A,zasve k=1,2,...,n.

Kra¢a oznaka [] As.
k=1

Alternativna definicija

Uocimo: ako je (ay, as,...,a,) € A1 X Ay X ... X A,
onda n—torku (ay, as, ..., a,) mozemo promatrati kao
funkciju

f:452,...n} — U A
k=1
danusa f (k) =a, € Ay zasve k =1,2,....n, .

(a1, ag,...;an) = (f (1), f(2),-s f(n)).

Vrijedi i obrnuto.



Dakle, Kartezijev produkt || A; moZemo definirati i
k=1

kao skup svih funkcija f : {1,2,...,n} — |J A tako
k=1
daje f (k) =a, € Ay zasve k=1,2,...,n.

1.5 Ekvipotentnost skupova. Kardinani broj.

Definicija Kazemo da je skup A ekvipotentan
(jednakobrojan) sa skupom B ako postoji bijekcija
f:A— B.Oznaka A ~ B.

Teorem 2 Ekvipotentnost ima ova svojstva:

e refleksivnost: A ~ A za svaki skup A;
e simetriénost: ako je A ~ B, onda je B ~ A;

e tranzitivnost: akoje A~ Bi B~ (C,ondaje A ~ C:

Dakle, ekvipotentnost je relacija ekvivalencije medu
skupovima.

Definicija Za skupove A i B kazemo da imaju isti
kardinalni broj ako su ekvipotentni. PiSemo |A| = | B|
(ili card A = card B).




Definicija Za skup kazemo da je beskonacan ako je
ekvipotentan sa svojim pravim podskupom. Za skup
kazemo da je konaCan ako nije beskonacan.

Tvrdnja Skup prirodnih brojeva N je beskonacan, a
skup {1,2,...,n} je konacan. Skup realnih brojeva R
je beskonacan.

Definicija Kardinalni broj skupa N oznaCavamo sa N,
(alef nula) i pisemo card N = N,,.

Kardinalni broj skupa {1, 2, ...,n} oznacavamo sa n i
piSemo card {1,2,....,n} = n.

Svaki skup S za koji je card S = Ny, tj. koji je ekvipo-
tentan sa N kazemo da je prebrojivo beskonacan.

Svaki skup S za koji je card S = n, {j. Koji je ekvipo-
tentan sa {1,2,...,n} kazemo da ima_n elemenata.

Primjer cardZ =cardQ = Ny, {j. N, Z, Q su
prebrojivo beskonacni (sve elemente mozemo pore-
dati u beskonacni niz).

Teorem 3 Svaki beskonacan podskup prebrojivog
skupa je prebrojiv.



Teorem 4 Neka je A beskonacan skup i K njegov
konacan podskup, onda su skupovi A i AN\ K ekvipo-
tentni, tj. card A = card A\ K.

Teorem 5 (Cantor) Skup realnih brojeva R je
neprebrojiv, tj. nije ekvipotentan sa N. Dakle, vrijedi
Ny < cardR =c (kontinum).

Dokaz: Kontradikcijom. (Cantorov dijagonalni postu-
pak).

Pitanje: Postoji li skup S, N C.SC R koji nije ekvipo-
tentan ni sa N ni sa R, tj. tako da je N < card$ < ¢?

Odgovor: NeodlucCiv. Pokazano je da se ne moze
se odgovoriti na to pitanje pomocu aksioma teorije
skupova (Choen 1964.). Uz pretpostavku da takav
skup ne postoji (Cantorova hipoteza kontinuma)
imamo jednu teoriju skupova, a uz pretpostavku da
takav skup postoji, drugu.

Definicija Za realan broj a kazemo da je algebarski broj
ako postoji polinom P (z) s cjelobrojnim koeficijentima
takav ada je P (a) = 0.




Propozicija Skup svih algebarskih brojeva brojeva je
prebrojiv.

Definicija Realni brojevi koji nisu algebarski nazivaju
se transcedentni.

Dodatak: Godelizacija

Teorem 6 Neka je N* = N x Nx...xN skup svih
uredenih k—torki prirodnih brojeva, tada je skup
A = |J N* prebrojiv. Drugim rije¢ima, skup svih kon-

k=1
acnih nizova prirodnih brojeva je prebrojiv.

Definicija Funkcija f : |J N* — N definirana sa
k=1

f <n17n27 7nk) — p?pgz Tl pzka

gdje je p1 = 2, po = 3, p3 = 5, ..., niz prostih brojeva,

se naziva godelizacija skupa A = ] N,
k=1



2. MATEMATICKA LOGIKA
2.1 Temeljne oznake i definicije

Definicija Sud je svaka smislena izjavna reCenica
koja moze biti samo istinita ili lazna.;

Oznake:

e sudove - (obi¢no) velikim slovoma A, B, C, ...;

e svakom sudu A pridruZzujemo vrijednost T ("istina")
ako je istinit, a vrijednost L ("laz") ako je lazan;

e vrijednost istinitosti suda A oznacavamo sa 7 (A) i
nazivamo semanti¢ka ili istinitosna vrijednost.
Dakle, 7 (A) = T znadi: sud A jeistinit, a7 (A) = L
znacdi: sud A je lazan;

e ponekad se umjesto T i L koristi 1 ("istina") i 0
("/az"");

e matematiCku logiku ne zanima sadrzaj suda vec
samo njegova istinitost, pa se ponekad se umjesto
T(A) =T piSe A = T, aumjesto 7 (A) = L piSe
A = 1, tj. identificiramo sud s njegovom istinitoScu.



2.2 Operacije sa sudovima

Skup svih sudova mozemo identificirati sa skupom
{T, L}. Uz tu identifikaciju na skupu {T, L} imamo:

e 4 razliCite unarne logicke operacije (jednom sudu
pridruzuje drugi - samo jedna varijabla),

e 16 razliCitin binarnih logiCkih operacija (dvama
sudovima (uredenom paru) pridruzuje treci - dvije
varijable).

Sve te operacije opisane su pomocu tzv. semantickih
(istinitnosnih) tablica. Najvaznije operacije su:

Definicija Neka je A sud. Negacija suda A je sud
kojeg oznacavamo sa |A ("non A", "ne A"). Sud |A
je istinit ako je A lazan, a lazan ako je A istinit. Pri-
padna tablica istinitosti je

A[TA
T L
1T




Sve unarne operacije f;, 1 = 1,2,3,4,na {T, L} su
dane tablicom:

Al fA(A) fo(A) f3(A) fa(A)
T L 17T | L T
77

Vidimo da je f5(A) =|A.
Definicija Neka su A i B sudovi.

eSud A AN B ("Ai B"ili"A et B") nazivamo
konjunkcija sudova A i B. Sud AA B je istinit
samo onda ako je istinit sud A i ako je istinit sud B.
Pripadna tablica istinitosti je

A/B|AANB
Ty T
TyL] 4L
I B
L] L

eSud AV B ("Aili B","A vel B") nazivamo
inkluzivna (ukljuéiva) disjunkcija sudova A i B.
Sud A V B je lazan samo onda ako je lazan sud A
| ako je lazan sud B. Pripadna tablica istinitosti je




— A
— - W
_|

Napomena: Veznik "ili" ovdje se shvaca u
inkluzivnom (ukljucivom) smislu, tj. on dopusta
takoder "A i B".

e Sud AV B ("ili Aili B","aut A aut B") nazivamo
ekskluzivna (iskljucCiva) disjunkcija sudova A i B.
Sud A VY B je istinit samo onda ako je jedan od
sudova A i B istinit, a drugi lazan. Pripadna tablica
istinitosti je

AV B

S S
— - |
] 1<

Napomena: Veznik "ili" ovdje se shvaca u ek-
skluzivnom (iskljuCivom) smislu, tj. on ne dopusta
IIA i B".



e Sud A= B ("iz A slijedi B","B je posljedica od A")
nazivamo implikacija. Sud A = B je laZzan ako je
sud A istinit, a B laZzan. Pripadna tablica istinitosti je

A/lB/A— B
TIT T
T L 1
1T T
1L T

Napomena: A — B se joS Cita: "ako je A onda je
B","A je dovoljan uvjet za B", "B je nuzan uvjet za
A"

e Sud A <= B (" A je ekvivalentan sa B") nazivamo
ekvivalencija (jednakovrijednost). Sud A <— B
je istinit ako su vrijednosti istinitosti sudova A i B
jednake. Pripadna tablica istinitosti je

A|B|A+~— B
T T T
T L 1
1T 1
1L T

Napomena: A < B sejos Cita: " A je onda i smo
onda ako je B", "A je nuzan i dovoljan uvjet za B",



Sve binarne operacije f;, 1 =1,2,...,16 na {T, L} su

dane tablicom:

Al B\ fi|fo| f3Ja [s| Je| f7| Js| Jo| Jio| Ji1| Ji2 | J13 | f14]| J15
T(T (T /17T |{T,/LjT|{T|L|T| L] L] T]|L]L]|]L
T|iLfr Ly ryrjLyrjLy L)L) T L)L
5 T N O O A
dyLyryLyryririLy Ly Lyt T L Ly LT
Vidimo da je:

e /(A B)=AV B,
e fs(A,B)=AY B,
e f1(A,B)=A—= B,
e /op(A,B)= A<~ B



Na sliCan nacin, mogu se definirati n—arne logicke operacije.

n—arna logi¢ka operacija f svakoj uredenoj n— torci
sudova (Ay, ..., A,) pridruzuje novi sud f (A4, ..., A,).

Ukupan broj razli¢itih n—arnih operacija je 2%".

n—arna operacija se moze zadati dvojako:

e tablicom istinitosti

e formulom algebre sudova, tj. kao slozeni sud.

Definicija Kazemo da su dvije formule P i () algebre
sudova logicki ekvivalentne ako imaju isti broj vari-
jabli i iste tablice istinitosti. Pisemo P = ().

Poredak logickih operacija po padaju¢oj snazi vezivanja
dogovorno je:

1, N, VvV, =, <



Teorem 1 Neka su A, B, C sudovi tada vrijedi:

1. idempotentnost disjunkcije i konjunkcije:
AVA=A, ANA=A;

2. asocijativnost:
(AvVB)VC=AV (BV(O),
(ANB)ANC=AN(BAC);

3. komutativnost:
AV B=BVA, ANB = BNA;

4. distributivnost:
ANBVC)=(ANB)V(ANCO),
AV(BANC)=(AVB)AN(AVO);

5. De Morganove formule:
1(AV B)=]AN|B  ](AAB)=|AV]B:;

6. AVL=A AAT=A

7. AvVT=T, AANL=1;



8. komplementarnost:
AV |[A=T, AN A = L;

9. pravilo dvostruke negacije: || A = A.

Napomene:

e Sva svojstva iz prethodnog teorema imaju
svojstvo dualnosti, tj. zamjenom

Ve A 1 1L« T

u jednom pravilu dobivamo drugo (valjano) pravilo.

e /bog asocijativnhosti opravdano je umjesto
(AV B)V C pisati AV BV C. Slicno za A.

Ako imamo (konacan ili beskonacan) niz sudova A,
A, ..., A,, ..., onda, zbog asocijativnosti, piSemo

A1V AV ... VA, =V!' A (za konacCan niz )
A1V ANV ... VAN ... =V A, (za besk. niz).

Slicno za A.



2.3 Tautologije, pravila zakljucivanja

Definicija Za neku formulu P algebre sudova kazemo
da je tautologija ako je identicki istinita, tj. P = T.
PiSemo = P (Citamo: P je tautologija).

Formulu F' algebre sudova koja identicki lazna, tj.
F' = 1, nazivamo kontradikcija (protuslovije) .

Dakle, formula F' je kontradikcija onda i samo onda
ako je | F' tautologija.

Primijedba Za dvije formule algebre sudova P i ()
vrijedi P = () onda i samo onda ako je P < () tau-
tologija.

Neke vazne tautologije:

e = AV | A (zakon iskljucenja treceg, tj. svaka
tvrdnja je ili istinita ili lazna (nema treceq));

o= (A= B)N(B= () = (A= C) (pravilo
silogizma ili tranzivnost implikacije);

o = | (AA |A) (zakon neproturjeénosti);



o = || A = A (zakon dvostruke negacije);

o = (A= B) <= (|B =]A) (pravilo kontrapozi-
cije);

o= AV(AANB)<—= A iFANAVB) < A
(zakon apsorpcije ili upijanja).

Definicija Kazemo da je sud () logicka posljedica
(zakljucak) sudova P, P, ..., P, ako iz pretpostavke
da su svi sudovi istiniti slijedi da je i sud () istinit.
PiSemo:

P,P, .. P, EQ.

Sudovi P, P, ..., P, se nazivaju premise (pretpostavke),

a sud () kozekvenca (posljedica, zakljucak).

Teorem 2 Ako vrijedi P, P, ..., P, E @ onda je
= PLANP, A\ ...\ P, = (@ iobrnuto.

Teorem 3 Za sudove A i B vrijedi
A, A= B = B.

Ovo pravilo zakljuCivanja nazivamo modus ponens
ili pravilo otkidanja.



Teorem 4 Za sud A vrijedi
1 A=1 A

Ovo pravilo zakljucCivanja nazivamo pravilo kon-
tradikcije ili protuslovlja.

Po pravilu kontrapozicije iz modus poensa dobivamo
pravilo zakljuCivanja koje nazivamo modus tollens
(utvrduje nesto Sto nije): Za sudove A i B vrijedi

A= B, |B E |A.
Primjer:

P Ako se Ana kandidira na izborima (A), ona ¢e biti
izabrana (B).

P, : Ako Ana dode na sastanak (C'), ona Ce se kan-
didirati na izborima (A).

Ps : Ana Ce docéi na sastanak (C) ili ¢e ic¢i u ltaliju (D).

P, : Ana nece i¢i u ltaliju (| D).

@ : (Dakle,) Ana Ce biti izabrana (B).



2.4 Dokazi u matematici

Pocetkom 20 st. uvidjelo se da treba dati stroge kri-
terije kada e se dokaz neke tvrdnje prihvatiti ili ne
prihvatiti kao valjan. Ti kriteriji koriste pravila matem-
aticke logike.

Mnoge tvrdnje u matematici imaju jedan od oblika:

.):P:Q,tj_)zpl/\Pg/\.../\PnﬁQ

o= <= P.

Neke vrste dokaza:

Direktni dokaz

Krenemo od pretpostavki teorema, pa koristeci
pravila zakljuCivanja (te definicije i poznate (vec¢
dokazane) tvrdnje) dolazimo do zakljuCka teorema.
Kod ovakvih dokaza najceS¢e koristimo pravilo silo-
gizma (tranzitivnost implikacije).

Teorem P1 Ako je x paran broj onda je i 2 paran
bro;j.



Dokaz po kontrapoziciji

Ako je tvrdnja oblika = P = () onda je Cesto lakse
pokazati tvrdnju koja je ekvivalentna (po pravilu kon-
trapozicije) ato je = |Q = | P.

Teorem P2 Neka je x prirodan broj. Ako je z* paran
broj, onda je x paran broj.

Napomena: Neke slozZenije tvrdnje oblika = P —= Q)
se dokazuju u konacnho medukoraka. Npr. ako je
P=P NP, A..N P, onda se najprije dokaze

=P AP,A .. NP, = Q1
iz toga
EPLAPA AP AQL = Qs

i nakon konacno koraka

}:Pl/\PQ/\.../\Pn/\Ql/\.../\Qk:}Q



Dokaz kontradikcijom

Neku tvrdnju () mozemo dokazati kontradikcijom, tj.
tako da pretpostavimo da je tvrdnja | toCna.
Koristeci pravila zakljuCivanja (te definicije i poznate
(ve¢ dokazane) tvrdnje) dolazimo do zakljucka da je
tvrdnja @ to€na. Sada je QA |QQ = T u suprotnosti
(kontradikciji) s €injenicom QA |Q =.L.

Zakljucijemo pretpostavka | nije tocna, dakle @ je

to¢na. (|Q =1L E Q.)

Teorem P3 Ne postoji racionalan broj x Ciji je kvadrat
jednak 2.

Dokaz ekvivalencije

Ako je tvrdnja oblika = P < (@ onda tvrdnju
dokazujemo tako da dokazemo = P —=> Q) i
=(Q = P.

Teorem P4 Neka je x prirodan broj. Tada je x paran
broj ako i samo ako je z? paran broj.

Dokaz kontraprimjerom

Tvrdnje oblika: Za svaki x vrijedi..., pokazujemo da
nisu tocne kontraprimjerom, tj. nademo z, za koji
tvrdnja ne vrijedi.



Tvrdnja P5 Svi visekratnici od 3 su neparni.
Kontraprimjer: 6 je viSekratnik od 3, a nije neparan.

Tvrdnja P6 Produkt svaka dva iracionalna broja je
iracionalan.

Kontraprimjer: © = v/12 i y = /3 su iracionalni, ali
produkt z- y = /36 = 6 nije iracionalan.

Dokaz indukcijom

Matmatickom indukcijom se dokazuju tvrdnje oblika:
Za sve prirodne brojeve n > ng vrijedi da je (tvrdnja)
P (n) istina.

Dokaz ima tri koraka:

e Baza indukcije (dokazujemo da je P (ng) istina)

e Pretpostavka indukcije (pretpostavljamo da P (k)
istina za neki k£ > ny)

e Korak indukcije (dokazujemo da je P (k + 1) istina
koristeCi pretpostavku indukcije)



Primjer: Treba pokazati da formula

n

S i=14243 4.t (n—1)+n= ”<”2+ D (Fm)
1=1

vrijedi za svaki prirodan brojn € N, tj. zan > 1.

Dokaz:

Baza indukcije. (Dokazujemo da je F'(n) istina za
n=1)

1

. 1-(141)
Zz:lz 5

1=1

Pretpostavka indukcije. (Pretpostavimo da je F'(n)
istina zan = k)
k
Y oi=1+2+ . (k—1)+k=

1=1

k(k+ 1)
.

Korak indukcije. (Pokazujemo da je F'(n) istina za
n==k+1)
k1

di=1424 4kt (k+1
1=1

)=

k(k+1 k? + 3k + 2
= ( )+4h+nz

2 2
(k+1D)(k+2) (k+1)((E+1)+1)

2 2




Dokaz postojanja (egzistencije)

Tvrdnja je oblika: Postoji z tako da je.....
Ove tvrdnje dokazujemo tako da konstruiramo objekt
x koji zadovoljava trazeno svojstvo.

Tvrdnja P6 Neka je matrica A € M,,. Ako je
det A # 0 onda je A regularna (postoji A™1).

Dokaz: (skica) Definiramo (konstruiramo) matricu
1

det (A)

i pokazemo da vrijedi AB = BA=1,paje B=A""

B = AT (dobro def. jerje det A # 0)

Dokaz jedinstvenosti

Tvrdnja je oblika: Ako objekt = sa svojstvom P (z)
postoji onda je jedinstven.

Ove tvrdnje dokazujemo tako da pretpostavimo
da postoje dva objekta sa svojstvom P (z) i onda
pokazemo da su oni nuzno jednaki.

Tvrdnja P7 Neka je matrica A € M,,. Ako postoji
matrica B € M,, za koju vrijedi AB = BA = I onda
je ona jedinstvena.

Dokaz: Sami




2.5 Skupovni prikaz algebre sudova

Definicija Algebra sudova je skup svih sudova S
zajedno sa tri operacije na S: dvije binarne Ai Vi
jednom unarnom |. Svojstva te algebre navedena su
u Teoremu 1 (poglavlje 2.2).

Neka je X univerzalni skup. Operacije na pod-
skupovima od X mogu se opisati pomocu logickih
operacija.

Neka su skupovi A i B (podskupovi univerzalnog
skupa X), tada je:

e ANB={reX: x€ ANz e B},

e AUB={re€eX: ze€AVzxe B};

e A={recX: |(xeAl}

e ACB=zasvex € Xvrijediz € A= x € B:;

e A=B=zasver € X vrijediz € A<= x € B;

e AAB=(AUB\ANB)={reX: z€ AVxe B}
simetricna razlika.




Dakle, imamo analogiju (usporedba Teorema 1
(poglavlje 1.3) i Teorema 1 (poglavlje 2.2):

Sudovi

ANB

AV B

14

A=—B

AV B

Skupovi

ANB

AUB

A

ACB

A=B

AAB

|

Ovo motivira sljedecu apstraktnu definiciju:



2.6 Booleove algebre

Definicija Neka je B skup u kojem su istaknuta
dva razliCita elementa 0 (nula) i 1 (jedan), te

neka su zadane tri operacije na B: dvije bina-
rne + (zbrajanje) i - (mnozenje) i jedna unarna .
(komplementiranje). Skup B s ove tri operacije naziva
se Booleova algebra ako su zadovoljena svojstva:

1. idempotentnost zbrajanja i mnozenja:

a—+a=a, a-a=a;

2. asocijativnost:
(a+b)+c=a+ (b+c),
(a-b)-c=a-(b-c);

3. komutativhost: a+ 0 =10+ a, a-b=">-a;

4. distributivnost:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c),
a+(b-c)=(a+0b) - (a+c);

5. De Morganove formule:

at+tb=a-b a-b=a+b;



6. a+0=a, a-1=aq;
7. a+1=1, a-0=0;

8. komplementarnost. a4+ a =1,

<
Q
|

[=

9. involutivhost komplementarnosti: a = a.

Napomene:

e Sva svojstva iz prethodnog teorema imaju
svojstvo dualnosti, tj. zamjenom

+ - 1 0«1

u jednom pravilu dobivamo drugo (valjano) pravilo.

e Booleovu algebrugbiéno definiramo kao uredenu
Sestorku (B, +,-, ., 0, 1) koja zadovoljava svojstva
1. — 9.. Moze se pokazati da je dovoljno zahtjevati

da su zadovoljena svojstva 3.,4., 6., 8., jer sva
ostala slijede iz njih.



Propozicija

a) Elementi 0 i 1 u Booleovoj algebri B odredeni su
jednoznacno.

b) U svakoj Booleovoj algebri vrijede pravila apsorpcije:

a+ ab = a, ala+b)=a

koja su jedno drugom dualna.

U svakoj Booleovoj algebri vrijedi:

el+1=1 140=0+1=1, 04+0=0 idualno
0-0=0, 0-1=1-0=0, 1-1=1;

o0=11i 1=0
Primjeri Boolovih algebri

e Ako je B = {T,1} ondaje (B,V,A,|,L,T)
Boolova algebra;

eAkoje S = {2z} i B =24 = {0,5) onda je
(B, U, N, . ,(Z),S) Boolova algebra;

e Ako je S bilo koji skup i B = 2° onda je



(B, U, n, .0 S) Boolova algebra;



Definicija Neka su zadane dvije Booleove algebre
(Bl, 0 11) i (BQ, L0, 12) . Za funkciju
f : B1 — By kazemo da je izomorfizam Booleovih
algebri B, i By ako je bijekcija i ako za sve a,b € B,
vrijedi

Propozicija Neka je f : By — By izomorfizam
Booleovih algebri, onda vrijedi

fla+b)=f(a)+ f(b)
FO)=00 i f(1,) =1

Za dvije Booleove algebre B, i By kazemo da su

izomorfne ako postoji izomorfizam f : By — By. U
tom sluCaju kazemo da su B; i By jednake do na

izomorfizam (identificiramo ih - a = f (a)).

Primjer Svake dvije dvocClane Booleove algebre su
izomorfne, pa kazemo da, gledano do na izomor-
fizam, postoji samo jedna dvocClana Booleova alge-

bra. Ta je ({O, 1}, 4+, -, ) , | sve ostale dvoclane
identificiramo s ovom.



Primjer Neka je B; = D3y skup svih djelitelja broja
30, tj. D3y = {1,2,3,5,6,10,15,30} . Definirajmo za
a, b e Dy
a-b= M (a,b) - najveca zajednicka mjera od a i b,
a+b=wv(a,b) - najveci zajednicki visekratnik od a i b,
30

a=—,
a

tada je (D30,+, -,i 1,30) Booleova algebra.

Neka je S = {z,y,2} tada je (2°,U,N,],0,9)
Booleova algebra. Uo&imo 2° = B, ima 8 elemenata

— {(Z)o {LIZ} ) {y} ; {Z} 7 {xay} ) {377 Z} ; {ya Z} ) {377 Y, Z}}

Definiramo f : D5y — 2° tako da je
fF)=0, f30)={zy, 2} =5
f@2)={=}t, f3)={yr, f(6)=A{7},
F)=A{z,yt, (f(6)=F2+3)=[(2)UfB)={z,y}),
FQA0)=A{z, 2z}, (f(10)=f(2+5)=[f(2)Uf()={z,2}),
fA5)=Ay,zr, (f(15)=f(3+5)=fB)Uf(5)={y,2}).

Lako se provjeri da je f : D3y — 2° izomorfizam
Booleovih algebri (nije jedini- ukupno ih ima 6).



MoZe se pokazati da je svaka konacna Booleova al-
gebra izomorfna nekoj algebri skupova (2°,U,N, 1,0, S) .

Definicija Kazemo da je B; podalgebra Booleove
algebre (B, -+, -,f, 0, 1) ,ako je By C Biako je B;

Booleova algebra s obzirom na operacije nasljedene
iz B.

Da bi B; C B bila podalgebra dovoljno je provjeriti da
za sve a,b € B vrijedi

a-be By, a € B.

Primjer Svaka Booleova algebra (B, +,-, .,0, 1)
ima za trivijalnu podalgebru B, = {0,1}.

Primjer Podalgebra Booleove algebre D3y, =
{1,2,3,5,6,10,15,30} je npr. By = {1,2,15,30}
(ima ih ukupno 5 razliCitin).



2.7 Booleove funkcije

Neka je (B, +, -,f, 0, 1) dvoclana Booleova algebra,
ti. B = {0,1}. Zbog lak$eg racunanja (pamcenja)
definirajmo: 0 < 1. Sada operacije na B mozemo
definirati

a-b=min{a,b} i  a+b=max{a,b}.

Definicija Booleova funkcija (ilin—arna logiCka operacija)
je bilo koja funkcija F': B" — B, gdje je B = {0,1}.

Dakle,
F
(x1,x9,...,x,) € B" — F (21,29, ..., x,) € B.

x1, T9, ..., T, SU varijable Booleove funkcije.
Teorem 1 Broj svih Booleovih funkcija od n varijabli
iznosi 2%".

Svih Booleovih funkcija jedne varijable ima 22 = 4 g
dane su tablicom:

—
-
—_
-
—_




Vidimo da je F5(x) = 7.



Svih Booleovih funkcija dvije varijable ima 22 = 16 a

dane su tablicom:

x1| x| b1 By | B3| Fy| b5 | Fg| By Fg| Fg | Fio| by | Fio | Fis | I
ty1r)j1(1{1,170171]0[1]0]O0 1 0 | C
1401 (11,07 1]1]0]1]0]1 010 1 C
oj1/1}1(0{1T /10 1]1]0]0 1 010 1
ojoj 101 1/17]0,0[0]1]T1 110 1] 0| C
Vidimo da je:

] Fg L1, T2 (: I Y 332),
(: €r1 — .1'2),
o Fo(xy, T (Z T < 332)



Primjer Skup svih Booleovih funkcija od n varijabli
B'={F | F: B" — B, F Booleova fja}

je Booleova algebra uz operacije F + G, F -G i F
dane sa

B’ ima 2% elemenata (Teorem 1).

2.8 Disjunktivna i konjuktivha normalna forma

Svaku Booleovih funkcija mozemo zadati tablicom.
Pokazimo, na primjeru, da se B@Ieova funkcija moze
opisati i pomoc¢u operacija +, -, A.



Primjer Neka je ' : B°> — B dana tablicom:

X1|T2 | T3 F
111/ 1]0
L1101
1707 17]0
0O/ 1]1]0
17001
01101
01010
0,001

e Pogledajmo retke kojima odgovara vrijednost 1;

e U svakom takvom retku 0 pridruzimo odgovarajuci
x;, a 1 pridruzimo z;;

e Sada uredenoj trojci, npr. (1,9, 23) = (1,1,0),
pridruiimo T1 X9 T3]

Vrijedi: x1 - x5 - T3 = 1 ako i samo ako je (1, z9, 73) =
(1,1,0);



e Zbrojimo sve te izraze

($1'1'2'3_33)—|—(l’1°i'2'3_33)+(581'i’g'ﬂi‘g)—f-(l'l'a?g'ﬂig)

Vrijednost ovog izraza je 1 ako je barem jedan od

"pribrojnika" 1. Isto tako ako je jedan "pribrojnika”

1, svi ostali su 0. Dakle, imamo samo 4 moguénosti
(od 8). Prema tome ovaj izraz ima istu tablicu kao

F 1.

F (xl, T, x‘g) = T1X2x3 + T1T9X3 + T1T9x3 + T1T2T3

Produkt varijabli poput z; - x5 - T3 koji odgovara ure-
denoj trojci (x1, 2, x3) (opCenito n—torci) za koju
je F' = 1 nazivamo minterm funkcije F. Dakle,
Svaka Booleova funkcija F' jednaka je zbroju svojih
minterma.

Neka je x € B = {0,1}, onda definiramo: 2" = z,
! = 2. Dakle, 1"=0,0"=1,1' =1, 0! = 0.

KoristeCi ovaj zapis imamo:



Teorem 2 Neka je I' : B" — B Booleovih funkcija i
J skup svih elemenata (e, €9, ..., e,) € B" za koje je
F (ey,e9,....,e,) = 1. Onda je

F (x1, 29, ..., T,) = > (2]t~ xsm) . (%)

(€1,2,....n)EJ

|zraz (*) se naziva disjunktivha normalna forma Booleove
funkcije F'.

Slicno, ako gledamo retke za koje je ' = 0, onda
prvom retku pridruzimo xr; + z» + 3, itd.

Vrijedi: 1+ 22+ 23 = 0 ako i samo ako je (x1, x2, x3) =
(1,1,1);

Pomnozimo sve te izraze

(3_31 + To + 3_33>°<£I_31 + To + 3_33)'(331 + To + 3_33)'<£IZ1 + To + 3_33)

Vrijednost ovog izraza je 0 ako je barem jedna od
zagrada 0. Isto tako ako je jedna zagrada 0, sve os-
tale su 1. Dakle, imamo samo 4 mogucnosti (od 8).
Prema tome ovaj izraz ima istu tablicu kao F tj.

F (x1, 19, 14) =

= (T1+Z9+7%3) (T1+22+T3) (v1+To+T3) (T1+22+T3)



Zbroj varijabli poput z; + x> + 3 koji odgovara ure-
denoj trojci (z1, zo, x3) (opcenito n—torci) za koju je
F' = 0 nazivamo maksterm funkcije F.

Dakle, svaka Booleova funkcija F' jednaka je umnoSku
Svojih maksterma.

Teorem 2 Neka je F' : B" — B Booleovih funkcija i
K skup svih elemenata (k1, ko, ..., k,,) € B" za koje je
F (ky, ks, ..., k,) = 0. Onda je

F (21,29, ...,2,) = 1] (xlfura:g?... + :cf“;) .

(]ﬁ,kg ..... ]{n)EK
(**)

|zraz (**) se naziva konjunktivha normalna forma Booleove
funkcije F'.

Definicija Neka je F' : B" — B Booleovih
funkcija. Dualna Booleovih funkcija od F' je funkcija
F* . B" — B definirana sa

F* (x1, %9, ..., x,) =F (Z1, Ty, ...

V)



Propozicija Operacija dualnosti je involutivna, tj.
(F*)" = F.

Propozicija
a) Operacije zbrajanja + i mnozenja - u Booleovoj al-
gebri su dualne.

b) Operacija komplementiranja A je involutivna.
Problem ispunjivosti

Postoji li barem jedna n— torka (z1,z,,...,x,) € B"
za koju je Booleova funkcija F' : B" — B jednaka 17

Primjer KazZe Zena nakon vjenCanja svom muzu: "Bit
¢e mir za vrijeme rucka ako ispunis tri uvjeta:

1. Ako ne staviS kruh (A) na stol, moras staviti i
sladoled (B).

2. Ako stavis kruh (A) i sladoled (B), ne smijes staviti
krastavce (C).

3. Ako stavis krastavce (C) ili (inkl.) ne stavis kruha
(A), onda ne smijes staviti sladoled (B)."

2.8 Logicki sklopovi Knjiga str. 31.



2.8 Predikatni racun

Recenice kao:

e P (x): "z je bio trener "Hajduka" 1971.";
o Po(z,y): "t +y=1,

nisu sudovi dok simbole x i y smatramo varijablama,
ali postaju sudovi (ili istiniti ili lazni) kad x i y poprime
konkretne vrijednosti.

Definicija lzjavna reCenica koja sadrzi jednu ili vise
varijabla, i koja za konkretne vrijednosti varijabla iz
zadanog skupa D postaje sud, naziva se predikat.

Kazemo da je predikat:

e jednomjesni ako ima samo jednu varijablu x € D;

e dvomjesni ako ima dvije varijable x € Dy, y € Do;

e n—mjesni ako ima n varijabli x, € D;, k=1,...,n.

Skup D = Dy x...x D, nazivamo domena predikata.




Napomena

e Za svaku varijablu danog predikata pretpostavija
se da je poznat skup (domena) iz kojeg varijabla
poprima svoje vrijednosti.

e Ako semanticka (istinitosna) vrijednost nekog
predikata ne ovisi o nekoj od varijabla, onda se ta
varijabla naziva fiktivna varijabla.

e |z jednostavnijih predikata, koristeci logiCke op-
eracije, gradimo formule predikatnog racuna, koje
su opet predikati;

Definicija Neka je P (z) predikat i « iz zadane
domene D.

e Tada je VP (z) sud koji je istinit onda i samo onda
ako je sud P (a) istinit za svaki a € D. Sud Vz P (z)
Citamo: " za svaki x je P (x)" ili " za svaki x vrjedi
P (x)".

Simbol V nazivamo univerzalni kvantifikator.




e Tada je JxP (x) sud koji je istinit onda i samo
onda ako postoji barem jedan a € D za koji je
sud P (a) istinit. Sud dxP (z) Citamo: " pos-
toji = tako da je P (z)". Simbol 3 nazivamo

egzistencijalni kvantifikator.

Napomena

e Od svakog n—mjesnog predikata P (z1, ..., T;, ..., Ty,
s domenom D = Dy X ... x D,, mozemo dobiti jed-
nomjesni tako da varijablu z; € D, ostavimo
slobodnu, a ostale fiksiramo. Dakle,

P(ay,...,a;_1,%;, Qis1, ..., Gp)
je jednomjesni predikat, a
Ve, P(at, ..., 0; 1, Ti, Qir1,y -ery Q) i
Az P (a1, ..., Qj_1, Tjy iyt oees G
sudovi. Prema tome, izrazi
NV, P (X1, ., X1, Ty Tig 1y eey L) i
2P (21, .oy i1, Tiy Tit1, -y Tp)

su (n — 1) —mijesni predikati koji ne ovise o varijabli
x;, tj. x; je vezana kvantifikatorom.



Definicija Kazemo da je varijabla x; u formuli
predikatnog raCuna vezana ako uz nju dolazi kvan-
tifikator V ili 4. InaCe, kazemo da je z; slobodna
varijabla.

Napomena

e Semanticka (istinitosna) vrijednost suda VP (x) (ili
Jz P (x)) ovisi o predikatu P (x), dakle i 0 njegovoj
domeni D.

U slucaju kad treba istaknuti domenu piSemo:
(Vx € D)P (x) (i (dx € D)P (x)).

e Logiku predikata zanima kada Ce formule predikata,
dobivene iz jednostavnijih predikata koristeci
logiCke operacije te kvantifikatore V i 4, biti ek-
vivalentne nad svakom domenom D ili kada ¢e
jedna formula imati drugu za logicku posljedicu nad
svakom domenom D:;

Teorem
a) |VzP (x) =3z P (x);

b) |dzP (z) = Vx| P (x).



Teorem
a) VaVyR (z,y) = VyVz R (z,y);

b) 3z3yR (z,y) = JyFzR (z,y);

c) JaVyR (z,y) = VeIyR (2, y);

1.VzayR (z,y) E dJxyR (z,y) .

Pomocu predikata zadajemo skupove. Ako je zadan
predikat P () s domenom D, onda on definira skup
A kao skup svih elemenata iz D za koji je P (x) istinit,
tj.

A={zxeD:P(x)=T},

likrate A={zeD:P(x)}.



