Definicija 6 Kazemo da je realan broj » gomiliSte
niza {a,} ako svaka e— okolina od r sadrzi beskon-
acno Clanova tog niza, odnosno

(Ve > 0) (Vn € N) (In’ € N) takav da je

n>n i |ay—r1|<e.

Najvece gomiliSte se naziva limes superior i oz-
naCava s

lim sup a,,

a najmanje gomiliSte se naziva limes inferior i oz-
naCava

liminf a,,.

Napomena: Limes je gomiliste, dok gomiliste opcen-
ito ne mora biti limes.

Ukoliko je niz {a, } konvergentan onda je

lim a, = limsup a,, = liminf a,,.
n—aoo



Primjer

1. Za niz Ciji je op¢i ¢lan a,, = (—1)" -7 imamo

12 34 5 —
T A o) Ty Ey T4y e (_1) »orerot
n+1

Clanovi niza s parnim indeksom n se "gomilaju"
oko 1, dok se Clanovi niza s neparnim indeksom
"gomilaju” oko —1. Dakle,

liminfa, = —1, limsupa, = 1.

2. Za niz Ciji je opci Clan a,, = cosng imamo

0o, —1,0,1, —1, 0, 1, 0, ..., Cosng,

Clanovi niza s neparnim indeksom n se "gomilaju"
oko 0, dok se clanovi niza s parnim indeksom
oblika 4k — 2 "gomilaju” oko —1, a Clanovi niza s
parnim indeksom oblika 4% "gomilaju” oko 1. Dakle,
skup svih gomilista je

{_17 07 1} )
pa je

liminfa, = —1, limsupa, = 1.



Mozemo prosiriti pojam gomilista s —oo i —o0.
Za +oo kazemo je gomiliste niza {a, } ako

(Vr > 0)(Vn € N) (3In’ € N) takav da je

n>n i ay>r.
Za —oo kazemo je gomiliste niza {a,} ako

(Vr < 0)(Vn € N) (3In' € N) takav daje

/ .
n>nl ay;<r.

Primjer
Niz Ciji je opCi Clan
oo 1 nparan,
"1 n, nneparan ’
tj. niz
1 1 1
1, =, 3, =5 — 7, ...
2 4 6

ima dva gomili§ta 0 i +o00. Clanovi niza s parnim in-
deksom n se "gomilaju” oko 0, dok Clanovi niza s

neparnim indeksom rastu ("gomilaju se" prema +o0).
Dakle,

liminfa, =0, limsupa, = +o0.



Definicija 7 Podniz niza ¢ : N — R je svaka kom-
pozicijaaon : N— R, gdje je n : N — N strogo
rastuca funkcija (niz u N).

Dakle, podniz nekog niza {a,} je ponovno niz.
Opcenito, k—ti Clan podniza a o n je

(aon) (k) = a(n (k) = ay = an,

Uoc€imo: podniz niza {a,} je niz

Apyy Apyy Apgy Apyy ooy Apyy oee

tj. niz {a,, } sastavljen od Clanova niza {a,} tako da
vrileding < ng <ng <..<ng...

Primjer
1. Za niz Ciji je op¢i ¢lan a,, = (—1)" -5, {j. niz
1 2 3 4 5 (—1)" n
2°3 45 6" n+1
ima dva konvergentna podniza ag, = % i
agp—1 = —2=1. Vrijedi

lim agr =1, lim agr_1 = 1.
k—o00 —00



Uocimo:

O] W~

D 4
67 Y 5?"'7

tji. as, a1, as, a4, ay, ..., nije podniz (indeks strogo ne
raste).

2. Promotrimo niz Ciji je op¢éi Clan a,, = ¢", {j. niz

n

q, q27 qu CJ4, q5, N/

Ovaj niz nazivamo geometrijski niz. Razlikujemo
sluCajeve:

® |¢| < 1= niz konvergirai lim ¢" = 0;

n—oo

e |¢| > 1 = niz divergira:

—zaqg>1je lim ¢" = 4o0;

n—aoo

— za q < —1, niz ima dva "gomilista" +oo i —o0;

e ¢ = 1 = niz konvergira (stacionaran niz) i

lim 1" = 1;

e ¢ = —1 = niz divergira (ima dva gomiliSta 1 i —1).



Svojstva konvergentnih (pod)nizova

Teorem 2 Niz {a,} ima gomiliSte r ako i samo ako
postoji barem jedan podniz koji konvergira prema r.

Teorem 3 Ako je niz {a,} konvergentan, tada je i
svaki podniz {a,, } konvergentan i vrijedi

lim a, = lim a,.
k—o00 n—00

Teorem 4 Svaki konvergentan niz je omeden.
Dokaz:

Teorem 5 Svaki niz ima monoton podniz.
Dokaz:

Teorem 6 Svaki monoton i omeden niz je konvergen-
tan. Posebno, svaki rastuci niz koji je omeden odozgo
je konvergentan, te svaki padajuci niz koji je omeden
odozdo je konvergentan.

Dokaz:

Teorem 7 (Bolzano - Weierstrassov) Svaki omeden
niz ima konvergentan podniz.

Dokaz:



Primjer
1. Niz
(+3)
ap, = |1+ —
n

je strogo rastuci, tj. moze se pokazati da je za
svaki n € N vrijedi

1 n 1 n+1
= 1+=) < Mve <1+ = 1.
‘ ( n) ( n+1> ntl

Takoder, moze se pokazati da je niz (a,,) omeden
0dozgo, tj. da za svaki n € N vrijedi

1 n
a, = (1 + —) < knjiga - 3
n

Dakle, po Teoremu 6 niz {a,} konvergira. Limes
tog niza oznaCavamo s

. 1\"
e = lim (1 + —) .
n— 00 n



2. Pokazimo

lim va=1, a> 0. (L1)

n—aoo

Razlikujemo slucajeve:

e o = 1 = niz konvergira (stacionaran niz) i

lim v/1= lim 1 =1;

n—aoo n—aoo

e > 1

Pokazimo (L1) koristeCi Definiciju 4 (def. limesa).
Neka je ¢ > 0 i neka je |a, — a| < ¢, {j.

Va—1| <e.

Treba pronaci n (iz Definicije 4). Imamo

Va—1] < ¢ <= Va-1<e <= Va<l+e <

1 |
—Ina < In(l4+¢) <= n> -a

n In(1+¢)

. S Ina 1
= ny.
"= In(1+¢) ’




e<a<l
Pokazimo (L1) koristeCi Definiciju 4 (def. limesa).
Neka je € > 0 i neka je |a, — a| < ¢, {j.

Va—1| <e.

Treba pronaci n (iz Definicije 4). Imamo

O<e<1

Va—1 < ¢ & 1-vVa<e & VYa>1-¢c &

1 Ina
—1 In (1 — >
~lna > n(l—c¢) < n (o)

Ina
In(l—e¢)

UoCimo: zac > 1je nyg = 1.

3. Moze se pokazati

lim /n = 1.

n—oo



Svojstva limesa

Teorem 8 Neka su nizovi {a,} i {b,} konvergentni.
Tada vrijedi:

) lim (a, + b,) = lim a, + lim b,
n—oo n—oo n—oo

i) lim (a, — b,) = lim a, — lim b,,

i) lim (a,-b,) = lim a, - lim b,,

iv) ako za svaki n vrijedi b, # 0 i ako je lim b, # 0,
tada je

lim a,
lim o = 1=
n—oo by, lim b,

n—oo

v) ako za svaki n vrijedi a,, > 0 i ako je lim a, > 0,

. n—oo
tada je
lim (a,)” = lim (a,)">"
n—oo n—oo

Teorem 9 Ako za nizove {a,}, {b.}, {c.} postoji
no € N takav da za n > ng vrijedi a,, < b, < ¢, i ako
je lim a, = lim ¢, = a, tadaje |

n—oo n—oo

lim b, = a.
n—oo



Red realnih brojeva

Red realnih brojeva na neki nacCin poopcenje (kon-
acnog) zbrajanja na "zbrajanje" beskonacno (prebro-
jivo) pribrojnika.

Definicija 8 Red realnih brojeva je uredeni par
((ay), (sg)) realnih nizova (a,) i (sx), pri ¢emu je
k

sk:a1+a2+...+ak:Zan.

n=1

k
Broj a,, nazivamo n—ti €lan reda, broj s, = > a, nazi-
n=1

vamo n—ta parcijalna suma, a niz (s;) niz parcijalnih suma.

Red ({a,}, {s:}) kraCe zapisujemo kao

©.9)

Zan:a1+a2+...+ak+....

n=1



Definicija 9 Za red ) a, kazemo da konvergira ako
n=1

konvergira niz pripadnih parcijalnih suma (s;) . U tom
slucaju granicnu vrijednost

lim s;. = s
k— 00

nazivamo sumom reda i piSemo

oo
g a, = S.

n=1

Jos se koriste izrazi: red je konvergentan ili niz {a,, }
je zbrojiv ili sumabilan.

Ako red > a, ne konvergira kazemo da divergira.

n=1

Dva pitanja:

1. Je li red konvergira?

2. Ako red konvergira, kolika mu je suma?



Primjer Red oblika

0.0)

Zq”_l, g € R.

n=1

nazivamo geometrijski red. UoCimo da je

Zq”1—1+q+q Zq

n=1

Ispitajmo konvergenciju geometrijskog reda u ovis-

nosti o ¢ € R. UoCimo da je ovdje
an=q"1 i sp=1+q+¢@+...+¢ L

Razlikujemo slucajeve:

og=1—=s5.=1+1+1+....+1=k
—> lim s; = lim k = 400, red divergira;

k—o00 k—o0
og=-1 = s,=1-1+1-1+...+(-1)"" =

B 1-)+1-1)+...+(1—=1)=0, kparan
k= 1-1)+1-1)+...+(1—-1)+1=1, kneparan



Dakle, niz (s;) je niz
1,0,1,0..1,0, 1,....

Ovaj niz ima dva gomilista 1 i 0, dakle divergira, pa
red divergira.

e ¢ #+1 =— (sumakon. geom. reda) —

2 1 1—¢"
sp=1+q+q¢ +....+q¢" = g —

1—¢" 1
lim s; = lim T _ lim (1—qk)=
k—o0 k—o00 1-—-q 1-—-qk—%m

divergira lq| > 1.

o
Dakle red > ¢" ! konvergira za |¢| < 1, a inace (za
n=1

lq| > 1) divergira.

Primjer Red oblika
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oo
konvergira i suma mu je Y &

n=0 n=0



Teorem 10 (nuzan uvjet konvergencije) Ako red

Z a, konvergira onda je lim a, = 0.

H
n=1 n—aoo

Dokaz:

Ova tvrdnja je ekvivalentna tvrdniji:

Ako je lim a, # 0 onda je red Z a,, divergentan.

n—oo n=1

Dakle, postoje redovi ) a, za koje vrijedi da je

n=1

0.0
lim a, = 0 a divergentni su, ali su redovi Z a, za

n—oo =1

koje vrijedi da je lim a, = 0 jedini "kandldatl" za kon-

n—:ao0

vergenciju.

Primjer Red oblika

©.9)

1

n

je divergentan (vidjeti u knjizi Primjer 6.10 str. 229.),

alije lim a, = lim * = 0.
n—aoo n—aoo



Primjer Red oblika

. n—1
2

n=1

je divergentan (po Teoremu 10) jer je je lim a, =

n—00
lim =1 £ 1.
n—oo " #



