


2. AnalitiCka geometrija prostora
2.1 Kartezijev koordinatni sustav

Neka je O izabrana totka u prostoru E3 i B = (7, j, k)
desna ortonormirana baza za prostor V3. Tada za
ovu odabranu toCku O i bazu B imamo bijekcije dane
sa

T<—>fr’_T>:O—7;%>7=[O—f]<—>(:1:,y,z)7

gdje je @ = xi +yj + zk. Kako su

@ =i +yj+ 2k LN (x,y, 2)
bijekcije, identificiramo

_ — - - -
r, =0T =xi+yj)+zk = (x,y, 2),

i ti prikazi su jednoznacni. Uredenu trojku (z, ¥, z)
nazivamo pravokutne koordinate radijvektora 7., s
obzirom na danu bazu B.



Specijalno, postoje jedinstveni radijvektori takvi da je

— —

Ol =7=(1,0,0), OJ=7=(0,1,0), Ok =k=(0,0,1).

Uocimo:

e Kako su sve operacije s vektorima u V3 definirane
preko predstavnika iz V3(O) znamo: zbrajati radijus-
vektore (radijvektore) (po pravilu paralelograma),
mnoziti ih skalarom, te ih skalarno i vektorski
mnoziti. Dakle, bijekcija r : V3 — V3(0) "¢uva"
ove operacije!

e Zbog bijekcija k : V? — R3ir : V3 — V3(0)
znamo | pravokutne koordinate: zbroja, umnoska
sa skalarom te skalarnog i vektorskog umnoska
radijvektora.

Kako je |
h:E°— V3(0),
TLO—f:?TE (z, 9y, 2)
bijekcije, mozemo identificirati i
T=(x,y,2).
Uredenu trojku (z,y, z) nazivamo pravokutne koor-

dinate toCke T s obzirom na danu bazu B i toCku
O.



Ovako izabranu toéku O u prostoru E3 i B = (i, ], k)
desnu ortonormiranu bazu u V? (O) (uz identifikaciju
H = H g % =, . = ags
Ol =i, 0J = j, OK = k) nazivamo pravokutni ili
Kartezijev koordinatni sustav u E?, krace

(0.G.7.5).
oL

e Totka O njegovo je ishodiste, a O1 = i, OJ =
OK = k koordinatni vektori.

e Pravce z, y, z odredene tockama OI, OJ i OK,
redom, Koji su u parovima okomiti, nazivamo osi
koordinatnog sustava, i to redom: x je 0S apscisa,
y je os ordinata, a z je os aplikata.

e Ravnine odredene koordinatnim osima, nazivamo
koordinatne ravnine danog sustava: xy—ravnina,
xrz—ravnina i yz—ravnina.
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UoCimo: Za zadani Kartezijev koordinatni sustav
(0,G,7.1)
e SvakatoCka T € E° jedinstveno je odredena svojim

pravokutnim koordinatama (z, y, z) (i obrnuto). JoS
pisemo

T(x,y,2).
Poimence, broj x nazivamo apscisa, y ordinata, a z
aplikata toCke T'.

e Pravokutne koordinate tocke T' podudaraju s pra-
vokutnim koordinatama radijvektora 7, te tocke u
danom sustavu. Specijalno:

[=(1,0,0), J=(0,1,0), K =(0,0,1)

Propozicija 2.1 Neka su A (z1,y1,21) | B (x2,y2, 22)
dvije toCke iz prostora E* dane svojim koordinatama
u odnosu na neki Kartezijev koordinatni sustav. Onda

—
vektor {AB] ima u tom sustavu koordinate

—
{AB} = (332 —T1,Y2 — Y1,22 — Z1) :
Dokaz:

Napomena: Vrijedi
— —
] - o]
gdje je C (xg — x1, 92 — Y1, 22 — 21) .




Propozicija 2.2 Neka su A (z1,y1,21) | B (x2,y2, 22)
dvije toCke iz prostora E? dane svojim koordinatama
u odnosu na neki Kartezijev koordinatni sustav. Onda
je njihova udaljenost

d(A, B) = \/(5'52 —z1) (=) + (22— =)

Dokaz:

Dijeljenje duzine u zadanom omjeru. Podijeliti
duzinu AB u danom omjeru A : 1 znacCi odrediti toCku
P unutar te duzine takvu da vrijedi:

|AP|: |PB|=X:1.




Propozicija 2.3 Neka su A (z1,y1,21) | B (x2,y2, 22)

dvije toCke iz prostora E? dane svojim koordinatama
u odnosu na neki Kartezijev koordinatni sustav. Onda
su koordinate tocke P koja dijeli duzinu AB u omjeru

A : 1 danes:
P(ajl + Axo Y1+ Ays 21 + )\22>
L+XA 7 14X 7 1+X 7
Specijalno, koordinate polovista P od AB su

)

T+ T2 Y1 +Y2 21+ 29
2 2 2

P(
Dokaz:

Konveksna kombinacija. Konveksna kombinacija
dvaju vektora a; i as je vektor oblika

a = A\d1 + A\oao
pri cemu za skalare vrijedi A1 i \y vrijedi Ay > 0,
Ao > 01N+ X =1.

Propozicija Z.ﬂeka su dani vekt_o[i a; | as sSvojim
radijvektorima OA = (x1,y1,21) | OB = (22,42, 22) U
nekom Kartezijevom koordinatnom sustavu. Onda
konveksnoj kombinaciji ta dva vektora odgovara radi-

jvektor OP tocke P koja se nalazi unutar duzine AB.

Dokaz:




Slicna tvrdnja vrijedi i za tri toCke: radijvektor svake
toCke unutar trokuta odredenog s te tri toCke, konvek-
sna je kombinacija radijvektora njegovih vrhova.

Specijalno: Teziste trokuta AABC je ona toCka 1" za
koju vrijedi

— ]l 11— 11—

OT = gOA + §OB + 50(].

2.2 Ravnina

Svaka ravnina II u prostoru E? jednoznacno je
odredena:

1. ili s tri razliCite toCke koje sve ne pripadaju istom
pravcu;

2. ili s pravcem i jednom tockom koja ne pripada tom
pravcu;

3. ili s dva razliCita pravca (koja nisu mimosmjerna);
4. ili s pravcem okomitim na II i toCkom 717 € II.

Definicija 2.1 Vektor n =# 6je okomit na ravninu II,
ako je svaki njegov nosaC okomit na II. Takav vektor
1 nazivamo vektor normale ravnine II.




Neka je ravnina II odredena s tockom 7 € II i nor-
malom 7 na tu ravninu (II je jednoznacno odredena s
1117, premad.).

Imamo: 17" € II, T' # 13, ako i samo ako je vektor
[TlT] paralelan I1 (ti. T,T € I1). Dakle,

—
Telle—i L {TlT},

—
Tell e ii- {TlT} _ 0.
Buduci je

— > >
NT=0T—-01, =rp —7rp,
onda je
- ([rr] = ) = 0

Sto je vektorska jednadzba ravnine II. Izvedimo
odavde jednadzbu ravnine u algebarskom obliku.




Neka su tocke Ti (1,41, 21) i T (x,y, z) dane svojim
koordinatama i 7 = Ai + Bj + Ck. Tada je

n-(rr] = [rnl) = 0=
Al —z)+By—y)+C(z—21)=0 (1)
1z (1) slijedi

Az + By+Cz+ (—Ax; — By — Cz) = 0 =
D

Az +By+Cz+D =0 (2)

JednadZba (2) se naziva opca jednadzba ravnine.

Uocimo:

D= —i. {O—Tﬂ

Ravnina se nece promijeniti ako vektoru normale n
promjenimo duljinu ili orijentaciju (svi vektori normale
su kolinearni):

ny = An, )\740:

Mx + ABy+ A XCz+AD =0
je opci oblik iste ravnine II.



Ako normalu n orijentiramo tako da je

o< (n[oT]) <

tada je .
ﬁ[@ﬂ}zg
Kako je u (2)
D=—n- [E)_Tﬂ — D <0

Primjer 1 Nadite jednadzbu ravnine II koja prolazi
tockom 77 (1, —2,1) i Cijaje normala 7 =i — j — 4k.
| nacin: 1z jednadzbe (1) dobivamo

L-z-D+=D-w—(=2)+(4)(z-1)=0 =
I.... r—y—4z+1=0

Il nacin: Iz jednadzbe (2) dobivamo
l-z—1-y—4-2+D =0

Thell =1-1-1(-2)—4-1+4D=0= D=1 =
[M... z—y—424+1=0

Mnozenjem predhodne jednadzbe s —1 dobivamo



[I... —z+y+42-1=0=

—

Neka je ny jedinicni vektor normale od II. Tada je

Ty = COS P11 + COS Py] + COS 90312,
gdje je
L I o
gplzé(noﬁ 7’)7 902:4(”07])7 90324(77/07]{) .
Sada je (1) oblika

cos @y (x — 1) +cosy (Y —y1) + coss (2 — 21) =0
a (2) oblika
COS Y1+ T+ COSYy - Y +COS s -2 —p =0, (3)
gdje je
Imamo
_ -
0§4<ﬁ0, [OTJ) <Se=>p20

Jednadzba (3), uz p > 0, se naziva normalna ili
Hesseova jednadzba ravnine.

. —
1 —z+y+4/<: normala na Il i —D:ﬁ-{OTl}ZO



Ako je 7 = Ai + Bj + C'k vektor normale od 11, tada
jenyg = il_%! jedinicni vektor normale, tj.

B i:AZ+£ﬁ3FCE
ny = :
VAR BR O

pa je (3) oblika

Ar + B D
n r+ By+Cz+ _ 0. ()
VAZ+ B2+ C”
Ako je predznak biramo tako dobjemo Hesseovu jed-
nadzbu, tj. p > 0, tada je u (4), za D # 0,

Az +By+Cz+D

—sgnD = 0. 5
meonD) VAZ+ B2+ C? ©
paje ~ (—sgnD)A
COS = Ny PR e
~ (—sgnD)B
= T By O
~ (=sgnD)C
COS (g = NS R
sgnD - D | D]

p

VAT B+ VARt Bt O

Akoje D = 0, tada je i p = 0, pa je svejedno je koji
predznak uzimamo.



Primjer 2 Nadite Hesseovu jednadzbu ravnine
—x+y+4z—1=0. Iz (5) dobivamo

(-1)-o+1-y+4-2—-1

\/(—1)2 412 442

=

0

(=sgn (1))

—1 1 1
—T+—— —= =10

4
_|_—_
Vi3 Vs VIR, Vs

Udaljenost toCke od ravnine Neka je T1 (z1, y1, 21)
neka toCka i II dana ravnina. Udaljenost toCke 77 od
ravnine II jednaka je udaljenosti tocke 77 do njezine
projekcije T"(x', 4/, 2’) na ravninu II.




Neka je ng = cos 9017? + cos 9025' + cos g03/; je-

dinicni vektor normale od II | pretpostavimo da
—>

el </« (ﬁo, {OT’D < 7. Tadaje

II.....cospy - &+ cospy -y +cosps - 2 —p =0,

—
D = ﬁo . {OT,} > 0.
. % . . .
Vektori 7, {T’Tl} kolinearni, pa je
—> g
=4 (ﬁo, [T’le =0 ili 7.
Ovo povlaci
> >
[T’Tl} Fip = ‘ [T’Tl] | 7| cos ¢ = % [TTTh| = d (T3, 1)
il
d (T1,11) = % (cos pq (x1—2") + cos @y (y1—y') + cos g (21—2")) .
Kako je T" € II, onda je

cos (g + T’ + cospy -y + cos g - 2 = p,

Sto povlaci

d (T1,11) = £ (cos py - X1 + COS Py + Y1 + COS s - 21 — P) .



Uocimo:

e Predznak — dobivamo kad su ishodiste O i 17 u
Istom poluprostoru odredenom s II (¢ = ), a +
ako su u razliCitim poluprostorima (¢ = 0).

e Ako je T1 = O = (0,0,0) ishodiSte, onda je udal-
jenost d (0, 1I1) = p.

Dakle,

d (11, 11) = |cos @, -x1+ cos py-y 4 cos ws-21—p| . (6)
Ako je Il ravnina dana s jednadzbom Ax + By + Cz +
D =0, onda je (6) oblika

(T T _|A331—|—By1—|—021—|—D‘
= e e

Primjer 3 Nadite udaljenost ravnine —x+y+4z—1 =0
od ishodiSta i tocke 71 = (3,1, —2) od te ravnine. Hes-
seova jednadzba ove ravnine je

~1 1 4 1
T+ =y + ——=Yy — —= =0

Vs VY VRY Vs

(Primjer 2) pa je
d(0,11) =

0.0)



1 1 A 1
AT = |— 34— 14— (—2) — —
(T3, 1) NGE V18 18( ) V18
1] 11
o R — :—\/5
V18 6

UocCimo: Ovdje su ishodiste O i T u istom polupros-
toru odredenom s ovom ravninom (¢ = ).

Parametarska jednadzba ravnine. Neka je ravnina
IT odredena s toCkom 7} € Il i s dva nekolinearna
vektora a | 5para|e|na s tom ravninom tj. neka je II
je "razapeta"” je vektorima a | E(H je jednoznacCno
odredenas i, a 5, prema 1. ili prema 3.).




Imamo: 17" € II, T' # 17, ako i samo ako je vektor
[TlT] paralelan II (. 11T € II).

Dakle, ako je T' € 11, tada su vektori [T—lﬂ @ ibkom-

planarni, pa postoje jedinsveni skalari A, i € R takvi
da je

SN .
[ET}:AJ+MU
Kako je
— > >
NT=0T—-01, =rp — 7,
Imamo

7r] = MA@+ ub + 7] 0

Neka su toCke Ti (x1,y1,21) 1 T (z,y, z) dane svojim
koordinatama te @ = (ay, g, a3) i b = (B, 59, B3) ,
tada (7) povlaci

r = Ao+ pB+ 1

Yy = Aag + pfy +
z = dag+ pfBs+ 2

Sto je parametarska jednadzba ravnine II.



Nadalje, kako su vektori {ﬁﬂ a i b komplanarni,
tada je njihov mjesoviti produkt

) 2] =0

Ako su toCke i vektori zadani koordinatno kao prije,
Imamo

L —T1 Yy—Y 2— %21
1 %) a3 = 0, (8)

b5y B B3

Sto je jednadzba ravnine odredene fiksnom
toCkom i dvama nekolinearnim vektorima.

Jednadzba ravnine kroz tri toCke. Neka je ravnina
II odredena s tri toCke 17,75, T5 € II koje ne leze na
jednom pravcu (II je jednoznacno odredena s te tri
tocke prema 1.)




Neka su te toCke zadane pomocu svojih koordinata
T; = (x;,9;, %), © = 1,2, 3. Definirajmo

— = — —
@: = | T = () - [l
— [ ——>

b= TlT?,} — (7] — [Fr].

Ako je T (x,y, z) € II, tada su vektori {ﬁ} qib
komplanarni, pa iz (8) imamo
L—T1 Yy—Yy <— 2

To—T1 Yo—Y1 22— 21| =0, 9)
I3 —T1 Ys — Y1 <23 — <1

Sto je jednadzba ravnine kroz tri toCke.

Segmentni oblik ravnine.

Zelimo li skicirati poloZaj ravnine u prostoru, to ¢emo
najlakSe uciniti izdvojimo li toCke na koordinatnim os-
Ima koje pripadaju toj ravnini.

Neka je Az + By + Cz+ D = 0 opca jednadzba rav-
nine I1.

e Ukoliko je D = 0, ravnina prolazi ishodistem.



e Ako je pak D # 0, tada, dijeljenjem s — D, gornju
jednadzbu mozemo svesti na oblik:

m.. 24449 (8)
p oq T

koji nazivamo segmentni oblik jednadzbe ravnine.

e ToCke P(p,0,0), Q(0,4,0) i R(0,0,r) su presjeci
II s koordinatnim osima z, y, z, redom. Brojeve p,
¢, © hazivamo segmentima, a njihove apsolutne
vrijednosti predstavljaju duljine odrezaka na koordi-

natnim osima.

Primjer 4 Odredimo segmentni oblik jednadzbe rav-
nine zadane s 2x — 6y + z — 2 = 0. Dijeljenjem s 2
dobivamo

Y

<
+ = +-=1
2

=18

1
3



Pramen ravnina.

Dvije ravnine II; i Il (u opcem polozaju - ako nisu
paralelne) sijeku se duz jednog pravca p. UVjet za to
je da njihovi vektori normale n; = Alz -+ Bg + 01/<3 |

= Aqi + Bgfnt O,k nisu kolinearni. Kroz presjecni
pravac p moze se provuci beskonacna familija ravn-
Ina koju nazivamo pramen (svezak) ravnina.

Neka su
Hl A1$+B1y+C1Z+D1 = 0

H2 ..A2$+Bgy+(]2z+D2 = 0

jednadzbe ravnina koje odreduju neki pramen ravn-
ina. Neka je T'(z,y, z) bilo koja toCka koja lezi na
presjeCnom pravcu. Koordinate te toCke moraju zado-
voljavati obje gornje jednadZbe. To znaci da Ce ta
toCka zadovoljavati jednadzbu oblika



AN(Ax + By + Ciz+ Dy) +p (Asx + Boy + Coz + Do) =0,
(9)

za proizvoljne A\, 1 € R . Jednadzbu (9) mozemo za-
pisati kao

(AA1+1A) 2+ (AB1+pB2)y+(AC1+pCs) 24 (AD1+1D3) = 0,

Sto za odabrane )\, i1 € R predstavlja opcu jednadzbu
ravnine s normalom A\nq + uno.

Uocimo:

e Za A = 0 (i u # 0) dobivamo ravninu II,, aza =0
(i A £ 0) dobivamo ravninu II;.

e Ako je A = 1, dobivamo sve ravnine pramena, 0sim
ravnine Il :

Aix+ By + Ciz+ Di+p (Asx + Boy + Coz + Do) =0, p €R

(10)
Primjer 5 Odredimo jednadzbu ravnine koja prolazi
presjecnicom ravnina

I ...22 —-3y+2—1=20
I ..o2—-—y+22—-3 =0

i tockom T = (3, 1,0). OCito ravnine nisu paralelene i



Ty ¢ 11, pa koristeci (10), dobivamo
2.3—3-140—14p(3—-142-0-3)=0= p =2.
Sada je

20 —3y+z—14+2- (r—y+22—-3)=0 =
II.. 4z —>y+52—7=0.

Kut izmedu ravnina.
Kut ¢ izmedu dviju ravnina II; i IIs geometrijski:

e Ako su ravnine paralelne ili se podudaraju, tada je
w = 0.

e Ako se ravnine sijeku u pravcu p, tada kroz bilo koju
toCku 17 € p poloZimo ravninu IT okomitu na p . Ona
sijeCe zadane ravnine duz dva pravca p; i po . Kut ¢
definira se kao (maniji) kut izmedu tih dvaju pravaca
0 <p <3

T

7




—

Neka su n; = AlZT)—F BL;—F Cllg | 779 = A2;+ BQ}"‘ Cok
normale ravnina II; i I, redom. OCito je

p = & (711,7), ako je 0 < L (71, 7iy) <

o |

i
o =m— £(71,72), akoje g < £ (71, 1y) < .

U svakom slucaju imamo

B 731 - 719
COS Y = ==,
|721| |72
odnosno
|A1A2 + B1Bs + 0102‘
COS Y =

VAL B2+ C? \JA3+ B} +C3
Posebno ako su II; i II; okomite, onda je

—

ny-no=0 1ili A{As + B{By+ C1Cy = 0.



Ako su II; i II, paralelne (ili se podudaraju), onda je

At B Gy
Ay By Oy

—

ﬁl — )\TLQ i

Primjer 6 Odredimo kut (kosinus kuta) izmedu ravn-
Ina
I .22 —3y+2—1=20
Ih..2—y+22—-3 =0

Imamo

2 - 1+( 3)-(=1)+1- 2|
COS (p = =

\/22 )2 12 \/12 )2+ 22

7
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