


2.3 Pravac

Svaki pravac p u prostoru E? jednoznacno je odreden
s dvije razliCite toCke.

Definicija 2.2 Vektor § + ( je vektor smjera pravca
p, ako je p neki nosac od s.

Drugi rijeCima, s # 0 je vektor smjera pravca p, ako za
svaku toCku T; pravca p postoji (tocnho jedna) toCka
Ty € p, 171 # 1y, tako da je 5 = [TO—TJ .

Neka je pravac p odreden tockom 1 € p i vek-
torom smjera s (p je jednoznacno odreden s Tj |

—
5= {TOTJ).
Imamo: T € p, T' # Tj, ako i samo ako je vektor

[To—f] kolinearan s vektorom smjera s, tj. ako postoji
tocno jedan A € R, X # 0 tako da je

—
{TOT} —AF
Dakle,

—
Tep T4T, — INA£0 [TOT]:)@.



Buduci je

— > >
101 =0T - O1y=rp — 1713,
onda je

) — rp] = As
i
7] = 7] + A8 (11)

Sto je vektorska jednadzba pravca p.

Neka su tocke Ty (xg, yo, z0) i T (z,y, z) dane svojim

—

koordinatama i § = li + mj + nk. Tada
7r] = [P ] + A\ =

= ZCQ—I—)\Z
Yy = Yo+ A\m (12)
2 = 2o+ A\n

Sto je parametarska jednadzba pravca p.




Uocimo:

e Svakoj vrijednosti parametra A € R odgovara tocno
jedna toCka 1" na pravcu p (i obrnuto).

e Pravac se nece promijeniti ako vektoru smjera s
promjenimo duljinu ili orijentaciju (svi vektori smjera
su kolinearni):

330—|-<>\,LL>Z
y = Yo+ (Au)m
z =20+ (Apu)n

je opci oblik istog pravca p.

Kanonska jednadzba pravca. Kako je vektor {To—ﬂ
kolinearan s vektorom smjera s, tada je

. ~
[TOT} X F=0
i . . .
7 J k
BN .
{TOT] XS=|x—x0Y— Y Z2— 2
[ m n

[
(=1

(13)

odakle razvojem po prvom retku i sredivanjem (sve
su koordinate vektora na lijevoj strani jednake nuli!)
dobivamo



SU—CUo:y—?Jo:Z—Zo (14)

[ m n

Ove se jednadzbe nazivaju kanonska jednadzba pravca.

Uocimo:

e Jednadzbe u (14) mozemo dobiti ako eliminiramo
parametar A iz jednadzbi u (13). Iz prve jednadzbe
dobivamo A = ==, slicno za drugu i trecu.

e Zapis (14) je formalan zapis buduci neka od koordi-
nata vektora smjera s moze biti jednaka 0.

Primjer 7 Nadite parametarsku i kanonsku jednadzbu
pravca p kOjI proIaZ| tockom Tj (1, —2,5) i Ciji je vektor
smjera s = i — 4k.

1z (12) slijedi

r=1+A-1=1+A
y=—-24+A-0=-2
z2 =5+ (—4)=5—4\

Eliminacijom )\ dobivamo kanonsku jednadzbu pravca

r—1 y+2 2z-95
1 0 =4




lli iz (13)

A S )
r—1y+22—-5|=0
1 0 —4

Sto povlaci

(~4(y+2) =0 (2 =5))i— ((-4) (x = 1) =1 (2 =5)) j

+(0(x—-1)-1(y+2)k=0
il

2 —5
A+ —0(2—5) = 0— L2

0 4
1 25
Q%ﬂx—D—l@—ﬁ)zOzixl :Z4
1 )

0@ —1)=1(y+2) = 0= == :yg

iz Cega slijedi kanonska jednadzba pravca.



Pravac kroz dvije toCke. Neka je pravac p odreden

—>
s dvije razliCite toCke 17, 15 € p. Tada je 5 = {Tng}
vektor smjera tog pravca. Kako je

) > b d b
T1T2 = OTQ — OT1 =TT, — T,

1z vektorske jednadzbe pravca dobivamo
77| = [rn) + A(lrn] = [rn))
odnosno
7] = (1= A) [rn] + Al

| to je vektorska jednadzba pravca kroz dvije dane
toCke.

Ako su toCke zadane pomocu svojih koordinata
T; = (i, v, %), © = 1,2 iz gornje jednadzbe dobivamo
parametarsku jednadzbe pravca kroz dvije toCke

(1 — )\) T + )\.CCQ
(1= Ay + Aya
(1 — )\) 21+ Azg

x
Y
z

| kanonsku jednadzbu pravca kroz dvije toCke

L—T1 Y-y  <2—x

To — Iq Yo — Y1 29 — 21




Pravac kao presjek dviju ravnina.
Neka su ravnine zadane svojim opcim jednadzbama

Il ... Air+ Biy+Ciz+D; =0
Iy ... Asx + Boy + Coz + Dy = 0
Tri su mogucnosti:
1. Ravnine se podudaraju II; = Il
A1 = MNAy, By =ABy, C1 =)0, D= ADs,

(gornji sustav ima dvoparametarsko rjesenje).

2. Ravnine su razliCite i paralelne
A1 = MNAy, B =ABy, Cy =Xy Di# M\Do,

(gornji sustav nema rjesenje).

3. Presjek ravnina je pravac p, Sto znaci da im vektori
normala nisu kolinearni (kao u prva dva slucCaja).
U tom slucCaju gornji sustav ima jednoparametarsko
rjeSenje iz kojeg mozemo dobiti parametarsku
jednadzbu pravca.




Primjer 8
Neka su dane ravnine:

a)
Ih..o—y+22+1 =20

Iy ... =20 +2y—42—-2 =10

Imamo
Ay = =24y, By =-2By, C1=-2C, Dy=-2D,,
pa je II; = II,. Gornji sustav ima dvoparametarsko
rjesenje
r=y—22+4+1, yzelR
ili
r=A—2u+1, y=X\ 2z=yu, A, pn€eR
Sto je parametarska jednadzba te ravnine.
b)
I ..o—y+224+1 =0
[y ... —204+2y—42—-3 =20

Imamo
Ay = =24y, By =-2By, C)=—-20, Di+# —2Ds,

pa su ravnine paralelne, Sto znacCi da gornji sustav
nema rjesenje. Naime, mnozenjem prve jednadzbe



s 2 1 zbrajanjem s drugom dobivamo —1 = 0, Sto
znaci da je sustav nemoguc, tj. nema rjeSenje pa
se ravnine ne sijeku (paralelne su).
C)
I ..z2+y—2+1=20

..o 4+2y+2+2 =20

Vektori normala nisu kolinearni, pa se ravnine
sijeku u pravcu p. Ako prvu jednadzbu pomnozenu
s —1 dodamo drugoj dobivamo

r+y—z+1=20

y+2z+1 =20
Sto povlaci
y = —2z—1
r=—-y+z—1=3z2

ili
=3\, y=-2XA—1, z=)\, A€eR

Sto je parametarska jednadzba pravca Ciji je kanon-
ski oblik



Kut izmedu pravaca.

Kut ¢ = £ (p1,p2) izmedu dvaju pravaca p; i p; je
(manji) kut koji zatvaraju pravci paralelni zadanima, a
koji prolaze istom tockom (0 < ¢ < 7).

Pl >
{ \P\ /}: P

Ako su S—f = 11;4— mJ’Jr n1EI 8—2> = lg?j)—l— m25+ nQE
vektori smjera od p; i py, redom. OCito je

=4 (51,53), ako je ogg(s—fjs—g)gg
i
b=m—4(51,55), akoje 5 < L(51,55) <

U svakom slucCaju imamo

B
R FIk
odnosno
COS¢ _ ‘lllg + mimo + nmg\

VE+mErn? /I +mi+nd
Posebno ako su p; | p, okomiti, onda je

8_1> . 8_2> =0 il lllg + Mimo + Ning = 0.



Ako su p; i1 py paralelni (ili se podudaraju), onda je

z
s =5 i =TT

lz mo 19

Udaljenost toCke od pravca.

Neka je u prostoru dan pravac p i tocka T ¢ p. Zelimo
naci udaljenost d = d(T), p) te toCke od pravca, tj.
duljinu okomice na p spustene iz 1.

Neka je pravac p dan s
77| =[] + AS.

Neka je toCka 15 € p, odabrana tako da je [Tl—T;] = 5.
Tada je povrsina P trokuta ATOTlTQ jednaka

P=- tud_ |5]d (15)



i
P = S| < (17| = 517 — 7)) < 51 (16)

Sada iz (15) i (16) dobivamo

rn) — ) x &

|
d(Ty,p) = d = 5

Primjer 9 Odredimo udaljenost tocke Tj(8,5,4) od
pravca

2 2 1
Ovdije je
§=2+2+k
7] = 8i+5j + 4k
7] = 20+ j + 3k
pa je
i 7k o
([Fo] = [Fr])x5=|8—25—14—3|=2i—4j+4k
2 2 1




2% —

([rz) — ) < 8] _
5]

\/22 )? 4 42
= = 2.

\/22+22+12

d(Ty,p) =

Udaljenost dva pravaca.

Bilo koja dva (razliCita) pravca p; i po U prostoru imaju
zajedniCku normalu n, tj. pravac koji sijeCe oba
pravca i okomit je na njih.

e Ako se p; 1 py sijeku ili ako su paralelni, to je intu-
itivno jasno:

UoCimo: ako se p; | py sijeku zajedniCka normala
je jedinstvena, a ako su p; | py paralelni postoji
beskonacno zajednickih normala.




e AKO su p; | p» mimosmjerni, onda postoji jedin-
stvena zajedniCka normala n:

— Postoje paralelne ravnine 11; i II, takve da je
p1 C Iy 1 po C Ily;

— Neka je p,, ortogonalna projekcija od p; na I1; i
{N1} = py Npy;

— Onda je pravac n kroz N;, okomit na II;, zajed-
niCka normala n.

— Kad bi postojale dvije normale n; i no, bile bi
paralelne, Sto bi znacCilo da su p; i py u istoj
ravnini, protivho pretpostavci.



Pod udaljenoSC€u pravaca p; i po razumijevamo broj
d = d(p1, p2) definiran kao

d(pl,pg) — min {CZ(Pl,P2> P e D1 | Py € pg}
Pokazuje se (knjiga - Horvatic) da je
d(p1, p2) = d(N1, Na),

gdje su N; i N, toCke presjeka zajedniCke normale n
S pravcima p; | po, redom.

"-_q___h NE f_fﬁ -
Ca Sy el P,
T _'_'_'_.,-"
/“Hq___q_ e
P # _.,-""F ” H-\-\""\-\.
f " et
- e sy

Uocimo:

e Ako se p; I py sijeku, onda je Ny = N, pa je
d(p1,p2) = d(Ny, N1) = 0;

e Ako su p; I py paralelni, onda je
d(plapZ) — d<P17p2) — d(pla P2>7

gdje su P, € p; i P, € py proizvoljne toCke na tim
pravcima (udaljenost tocke od pravcal).



Neka su (mimosmjerni) pravci p; | ps zadani jed-
nadzbama

Tr — X Y—1U |
1 mi n1

Tr — T9 Yy —1Y2 Z — Z9
2 mo n2

Tada je T1 (331 Y1, Zl> < D1 | T2 — (Ig,yg, 2’2) E D2, A A
vektori smjera pravaca p; | po SU S1 = li + m1] + nik
| 82 - ZQZ + mzj + 712]{ redom.

Odredimo d(p1, ps)-

e Neka je II; ravnina koja sadrzi p; | paralelena je s ps.

e Kako je p, paralelan s II;, svaka njegova tocka
T € py jednako je udaljena od II; | neka ta udal-
jenost iznosi, recimo d. S druge strane, imamo

d = d<T7 Hl) — d(T7 Tl)a
gdje je T" ortogonalna projekcija od 7" u II;. OCito je
d = d(Na,1I;) = d(N2, N1) = d(p1, p2),

jer je N; ortogonalna projekcija od N, u I1;, a toCke
N7 1 Ny su definirane kao prije.

VeliCinu d najlaksSe je odrediti ovako:



Zamislimo paralelepiped odreden vektorima: s, Ss i
—>
[T1T2} .

Tada je volumen tog paralelepipeda
— —
V== (51 X gg) |:T1T2} =+ [gl, §2, T1T2i| . (19)
Imamo dvije mogucnosti:

. —> . .
1.57, Sy [TlTQ} su komplanarni. Tada 75 pripada

ravnini odredenoj s T}, s1 1 S, Sto znacCi da p; 1 ps
leze u istoj ravnini. Dakle, p; i po su ili paralelni ili
se sijeku.

S druge strane, u ovom slucaju, je
—
(51 X §2) |:T1T2} = 0.

BuducCi su s i 5 razli€iti od nul vektora, imamo



dvije mogucnosti da ovaj produkt bude jednak nula:

— §1 1 S5 su kolinearni = p; i py su paralelni

— §1 1 5 nisu kolinearni = p; 1 py se sijeku

UoCimo: Pravci p; | ps dani s (17) i (18), koji nisu
paraleleni, se sijeku ako i samo ako je

To — X1 Y2 — Y1 =2 — %1
ll mi 1 =0
52 mo no

. S1, So | {TlTQ] nisu komplanarni. Tada je volumen
paralelepieda kojeg oni definiraju

V = Pgh = |5 x 5|4, (20)

buduéi je d = d(T,11), gdje je T' € p,, visina h tog
paralelepipeda.

Sada iz (19) i (20) dobivamo
—
+ (§1 X §2> |:T1T2i| = \51 X §2| d —

6 x5 7]

d(p1,p2) = d =

|§1 X <§)2|



Primjer 10 Odredimo udaljenost pravaca

r—7 y+6 z-—4
p1 .- A ——_3 = 5
x — 2 y+3 z-3

D2 ... 5 = 1 —5

Ovdje je
3 =4i— 37 +5k, S=-2+]—2%k
T1 = (7, —6, 4) < D1 | T2 = (2, —3, 3) < P2

—

_ L
:ipuﬂ:—m+@—k

Sada je
-5 3 —1
—>
[ﬂnhaxgp:zi—35 ~ 9
—2 1 =2
i ]k S
X S=|4 =3 5 |=1i—2j—2k =
—2 1 =2




2.4 Pravac i ravnina

Kut izmedu pravca i ravnine. Neka je u prostoru
dan pravac p i ravnina II. Kut y = £ (p,II) izmedu
pravca i ravnine definiramo kao kut izmedu pravca
p | njegove ortogonalne projekcije p’ na ravninu II.
Primijetimo da smo tako kut pravca i ravnine sveli na
kut dvaju pravaca koji je definiran prije (0 < x < 7).

Neka su pravac p i ravnina II dani svojim vektorskim
jednadzbama

P.... [FT] = [FTO] + AS

... [Fy] 7 — 7] 7 = 0

Ocito je
T o . o T
ng—i(s,n),aKOJe Ogi(s,n)gg
i
X:A(?,ﬁ)—g, ako je g<i(?,ﬁ)§w.

U svakom slucaju imamo



. 7 75" - i
sin COS(2 X) lcos £ (757, 1) Kl
odnosno
, |Al + Bm + Cn)|
siny =

VE+m2+n2 - VAZ+ B2+ C?
ako je 5 = li + mj + nk vektor smjera od p, a

7 = Ai + Bj + Ck normala od I1.

Posebno ako je p paralelan s 1T, onda je xy = 0, tj.

S -n=0 ili Al+ Bm+Cn =0.

Ako je p okomit na I1, onda je
A
[

- —
n=Ms |l —

B
m



Presjek pravca i ravnine.

Neka su ravnina Il i p pravac zadani jednadzbama

[I..Az+By+Cz+D =0

L—To Y—Yo <%0
[ m n

D ...
Dvije su mogucnosti:

1. Ravnina i pravac su paralelni. Tada je

S -n=0 ii Al+ Bm+Cn=0.

U ovom sluCaju gornji sustav ili nema rjesenje (p
ne lezi u II) ili je rjeSenje jednoparametarsko (p ne
lezi u II).

2. Presjek pravca i ravnine je tocka. (U ovom sluCaju
gornji sustav ima tocno jedno rjeSenje).



Primjer 11
Neka su dani ravnina | pravac:

a)
I ...o—y+224+1=0

r—1 y—1 z-72

Imamo
Al+Bm+Cn=1-(-1)+(-1)-(-1)+2-0=0,

pa su ravnina i pravac su paralelni. Kako toCka
To(1,1,2) € pneleziu Il;, ondai p ne lezi u II;.
lli, nademo parametarsku jednadzbu pravca
p.x=1—X\, y=1—-X, z=2, XeR, (21
| ispitujemo postoji li toCka oblika (21) koja lezi u
H1 .

1-(1=XN)—(1—=-XN)+2-24+1=5#0,
pa p ne lezi u II;.

b)
Iy ..o —y+22—4=0
r—1 y—-1 2z-2

P =7 0

Imamo



Al+ Bm+ Cn =0,
pa su ravnina i pravac su paralelni. Kako toCka
To(1,1,2) € pleziu Ily, ondai p lezi u Il,.
lli, koristeCi parametarsku jednadzbu pravca (21),
Ispitujemo postoji ili toCka oblika (21) koja lezi u
H2 .
1-(1=XA)—=-(1=-XN+2-2—4=0.

Dakle sve toCke od p leze u Iy, tj. p lezi u Ils.

s ... 043y +22—4=0

r—1 y—-1 =z-2

b7 7" 0

Imamo
Al+ Bm + Cn # 0,

pa ravnina i pravac nisu paralelni, dakle sijeku se
u toCki. Koriste€i parametarsku jednadzbu pravca
(21), trazimo toCku oblika (21) koja lezi u II; :
I-1=XN+3(1-XN)+4+2:-2—-4=0=
4—4A=0 = AI=1
Ovo povlaci

r=1—-1=0, y=1—-1=0, z2=2
tj. pravac p sijece ravninu II u tocki T (0,0, 2) .



