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3.1 Binarna operacija. Grupoid.

Definicija 3.1 Neka je G neprazni skup. Binarna operacija na skupu G je svako pres-
likavanje 0 : G x G — G.

Dakle, binarna operacija svakom uredenom paru (a, b) € G x G pridruzuje tocno jedan
element ¢ = 6(a, b) koji nazivamo rezultat binarne operacije na paru (a, b).

(a,b) e G x G AN c=0(a,b) €
Definicija 3.2 Binarnom operacijom ¢ na nepraznom skupu G zadana je jedna algebarska
struktura. Uredeni par (G, 0) koji se sastoji od nepraznog skupa G i binarne operacije
6 nazivamo grupoidom.

Primjer 3.1:
a) Nekaje G =N, Z, Q, R, C a binarana operacija definirana kao
0(a,b) =a+1b

koju nazivamo standardno zbrajanje. Dakle, svi ovi skupovi su uz ovu binarnu op-
eraciju grupoidi.
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b) Slicho, ovi skupovi su grupoidi su i uz binarnu operaciju standardnog mnozenja
0(a,b) =a-b.
UocCimo: Npr. (N, +) i (N, -) su razliciti grupoidi;

c) Skup N uz standardno oduzimanje 0(a,b) = a — b nije grupoid, dok Z, Q, R, C to
jesu;
d) Neka je S bilo koji skup i P (S) = {A|A C S} njegov partitivni skup. Tada je P (.5)
uz svaku od sljedecih operacija grupoid:
6(A,B) = AUB
0(A,B) = ANB
0(A,B) = A\ B
e) Neka je S bilo koji skup i F(S) = {f|f:S — S} := S° (sva preslikavanja iz S u
S). Na skupu S promatramo binarnu operaciju:
0(f,9)=gof
danu sa (go f)(x)=g(f(x)) zasvakix € S.
Onda je (57, 0) grupoid.
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Napomena: Umjesto funkcijske vrijednosti 6(a, b), rezultat binarne operacije na paru
(a, b) obi¢no piSemo

a+b, a-b aob, axb,...
a u apstratktnim razmatranjim obi¢no identificiramo
0(a,b) =a-b=ab,
a rezultat binarne operacije nazivamo produktom.

Primjer 3.2 Ako je G konaCan skup i nema previSe elemenata, tada se binarna op-
eracija moze zadati tabliCho (tablicom mnozZenja). Npr. neka je G = {a, b, ¢, d} i binarna
operacija o zadana tablicno:

ola|blcld
ala blc|d
blblblblb
cleciclelc
dld|clbla

Primjetimo: aoa =a, doc=b,cod=c,.... UoCimo do c # cod.
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Definicija 3.3 Neka je (G, -) grupoid i a,b € G. Ako je ab = ba onda kazemo da a i b
komutiraju. Nadalje, ako vrijedi

ab=0ba zasvea,be G

onda kaZzemo da je binarna operacija komutativna, tj. da je grupoid (G, -) komutativan

i Abelov.

Primjer 3.3

o GrUpOidi <N7 —|—> ) (N7 ) ) (Za —|—> ) (Za ) ) (Q: —|—> ) (Q: ) ) (Ra +) ) (Ra ) ) (Ca —|—> ) (Ca ) (UZ
standardno zbrajanje i mnozenje) su komutativni grupoidi;

e Grupoidi (Z,—), (Q,—), (R,—), (C, —) nisu komutativni;
e Grupoidi (u Primjeru 1, d) ) (P (S),U), (P (S),N) su komutativni, dok (P (S),~\) to
nije;

e Grupoid (.5°, o) (u Primjeru 3.1, e) ) i grupoid (G, o) (u Primjeru 3.2) nije komutativan.
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3.2 Asocijativnost. Polugrupa.

Definicija 3.5 Neka je (G, -) grupoid. Za binarnu operaciju - kaZzemo da je asocijativna
ako vrijedi

a(bc) = (ab)c zasve a,b,c € G.

Polugrupa ili asocijativni grupoid je grupoid (G, -) kod kojeg je binarna operacija
asocijativna.

Zakona asocijativnosti govori da ima smisla definicija produkta tri faktora
a (bc) = (ab) c := abc za sve a,b,c € G.

Ovo svojstvo vrijedi i za viSe od tri faktora.

Propozicija 3.1 Neka je (G, -) polugrupa. Tada vrijedi
(ab) cd = a (bc)d = ab(cd) zasve a,b,c € G.

Dokaz:
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Stoga, definiramo

(ab) cd = abed.

U polugrupi (G, -) ima smisla pojam potencije. Definiramo:

1 2

a' = a, a®> = aa iinduktivno ¢" "

—a"a zan € N.
Vrijedi:
Propozicija 3.2 Neka je (G, -) polugrupa. Tada vrijedi

a”-a"=a"" i (a™)" =d"" zasve m,n € N.
Dokaz:

Ako je u polugrupi (G,-) binarna operacija komutativha, onda kaZzemo da je (G,-)
komutativna ili Abelova polugrupa.

Primjer 3.5

o GrUpOidi (N7 _I_) ) (Na ) ) (Zv _I_) ) (Za ) ) (@7 _|_) ) <@7 ) ) (Ra +) ’ (R7 ) ) (Ca +) ) (Ca ) (UZ
standardno zbrajanje i mnozenje) su (komutativne) polugrupe,;
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e Grupoidi (u Primjeru 1, d)) (P (S),U), (P (S),N) su (komutativhe) polugrupe;
e Grupoid (S”, o) (u Primjeru 1, e) ) je (nekomutativna) polugrupa.
e Definirajmo na R binarnu operaciju sa

a*b=min{a,b}

Tada je (R, x) komutativna polugrupa.

3.3 Neutralni element. Monoid.

Definicija 3.6 Neka je (G, -) grupoid. Ako postoji element [ € G takav da vrijedi:

la=a zasvea € G,

onda kazemo da je [ lijeva jedinica za binarnu operaciju - na G.
Slicno, ako postoji d € GG takav da vrijedi:

ad =a zasvea € G,

onda kazemo da je d desna jedinica za binarnu operaciju - na G.
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Ako postoji e € G takav da vrijedi:

ea =ae=a zasve a € G,

onda kazemo da je e obostrana jedinica ili samo jedinica ili neutralni element za bi-
narnu operaciju - na G (ili za grupoid (G, -)).

Primjer 3.6

1. U grupoidu (N, +) nema neutralnog elementa, dok je u (N, -) to broj 1;

2. U grupoidima (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) neutralni element je 0, dok je u (Z, -),
(Q,4),(R,-), (C,-) neutralni element 1.

3. U grupoidu (P (S),U) (u Primjeru 3.1, d) ) neutralni element je (), dok je u grupoidu
(P (S),N) neutralni element S;

4. U grupoidu (SS, o) (u Primjeru 1, e) ) je neutralni element preslikavanjee : S — 5,
definirano sa e (x) = x za sve x € S. Ovako definirano preslikavanje e naziva se
identicno preslikavanje ili identiteta na S.

5. U grupoidu (P (), \) je desna jedinica (jedina!) @, dok lijevih jedinica nema;

UAAG
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6. Neka je na N dana binarna operacija s
axb=azasvea,be N.
U grupoidu (N, %) je desna jedinica svaki element od N, dok lijevih jedinica nema.
Vidimo da u grupoidu moze biti i samo lijevih ili samo desnih jedinica i to jedna ili viSe
njih. Medutim vrijedi sljedece:

Propozicija 3.3 Neka u (G, -) grupoidu binarna operacija ima lijevu i desnu jedinicu.
Onda su one jednake, tj. binarna operacija ima neutralni element.

Dokaz:

Odatle specijalno slijedi: Ako postoji bar jedna desna jedinica, ne moze biti viSe od
jedne lijeve jedinice, i obratno.

Propozicija 3.4 Ako grupoid (G, -) ima neutralni element, onda je on jedinstven.
Dokaz:
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Definicija 3.7 Grupoid je (G, -) u kojem je binarna operacija asocijativna i koji ima neu-
tralni element naziva se monoid ili kvazigrupa. Dakle, monoid je polugrupa s neutral-
nim elementom.

Napomena: Ako je binarna operacija dodatno i komutativha onda govorimo o komuta-
tivnom monoidu.

Primjer 3.6

e U polugrupi (N, +) nema neutralnog elementa, dok je u (N, -) to broj 1, pa je (N, )
(komutativni) monoid,;

e Polugrupa (P (S),U) ima neutralni element (), dok je u polugrupi (P (S),N) neutralni
element S. Dakle, (P (S),U) i (P (S),N) su (komutativni) monoidi;

e Polugrupa (S°, o) ima neutralni element i to je preslikavanje e : S — S, definirano
sae(z) =z zasve x € S. Dakle, (S°, o) je (nekomutativni) monoid.

e Na skupu Z,, = {0, 1,...,m — 1}, m € N, definirajmo binarnu operaciju +,, s

a +,, b = ostatak pri dijelienjua + bsm

UAAG
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Tada je (Z,,, +,) (komutativni) monoid s neutralnim elementom 0 € Z,,,.
Tablica "mnozenja" zam = 4 je

sflo(1l2]3
offof[1]2]3]
11230
2 [2]3]o0]1
3130 [1]2

e Slicno, (Z,, ) je (komutativni) monoid s neutralnim elementom 1 € Z,,, gdje je
binarna operacija -, definirana s

a -, b = ostatak pri dijeljenju a - b s m.

Tablica "mnozenja" za m = 4 je

ilol1]2]3]
ofololo]|0]
1lol1]2]3
2lfol270 2
30321
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3.4 Invertibilni elementi.

Definicija 3.8 Neka je (G, -) grupoid koji ima neutralni element e za binarnu operaciju
-1 neka je a € G bilo koji element. Ako postoji u € G takav da vrijedi:

ua = e

onda kaZzemo da je u lijevi inverz elementa a u (G, -).
Slicno, ako postoji v € G takav da vrijedi:

av = e,

onda kazemo da je v desni inverz elementa a u (G, -).
Ako postoji x € G takav da vrijedi:

ra = ar = €,

onda kaZzemo da je = obostrani inverz ili samo inverz elementa a u (G, ). Ako za
a € (G postoji inverz, kazemo da je a invertibilan element u (G, -).

Napomena: U svakom grupoidu s jedinicom ima invertibilnih elemenata. Takav je npr.
sama jedinica grupoida.
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Primjer 3.7

e U (N, -) je samo neutralni element 1 invertibilan.

e U grupoidima (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) svi elementi su invertibilni.

e U (Z, -) invertibilan susamo 1i —1, dok su (Q,-), (R, -), (C, ) invertibilni svi elementi

£ 0.

o U (SS, o) Invertibilna su samo ona preslikavanja koja su bijekcije. Naime, jedino za
bijekciju f : S — S postoji inverzno preslikavanje 1~ : S — S za koje vrijedi

foft=flof=e

gdje je e identiteta na S. U tom grupoidu ima, medutim, i elemenata koji imaju samo
lijeve, odnosno samo desne inverze. Primjerice, za (NV, o) i f,g € N dane s

fn) =n+1

n—1, n>2
9 =11 n=1
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Imamo

gof=e i fog#e

Sto pokazuje da je g lijevi inverz za f, a f desni inverz za g (ali obrat ne vrijedi).
Dodatno, moze se pokazati da f nema desnog inverza niti g lijevog.

Ako je binarna operacij a u grupoidu i asocijativna, tj. ako je (G, -) monoid, imamo:

Propozicija 3.5 Neka je (G, -) monoid i a € G njegov element. Ako a ima lijevi i desni
Inverz, oni su nuzno jednaki, tj. element « je invertibilan.

Dokaz:

Odatle specijalno slijedi: Ako u monoidu neki element ima desni inverz, ne moze imati
viSe od jednog lijevog inverza i obratno.

Propozicija 3.6 Neka je (G,-) monoid i a € G njegov element. Ako je a invertibilan,
njegov inverz je jedinstven.

Dokaz:
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3.5 Grupa.

Definicija 3.9 Grupa je monoid u kojem je svaki element invertibilan.

Neovisno o ranijim pojmovima, grupu definiramo na ovaj nacin:
Definicija 3.9’ Uredeni par (G, -), gdje je GG neprazan skup a
- GxG—CCd

binarna operacija, nazivamo grupa ako su ispunjeni sljedeci uvjeti:
1) binarna operacija je asocijativna, tj. vrijedi
a(bc) = (ab)c, zasve a,b,c € G.
I1) za binarnu operaciju postoji neutralni element, tj. e € G sa svojstvom
ea =ae=azasvea < G.

iii) svaki je element invertibilan, tj. za svaki a € G postoji ! € G sa svojstvom

UAAG
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Ako je ispunjen | dodatni zahtjev:
IV) binarna operacija je komutativna, tj. vrijedi
ab=ba zasve a,b e (.

onda kazemo da je (G, -) je komutativna ili Abelova grupa.

Uvjeti 1) - 111) nazivaju se | aksiomi grupe. Taj sustav aksioma nije nezavisan, jer sadrzi
| tvrdnje koje se mogu dokazati. Postoji I alternativna definicija grupe koja propisuje
minimalne uvjete koji karakteriziraju grupu.

Za grupu kazemo da je konacna ili beskonacna, vec¢ prema tome ima li skup G kon-
acno ili beskonacno mnogo elemenata. Broj elemenata (kardinalni broj) skupa G nazi-

vamo red grupe.
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Napomena:

¢ Jedinstvenost neutralnog elementa u ii) slijedi iz Propozicije 3.4. Sli¢no, jedinstvenost
iInverznog elementa u iii) slijedi iz Propozicije 3.6 buduci je svaka grupa monoid.

e Apstraktnu grupu (G, -) (neprecizno) nazivamo "multiplikativha" grupa, a binarnu op-
eraciju - "mnozenje". Neutralni element multiplikativhe grupe obicno nazivamo je-
dinica (i obiCno oznaCavamo s 1).

e U Abelovoj grupi binarnu operaciju obicnho zapisujemo aditivno, tj. ako grupu zadamo
sa (G, +) onda je nazivamo "aditivna" grupa i podrazumijevamo da je Abelova. Neu-
tralni element aditivhe grupe obicho nazivamo nula (i oznacavamo sa 0), a inverzni
element od a ozna¢avamo sa —a (umjesto a¢ ') i nazivamo suprotni element.

e Obicno ¢emo u oznaci (G, -) za grupu ispustati binarnu operaciju i govoriti jednos-
tavno o grupi G.

UAAG
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Propozicija 3.7 Neka je (G, -) grupa.
1) Za svaki a € G vrijedi
(afl)_1 = a.
i) (invertiranje produkta) Za sve a, b € G vrijedi
(ab) " =b"ta
iii) (pravilo skracCivanja) Za sve a, b, c € G vrijedi

ac = bc < a=0>
ca = cb < a=0>0.

Dokaz:

Propozicija 3.8 Neka je (G, -) grupa. Tada jednadzbe
ar=b 1 ya=>

Imaju jedinstvena rjesenja, za svaki a,b € G.

Dokaz:
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Neka je a € G bilo koji element grupe. Vet smo prije (kod polugrupa) definirali pojam
potencije a" zan € N. U grupi mozemo definirati ¢" za sve n € Z. Definiramo
0

a . =¢e,n=0>0.
a’ = (a‘”)_l, n < 0.
Propozicija 3.8 Neka je a € G bilo koji element grupe . Onda je
) a"a" = a"a™ = o™,
i) (a™)" = a™";
za sve m,n € Z.
Dokaz: Slicno kao Propozicija 3.2.
Primijetimo da iz ii), za m = —1 specijalno vrijedi
(a)'=a"= (a™) .

Neka je a € GG bilo koji element grupe . Promatrajmo skup svih njegovih potencija
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Ako medu tim potencijama nema jednakih, kazemo da je element ¢ beskonacnog
reda. Ako pak medu potencijama ima jednakih, ako je npr. za k # [

onda je, prema Propoziciji 3.8,

tj. postoje potencije od a koje s u jednake jedinici grupe. Kazemo u tom sluCaju da je
element ¢« konacnog reda.

Definicija 3.10 Neka je n € N najmaniji prirodni broj s gornjim svojstvom, tj. takav da
je:

1l.a" =e¢;
2.a"=eik e Npoviati k > n.

Onda kazemo da je n red elementa a.

UAAG
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Napomena:

e U svakoj je grupi neutralni element jedini element reda 1;

e U konacnoj grupi svi elementi konacnog reda. No, to moze biti slucaj i kod beskon-
acnih grupa. Grupa u kojoj su svi elementi konacnog reda naziva se periodicna.

Propozicija 3.9 Neka je G grupa i a € G reda n. Onda medu potencijama od a ima
tocno n razliCitih, i to su

Dokaz:

Posljedica 3.1 Neka je G grupa i a € G reda n. Onda je a* = e ako i samo ako je k
djeljiv s n.

Dokaz:
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Napomena:
e Potenciji " u multiplikativnoj grupi odgovara u aditivnoj: na := a + ... + a;
e Potenciji =" u multiplikativnoj grupi odgovara u aditivnoj: —na := — (na) ;

e Potenciji «” = e u multiplikativnoj grupi odgovara u aditivnoj: Oa := 0 (oprez!);

Sada Propozicija 3.8 za aditivhu grupu glasi:

Propozicija 3.8’ U svakoj grupi (G, +) vrijede sljedeca pravilazasve a € Gim,n € Z.
)ma+na=(m+n)a;;

i) m (na) = (mn) a;

U ovom zapisu, element a € G je reda n, ako je n najmanji prirodan broj takav da je

na = 0.
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Primjer 3.8

1. (Z,+) je komutativha grupa. Neutralni element je 0, dok je —n inverz od n, jer
vrijedi n + (—n) = (—n) +n = 0 za svaki n € Z. Sli¢cno, (Q,+), (R,+), (C,+) su
komutativne grupe.

Napomena: Dakle, (standardno) oduzimanje je zbrajanje sa suprotnim elementom:
a+(—=b) :=a—0¥;

2. (R\_{0},-) je komutativna grupa. Neutralni element je 1, dok je ™! = % inverz od a,

jer vrijedi a -1 = 1.4 =1zasvaki a € R\ {0}. Sli¢no, (Q\ {0},-), ((EL\ {0},-) su
komutativne grupe. Zasto (R, ), (Q, ), (C, ) nisu grupe?

3. (V3,+) je komutativna grupa.
4. (27, +) je komutativna grupa.

5. Komutativni monoidi (P (S),U) i (P (S),N) nisu grupe. Zasto?

UAAG
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6.Jesu li (Z,,, +m) 1 (Z, -n) (komutativni) monoidi grupe? Primjer za m = 4 :
|

tlol1l2]3 ilof1]2]3]
oo 123 0ofl0l0l0]|0]
1230 1lol1l2|3
221301 2fo(2]0]2
3[3]0]1]2 3ffo{3[2]1

(Zn, +m) j€ grupa a (Z,,, -,) nije. Je li (Z,,\ {0}, ) grupa?

7. Nekomutativni monoid (S”,0) (u Primjeru 3.1, €) ) nije grupa. U tom monoidu
Invertibilna su samo ona preslikavanja koja su bijekcije. Naime, jedino za bijekciju

f:85—>5
postoji inverzno preslikavanje
ft.9—§8
za koje je vrijedi
foflt=ftof=e
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Neka je
B(S)={f € 5°|f je bijekcija} c S*.
Tada je B (S) s obzirom na operaciju komponiranja naslijedenu o iz S°, tj. (B (S5), o)

(nekomutativna) grupa. Tu grupu naivamo grupom permutacija od S.

8. Skup R" = {(ay, ao, ..., o) |a; € R} uz standardno koordinatno zbrajanje
(a1, g, ooy ) + (], 0, . al) = (a1 + ), a0 + Ay, ..., + )

za sve (o, ao, ..., ), (o, a5, ..., al ) € R" je grupa.
9. Neka je

P, = {p () = ap12" "t F apor" + ... Farx +agla; € R}

skup svih polinoma u jednoj varijabli = s realnim koeficijentima stupnja najvise n — 1.
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Onda je P, uz standardno zbrajanje

p(x)+q(z)=
= (ap_12" "+ ap0r" T+ o+ x4 ag) + (a1 + a7+ L+ alr + ap)
= (ap_1+al,_1) 2" "+ (a2 + a,_y) 2"+ ..+ (a1 + a}) T + (ag + ay)

zasve p(z), q(x) € P,, grupa. Isto vrijedi i za

O
P= P = {p () = ap12" P Fap 0" P+ . faxt+a|nEN, a; € ]R}.
n=1

10. Neka je P = {p,n} = {par, nepar} . Provjerite je li skup P uz operacije prirodnog
zbrajanja + | mnozenja - koje su dane s

+|pin - lpin
plpin 1 plp|p
nin|p nipin

grupa? (P,+) je komutativa grupa, dok je (P, -) komutativni monoid ali nije grupa.
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Usporedite strukture sa skupom {0, 1} na kojem je definirano Booleovo zbrajanje i
mnozenje. Postoji li grupa s jednim odnosno dva elementa?

3.6 Podgrupa.

Neka je (G, 0) grupoid i H C G. Neka je
Olgxg : Hx H—G
restrikcija binarne operacije # na skup H x H. Ako je
0(H x H) C H,

onda kazemo da je skup H zatvoren s obzirom na operaciju #. U tom sluCaju je
restrikcija

0:HxH— H,
0(a,b) =0 (a,b) zasve (a,b)c Hx H

binarna operacija na H, paje (H, ) grupoid. Za taj grupoid kazemo da je podgrupoid
od (G, 0).
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Ako (H, 5) iIma odgovarajuta dodatna svojstva, govorimo o potpolugrupi, odnosno pod-
monoidu, odnosno podgrupi polazne strukture (G, 6).

Krace: Neka je (G, o) grupoid i H C G. Kazemo da je skup H zatvoren s obzirom na
operaciju o, ako za sve a,b € H vrijediaob € H. U tom slucaju je (H,o) grupoid s
obzirom na operaciju o naslijedenu iz G.

Primjer 3.9

e Kako je grupoid (Z, +) iN C Z, tada moZemo smatrati da je (N, +) grupoid s obzirom
na operaciju + naslijedenu iz Z;

e Kako je grupoid (R, )i Q C R, tada (Q, -) moZemo smatrati da je Q grupoid s obzirom
na operaciju - naslijedenu iz R;

Primjer 3.10

e Polugrupa (N, +) je potpolugrupa monoida (N, +) ;

)

e Monoid (Z, -) je podmonoid monoida (Q, -) ;
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Specijalno: Neka je (G, o) grupa, a H C G podskup, koji je zatvoren u G s obzirom na
mnoZenje u grupi. Ako je podgrupoid (H, o) grupa, onda kazemo da je to podgrupa
od (G, o) ipiSemo H < G.

Primjer 3.11

e Grupa (2Z, +) je podgrupa grupe (Z, +) ;
e Grupa (B (S), o) je podgrupa monoida (S°,0) (uz oznake od prije);

e Nekaje R" ={zx € R|x > 0}. Onda je R"™ C Ri (R",-) nije podgrupa grupe (R, +),
jer se ne radi o istoj binarnoj operaciji.

Napomena: Svaka grupa ima podgrupe. Trivijalne podgrupe su H = {e} i H = G. Os-
tale podgrupe od G nazivamo prave podgrupe. Moze se pokazati da svaka beskon-
acna grupa ima sigurno pravih podgrupa, dok kod konacnih grupa to ne mora biti (npr.
ako je red grupe prost broj).
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Teorem 3.1 Neprazan podskup H C G grupe G je podgrupa od GG ako i samo ako su
Ispunjeni sljedeci uvijeti:

1) zasvaki a,b € H je ab € H,;

ii)zasvakia € Hjea ! € H.

Dokaz:

Gornja dva uvjeta mozemo objediniti:

Teorem 3.2 Neprazan podskup H C G grupe G je podgrupa od G onda i samo onda
ako je za svakiizbor a,b € Hijeab™' € H.

Dokaz:

Teorem 3.3 Neka su H;, Hy < G podgrupe od & . Onda je H; N H, takoder podgrupa
od G.

Dokaz:
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Slicno se vidi da je presjek bilo koje familije, konacne ili beskonacne, podgrupa od G
opet podgrupa od G. Tocnije, ako je I neki skup indeksa i H; < G podgrupa od G za
svaki: € I, onda je

(1,

el
podgrupa od G.
Ciklicka grupa. Neka je (G, -) grupa. Ako je svaki x € GG oblika
x=a", méEZL.

za neki a € GG, onda kazemo da je grupa G cikliCka, tj. generirana jedinim elementom
(kojeg nazivamo generator te grupe). PiSemo G = (a) . Dakle,

(a) ={a™ :m e Z}.

Ako je a beskonacnog reda, grupa (a) je nuzno beskonacna, i nazivamo je beskon-
acna ciklicka grupa. Ako je pak generator « reda n, onda je (a) konaCna grupa i ima
tocno n elemenata, pa govorimo o ciklickoj grupi reda n.
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Primjer 3.12 (Z,+) i (Z,,, +,) Su ciklicke grupe, obje generirane s elementom 1. Prva
od njih je beskonacna, a druga konacCna reda n.

Neka je sada G bilo koja grupa i a € G njezin element. Neka je H = (a) C G. Tada je
H podgrupa od G koju nazivamo cikliCka podgrupa od G generirana s a.

3.7 Grupe permutacija. Simetricna grupa.

e Grupe permutacija igraju istaknutu ulogu u teoriji grupa, jer su njima u izvjesnom
smislu reprezentirane sve moguce apstraktne grupe.

Neka je S skup i
B(S)={f:5— S|f je bijekcija} C S°.

Teorem 3.4 Skup B (.5) je grupa u odnosu na kompoziciju kao binarnu operaciju.

Dokaz:

Uocimo: Grupa B (S) nekomutativna, ¢im S ima viSe od dva elementa.
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Kako svaku bijekciju f : S — S nazivamo permutacija skupa S, tada grupu B (S) nazi-

vamo grupa permutacija skupa S. Takoder i podgrupe od B(S) nazivamo grupama
permutacija.

Pretpostavimo nadalje da je S konacan skup.

e Primijetimo da je onda preslikavanje p : S — S surjektivno, ako i samo ako je injek-
tivno. Prema tome, svaki od tih zahtjeva je ekvivalentan Cinjenici da je p permutacija
skupa S.

e Ako skup S ima n elemenata, mozemo bez gubitka opCenitosti umjesto

S = {Cbl, ag, ..., CLn}
jednostavnije pisati

S={1,2,...,n},

shvacajuci te brojeve samo kao oznake, indekse elemenata iz S.

UAAG



Osnovne algebarske strukture3. Grupe 35

e U tom sluCaju mozemo permutaciju D zapisati tablicho
p()[p2)].pn
odnosno (u skladu s tradicuom) kao

= (ot ot i) - (;1 . éi) ()

gdje su u prvom redu popisani elementi domene, a u drugom odgovarajuce vrijed-
nosti funkcije p.

e U ovim oznakama grupovna operacija, tj. komponiranje permutacija obavlja vrlo
jednostavno

(1 2 ... n) (1 2 ... n) ( D1 P2 ... Dn ) (1 2 ... n)
qop= O — o
Qa Q@ - pL P2 ... Dn q(p1) q(p2) .. q(pn) pPL P2 ... Dn

- (q&) () q@») - (<qozlo><1> @on@ . <qoZ><n>) - <<qofo><z'>>
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e IdentiCha permutacija (neutralni element!) zapisuje se kao

. ( 12 .. n)
12 ..n
dok je inverz permutacije p u ovoj oznaci dan s
()
Grupu permutacija skupa {1, ...,n} oznacavamo obic¢no s
B({1,..,n}) =25,

| nazivamo je simetriCna grupa stupnja n.

36

Primjer 3.13 Neka je S = {1,2,3} . Tada je identiCha permutacija (neutralni element!)

(123
““\1923)
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Npr. imamo:

jer je
oo (128N (1238 _[(123)_
p°P=1931 3192) 193] 7F¢
o123\ (123 _(123)_
pepr =1319 231) \123)7°¢

Propozicija 3.10 Grupa S, je reda n!, tj. ima n! elemenata.
Dokaz: Indukcijom.
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Primjer 3.14 Grupa (Ss3, o) ima |S;| = 3! = 6 elemenata:

o _ 123 123 123 123 123 123
3 123)>\V132)>\213)" \231/)>\312)" \321

Nekaje p € S, permutacija sa svojstvom da postoje medusobno razliCiti prirodni brojevi
11,19, ..., 1g € {1, 2, ceey n} takvi daje

p(i1) = 1, D (i2) = 13,...,p (1q) = 4

dok za ostale elemente iz {1,2,....,n} vrijedip (j) = j, j # i1, %9, ..., i5. Dakle,
b — i 0y e Ggo1 Bg Gge1 ... in
bo 03 e dg 01 Gge1 ... in

D = (21 ig id—l Zd)

Krace piSemo

| kazemo da je p cikliCka permutacija ili ciklus duljine d.
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e Svaki ciklus duljine 1 je identiCna permutacija e.

e Svaki ciklus duljine 2 nazivamo transpozicija.

Primjer 3.15 Imamo u S :

3o (312456)_ (123456 _
~\312456)  \123456) "9
135624 123456
(1356)_<356124>_<325461)
je ciklus duljine 4, a
(24) = (241356) _ (1238456
- \421356/) \143256

je jedna transpozicija u Si.

UAAG
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Moze se pokazati da vrijedi:

e Permutacija ne mora biti ciklus, ali se uvijek moze prikazati kao produkt disjunktnih
ciklusa, tj. ciklusa koji ne sadrze isti prirodni broj. Npr. u Sg je

123456
(313261)=01356)(21)

e Svaka se permutacija moze prikazati kao produkt transpozicija. Npr. u S; je

(éi‘ggg?):(l6)(15)(13)(24).
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Alternirajuca grupa. Neka je dana permutacija p € S,. Svaki slucaj kad u toj per-
mutaciji vrijedi

i<j i p(i)>p(j)
nazivamo inverzija u permutaciji p. Neka je s I(p) oznacen ukupan broj inverzija u
permutaciji p. Onda preslikavanje

sgn : S, — {1,—1}
definirano s
sgn(p) = (=1)'?
nazivamio parnost ili paritet permutacije.

Permutaciju za koju je sgn(p) = 1 nazivamo parna, a onu za koju je sgn(p) = —1
neparna.

e IdentiCna permutacija e je uvijek parna buduci je I(e) = 0;
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Primjer 3.16 Neka je u S5
_(123) . (123
P=\9231 ~“\321)"

I(p) = 2= sgn(p) = (—1)* =1 = pje parna

Tada je

I(q) = 3= sgn(q) = (-1)° = =1 = ¢ je neparna

Propozicija 3.11 Preslikavanje sgn : S,, — {1, —1} ima ova svojstva:
i) sgn (g op) = sgn(q) - sgn(q);

i) sgn (p7') = sgn (p),

zasve q,p € 5,,.
Dokaz:
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Neka je sada s A,, oznacen skup svih parnih permutacija u S,,. Kako je e € A,,, onda
je A, # (. Stovise vrijedi:

Teorem 3.5 Skup A,, C S, je podgrupa od §,,.
Dokaz:

Propozicija 3.12 Ako je n > 1, broj parnih permutacija u 5,, jednak je broju neparnih
permutacija.

Dokaz:

Posljedica 3.2 Uz n > 1 alternirnju¢a grupa A, je reda n!/2, tj. ima n!/2 elemenata.
Dokaz:
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