


1.5 Skalarni umnozak

Definicija 1.10 Neka su dani vektori @ # 0i b # 0 i
_>
nekaje p = 4£ (7, b ) . Skalarni umnozak vektora a

i b je realan broj (skalar)

7-?:|7|-‘7‘ £ COS .

Akoje @ = (ilib =0, ondaje o = £ (7,?) nije

definiran, pa definiramo

Preslikavanje
s:Vix VP —R

((@.7))=a-7

nazivamo skalarno mnozenje u V2.

definirano s

Uocimo:

(a@ev%uﬁ:;agek

1z definicije neposredno slijedi da je za svaki @ € V3
— — — 2
a-a=|da|”>0.

(@)@ =—[af



Karakteriziracija okomitost dvaju vektora:

Propozicija 1.9 Neka su @ # 0'i b # 0 bilo koji vektori
iz V3. Ti su vektori okomiti ako i samo ako je @ - b = 0.

Dokaz:

Propozicija 1.10 Neka su a i b bilo koji vektori iz V3.
Tada vrijedi:

N\ 2 N N
@+® R4 b

SH

—»2 — —
( —b) R4 —2i-b
Dokaz:

Teorem 1.4 Neka su a, g, ¢ proizvoljni vektori iz V3 |
A proizvoljni skalar iz R, tada vrijedi:

— =
1.4 - b =1b -a; (komutativnost)

— — — — . . .
2. (Ad@) - b = A ( a - b ) - (kvaziasocijativnost)

—

3.7 - (?+5) _ Wb +7a -7 (distributivnost
prema zbrajanju)

4,72 > 0i @? = 0 akoisamo ako je @ = 0.
(pozitivna definitnost)

Dokaz:




Posljedica 1.1 Neka su a, 5, ¢ proizvoljni vektori iz
V3 i X proizvoljni skalar iz R, tada vrijedi:

(W) =A (T V)

Neka je B = (i, ], k) ortonormirana baza u V3.
Tada za koordinatne vektore baze vrijedi ova tablica
skalarnih produkata:

Nel7|k
7100
Flol1]o
Ellolo]1

Propozicija 1.11 Neka su @ = (ay, as, a3), b =
(81, B3, B3) vektori iz V3 dani svojim pravokutnim ko-
ordinatama u bazi B = (7, , k). Tada je

.,
a- b =af;+ afy+ azfs.
Dokaz:




Posljedica 1.2 Neka su ad = (ag, as, as), b =
(81, B9, B3) vektori iz V3 dani svojim pravokutnim
koordinatama u bazi B = (7, j, k). Tada je:

1.

2.
cos £ (7 ?) _ a1 + asfy ‘1‘04353
VAT TG\ B+ 5+ 53

3. Vektori @ i b su okomiti ako i samo ako je
04161 + 06262 + @353 = 0.

Dokaz:

Prikloni kutevi ¢,, ©,, ©, vektora @ # 0 su kutevi
koje taj vektor zatvara s vektorima ¢, 5 i k£, redom. Ako

je d = (a1, a9, a3), tada je

~

a

cosgplzcosé( i :\/oz%+oz§+cv§.

— 2 &%,
008902:(3084(61,,]): > > =)
\/oz1+oz2+a3

'3

COS (5 = €OS £ (7,]2) = .
\/ozf—l—oz%—l—ozg



Ove skalare nazivamo kosinusi smjera vektora a.
Kosinusi smjera nisu, medutim, neovisni. Vrijedi:

Propozicija 1.12 Za kosinuse smjera bilo kojeg
vektora a vrijedi

cos’ Y1+ cos” Vg + cos” 0y = 1.
Dokaz:

Ako je @ specijalno jedini¢ni vektor, tj. |@’| = 1, imamo

COS (P = @], COS (3 = (g,  COS P53 = (3.

Dakle, kosinusi smjera vektora a jednaki su pra-
vokutnim koordinatama jedinicnog vektora a, = %—’ u

smjeru vektora a.



1.6 Vektorski umnozak

Definicija 1.11 Neka su dani nekolinearni vektori a i
— —
binekaje p = £ (7, b ) . Vektorski umnozak vek-

toraai Eje vektor @ x b definiran sa:

= |a| ‘7‘ - sin ; (modul)
2. (7 X ?) 1 b i (7 X ?) 1 7a’; (smijer)
3. Trojka (7, b, @ x 7) ¢ini desni koordinatni sus-

tav (orijentacija).

Ako su a i b kolinearni, onda definiramo

T x b =0

Preslikavanje
v VEX VI — VP

v ((7?)) _dx b,

nazivamo vektorsko mnozenje u V3.

definirano s

Uocimo:

(5,5) cV3xV? s axhe Vs



Vektorski umnozak:

Napomena: Iz definicije vektorskog umnoska slijedi:

e Akoje @ =(ilib=0,ondasuaib kolinearni, pa je
— =
a x b =0.

eZasve a € V¥jedad xa =0,jersudi a

kolinearni.

e Ako su @ i b nekolinearni vektori, onda je vektor

— — n H H " - 7
a x b "okomit na ravninu odredenu" s ai b.

—

— —
eZasve @, b € VP je @ x b = (b xd);
(antikomutativnost)

Propozicija 1.13 @ x b = 0 ako i samo ako su @i b
kolinearni.

Dokaz:




Geometrijska interpretacija:

—_— — —_—
Neka su a = {OA} | b = {OB} nekolinearni vektori

inekaje o = £ (7, ?) _Norma vektora @ x b je

jednaka povrsini P paralelograma sto ga definiraju

toCcke O, Ai B %

‘E)x ?‘ = |d| - |€>| - sin @ =

|OA‘ ‘OB‘ sin o = ’m’ v, = P,

gdje je v, = ‘O—B‘ - sinp = ‘?‘ - sin o visina na
stranicu OA.

Teorem 1.5 Neka su a, gproizvoljni vektoriiz V3 i A
proizvoljni skalar iz R, tada vrijedi:

— — —_— — . .. .
1. (A\d) x b =\ ( a X b) . (kvaziasocijativnost)
2.7a X (?—FE)) :?X?+?X?;

(distributivnost prema zbrajanju)

Dokaz:




Posljedica 1.3 Neka su a, 5, ¢ proizvoljni vektori iz
V3 i X proizvoljni skalar iz R, tada vrijedi:

1.ax(A?):A(7x7);

— T —

2.(7+?)x5:7x c+ b xcC.

Dokaz:

Napomena:

e Opcenito vektorsko mnozenje nije asocijativno tj.
z . — - — — - —
opcenito (a X b) X C# a X (b xc);

. - - H — -
Primjer:Neka su nenul vektori @, b, komplanarni

te @ i ¢ nisu kolinearni:

b

(== |

Preciznije, vrijedi ovaj teorem:



Teorem 1.6 Neka su @, b, ¢ proizvoljni vektori iz V3,
tada vrijedi:

Posljedica 1.4 Neka su a, 5, ¢ proizvoljni vektori iz
V3, tada vrijedi tzv. Jacobijev identitet:

(@x D)xe+ (D xOXxT+@xT)x b =0

Dokaz:

Napomena: Iz Jacobijeva identiteta slijedi da su
— 7 N — o =\ :
(¢ x b)xéc (b xc)xa,(¢xa)x b komplanarni.

Neka je B = (i, j, k) desna ortonormirana baza u V?

Tada, 1z definicije vektorskog umnoska, za koordi-
natne vektore baze vrijedi:



Ixi=)x]=kxk=0,
ix) =k = jxi=—k
Ixk=1=kxj=—i
kxi=] = ixk=—j
i
x| #] 7| &
tl 0] k|-
7ll-k| of #
k|l 7l-¥] o

Propozicija 1.14 Neka su @ = (a1, a9, o3), b =
(81, B3, B3) vektori iz V3 dani svojim koordinatama u
desnoj ortonormiranoj bazi B = (4, j, k). Tada je

.,
a x b =(af3— azfsy, azBy — a1f3, a1y — ).

Dokaz:

Mozemo pisati:

— — —

7 k

_ J
a X b=la ay az

B1 B2 B3




1.5 MjeSoviti umnozak

Definicija 1.12 Neka su dani vektori a, bici neka je
—_—> —
=4 (7, b ) . MjeSoviti umnozak vektora @, bi ¢ je
skalar definiran sa:
— N —
(a X b ) . C

Oznaka: (7 X 7) . Ci= {Ez), 5,5} .

Preslikavanje
m:V>xV3x V' —R
definirano s
m ((7,?,5)) _ (? « ?) .z

nazivamo mje3ovito ili vektorskoskalarno mnozZenje u V3.

Uocimo:

(7,?,5) e V3xV3xV3 <E> X 7)-5: {6, 5,8} e R.

Propozicija 1.15 Neka su @, b i ¢ vektori iz V3.
Ti su vektori komplanarni ako i samo ako je

(7x7)-5=0.

Dokaz:




Geometrijska interpretacija: Neka su a = [O—fl]

- — —
b = [OB} | ¢ = {OC} tri nekomplanarna vektora.
ToCke O, A, B, C' definiraju paralelepiped (volum. V)

U tom slucCaju kazemo da je paralelepiped "razapet s

vektorima a, bic".

Pretpostavimo prvo da je (6, 5, 8) desna baza. Tada

- — - - —_ = g
sucia x b siste strane ravnine odredene s @i b (u

Istom poluprostoru):

Tada je

ngzi(ﬁxﬁ, ?)<g —> cosy > 0.

Onda je visina paralelepipeda na bazu (paralelogram)
definiran vektorima a i b jednaka v = |c] - cos 1.



Sada je

[6,5,5] = <7x€>)-5: ’E)x?

|c]-cosp = Po=V

Ako je | a, 5, 5) ljeva baza. Onda je

—>

g<¢:4(7x b,?)gw —> cosy < 0,

paje

-|e] - cosyp <0

—_— |

gdje predznak + uzimamo ako je (c?, 5, 5) desna, a —

ako je (6, 5, 5) lijeva baza.



Uocimo:

— - — - T - -
(a X b)-c:O<:>a, b i ¢ su komplanarni

<= "degenerirani paralelepiped volumena =0

Propozicija 1.16 Vrijedi
(7x?)-8:7(?x5).
Dokaz:

Posljedica 1.5 Parnom permutacijom trojke vek-
tora, mjesoviti produkt {6, 5,5} se ne mijenja, dok
neparnom permutacijom mjesoviti produkt mijenja
samo predznak. Drugim rijeCima, vrijedi:

b = [aa,b} _ [b,aa] _
_la.zp = —[b,a,a} :-[ab,a]

Dokaz:



Propozicija 1.17 Neka su @ = (a1, as, a3), b =

(B1, B9, B3), €= (71,72, 73) Vektori iz VV? dani svo-
jim koordinatama u desnoj ortonormiranoj bazi
B =(1,7,k). Tada je

s Q1 Qg Qg
—_— —

(a X b)'C: By By B3
Y1 V2 Vs

Dokaz:

Posljedica 1.6 Neka su @ = (ay, as,o3), b =

(81, B2, 83), € = (71,73,73) vektori iz V3 dani
koordinatama u desnoj ortonormiranoj bazi B =

— = —

(2,7, k).

1) Ta tri su vektora komplanarna ako i samo ako je
a1 Qg Q3

51 52 53 = 0.
Y1 V2 V3

i) Ako su ta tri vektora nekomplanarna onda je
volumen paralelepipeda razapetog s vektorima a,
bi ¢jednak

1 (9 (3

Vi==x|5 By B3

Y1 V2 V3




