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Obveze:
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� dva kolokvija:

- oba pozitivna

- zadaci (� 45%) i teoretska pitanja (� 45%)

� ispit:

- pismeni i usmeni.



0. Uvod

Aritmetika (ra�cunstvo) je grana matematike koja se
bavi brojevima.

Danas je �ce�ći naziv za aritmetiku teorija brojeva.

Teorija brojeva (klasi �cna) se bavi ponajprije prirod-
nim brojevima, te cijelim i racionalnim brojevima.

Skup prirodnih brojeva ozna�cavamo sa

N = f1; 2; 3; :::; n; :::g :

Neka svojstva skupa N koja ćemo koristiti:

� Na skupu N su de�nirane operacije zbrajanja i
mno�enja koje zadovoljavaju svojstva komuta-
tivnosti, asocijativnosti i distributivnosti;

� Na skupu N imamo ured̄aj takav da za svaka dva
razli�cita elementa m;n 2 N vrijedi ili m < n ili
n < m;

� Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji
element i vrijedi princip matemati�cke indukcije;



1. Djeljivost

De�nicija 1.1 Neka su a 6= 0 i b cijeli brojevi. Ka�emo
da a dijeli b, odnosno da je b dijeljiv s a ako postoji ci-
jeli broj x takav da je b = ax.
To zapisujemo sa a jb. Broj a nazivamo djelitelj broja
b; a broj b vi�ekratnik broja a.
Ako b nije djeljiv s a onda pi�emo a - b: Oznaku ak kb
ćemo koristiti kada ak jb i ak+1 - b:

Zadatak 1.1 Poka�ite da relacija "dijeliti" na skupu Z
ima sljedeća svojstva:

� za svaki cijeli broj a, a 6= 0; vrijedi a ja ;

� za svaka dva cijela broja a i b vrijedi: ako a jb i b ja
onda je a = �b: Ako su a; b 2 N; onda je a = b;

� za svaka tri cijela broja a,b; c vrijedi: ako a jb i b jc
onda a jc :

Zadatak 1.2 Ako su a; b; c 2 Z; onda iz a jb i a jc
slijedi a j(nb +mc) za bilo koja dva cijela broja m i n:



Teorem 1.1 (o dijeljenju s ostatkom) Za proizvoljan
prirodan broj a i proizvoljan cijeli broj b postoje jedin-
stveni cijeli brojevi q i r takvi da je

b = aq + r i 0 � r < a:

Dokaz:

De�nicija 1.2 . Broj d 2 Z nazivamo zajedni�ciki djelitelj
od a i b ako d ja i d jb.
Ako je barem jedan od brojeva a i b razli�cit od
nule, onda postoji kona�cno mnogo zajedni�cikih
djelitelja od a i b i najveći med̄u njima nazivamo
najveći zajedni�cki djelitelj od a i b i ozna�cavamo sa

gcd(a; b)

Uo�cimo: gcd(a; b) � 1:

Na sli�can na�cin de�niramo najveći zajedni�cki djelitelj
za bilo koji kona�can skup cijelih brojeva a1; a2; :::; an;
a ozna�cavamo ga sa gcd(a1; a2; :::; an).



Teorem 1.2 Neka su a; b 2 Z i barem jedan od bro-
jeva a i b je razli�cit od nule. Neka je

S = fax + by : x; y 2 Zg \ N;
tada je

gcd(a; b) = minS:

Dokaz:

Uo�cimo: Ako se cijeli broj d mo�e prikazati u obliku

d = ax + by;

onda je gcd(a; b) djelitelj od d. Posebno, ako je
ax + by = 1; onda je gcd(a; b) = 1:

De�nicija 1.3 Ka�emo da su cijeli brojevi a i b
relativno prosti , ako je gcd(a; b) = 1:
Za cijele brojeve a1; a2; :::; an ka�emo da su
relativno prosti ako je gcd(a1; a2; :::; an) = 1; a da
su u parovima relativno prosti ako je gcd(ai; aj) = 1
za sve 1 � i; j � n; i 6= j:

Propozicija 1.1 Neka su a; b;m 2 Z: Ako je
gcd(a;m) = gcd(b;m) = 1; onda je gcd(ab;m) = 1:

Dokaz:



Propozicija 1.2 Neka su a; b 2 Z; tada je
gcd(a; b) = gcd(a; b + ax)

za svaki x 2 Z:

Dokaz:

Teorem 1.3 (Euklidov algoritam) Neka su dani
a 2 Z i b 2 N: Pretpostavimo da je uzastopnom prim-
jenom Teorema 1.1 dobiven niz jednakosti

a = bq1 + r1; 0 < r1 < b

b = r1q2 + r2; 0 < r2 < r1

r1 = r2q3 + r3; 0 < r3 < r2 (*)
...

rk�2 = rk�1qk + rk; 0 < rk < rk�1

rk�1 = rkqk+1:

Tada je gcd(a; b) = rk; tj. gcd(a; b) jednako je posljed-
njem ostatku razli�citom od 0: Brojevi x0; y0 2 Z takvi
da je

gcd(a; b) = rk = ax0 + by0; (**)

mogu se dobiti izra�avanjem svakog ostatka ri kao
linearne kombinacije od a i b.

Dokaz:



Napomena:

� U Euklidovom algoritmu smo pretpostavili da je
b > 0 �to nije bitno ograni�cenje jer je gcd(a; b) =
gcd(jaj ; jbj);

� Ako su a; b 2 N i a < b; onda u prvom koraku
imamo a = b � 0 + a; pa a i b zamijene mjesta;

� Primijetimo da je (kona�can) niz ostataka u (*) r0 = b;
r1; r2; :::; rk strogo padajući niz;

� Primijetimo da jeja
b

k
= q1;

�
b

r1

�
= q2;

�
r1
r2

�
= q3 :::;

gdje je bxc najveći cijeli dio od x; tj. bxc = q; gdje je
q najveći cijeli broj � x:

� Brojevi x0; y0 2 Z u (**) nisu jednozna�cno odred̄eni,
jer je npr.

gcd(a; b) = ax0 + by0 = (x0 + b) a + (y0 � a) b;

Primjer 1.1 Odredimo d = gcd (252; 198) i prika�imo d
kao linearnu kombinaciju brojeva 252 i 198:



Rje�enja jednad�be gcd(a; b) = ax + by; mogu se do-
biti iz (*) na sljedeći na�cin: Ako je

r�1 = a; r0 = b; ri = ri�2 � qiri�1
x�1 = 1; x0 = 0; xi = xi�2 � qixi�1
y�1 = 0; y0 = 1; yi = yi�2 � qiyi�1

onda je

axi + byi = ri; za i = �1; 0; 1; :::; r + 1:

Formula je to�cna za i = �1 i i = 0; pa tvrdnju dobi-
vamo indukcijom (sami). Posebno je

axk + byk = rk:

Primjer 1.2 Odredimo d = gcd (3587; 1819) i prika�imo
d kao linearnu kombinaciju brojeva 3587 i 1819:

Zadatak 1.4 Odredite cijele brojeve x i y (ako pos-
toje) takve da je

a) 71x+50y = 1; b) 93x+81y = 3 c) 93x+81y = 5:



Jednad�bu oblika

ax + by = d; (1)

gdje su a; b; d zadani cijeli brojevi kojoj tra�imo cjelo-
brojna rje�enja x i y je primjer diofantske jednad�be.

Zadatak 1.5 Neka su a; b; d 2 Z zadani cijeli brojevi.
Diofantska jednad�ba (1) ima rje�enje onda i samo
onda ako gcd(a; b) jd :
Propozicija 1.3 Za broj koraka k u Euklidovom algo-
ritamu vrijedi k < 2 log2 b:

Dokaz:

Zadatak 1.3 Uz oznake od prije, doka�ite da za
i = 0; 1; :::; r + 1 vrijedi

xi�1yi � xiyi�1 = (�1)i ;
te gcd (xi; yi) = 1:

Propozicija 1.4 Uz oznake od prije, vrijedi

jxkj �
b

2g
i jykj �

b

2g
,

gdje je gcd(a; b) = g:

Uo�cimo: Svaki prirodan broj a > 1 ima uvijek dva
djelitelja 1 i a i njih nazivamo trivijalni djelitelji .



De�nicija 1.4
� Za prirodan broj p > 1 ka�emo da je prost broj (ili
prim broj) ako nema niti jednog djelitlja d takvog da
je 1 < d < p; tj. ako ima samo trivijalne djelitelje;

� Prirodan broj a > 1 koji nije prost nazivamo
slo�en broj .

Primjer 1.3 Prvi prosti brojevi su: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19, 23, 29, 31, 37, ...

Ako �elimo naći sve proste projeve � a; koristimo
jednostavni postupak kojeg nazivamo Eratostenovo
sito:
� Ispi�emo, po redu, sve prirodne brojeve od 1 do a;
� Kri�amo 1;
� Zaokru�imo 2 (prost) i kri�amo sve prave vi�ekrat-
nike od 2;

� Prvi preostali 3 (prost) zaokru�imo i kri�amo sve
prave vi�ekratnike od 3 (koji nisu već prekri�eni);

� Prvi preostali 5 (prost) zaokru�imo i kri�amo sve
prave vi�ekratnike od 5 (koji nisu već prekri�eni);

� ....



� Algoritam zavr�ava u kona�cno koraka, a zaokru�eni
brojevi su prosti.

Zadatak 1.4 Nad̄imo sve proste brojeve � 60 pomoću
Eratostenovog sita.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

Teorem 1.4 Svaki prirodan broj n > 1 mo�e se
prikazati kao produkt prostih brojeva (s jednim ili vi�e
faktora).

Dokaz:

Iz Teorema 1.4 slijedi: Za svaki prirodan broja n pos-
toji prikaz u obliku

n = p�11 � p
�2
2 � ::: � p

�k
k ; (2)

gdje su p1; p2; :::; pk svi razli�citi prosti brojevi i
�1; :::; �k 2 N: Broj �i 2 N nazivamo kratno�ću
prostog broja pi; a prikaz (2) kanonski rastav broja n
na proste faktore.



Propozicija 1.5 Ako je p prost broj i p jab ; onda p ja ili
p jb : Općenitije, ako p ja1a2:::ak ; onda postoji barem
jedan ai takav da p jai :
Dokaz:

Teorem 1.5 (Osnovni teorem aritmetike) Faktor-
izacija svakog prirodnog broja n > 1 na proste faktore
je jedinstvena do na poredak prostih faktora.

Dokaz:

Dakle, iz Teorema 1.4 i Teorema 1.5 slijedi da postoji
jedinstven zapis (rastav) prirodnog broja n > 1 oblika

n = p�11 � p
�2
2 � ::: � p

�k
k ;

gdje su p1 < p2 < ::: < pk svi prosti faktori od n i
�1; :::; �k 2 N: �Cesto pi�emo

n =
Y

p�prost
p�(p);

gdje je � (p) � 0 i � (p) = 0 za gotovo sve proste bro-
jeve.

Ako je n = 1; onda su svi � (p) = 0:



Neka su a; b; c 2 N,

a =
Y
p

p�(p); b =
Y
p

p�(p), c =
Y
p

p
(p):

Ako je
ab = c;

tada je po Teoremu 1.5

� (p) + � (p) = 
 (p) za sve p:

Dakle, ako
a jc ;

tada je
� (p) � 
 (p) za sve p:

Obrnuto, ako je

� (p) � 
 (p) za sve p;

de�niramo prirodan broj b =
Y
p

p�(p); gdje je

� (p) = 
 (p)� � (p) za sve p: Tada je

ab = c; tj: a jc :

Zaklju�cujemo:

a jc , � (p) � 
 (p) za sve p: (3)



Posljedica od (3):

gcd (a; b) =
Y
p

pminf�(p);�(p)g (4)

De�nicija 1.5 Ako su cijeli brojevi a i b razli�citi od
0, onda najmanji prirodan c broj takav da a jc i b jc
nazivamo najmanji zajedni�cki vi�ekratnik od a i b i
ozna�cavamo sa lcm (a; b) :

Na sli�can na�cin de�niramo najveći zajedni�cki vi�ekrat-
nik za bilo koji kona�can skup cijelih brojeva a1;
a2; :::; an; a ozna�cavamo ga sa lcm (a1; a2; :::; an).

Iz (3) slijedi:

lcm (a; b) =
Y
p

pmaxf�(p);�(p)g (5)

Propozicija 1.6 Neka su a i b cijeli brojevi, tada je

gcd (a; b) � lcm (a; b) = jabj :

Dokaz:

Zadatak 1.5 Odredite

a) lcm (482; 1687) b) lcm (1400; 2420) :



De�nicija 1.6

� Ka�emo da je prirodan broj a (potpun) kvadrat ako
se mo�e zapisati u obliku n2; n 2 N;

� Ka�emo da je prirodan broj a kvadratno slobodan
ako je 1 najveći kvadrat koji dijeli a;

Uo�cimo: Neka je a =
Y
p

p�(p) 2 N: Iz Teorema 1.5 sli-

jedi:

� a potpun kvadrat, � (p) paran za sve p;

� a kvadratno slobodan , � (p) = 0 ili � (p) = 1 za
sve p;

� ako je p prost, onda je: pk ka , k = � (p) :

Zadatak 1.6 Nad̄ite prirodan broj n sa svojstvom da je
n
2 kvadrat,

n
3 kub, a

n
5 peta potencija nekog prirodnog

broja.

Zadatak 1.7 Doka�ite da svaki slo�en broj n ima
prosti faktor p �

p
n:

Uo�cimo: U Primjeru 1.3 (Eratostenovo sito) algoritam
je gotov već nakon kri�anja vi�ekratnika od 7 jer jep
60 < 11:



Teorem 1.6 (Euklid) Skup svih prostih brojeva je
beskona�can.

Dokaz:

Primjer 1.4 Doka�imo da prostih brojeva oblika 4k+3
ima beskona�cno mnogo.

Primjer 1.5 Doka�imo da za svaki realan broj y � 2
vrijedi X

p�y

1

p
> ln ln y � 1:

Iz ovoga direktno slijedi da red
X
p�prost

1
p divergira, �to

je jo� jedan dokaz da prostih brojeva ma beskona�cno
mnogo.
Napomena: Ako za x 2 R sa � (x) ozna�cimo broj
prostih brojeva koji su � x; onda je1

� (x) � x

lnx
(Prime Number Theorem -PNT).

Ovo je prvi naslutio Gauss, a dokazali su neovisno
Hadamar i de la Vallée Poussin 1896.

1 Neka su f; g : S ! R; S � R: Pi�emo:

f (x) � g (x) ako je lim
x!1

f (x)

g (x)
= 1



Jo� bolja aproksimacija je

� (x) � li (x) ;

gdje je

li (x) =

xZ
2

dt

ln t
- logaritamsko-integralna funkcija.

Primjer 1.6 Doka�imo da za svaki prirodan broj n
postoji n uzastopnih slo�enih brojeva.

Primjer 1.7 Doka�imo da ne postoji polinom f (x)
stupnja � 1 s cjelobrojnim koe�cijentima, takav da je
f (n) prost za svaki prirodan broj n.

Problem: Odrediti polinome f (x) stupnja � 1 s cjelo-
brojnim koe�cijentima, takave da je f (n) prost za
beskona�cno prirodnih brojeva n.

� Zna se da to vrijedi za polinome oblika f (x) =
ax + b; gcd (a; b) = 1 (Dirihletov teorem o prostim
brojevima u aritmeti�ckom nizu);

� Za polinom f (x) = x2 + 1 je to jo� otvoreno pitanje;



� Slutnja: to vrijedi za ireducibilne polinome f za koje
ne postoji prirodan broj d > 1 takav da d jf (n) za
svaki n 2 N:

Primjer 1.7 Neka je broj 2k + 1 prost. Doka�imo da je
tada k = 0 ili k = 2n za neki n 2 N:

Napomena: Brojevi oblika

fn = 2
2n + 1; n 2 N[f0g

nazivaju se Fermatovi brojevi .

Fermat je mislio da su svi ovi brojevi prosti. Med̄utim.

f0 = 3; f1 = 5; f2 = 17; f3 = 257; f4 = 65537

su prosti, ali je slo�en

f5 = 2
25 + 1 = 232 + 1:

Slutnja: Samo je kona�cno mnogo Fermatovih brojeva
prosto.

Zadatak 1.8 Doka�ite da za m 6= n vrijedi
gcd (fm; fn) = 1:

Poka�ite da ova �cinjenica povla�ci da prostih brojeva
ima beskona�cno mnogo.



Primjer 1.9 Neka je broj 2n� 1 prost. Doka�imo da je
tada i n prost broj.

Napomena: Brojevi oblika

Mp = 2
p � 1; p prost,

nazivaju se Mersennovi brojevi .

Neki Mersennovi brojevi su prosti, kao npr. M7 = 127;
a neki su slo�eni, kao npr. M11 = 2047 = 23 � 89:
Slutnja: Beskona�cno mnogo Mersennovi brojeva je
prosto.

Napomena: Do danas je nad̄eno ukupno 47 Mersen-
novih prostih brojeva. Najveći med̄u njima je na�ao
Smith (2008.), a dobiven je za p = 43112609, ima
12 978 189 znamenaka i to je ujedno najveći do sada
pronad̄eni prost broj.


