


6. Diofantske aproksimacije

Diofantska jednadzba - algebarska (polinomijalna)
jednadzba s dvjema ili viSe nepoznanica s cjelo-

brojnim koeficijentima, kojoj se traze cjelobrojna ili
racionalna rjesenja.

Diofantske aproksimacije - ispituju koliko se dobro
iracionalni brojevi mogu aproksimirati racionalnima.

Diofantska analiza - prouCavanje diofantskih jed-
nadzbi. Tu se ispreplicu se dva razliCita ali usko
povezana podrucja: diofantske aproksimacije i dio-
fantske jednadzbe.

Primjer: Promatrajmo (diofantsku) jednadzbu

ot — Tyt =1, (1)

Zelimo joj nadi rieSenja u cijelim brojevima. Ogito,
(x,y) = (£1,0) su (trivijlana) rjeSenja.



Pitanja:

e Postoji li i neko netrivijlano rjeSenje?
e Postoji li beskonacno cjelobrojnih rjeSenja?

e Postoji li algoritam za nalazenje svih cjelobrojnin
rjeSenja?

Sljededi graf (hiperbola) opisuje sva realna rjeSenja

od (1):

X,

.
g
.
w/
.
g 4
.
AN
-
N
w

Cjelobrojna rjeSenja dobivamo presjekom ovog
grafa s cjelobrojnom resSetkom.
Uocimo da je (z,y) = (8, 3) cjelobrojno rjeSenje od
(1). Dakle, postoji i netrivijlano rjesenje od (1):

2 -7(3) = (3-3V7) (843V7) = 1,

pa je



8

1
3 ﬁ:3(8+3ﬁ)

Vidimo, da je racionalan broj %jako blizu iracionalnom
broju /7, tj. da cjelobrojno rjedenje jednadzbe (1) in-
ducira jako dobru aproksimaciju iracionalnog broja
(+/7) pridruZzenog toj jednadzbi.

= 0.02091 5... .

Neka je a dani realan broj. Oznake:
e || : najveci cijeli broj maniji ili jednak «;
e {a} : razlomljeni dio od a, {j.
la} =a—|a];
e ||a|| : udaljenost od o do najblizeg cijelog broja, {j.
lof| = min {{a}, 1 —{a}}.
Ocito vrijedi: 0 < {a} < 1,0 < |lof < 3.

Teorem 6.1 (Dirichletov) Neka su «a i () realni bro-
jevii () > 1. Tada postoje cijeli brojevi p, g takvi da je
1<qg<Qillagll =lag—pl <5

Dokaz:



Korolar 6.1 Ako je « iracionalan broj, onda postoji
beskonaCno mnogo parova p, q relativho prostih ci-
jelih brojeva takvih da je

a—73|<i. 2)

q| ¢

Dokaz:

Napomena 6.1 Tvrdnja Korolara 6.1 ne vrijedi uko-
liko je o racionalan.

Neka je «a proizvoljan realan broj.
Oznacimo

ag = |a] .

Ako je ag # a zapiSimo
1
Q= ap + —,
aq

gdje je a; > 1. Oznacimo

ay — LCMlJ

Ako je a; # «y zapiSimo
1
Q] = a] + )
&%)
gdje je as > 1. Oznacimo

a9 — LO(QJ



Ovaj proces mozemo nastaviti u nedogled ukoliko
nije a,, = «, za neki n.

Ako je a, = «,, za neki n, onda je « racionalan broj i
vrijedi
1
Q= ap + T

a1 +
Ao+

.+i

Qn,
Sto krace zapisujemo o = |ag, a1, ..., a,) .
Ako je a, # a, za sve n, definirajmo racionalne bro-
jeve % sa
Pn

7 = [CL(), ai, ..., an] .
n

Teorem 6.2 Brojevi p, i q, zadovoljavaju rekurzivne
relacije

Pn = QpPn—1-+DPp—2, Do = aGo, P1= apa) + 1;
qdn = anpQdn-—-1 + qn—2, qdo = 17 g1 = as.

Dokaz:

Uzdogovorp o =0, pi1=1 qa2=1¢q1=0,
Teorem 6.2 vrijedi za sve n > 0.



Teorem 6.3 Za sve n > —1 vrijedi:
nPn—1 — Pndn—1 — (_1>n .
Dokaz:

Teorem 6.4

| R
q0 q2 44

LS B3 D5

2.0 >2>8>

3. Ako je n paran, a m neparan, onda je % < g—m.
Dokaz:

Uocimo:

1

Qn+1

1.a: [CLO’a/l?"')aﬁnj)&n‘i‘l] Ian:a/n—l_ :’Oén>a/n;

2. o = CVnpn—l_i_pﬂ—2’ n > 17
OénQn—l_FanZ -

—1)"
.o — B = (=1) —
dn (Qn+1Qn+Qn—1)Qn

a) o > %, n paran;
b) o < %, n neparan;

—> « lezi izmedu dva susjedna.



4. dn = GnQn—1 + qn—2, qo = 17 q1 = a1 =— (Qn >n
(g, rastuci);

1 < 1

n+1Gn — n(n+1)’

5.1.,3.i4.:>‘04—%

6. An+1 = Lan—l—lj > Qpy1 — l = Op+1 < Gp41 T 1;

1 (©) 1

7.3.i6. — |a — &| = > —
Gn (nn+an—1)Gn ((@nt1+1)@n+Gn-1)n
1 .
(Qn+Qn+1)Qn 7
4
8 o — Pn+1 1 < 1 <)
dn+1 (an+IQn+1_FQn)Qn+l — (Qn_FQn+1)Qn+l (qn)rast
1
(Qn+Qn+1)Qn

—> svaki sljedeci

qn+1

bolje aproksimira «;

n

9.7.i8. :>‘04—M

< |lo — B
q

10. ako je « racionalan, onda je a,, = «, za neki n,
inace
1 1

‘oz Do - <= 0
dn dn+14n qn

—> postoji beskonacno brojeva koji zadovoljavaju

Pn+1 L ]ﬁ
dn+1 dn

<




q

< -, 8to je u suprotnosti s Napomenom 6.1.

Teorem 6.5

. Dn
lim — = a.
n—0o0 gy

Dokaz:

Definicija 6.1 Ako je q cijeli broj, a4, ..., a, prirodni
brojevi, te ako je

a = |ag, ai, ..., ap| ,

onda ovaj izraz nazivamo razvoj broja a u konacni
jednostavni verizni (neprekidni) razlomak;
Ako je « iracionalan, onda uvodimo oznaku

lim |ag, a1, ..., a,| = |ag, a1, ..., Gy, ... .
n—aoo

Ako je

a = |ag, a1, ..., Gy, .|

onda ovaj izraz nazivamo razvoj broja a u beskon-
acni jednostavni verizni (neprekidni) razlomak;



Di

— = [CL(), ai, ..., CLZ']
q;

je 1—ta konvergenta od «;

e a, je 1—ti parcijalni kvocijent
([

o; = |aj, a1, -]

je 1—ti potpuni kvocijent od «.

Primjer 6.1 Ako je 2 racionalan broj, ged (b, c) = 1,
b > c > 01i (iz Euklidovog algoritma)

b=cqp+r, 0<r<c

c =7riqa+719, 0<1r9<m

T = ToQ3 + T3, O<T3<’I“2

ri—2 — Tj-14; + rj, 0 < ry <Trj-1
ri—1 = Tjqj+1-
Tadaje (b,c) =r; i

b
E — [QMQQ: "'7Qj+1] — [Q17Q27 s iy 4541 — ]-7 1] .



Napomena Moze se pokazati da je razvoj broja o u
beskonacni jednostavni verizni (neprekidni) razlomak
je jedinstven.

Zadatak 6.1 Prikazite kao jednostavni verizni
(neprekidni) razlomak

2 =10,1,54];
° % [1,5,4] ;
.%HZ[LLWJ}:[LLHWLﬂ
n Hf—/ \ ~ 7/
n n—1

Zadatak 6.2 Nadite prve cCetiri konvergente jednos-
tavnog verizniog razlomaka

oc=[1,2,1,1,4,1,...,1,2k, 1, .]
o \V7=121,1,1,4,..]

Zadatak 6.3 Ako je

onda je
o 1"‘\/5 i ]ﬁ Fn+2
2 dn Fn—H

87



Napomena: Neka je « iracionalan broj, iz formule (3)
slijedi da svaka konvergenta od a zadovoljava nejed-
nakost

Teorem 6.6 Neka su 2! p” dvije uzastopne konver-

n—1

gente od «. Tada barem Jedna od njih zadovoljava
nejednakost

Korolar 6.3 Za svaki « iracionalan broj postoji
beskonacno racionalnih brojeva g takvih da je

Teorem 6.7 (Legendere) Neka su p i g cijeli brojevi
takvidajeqg > 11

1
oo Pl L
q| 2¢?

tada je g neka konvergenta od a.




Teorem 6.8 (Borel) Neka su 5” Po=2 Pnol 2“ tri uza-

n—1

stopne konvergente od «. Tada barem jedna od njih
zadovoljava nejednakost

p
a__

1
\fq

Teorem 6.9 (Hurwitz) Za svaki « iracionalan broj
postoji beskonacno racionalnih brojeva g takvih da je

D 1

Ty \fq

Konstanta v/5 je najbolja moguca, tj. tvrdnja ne vrijedi
ako se v/5 zamijeni s bilo kojom drugom konstantom

A > /5.

Definicija 6.2 Za beskonacan verizni razlomak

[a’Oa ay, CLQ’.--]

kazemo da je periodski ako postoje cijeli brojevi
k>0, m > 1takvidaje a,., =a,zasven > k. U
tom slucaju verizni razlomak piSemo u obliku

[a’()a at, ..., k-1, Ak, ak+17"'7ak+m—1]7

gdje "crta” iznad brojeva a;., a1, ..., aprm—1 ZNAci da
se taj blok brojeva ponavlja u nedogled.



Primjer

o 3 =[2,8] = g =25

o= 31,278 :a:?ﬂrl}r%i&:%.
Definicija 6.3 Za iracionalan broj o kazemo da je
kvadratna iracionalnost ako je « korijen kvadratne
jednadzbe s racoinalnim koeficijentima.

Teorem 6.10 (Euler, Lagrange) Razvoj u jednos-
tavni verizni razlomak realnog broja «o je periodski
ako i samo ako je a kvadratna iracionalnost.

Dokaz:

|z dokaza slijedi algoritam za nalazenje jednostavnog
veriznog (neprekidnog) razlomka od

a+\/a

o = .

b

Mnozeci brojnik i nazivnik od b, ako je nuzno, mozemo
pretpostaviti da b|(d — a?).



a++d 5
= =a, top=0, ty|(d —
& b y, S0 = @, o ,o}( 80),
sn+\/g
Qp = L Ja Sn+1 = anln Sn,s
tn
d — 2
b = il 2g g >0
n
Ako je
(Sj,fj)z (Sk,tk) za j < k,
onda je

a=|ag,...,0;-1,0j, ., Gk_1)-

Zadatak 6.4 Nadite jednostavni verizni (neprekidni)
razlomak od:

e V6 =[2,24];

o V&> —d=[d-1,2,2d—2|,deN,d>2;

° 26;21 = [1,@] , c e N;

ﬁ

\}

5 — [1,2,2,1,12] .



Teorem 6.11 Kvadratna iracionalnost « ima Cisto pe-
riodski razvoj u jednostavni verizni razlomak ako i
samo ako je o > 1, te —1 < o' < 0, gdje je o’ konju-
gat od « (u tom slucaju kazemo da je o reducirana
kvadratna iracionalnost).

Dokaz:

Teorem 6.12 Neka je d prirodan broj koji nije potpun
kvadrat, onda jednostavan verizni razlomak od Vd
ima oblik

f: [ao;a1,a2...,ar_1;2a'0:| 9

gdje je ay = {\/gJ . a niz ay, as..., a,_; je centralno
simetrican, tj. vrijedi

a,=a,_; zar=1,....,7r — 1.

Ovdje r = r (d) oznacava duljinu najkraceg perioda u
razvoju od V/d.

Nadalje, uz oznake od prije, imamo oy = Vd, ty = 1,
so = 0it; =1 akoisamo ako r |: . Nadalje, t; # —1

za svaki 1.



Napomena: Neka r = r (d) ozna€ava duljinu na-
jkraéeg perioda u razvoju od v/d, tada vrijedi sljedeée:

e ako je s, = 5,1 Onda je r = 2n;
e akojet, =t,,;ondajer =2n+ 1.

Zadatak 6.5 Nadite jednostavni verizni (neprekidni)
razlomak od:

e 15 = [3,1,6];

e 29 =521,1,2,10] .

Teorem 6.13 Neka je d prirodan broj koji nije potpun
kvadrat, onda za sve n > —1 vrijedi

p721 T dng — (_1)n+1 tn+1-

Dokaz:




7. Diofantske jednadzbe

Diofantska jednadzba
r? — dy* =1, (4)

gdje je d € N, d # [, naziva se Pellova jednadzba.

Diofantska jednadzba oblika
z? — dy* = N, (5)

gdiejed e N,d #01i N € Z, N # 0, naziva se
pellovska jednadzba.

Napomena:

edcZid< 0= (4)i(b) imaju konacno rjesSenja;

od=0=0¢"= 2°—0a*y’ = (x —ay) (x +ay) =
N = konacno rjesenja;

e Pellova jednadzZba ima beskonacno rjeSenja, a
pellovska, ako ih ima, ima ih beskonacno.



Teorem 7.1 Neka je d € N, d # [, te neka su g—" kon-

vergente u razvoju od v/d. Neka je N € Z, |N| < V/d.
Tada za svako pozitivho rjeSenje r = u, y = v jed-
nadzbe

z? — dy® = N,

takvo da je ged (u, v) = 1 vrijedi u = p,, v = ¢, za neki
n € N.

Dokaz:

|z Teorema 6.12, 6.13, 7.1 slijedi:

Teorem 7.2 Sva rjeSenja u prirodnim brojevima jed-
nadzbi 22 — dy? = +1 nalaze se medu = = p,,, ¥ = q,,
gdje su % konvergente u razvoju od v/d. Neka je r

duljina perioda u razvoju od v/d.

Ako je r paran, onda jednadzba z* — dy* = —1 nema
rieSenja, a sva rjeSenja od z° — dy? = 1 su dana sa
T = Prr-1, Y = Qrr—1, k € N.

Ako je r neparan, onda su sva rjeenja od % — dy? =
—ldanasax =pi_-1, ¥y = qr—1, kK € N, k neparan,
a sva rjieSenja od 2> — dy®> = 1 dana sa = = pj,_1,
Y = qr-—1, k € N, k paran.

Dokaz:




Teorem 7.3 Ako je (z1,y:) je najmanje rieSenje! u
prirodnim brojevima jednadzbe z? — dy? = 1 (fun-
damentalno rjesenje), onda su sva rjeSenja ove
jednadzbe u prirodnim brojevima dana sa (z,, y,) za
n € N, gdje su z,, i y,, prirodni brojevi definirani sa

Ty + \/ﬁyn — (azl — \/gy1> : (6)
tj.
i o
T, = o + ( ) oy
; 27
j=1
-,
n—2i+1 2j—1 77—
yn — ‘ (2] . 1)x1 ]+ ,y1] d] 1.
7=1
Dokaz:

Teorem 7.4 Neka je (x,,y,) niz svih rjeSenja od
r?> — dy? = 1 u prirodnim brojevima zapisan u
rastu¢em redosljedu. Definirajmo (x, 1) = (1,0),

tada vrijede rekurzivne relacije
Tpio = 2T1Tpi1 — Ty, N >0,

Yn+2 — leyn-l—l —Yn N > 0.
Dokaz:

L' (z1,y1) je najmanje rjeSenje ako za svako drugo rjeenje (s,t) vrijedi

z1 + Vdy < s+ Vdt.



Primjer Nadite sva rjesenja od:

o 22 — 15y% = 1;

o 22 — 15y? = —1;

takodaje 1 < z < 1000.

Rjesenje:

V15 =[3,1,6] = r =2 (paran) =

o 22 — 15y = —1 =%’ nema rjeSenja;
9 9 T.72 . .
o 1 — 15y° = 1 = rjeSenja (v,y) = (Par—1, Qr-1) ;
keN
— (z1,51) = (p1, 1) = (4,1) je najmanje rjeSenje u
prirodnim brojevima jednadzbe z? — 159> = 1, a
ostala (CC, y) — <p37 Q3> ) <p57 Q5> ) <p77 Q7> IRRE

e Trazenje konvergenti, tj. rjesenja u prirodnim broje-
vima:

Pn = QpPp—1-+ DPpn—2, Po = ag, P1 = apa;+ 1;
dn = anQn-—1 + dn—2, qo = 17 g1 = as.



n|0/1/2] 3] 4 6 7 8 9
a, |31 6] 1] 6 1 6 1 6 1
Pn | 514127131 (2131244 16771921 | 1320315124
g, 111117 8 55| 63 | 433 | 496 | 3409 | 3905
e Kako je

(z1,91) = (P, @) = (4,1)

(Iz,yz) (p?)a Q3) — (317 8)7

(z3,y3) = (ps5,q5) = (244,63),

<£C4, y4) — (p77 Q7) — <19217 496)

— 13 < 1000, 24 > 1000,

imamo samo Sest rieSenja (z,y) = (4,+1),
(31,4£8), (244, +63) tako da je 1 < x < 1000.

e Kako je (z1,y1) = (p1,q1) = (4,1) najmanje rieSenje
od 22 — 15y* = 1 sva pozitivna rjeSenja su dana sa

Tpio = 2T1Tpe1 — Ty, N >0,
Yn+2 — 2$1yn+1 —Yn N > 0.

gdje je (wo,y0) = (1,0) i (z1,51) = (4,1). Npr.
imamo:



To — 25615131—330:2°(4>2—1=31
Yo = 2011 — Yo =2-4-1-0=28.

ry — 2561332—331:2-4-31—42244
Y3 = 2r1yp —y1 =2-4-8—1=063.

Ty = 20173 —x9g=2-4-244 — 31 = 1921
Yy = 201Yys — Yz = 2 -4 - 63 — 8 = 469.

Ovo je brzi nacin.



Primjer Nadite najmanja rjeSenja u prirodnim broje-
vima od:

o 22 —29y% =1
o 12 —29y% = —1;

Rjesenje:

V29 = [5,2,1,1,2,10] = r = 5 (neparan) =

T.7.2 i - v .
o 72 — 29y = —1 == sva pozitivna rjeSenja su dana

Sa

T = Ppsi-1,Y = @sk—1, k €N, Kk neparan

rek.

—> najmanjeza k =1 (n =4) =
(71,91) = (p4, q1) = (70,13);
o 22 —29y% =1 L2 sva pozitivna rjesenja su dana sa

r = Ps5k—1,Y — {45k—1, k€ N) k paran

rek.

—> najmanjeza k=2 (n=9) =
(xla y1> — (p97 qg) — (98017 1820) :



e Trazenje konvergenti, tj. minimalnih rjeSenja u
prirodnim brojevima:

Dn = QpPn—1 + Pn—2, Po — Qo, P1 = QoG + 1;
dn = Gpdpn—1+ Gn—2, qo — 17 q1 = az.

n|0/ 112345 § 7 8 9
Ay, || O L1712 110 5 2 | 1
pn D] 11116 2770|727 1524 225137759801
gn |11 2135 [13]135] 283 | 418 | 701 | 1820

e Kako je (x1,y1) = (pg, q9) = (9801, 1820) najmanje
rieSenje od 22 — 29y* = 1 sva pozitivna rje$enja su
dana sa

Ln+2 = 2331$n+1 — Tp, N > 07
Ynv2 — Qxlyrﬁ—l —Yn N > 0.
gdje je (Qio,yo) = (1,0) | (ZCl,y1> = (9801, 1820) . Npr
Imamo:
Ty = 2w — 20 = 2 - (9801)° — 1 = 192119201
Yo = 2[131y1 — Yo = 2 - 9801 - 1820 — 0 = 35675 640.



Primjer Pokazati: p prosti p = 1(mod4) =
r? — py? = —1 ima rjeSenje.

Primjer Nadite najmanja rjeSenja u prirodnim broje-
vima od:

o 12 — 13y* = +1;

o 72 — 14y? = +1;

)

o 77 — 31y = +1;

Primjer
e Pokazati: 2 — (k* —1)y* = —1, k € Z, nema
rjeSenje.

e Naci fundamentalno rieSenje od z*— (k* — 1) y* = 1,
keN, k>2;

Rjesenje:

ok>2= Vi?-1=[k-112k-2] = r =2
(paran);

o g2 (k* — 1) y* = —1 nema rjesenja;



o 2 (k* — 1) y* = 1 sva pozitivna rjeSenja su
dana sa

T = pPo-1, Y = Qop—1, k €N

—> najmanjeza k =1 (n = 1) = (z1,11) =
(P, q1) = (K, 1)

o k =1 = 2° = —1 nema rjeSenja;

o k =0= 2+ y* = —1 nema rjeSenja.



Jos neke diofantske jednadzbe

Teorem 7.5 Neka su a, b, c € Z cijeli brojevi i neka je
gcd(a, b) = d. Tada (linearna) diofantska jednadzba

ar + by = c (7)

ima rjeSenje onda i samo onda ako d |c. Ako d |c,
onda jednadzba (7) ima beskonacno cjelobrojnih
rieSenja. Ako je (x1,y1) jedno rieSenje, onda su sva
rieSenjadanasax =z + %t y =y — %, t € Z.

Dokaz:

Teorem 7.6 Neka su aq, ao, ...,a, € Z cijeli brojevi
i neka je ged(aq, as, ..., a,) = d. Tada (linearna) dio-
fantska jednadzba

ai1r1 + asxro + ... + a,x, =c (8)

ima rjeSenje onda i samo onda ako d |c . Ako jed-
nadzba (8) ima cjelobrojnih rjeSenja, onda ih ima
beskonacno.

Dokaz:




Definicija 7.1 Uredenu trojku prirodnih brojeva
(x,y, z) nazivamo Pitagorina trojka ako su x, y katete,
a z hipotenuza pravokutnog trokuta, tj. ako vrijedi

Tty =20 9)

Ako su z, vy, z relativno prosti, onda kazemo da je
(x,y, z) primitivna Pitagorina trojka (a pripadni trokut
primitivni Pitagorin trokut ).

Uocimo:

U primitivnoj Pitagorinoj trojci to¢no jedan od brojeva
x, 1Y je neparan:

e Oba parna — z paran = nije primitivna;

e oba neparna = z°+y° = 2mod 4 = 2> = 2mod 4
(=<=);

Teorem 7.7 Sve primitivhe Pitagorine trojke (x,y, 2)
u kojima je y paran dane su formulama

T =m?—n° Yy = 2mn, z=m?+n’

gdje je m > n i m, n su relativno prosti prirodni bro-
jevi razliCite parnosti.

Dokaz:




|z prethodnog teorema slijedi da su sve Pitagorine
trojke dane identitetom

d (m* — n2)]2 + (2dmn)°® = d (m” + 77,2)]2 . (10)

Primjer Nadite sve Pitagorine trokute u kojima je
jedna stranica jednaka

a) 39, b) 199, ¢)34, b)2001.

Primjer Nadite sve primitivne Pitagorine trokute u ko-
Jima su sve tri stranica izmedu 2000 i 3000.

Teorem 7.8 Jednadzba
2d gt = 22

nema rjesenja u prirodnim brojevima. Drugim ri-
jeCima, ne postoji pravokutni trokut kojem su duljine
kateta kvadrati prirodnih brojeva.

Dokaz:




Napomena:

Tvrdnja Teorema 7.8 povlaci i tvrdnju da jednadzba

2yt =
nema rjesenja u prirodnim brojevima. Ovo je speci-
jalan slucCaj tzv. Velikog Fermatovog teorema Koji
kaze: Jednadzba

nema rjeSenja u prirodnim brojevima za n > 3. Ovaj
teorem je 1995. dokazao Andrew Wiles.

Propozicija 7.1 Ne postoji Pitagorin trokut u kojem
su hipotenuza i jedna kateta kvadrati prirodnih bro-
jeva.

Dokaz:
Korolar 7.1 Ne postoji Pitagorin trokut Cija je povrSina
potpun kvadrat.

Dokaz:

Primjer Nadimo sva rjeSenja diofantske jednadzbe

x° + 5y = 2°

uz uvjet ged (z,y, z) = 1.



