


5.4 Krivuljni integral

� Krivuljni integral je na neki na�cin poopćenje
odred̄enog integrala na segmentu [a; b] � R na
odred̄eni integral po krivulji � zadanoj odgovara-
jućom parametrizacijom;

� Postoje dvije vrste krivuljnog integrala:

� za skalarna polja;

� za vektorska polja.

Krivulja i njeno usmjerenje

Ovdje ćemo formulirati pojam krivulje u R3 s provokut-
nim koordinatnim sustavom

�
O;
�!
i ;
�!
j ;
�!
k
�
, svijesni

manjkavosti �to proizlaze iz svijesnog zaobila�enja
razlike izmed̄u parametrizabilnog skupa i krivulje.



De�nicija 5.1 Skup � � R3 nazivamo jednostavnom
glatkom krivuljom (s rubom) ako:

i) postoji neprekidno derivabilna vektorska
funkcija �!r = f�;  ; �g takva da je �!r = (�;  ; �) :
[a; b]! � � R3 bijekcija;

ii) za svaki t 2 [a; b] je �!r 0(t) 6= (0; 0; 0) = ~0, tj. �
dopu�ta tangentu u to�cki �!r (t).

Svaki takav ured̄eni

par([a; b];�!r )

nazivamo glatkom parametrizacijom krivulje �.

Za A = �!r (a); B = �!r (b) 2 � ka�emo da su rubne
to�cke od �.

Ako funkcija r nije injektivna samo u to�ckama a i
b, tj. ako je r(a) = r(b), govorimo o jednostavno
zatvorenoj krivulji �.



Napomenimo da

�!r (t) = �(t)
�!
i +  (t)

�!
j + �(t)

�!
k ; t 2 [a; b]

nazivamo vektorskim zapisom, a istaknemo li koor-
dinatne funkcije vektorske funkcije �!r , tj.

x = �(t); y =  (t); z = �(t); t 2 [a; b]

dobivamo tzv. parametarski zapis (parametarske
jednad�be) krivulje �.

Tangenta na krivulju

Neka je krivulja � � R3 dana parametrizacijom

�!r (t) = �(t)
�!
i +  (t)

�!
j + �(t)

�!
k ; t 2 [a; b];

i neka je za t0 2 [a; b], �!r 0(t0) 6= ~0: Interpretirajmo
geometrijski derivaciju

�!r 0(t0) = �0(t0)
�!
i +  0(t0)

�!
j + �0(t0)

�!
k :



Po de�niciji je

�!r 0(t0) = lim
"!0

�!r (t0 + ")��!r (t0)
"

:

Kako je �!r 0(t0) 6= ~0; onda je, za " dovoljno malo, vek-
tor

�!r (t0 + ")��!r (t0) 6= ~0

i pribli�ava se vektoru smjera tangente u to�cki
T0 = (�(t0);  (t0); �(t0)) 2 �, tj. to�cki danoj sa
�!r (t0) = �(t0)

�!
i +  (t0)

�!
j + �(t0)~k:

Med̄utim grani�cni vektor je ~0, pa on nema smjer. Zato
promatramo njemu kolinearan vektor

�!r (t0 + ")��!r (t0)
"

;

koji za malo " ima veću duljinu nego�!r (t0+")��!r (t0):
Kako je

�!r 0(t0) = lim
"!0

�!r (t0 + ")��!r (t0)
"

6= ~0

njega uzimamo za vektor smjera tangente.



Primjer Krivulja � � R3 dana parametrizacijom

�!r (t) = 2 cos t�!i + 3 sin t�!j + 4t�!k ; t 2 [0; 2�];

je jednostavna glatka krivulja.

Provjerimo uvjete iz De�nicije 5.1:

� �!r (t1) = �!r (t1) =) 2 cos t1 = 2 cos t2; 3 sin t1 =
3 sin t2; 4t1 = 4t2 =) t1 = t2 (injekcija);

� funkcije 2 cos t; 3 sin t i 4t su neprekidno derivabilne,
pa je to i �!r (t);

� �!r 0(t) = �2 sin t�!i + 3 cos t�!j + 4�!k 6= ~0 za svaki
t 2 [0; 2�]:

Tangenta u to�cki s radijus vektorom�!r (t0); t0 2 [0; 2�]
je u kanonskom obliku dana sa

p::::
x� 2 cos t0
�2 sin t0

=
y � 3 sin t0
3 cos t0

=
z � 4t0
4

ili vektorski sa

�!p (s) = �!r (t0) + s�!r 0(t0); s 2 R:



U praksi ćesto nastupa malo općenitiji slu�caj od
"glatkoga" u smislu da postoji (najvi�e) kona�cno
to�caka u kojima se �krivulja � o�tro lomi�, tj. ne
dopu�ta tangentu. Tada je de�nicijskom uvjetu ii)
udovoljeno svuda osim u kona�cno mnogo to�caka
t1; � � � ; tn 2 [a; b]. U tom slu�caju govorimo o po di-
jelovima glatkoj krivulji �.

Pritom smijemo zami�ljati da je � prirodno satavl-
jena od kona�cno jednostavnih glatkih krivulja �1, �2
... , �n, �n+1, nad [a; t1], ..., [tn�1:tn], [tn; b] redom,
�ljepljenjem to�cke r(ti) 2 �i s to�ckom r(ti) 2 �i+1�;
i = 1; � � � ; n.
De�nirajmo premda ne posve korektno (ali za na�e
potrebe ipak zadovoljavajuće) s pojmom usmjerene
krivulje.

Promatrajmo glatku krivulju � zadanu parametrizaci-
jom par([a; b]; r). Ona u svakoj to�cki T = r(t) 2 �
dopu�ta tangentu, koju kao pravac (�= R) mo�emo us-
mjeriti, tj. pridijeliti joj koordinatni sustav

�
O � T ;

�!
i
�

ili
�
O � T ;��!i

�
.



Reći ćemo da je glatka krivulja � usmjerena (ili ori-
jentirana) ako je na svakoj njezinoj tangenti odabran
to�cno jedan koordinatni sustav. Slijedi da se � mo�e
usmjeriti na neizmjerno na�cina, ali su od svih njih zan-
imljiva samo dva, tzv. neprekidna usmjerenja, koja
su inducirana dvama usmjerenjima danog pravca R .

Ne poja�njavajući to pobli�e, smijemo zami�ljati
da glatka krivulja dopu�ta to�cno dva (neprekidna)
usmjerenja:

� jedno se dobiva �gibajući se du� � od rubne to�cke
A = r(a) do rubne to�cke B = r(b) uz stalni porast
varijable t 2 [a; b]�,

� a drugo �gibajući se, obratno, od to�cke B do to�cke
A uz stalni pad varijable t 2 [a; b]�.

U prvomu slu�caju ka�emo da je:

� krivulja � usmjerena (ili orijentirana) porastom
parametra t,

a u drugomu da je:

� usmjerena (ili orijentirana) padom parametra t.



U prvomu (drugomu) slu�caju ka�emo da je A = r(a)
po�cetak (kraj) i da je B = r(b) kraj (po�cetak) usm-
jerene krivulje �. Pritom trebamo biti vrlo oprezni jer
usmjerenje porastom parametra t 2 [a; b] mo�e biti
isto �to i usmjerenje padom parametra � 2 [c; d] u
nekoj drugoj glatkoj parametrizaciji iste krivulje.

Ako je krivulja � po dijelovima glatka, njezine sas-
tavne glatke krivulje �1; � � � ;�n dopu�taju po dva
neprekidna usmjerenja.

� Reći ćemo da je � usmjerena (ili orijentirana) �cim
su �1; � � � ;�n usmjerene sukladno, tj. kraj od �i
jest po�cetak od �i+1, i = 1; � � � ; n.
Primijetimo da se ova de�nicija prirodno prenosi
i na jednostavno zatvorenu po dijelovima glatku
krivulju.



U posebnom slu�caju jednostavno zatvorene po di-
jelovima glatke krivulje � u (koordinatiziranoj) ravnini
(R2 � (O;

�!
i ;
�!
j )) govor se mo�e reducirati na

tzv. negativno i pozitivno usmjerenje, tj. na ono
sukladno gibanju satne kazaljke i njemu suprotno
gibanje.

� Opća oznaka za (neprekidno) usmjerenu krivulju �
bit će

y
�.

� Ako je na istoj krivlji � zadano i suprotno usm-
jerenje, razlikovat ćemo ga od

y
� ozna�cavajući ga s

x
�.

� U posebnom slu�caju jednostavno zatvorene
ravninske krivulje,

y
� će ozna�cavati njezino nega-

tivno usmjerenje, a
x
� ono pozitivno.



Krivuljni integral prve vrste

Neka je f : D ! R; D � R3 funkcija (skalarno polje
na D), a

~r(t) = (�(t);  (t); �(t)); t 2 [a; b];

parametizacija glatke krivulje � � D. Tada je dobro
de�nirana kompozicija

[a; b]
r! D

f! R;

t 7! (f � r)(t) = f (�(t);  (t); �(t));

�to je realna funkcija jedne varijable na segmentu
[a; b] � R.
Nadalje, kako je ~r0(t) = (�0(t);  0(t); �0(t)); t 2 [a; b];
onda je

j�!r 0(t)j =
q
�0(t)2 +  0(t)2 + �0(t)2; t 2 [a; b];

pa je umno�ak funkcija

t 7! ((f � r) � j�!r 0j) (t) = f (r(t)) � j�!r 0(t)j , tj.

t 7! f (�(t);  (t); �(t))�
q
�0(t)2 +  0(t)2 + �0(t)2; t 2 [a; b];



realna funkcija jedne varijable na segmentu [a; b] � R.

De�nicija 5.2 Neka je dana skalarna funkcija
f : D ! R; D � R3 i neka parametizacija glatke
krivulje � � D

~r(t) = (�(t);  (t); �(t)); t 2 [a; b]:

Ako je realna funkcija jedne varijable

t 7! f (�(t);  (t); �(t))�
q
�0(t)2 +  0(t)2 + �0(t)2; t 2 [a; b]

integrabilna, onda pripadni odred̄eni integralZ b

a

f (�(t);  (t); �(t)) �
q
�0(t)2 +  0(t)2 + �0(t)2dt =Z b

a

f (r(t)) � j�!r 0(t)j dt

nazivamo integralom skalarnoga polja f po krivulji
� (ili krivuljnim integralom prve vrste) i ozna�cu-
jemo s Z

�

fds:



Neka su to�cke T0; T 2 � bliske to�cke, tj. neka T0 dana
sa �!r (t0); a T sa �!r (t0 + dt), dt dovoljno malen.
Tangenta na � u T0 je dana u vektorskom obliku sa

�!p (s) = �!r (t0) + (s� t0)
�!r 0(t0); s 2 R:

Imamo:

� za s = t0 dobivamo �!p (s) = �!r (t0); tj. dobivamo
upravo to�cku T0 (le�i na tangenti i na �);

� za s = t0 + dt; dt > 0, dobivamo to�cku S (le�i na
tangenti) koja je dana sa �!p (s) = �!r (t0) + dt�!r 0(t0);

� udaljenost tih to�caka je d (T0; S) = j�!p (s)��!r (t0)j =
j�!r 0(t0)j dt;

� budući je dt dovoljno mali, onda su to�cke T (2 �) i S
(na tangenti) jako blizu, pa duljinu ds dijela krivulje
(luka) � izmed̄u T0 i T mo�emo aproksimirati sa
d (T0; S) ; tj. uzimamo da je "duljinski element"
krivulje (luka) �

j�!r 0(t)j dt � ds:



Sada oznaka
Z
�

fds ima puni smisao jer jeZ
�

fds =

Z b

a

f (r(t)) � j�!r 0(t)j dt:

Napomena U praksi, kad krivulja � predstavlja model
tanke �ice, a f je funkcija njezine (�linearne�) gus-

toće, krivuljni integral
Z
�

fds ra�cuna masu te �ice.

Ako je f � 1; onda
Z
�

ds ra�cuna masu duljinu luka

krivulje �.

Treba napomenuti da, apriori, nije jasno je li De�nicija
5.2 posve korektna. Naime, uz nju bi valjalo dokazati
da krivuljni integral

R
�

fds ne ovisi o odabranoj para-

metrizaciji krivulje �, tj. da jeZ b

a

f (r(t)) � j�!r 0(t)j dt =
Z d

c

f (p(� )) � j�!p 0(� )j d� ;

pri �cemu su ([a; b]; r) i ([c; d]; p) bilo koje dvije glatke
parametrizacije od �. Budući da bi to zahtijevalo
op�irnije razmatranje, ne ćemo se u to upu�tati.



Primjer 1 Izra�cunajmo krivuljni integral prvoga tipaR
�

fds pri �cemu je

f (x; y; z) = x + z

i � zadana jednad�bama

x = t; y =
p
6
2 t
2; z = t3; t 2 [0; 1]:

Z
�

fds =

Z b

a

f (�(t);  (t); �(t))�
q
�0(t)2+ 0(t)2+�0(t)2dt

Z 1

0

(t + t3)
p
1 + 6t2 + 9t4dt =

Z 1

0

(t + t3)(1 + 3t2)dt

=

Z 1

0

(t + 4t3 + 3t5)dt = 2:



Napomenimo da se u slu�caju po dijelovima glatke
krivulje �, prirodno sastavljene od glatkih krivulja
�1; � � � ;�n+1, pripadni krivuljni integral prve vrste
smije de�nirati kao zbroj, tj.Z

�

fds
def.
=

Z
�1

fds + � � � +
Z
�n+1

fds:

Izravno iz De�nicije 5.2 i svojstava Riemannova inte-
grala slijedi da je krivuljni integral prve vrste linearni
funkcional, tj. da vrijedi:

Teorem 5.3 Neka su f; g : D ! R, D � R3, integra-
bilne funkcija, �; � 2 R i � � D po dijelovima glatka
krivulja. Tada jeZ

�

(�f + �g)ds = �

Z
�

fds + �

Z
�

gds:

Napomena: �Cesto se (po dijelovima) glatka krivulja
� � X � R3 zadaje kao presjek dviju ploha zadanih
jednad�bama

G(x; y; z) = 0 i

H(x; y; z) = 0:



Tada treba �eliminacijom treće varijable� dobiti
jednad�be y = g(x), za svaki z, i z = h(x), za svaki
y, pri �cemu je x 2 [a; b], dviju novih ploha s istim
presjekom �. Pritom su g i h neprekidno derivabilne
funkcije na [a; b].
Prednost novih ploha je tomu �to je njima zadana
parametrizacije x = t, y = g(t), z = h(t), t 2 [a; b],
krivulje �, pa se pripadni krivuljni integral prve vrste
mo�e izra�cunati po formuliZ
�

fds =

Z b

a

f (x; g(x); h(x)) �
p
1 + g0(x)2 + h0(x)2dx:

Pritom se u slu�caju ravninske krivulje � � D � R2
mo�e dobivamo h � c0, pa je tadaZ

�

fds =

Z b

a

f (x; g(x)) �
p
1 + g0(x)2dx:

Primjer 2 Izra�cunajte
R
�

fds ako je f (x; y; z) = x3yz

i � krivulja koja je presjek ploha z = x2 + y2; z = 1
(y � 0).

z = x2 + y2

z = 1

�
z
=) x2+y2 = 1 =) �1 �

�
x = cos t
y = sin t



=) � �

8<: x = cos t
y = sin t
z = 1

; t 2 [0; �]

8<: x0 = � sin t
y0 = cos t
z0 = 0

9=; ; ds =

q
(� sin t)2 + (cos t)2 + (0)2dt = dt

Z
�

fds =

Z
�

x3yzds =

Z �

0

(cos3 t)3 sin tdt = 0



Primjer 3 Izra�cunajmo krivuljni integral prve vrsteR
�

fds ako je f (x; y) = xy ako je

(a) � ... y = �x + 1, x 2 [0; 1];

(b) � ... y = �x2 + 1, x 2 [0; 1].

Uo�cimo da u oba primjera krivulja � povezuje to�cke
A = (0; 1) i B = (1; 0).
(a)

Z
�

fds =

Z 1

0

x(�x + 1)
p
1 + (�1)2dx =

p
2

Z 1

0

(�x2 + x)dx =
p
2
6 ;

(b)
Z
�

fds =

Z 1

0

x(�x2 + 1)
p
1 + (�2x)2dx = � � � =

25
p
5�11
120 .

(Ovo pokazuje da je bitno po kojoj se krivulji integrira,
tj. da krivuljni integral prve vrste ne ovisi samo o
krajnjim to�ckama!)



Krivuljni integral druge vrste

Neka je
�!w = fwx; wy; wzg : D ! R3; D � R3;

vektorsko polje na D; a

�!r (t) = (�(t);  (t); �(t)); t 2 [a; b];

parametarska jednad�ba glatke krivulje � � D.
Neka je

y
� krivulja � usmjerena porastom parame-

tra t 2 [a; b]. Primijetimo da je dobro de�nirana
kompozicija

[a; b]
�!r! D

�!w! R3;

t 7�! �!w (�!r (t)) = fwx(�!r (t)); wy(�!r (t)); wz(�!r (t))g ;

�to je vektorska funkcija jedne varijable na segmentu
[a; b] � R. Slijedi da je skalarni produkt

�!w (�!r ) � �!r 0 : [a; b]! R;

t 7�! �!w (�!r (t)) � �!r 0(t) =

= wx(
�!r (t)) � �0(t) + wy(�!r (t)) �  0(t) + wz(�!r (t)) � �0(t);

realna funkcija jedne varijable na segmentu [a; b].



De�nicija 5.4 Neka je dana vektorska funkcija
�!w = fwx; wy; wzg : D ! R3; D � R3, a

�!r (t) = (�(t);  (t); �(t)); t 2 [a; b];

parametarska jednad�ba glatke krivulje � � D.
Neka je

y
� krivulja � usmjerena porastom parametra

t 2 [a; b]. Ako je realna funkcija jedne varijable

t 7! wx(�(t);  (t); �(t)) � �0(t) + wy(�(t);  (t); �(t)) �  0(t)+

+wz(�(t);  (t); �(t)) � �0(t); t 2 [a; b]

integrabilna, onda pripadni odred̄eni integralZ b

a

�
wx(�(t);  (t); �(t)) � �0(t) + wy(�(t);  (t); �(t)) �  0(t)+

+wz(�(t);  (t); �(t)) � �0(t)] dt =
Z b

a

[�!w (�!r (t)) � �!r 0(t)] dt

nazivamo integralom vektorskoga polja �!w po us-
mjerenoj krivulji

y
� (ili krivuljnim integralom druge

vrste) i ozna�cujemo saZ
y
�

�!w � d�!r :



Primjer 3 Izra�cunajmo krivuljni integral druge vrsteZ
y
�

�!w � d�!r vektorske funkcije

(x; y; z) 7! �!w (x; y; z) = fy � z; z � x; x� yg

po porastom parametra usmjerenoj krivulji
y
�,

�!r (t) = (2 cos t; 2 sin t; 3t); t 2 [0; 2�]:

Odgovarajućim uvr�tenjima u de�nicijsku formulu
dobivamo: Z

y
�

�!w � d�!r =

Z 2�

0

[(2 sin t� 3t) � (�2 sin t) + (3t� 2 cos t) � 2 cos t+

+(2 cos t� 2 sin t) � 3]dt =Z 2�

0

(�4 + 6 cos t� 6 sin t + 6t sin t + 6t cos t)dt = � � � = �20�:

Napomena: Krivuljni integral druge vrste
Z
y
�

�!w � d�!r

se obi�cno interpretira kao rad neke sile
�!
F = �!w du�

puta �!s =
y
� od to�cke A = �!r (a) do to�cke B = �!r (b) .



Za potpunu korektnost De�nicije 5.4 trebalo dokazati
ovisnost krivuljnog integrala druge vrste o odabranoj
glatkoj parametrizaciji samo do na predznak, tj. da jeZ b

a

[�!w (�!r (t)) � �!r 0(t)] dt = �
Z d

c

[�!w (p(� )) � �!p 0(� )] d� ;

pri �cemu su ([a; b]; h) i ([c; d]; p) bilo koje dvije glatke
parametrizacije od �, te da su ti integrali jednaki �cim h
i p induciraju (porastom parametara) isto usmjerenje,
a protivnih predznaka �cim induciraju suprotna usm-
jerenja na �.

Napomena: Ako je
y
� po dijelovima glatka krivulja,

prirodno sastavljena od sukladno usmjerenih glatkih
krivulja

y
�1; � � � ;

y
�n+1, pripadni krivuljni integral druge

vrste de�niramo kao zbroj, tj.Z
y
�

�!w � d�!r def.
=

Z
y
�1

�!w � d�!r + � � � +
Z

y
�n+1

�!w � d�!r :

Izravno iz De�nicije 5.4 i svojstava Riemannova
integrala slijedi valjanost ovoga teorema:



Teorem 5.5 Neka su �!w ;�!u : D ! R3, D � R3,
vektorske funkcije s integrabilnim koordinatnim
funkcijama, �; � 2 R i

y
� � D usmjerena po di-

jelovima glatka krivulja. Tada je

i)
Z
x
�

�!w � d�!r = �
Z
y
�

�!w � d�!r ;

ii)
Z
y
�

(��!w + ��!u ) � d�!r = �

Z
y
�

�!w � d�!r + �
Z
y
�

�!u � d�!r .

Neka je vektorska funkcija �!w : D ! R3, D � R3,
zadana preslikavanjima P;Q;R : D ! R, tj. wx = P ,
wy = Q i wz = R. Pridru�imo li funkciji �!w diferenci-
jalnu formu

Pdx +Qdy +Qdz;

uo�cavamo da se, formalno, krivuljni integral druge
vrste podudara s integralom odgovarajuće diferenci-
jalne forme, tj.Z

x
�

�!w � d�!r =
Z
y
�

Pdx +Qdy +Rdz;

gdje je d�!r = dx~i + dy~j + dz~k:



Primjer 4 Izra�cunajmo krivuljni integral druge vrsteZ
y
�

(y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz

ako
y
� usmjerena krivulja - du�ina od ishodi�ta O do

to�cke B = (1; 1; 1).
Budući da se

y
� =

��!
OB mo�e zadati kao presjek

dviju ravnina: y = x, za svaki z, i z = x, za svaki y,
x 2 [0; 1] (usmjerenje porastom parametra t = x), to jeZ

y
�

Pdx +Qdy +Rdz =

Z 1

0

(x + x)dx + (x + x) � 1dx + (x + x) � 1dx = 6
Z 1

0

xdx = 3:

Napomena: Ako je u krivuljnom integralu druge vrsteZ
y
�

�!w �d�!r krivulja � (jednostavno) zatvorena, uobi�ca-
jilo se to isticati oznakomI

y
�

�!w � d�!r

i nazivati cirkulacijom vektorskoga polja �!w po
zatvorenoj krivulji

y
�.



Primjer 5 Izra�cunajmo cirkulaciju ravninskoga vek-
troskog polja �!w (x; y) = fx; xyg po:

i) sredi�njoj kru�nici
y
� polumjera c (usmjerenoj

po volji);

ii) rubu
x
� pozitivno usmjerenoga trokuta s

vrhovima A = (2; 0), B = (1; 1) i O = (0; 0).

(i) Ovdje je
y
� zadana parametrizacijom x = c cos t,

y = c sin t, t 2 [0; 2�], pa jeI
y
�

�!w � d�!r =
I
y
�

xdy + xydy =

=

Z 2�

0

[c cos t � (�c sin t) + c cos t � c sin t � c cos t] dt =

c2
Z 2�

0

(cos t� c cos2 t)(� sin t)dt = � � � = 0;



ii) Ovdje je
x
� usmjerena po dijelovima glatka jed-

nostavno zatvorena krivulja sukladno sastavljena od
y
�1 =

�!
OA,

x
�2 =

�!
AB i

x
�3 =

��!
BO s parametrizacijama

(redom):

� y = 0, x 2 [0; 2], usmjerena porastom parametra x;

� y = �x + 2, x 2 [1; 2], usmjerena padom parametra
x;

� y = x, x 2 [0; 1], usmjerena padom parametra x.

Tako dobivamoI
y
�

�!w � d�!r =
Z
y
�1

�!w � d�!r +
Z
y
�2

�!w � d�!r +
Z
y
�3

�!w � d�!r

=

Z 2

0

(x + x � 0 � 0)dx +
Z 1

2

(x + x(�x + 2)(�1))dx+

Z 0

1

(x + x � x � 1)dx = � � � = 1
3:

Dakako da je moguća i druk�cija parametrizacija, npr.



�!r = (�;  ) : [0; 1]! R2

�(t) =

�
6t, t 2 [0; 13]
�3t + 3, t 2 [13; 1]

;

 (t) =

8<: 0, t 2 [0; 13]
6t� 2, t 2 [13;

2
3]

�6t + 6, t 2 [23; 1]
;

usmjerena porastom parametra t.

Krivuljni integral u potencijalnom polju

Raznovrsni primjeri krivuljnog integrala druge vrste
pokazuju da on ponekad ne ovisi o usmjerenoj krivulji
po kojoj se integrira, nego samo o njezinoj po�cetnoj i
krajnjoj to�cki. Sada ćemo vidjeti kakva su to vektorska
polja krivuljni integrali kojih ovise samo o po�cetku i
kraju integracijske krivulje.



De�nicija 5.6 Neka je

�!w : D ! R3; D � R3;

neprekidno vektorsko polje. Reći ćemo da krivuljni
integral vektorskoga polja �!w ne ovisi o integraci-
jskom putu, ako za svake dvije to�cke A;B 2 D i
svake dvije po dijelovima glatke krivulje

y
�1;

y
�2 � D

�to povezuju A i B, usmjerene od A prema B, vrijediZ
y
�1

�!w � d�!r =
Z
y
�2

�!w � d�!r :

Upravo de�nirano svojstvo karakterizira ovaj teorem:

Teorem 5.7 Neka je �!w : D ! R3 neprekidno
vektorsko polje na otvorenom i povezanom podru�cju
D � R3. Tada pripadni krivuljni integral ne ovisi o
integracijskom putu ako i samo ako je �!w potencijalno
polje.



Dokaz: ((=) Ako je vektorsko polje �!w potencijalno
onda iz �!w = � grad f slijediZ

y
�

�!w � d�!r = �
Z
y
�

@f

@x
dx +

@f

@y
dy +

@f

@z
dz:

Tada za bilo koju usmjerenu krivulju
y
� u X, od to�cke

A = (x1; y1; z1) do to�cke B = (x2; y2; z2), zadana para-
metarskom jednad�bom

�!r (t) = (�(t);  (t); �(t)); t 2 [a; b];

dobivamo Z
y
�

@f

@x
dx+

@f

@y
dy+

@f

@z
dz =

Z b

a

�
@f (�!r (t))

@x
�0(t)+

@f (�!r (t))
@y

 0(t)+
@f (�!r (t))

@z
�0(t)

�
dt =

Z b

a

d(f��!r )(t) = f (�!r (b))�f (�!r (a))
�!r (b)=B
=�!r (a)=A

= f (x2; y2; z2)� f (x1; y1; z1):

Prema tomu, krivuljni integral



Z
y
�

�!w � d�!r = f (x1; y1; z1)� f (x2; y2; z2)

ne ovisi o
y
� =

y
AB, nego samo o A i B:

(=)) Pretpostavimo da krivuljni integral vektorskoga
polja

�!w = fwx; wy; wzg

ne ovisi o integracijskom putu, tj. da jeZ
y
�1

�!w � d�!r =
Z
y
�2

�!w � d�!r

za ma koje dvije usmjerene krivulje od to�cke A do
to�cke B u D .
Treba dokazati da postoji neko skalarno polje
f : D ! R takvo da je

�!w = � grad f:

U tu svrhu u�cvrstimo bilo koju to�cku T0 = (x0; y0; z0) 2
D pa za svaku to�cku T = (x; y; z) 2 D odaberimo
bilo koju po dijelovima glatku krivulju

y
� � D �to spaja

T0 i T (takva postoji po pretpostavci naD), usmjerenu
od T0 prema T .



Pretpostavka povla�ci da je time dobro de�nirana
funkcija

f : D ! R; f (x; y; z) = �
Z
y
�

�!w � d�!r ; tj.

f (x; y; z) = �
Z
y
�

wxdx + wydy + wzdz

Odaberimo za put integracije
y
� krivulju (izlomljenu

liniju) koja se sastoji od tri brida kvadra K �ciji su
suprotni vrhovi T0 = (x0; y0; z0) i T = (x; y; z): Dakle
spojnica

y
� =

y
T0T se sastoji od tri du�ine: Parame-

trizirane kao slijedi:

� T0T1; T1 = (x0; y0; z): Parametrizacija: x = x0;
y = y0; z = u; u 2 [z0; z] ;

� T1T2; T2 = (x0; y; z): Parametrizacija: x = x0; y = s;
z = z; s 2 [y0; y] ;

� T2T : Parametrizacija: x = t; y = y; z = z;
t 2 [x0; x] ;



Sada je

�
Z
y
�

= �
�Z

T0T1

+

Z
T1T2

+

Z
T2T

�
; tj.

f (x; y; z) = �
Z z

z0

wz (x0; y0; u) du�

�
Z y

y0

wy (x0; s; z) ds�
Z x

x0

wx (t; y; z) dt

Tvrdimo da je ovako de�nirana funkcija potencijal od
�!w = fwx; wy; wzg ; tj. da je

�!w = � grad f () wx = �
@f

@x
; wy = �

@f

@y
; wz = �

@f

@z
:

Pridjetimo se

@f (x; y; z)

@x
= lim
�x!0

f (x +�x; y; z)� f (x; y; z)

�x
:

Odaberimo dovoljno mali �x tako da du�ina TS bude
sadr�ana u D, pri �cemu S = (x +�x; y; z) (Takav �x
postoji jer je skup D otvoren).
Neka je

y
�1 usmjerena krivulja sukladno sastavljena

od
y
� i
�!
TS. Tada je



f (x +�x; y; z) = �
Z
y
�1

�!w � d�!r =

�
�Z

y
�

�!w � d�!r +
Z
�!
TS

�!w � d�!r
�
;

pa je

f (x +�x; y; z)� f (x; y; z)

�x
= � 1

�x

Z
�!
TS

�!w � d�!r =

= � 1

�x

Z x+�x

x

wx(t; y; z)dt;

Budući da je koordinatna funkcija wx neprekidna, to
je neprekidna i funkcija t 7! wx(t; y; z). Prema tomu,

lim
�x!0

1

�x

Z x+�x

x

wx(t; y; z)dt = wx(x; y; z);

�to povla�ci

wx(x; y; z)= � lim
dx!0

f (x + dx; y; z)� f (x; y; z)

dx
=

= �@f (x; y; z)
@x

:

Na isti na�cin se doka�e da je



wy(x; y; z) = �
@f (x; y; z)

@y
i wz(x; y; z) = �

@f (x; y; z)

@z
;

pa je doista �!w = � grad f . �

Napomena: Primijenimo li Teorem 5.7 na bilo koju
po dijelovoma glatku jednostavno zatvorenu krivulju
� � X, dobivamo da pripadna cirkulacija potenci-
jalnog vektorskog polja �!w is�cezava,I

y
�

�!w � d�!r = 0:

Slijedi da is�cezavanje cirkulacije, takod̄er, karakter-
izira potencijalnost vektorskog polja �!w na podru�cju
D.

Nadalje, budući da su potencijalnost i bezvrtlo�nost
(na konveksnom podru�cju) ekvivalentna svojstva (v.
Teorem 4.23), vrijedi ovaj korolar:



Korolar 5.8 Neka je �!w : D ! R3 diferencijabilno vek-
torsko polje na konveksnom podru�cju D � R3. Tada
je

rot�!w =
�!
0 ()

I
y
�

�!w � d�!r = 0

za svaku po dijelovima glatku jednostavno zatvorenu
krivulju

y
� � D.

Teorem 5.7 i Korolar 5.8 ukazuju na veliku va�nost po-
tencijalnih (bezvrtlo�nih) vektorskih polja. Ponovimo
samo to da je opći oblik takvoga potencijala
f : D ! R, za dano vektorsko polje �!w na D � R3,
integral totalnog diferencijala

wxdx + wydy + wzdz � df;
tj.

f (x; y; z) = �
Z x

x0

wx(t; y; z)dt�

Z y

y0

wy(x0; u; z)du�
Z z

z0

wz(x0; y0; v)dv;

pri ćemu je (x0; y0; z0) 2 D bilo koja odabrana to�cka.



Primjer 6 Izra�cunajmo
Z
y
�

�!w � d�!r ako je

�!w (x; y; z) =
�
3x2yz + y + 5; x3z + x� z; x3y � y � 7

	
i

i)
y
� bilo koji luk od A � O = (0; 0; 0) do

B = (1; 1; 1);

ii)
y
� bilo koja usmjerena po dijelovima glatka jed-

nostavno zatvorena krivulja.

i) O�cito je da je vektorsko polje �!w neprekidno difer-
encijabilno na prostoru R3. Budući da je

@wz
@y

=
@wy
@z

(= x3 � 1);

@wx
@z

=
@wz
@x

(= 3x2y);

@wy
@x

=
@wx
@y

(= 3x2z + 1);

to je rot�!w =
�!
0 pa je �!w betvrtlo�no polje, dakle, i

potencijalno. Slijedi,



Z
y
�

�!w � d�!r = f (1; 1; 1)� f (0; 0; 0);

gdje je potencijal f od �!w odred̄en relacijom (uzmimo
(x0; y0; z0) = (0; 0; 0))

f (x; y; z) = �
Z x

x0

(3t2yz + y + 5)dt�

�
Z y

y0

((x0)
3z + x0 � z)du�

Z z

z0

((x0)
3y0 � y0 � 7)dv =

�
Z x

0

(3t2yz + y + 5)dt�
Z y

0

(�z)du�
Z z

0

(�7)dv =

= �x3yz � yx� 5x + zy + 7z:

Prema tomu,Z
y
�

�!w � d�!r = f (0; 0; 0)� f (1; 1; 1) = 0� 1 = �1:

(b) Ovdje se radi o cirkulaciji bezvrtlo�noga polja pa jeI
y
�

�!w � d�!r = 0:



Greenova formula

U ovomu pododjeljku ćemo izvesti osnovnu formulu
integralnog ra�cuna za funkcije dviju varijabla, koja je
prirodno poopćenje Newton-Leibnizove formule. Radi
se o tomu da se (dvostruki) integral na prikladnom
podru�cju D � R2 svede na (krivuljni) integral po rubu
od D.

Teorem 5.7 (Greenov teorem) Neka su P;Q :
X ! R diferencijabilne funkcije na otvorenom skupu
X � R2 te neka je

x
� � X pozitivno usmjerena po di-

jelovima glatka jednostavno zatvorena krivulja. Tada
vrijedi tzv. Greenova formulaZZ

D

�
@Q(x; y)

@x
�@P (x; y)

@y

�
dxdy

=

I
x
�

P (x; y)dx +Q(x; y)dy;

pri �cemu je D � X podru�cje omed̄eno krivuljom �, tj.
@D = � .

Strogi dokaz ovoga teorema pretpostavlja puno vi�e
predznanja nego �to smo ga do sada stekli. Stoga



ćemo dokazati samo jedan poseban slu�caj, ali ipak
dovoljno općenit da obuhvati na�e prakti�cne potrebe.

Dokaz: Pretpostavimo, dakle, da su P iQ neprekidno
diferencijabilne funkcije i da je podru�cje D takvo da
mu usporednice s koordinatnim osima sijeku rub
@D = � u najvi�e dvjema to�ckama (v. crte� (b)).

Neka su x = a, x = b, y = c i y = d jednad�be onih
usporednica �to dodiruju @D, pa je podru�cje

D � [a; b]� [c; d]

i omed̄eno je grafovima dviju funkcija �1;2 : [a; b]! R,
odnosno,  1;2 : [c; d]! R, tj.

D =
�
(x; y) 2 R2 j �1(x) � y � �2(x); x 2 [a; b]

	
;

odnosno,

D =
�
(x; y) 2 R2 j  1(y) � x �  2(y); y 2 [c; d]

	
:

Pritom je �1(a) = �2(a), �1(b) = �2(b),  1(c) =  2(c) i
 1(d) =  2(d).

Ozna�cimo s
y
�1 graf G�1 usmjeren porastom varijable



x, a s
x
�2 graf G�2 usmjeren padom varijable x. Tada

je
x
� =

x
@D sukladno sastavljena od

y
�1 i

x
�2.

Budući da je funkcija P neprekidno diferencijabilna,

to je funkcija f � @P

@y
neprekidna pa je i integrabilna

na D. Taj je integralZZ
D

f (x; y)dxdy =

Z b

a

(

Z �2(x)

�1(x)

f (x; y)dy)dx =

=

Z b

a

 Z �2(x)

�1(x)

@P (x;y)
@y dy

!
dx =

=

Z b

a

(P (x; �2(x))� P (x; �1(x))) dx =

�
Z a

b

P (x; �2(x))dx�
Z b

a

P (x; �1(x))dx =



�
Z
x
�2

P (x; y)dx + c0(x; y)dy �
Z
y
�1

P (x; y)dx + c0(x; y)dy =

= �
I
x
�

Pdx:

Posve sli�cno, sukladno rastaviv�i
x
� na

x
G 1, usm-

jerenu padom varijable y, i
y
G 2, usmjerenu porastom

varijable y, i staviv�i g � @Q

@x
dobivamo:ZZ

D

g(x; y)dxdy =

Z d

c

Z  2(x)

 1(x)

g(x; y)dy)dx = � � �

=

I
x
�

c0(x; y) � dx +Q(x; y)dy =
I
x
�

Qdy:

Zbrajanjem dobivenih integrala proizlazi Greenova
formula.



Primjer 7 Izra�cunajmo cirkulacijuI
x
�

2(x2 + y2)dx + (x + y)2dy

po pozitivno usmjerenom rubu
x
@4 �

x
� trokuta

4ABC, A = (1; 1), B = (2; 2), C = (1; 3).

Primijenit ćemo Greenovu formulu na P (x; y) =
2(x2 + y2) i Q(x; y) = (x + y)2.I

x
�

2(x2 + y2)dx + (x + y)2dy =

=

ZZ
�

�
@Q(x; y)

@x
� @P (x; y)

@y

�
)dxdy =

ZZ
�

(2x� 2y)dxdy = 2
Z 2

1

�Z �x+4

x

(x� y)dy

�
dx =

= � � � = �4
3
:

Za provjeru izra�cunti tra�enu cirkulaciju izravno, tj. in-
tegrirajući po

�
y
�1 =

�!
AB (y = x, x 2 [1; 2]; parametar raste),



�
x
�2 =

��!
BC (y = �x + 4, x 2 [1; 2]; parametar pada) i

x
�3 =

�!
CA (x = 1, y 2 [1; 3]; parametar pada).

Primijetimo da smo u ovomu primjeru Greenovu
formulu iskoristili u �obratnom smjeru�, tj. da smo
krivuljni integral preveli u dvostruki integral.

Takva i jest njezina �cesta primjena u praksi. �Pravi
smjer� trebamo, uglavnom, u teorijskim razmatran-
jima.



Korolar 5.8 Pod uvjetima u Teoremu 5.7 vrijedi
formula

P (D) = 1
2

I
x
�

�ydx + xdy:

za plo�tinu ravninskog podru�cja D.

Dokaz: Znamo da je

P (D) =

ZZ
D

dxdy:

Odaberimo bilo koje dvije neprekidno diferencijabilne
(na D) skalarne funkcije P i Q za koje je

@Q

@x
� @P

@y
= c1:

Primjerice, to smiju biti P (x; y) = �y
2
i Q(x; y) =

x

2
.

Ostalo slijedi iz Teorema 5.7.

Napomena: Greenov teorem vrijedi i na podru�cju
D � R2 koje je vi�estruko povezano (v. crte�e), tj. na
podru�cju rub kojega se sastoji od vi�e po dijelovima
glatkih jednostavno zatvorenih krivulja �0, �1, ..., �n,
pri �cemu su �1,..., �n med̄usobno disjunktne, sve le�e
u unutra�njem (omed̄ enom) podru�cju s obzirom na



�0 i svaka �i le�i u vanjskom podru�cju s obzirom na
�j, i 6= j = 1; � � � ; n.Usmjerimo li �0 geometrijski poz-
itivno, a sve ostale �1, ..., �n negativno, Greenova
formula poprima zapisZZ

D

�
@Q

@x
� @P

@y

�
dxdy =

=

I
x
�0

(Pdx +Qdy) +
nX
i=1

I
y
�i

(Pdx +Qdy):

Napomena: Gledamo li na funkcije P i Q kao na ko-
ordinatne funkcije nekog ravninskog vektorskog polja
�!w : D ! R2, �!w (x; y) = fP (x; y); Q(x; y)g, Green-
ovu formulu mo�emo zapisati i ovako:ZZ

D

�
rot�!w � �!k

�
dxdy =

I
x
@D

�!w � d�!r

na �to ćemo se vratiti, u općenitijem slu�caju, kasnije.


