


2. VEKTORSKA ANALIZA



4.1 Vektorske funkcije

e Promatrali smo najprije funkcije f : X — Y,
X,Y C R, potom funkcije f : X — Y, X C R",
Y C R, a ovdje ¢emo promatrati funkcije gdje su i

domena i kodomena "podebljane”, j. funkcije oblika

f:X—>Y, XCR" YCR" (n>2)

e Buduci da prostor R”, n > 2, ne dopusta prirodni
uredaj, otpada pitanje o ekstremnim vrijednostima
ovih funkcija.

e Najvazniji sluCaj, jer se u njemu opisuje nas fiz-
iICki (tvarni) svijet, bit ¢e n = 3 koordinatiziran
desnim ortonormiranim Kartezijevim sustavom

_> —> _> V4 . 4
(O; 1, 7, k) . | opCenito (n > 4) ¢emo pret-
postavljati da je u R" zadan desni ortonormirani
Kartezijev sustav (O; €1, -+, € ).



Primjer 1 Funkcija koja svakoj toCci iz jediniChog
kruga D C R? pridruzuje to¢ku na nadin opisan
slikom

mozemo interpretirati na nacin: ukoliko je na
kodomeni R? zadan desni ortonormirani Kartezijev

koordinatni sustav (O; 1, 7, k) , tada tu funkciju
mozemo opisati sa:

fla,y) =i+ jy+ /e + 2k = (wy vV + yg) -

Dakle, u ovom bi primjeru funkcija f bila zadana sa
tri skalarne funkcije wy, wy, w3 : D — R,

w(z,y) =z, wa(z,y) =y, wi(z,y) = VI’ +

i svakoj toCci T' = (x,y) € D ovom funkcijom bi
pridruzili vektor

f(T) = (wi(T), wy(T), ws(T)).

Uobigajeno je umjesto f pisati w.



Definicija 4.1 Funkciju
w:D—R" (n>2)

gdje je D C R™ nazivamo vektorskom funkcijom.

Budu¢i da je, za svaki T' = (zy, -+ ,x,,) € X, vrijed-
nost w(T) = (y1,--- ,y.) € R", to vektorska funkcija
w definira n skalarnih funkcija wy,--- ,w, : D — R
pravilom w;(T") = y; za svaki j = 1,--- ,n. Vri-
jedi i obratno, svaka uredenu n-torku (wq, - ,wy,)
skalarnih funkcija

wj: D — R,
7 =1,---,n, odreduje jedinstvenu vektorsku funkciju
WD — R
pravilom
@(T) = (wi(T), -, wa(T)).
Stoga je prirodno poistovjetiti w = (wq, -+, wy).

Pritom govorimo da su w;, j = 1,--- , n, koordinatne
funkcije od w.



Za vektorske funkcije kojima je kodomena R?, dakle
funkcije oblika

w(T) = (wi(T), waT), ws(T)),

ukoliko je na kodomeni R? zadan desni ortonormirani

H
Kartezijev koordinatni sustav (O; 7, 7, k) , koris-
timo i standardni vektorski zapis

wW(T)=wi(T) 1 +wy(T)j +ws(T) k.

Nama Ce od posebnog interesa biti vektorske funkcije
kojima je domena D C R a kodomena R?, dakle
funkcije oblika

W (x) = (wi(w), wa(), ws(z))

= wi(x) i + wg(az)7 -+ wg(a:)z>

Ukoliko je zadano samo pravilo za vektorsku funkciju
pridodno se postavlja pitanje domene te funkcije.
Dakako, (prirodna) domena vektorske funkcije je
maksimalan podskup D za koji funkcija ima smisla,
a to znacCi da na njemu sve koordinatne funkcije
postoje.



Primjer 3 Sa

T(T)=Tla,y)=ayi +Vy—17 + @ -1k

definirana je vektorska funkcija w : D C R? — R3 |
njezine su koordinatne funkcije wy, wy, ws : R*? — R,

wl(xay) — $2y7 wg(x,y) = VY~ 17 w3(x7y) — $y2_1
Buduci w3 definirana za y > 1 to je podrucje definicije
D={(z,y) eR*:y>1}.

Pojmovi limes i neprekidnost prirodno se poopcuju i
na vektorske funkcije.



Definicija 4.2 Reci ¢emo da je vektor L, € R”
graniéna vrijednost (limes) funkcije w : D — R, u
tocki 1y € D C R™ ako

(Ve > 0)(36 > 0) (VT € D\ {Tp})
d(T,Ty) <6 = d(w(T), Ly < e. (1)

Ovo ¢emo, kao i do sada, krace zapisivati:

imw =L ili lim w(T)= Ly
T() T— TO

Kao i za skalarne funkcije, granicha vrijednost

ima puni smisao samo u gomilistima i neizoliranim
toCkama skupa D. Osim toga, buduci da je ovdje
udaljenost definirana vektorskom normom, to se
(1), ako je, T = (x1,....,xp), Ty = (a:(l),...,a:%),
w(T) = (wy(T),...,w,(T)) i Ly = (Iy, ..., 1,,) , smije za-
pisati i ovako

1=1

A1) = |7 = Tl = ($(ai - x?>2)% <5 =

A(@(T), L) = |[F(T) - L = ( (w,(T) - z]-)?) <e



Pomocu toga se lako dokazuje ova Cinjenica

Tll_{r%ow(T)—LO = jll_{r%ow](T) li, j=1,..,n.

Napokon, po uzoru na skalarne funkcije, mogu se
definirati granicne vrijednosti vektorske funkcije kad
barem jedna koordinata x; — +oo (—00).

Primjer 4 Funkcija

nt
B(t) = (— 0 t) e (0,00),

t

ima u ¢t = 0 grani¢nu vrijednost (1,0, 0) jer je

in t
lim @ (t) = (msi im0, hmt) — (1,0,0).

t—0 t—0 ¢ t—0 t—0



Definicija 4.3 Reci cemo da je vektorska funkcija
W : D — R™ D C R" neprekidna u toéki 7, € D
ako

(Ve > 0) (36 > 0)(VT € D)

d(T,Ty) <6 = d(T(T),T(Ty)) < e.

Ako je vektorska funkcija w neprekidna u svakoj tocki
T € A C D, onda kazemo da je W/ neprekidna na
skupu A. U sluéaju A = D govorimo o neprekidnoj
vektorskoj funkciji .

U praksi je vrlo korisno da se neprekidnost vektorske
funkcije svodi na neprekidnost njezinih koordinatnih
funkcija. O tomu govori sljedeci teorem:

Teorem 4.4 Vektorska funkcija w : D — R™,

D C R", je neprekidna (u tocki 7j) onda i samo
onda, ako su sve njezine koordinatne funkcije wy, ...,
w, : D — R neprekidne (u tocki Tp).



Primjer 5 Istrazimo (ne)prekidnost vektorske funkcije
w R — R
_ (t—1)7 +2%, t<l
’UJ( ) = — 9 — .
(Int) j +(1—¢*) k, t>1

Primjetimo da su pripadne koordinatne funkcije

t—1, t<1 (0, t<l1
““(t):{o, = ’wQ(t)_{lnt,tzw

t, t <1
W) =112 >

neprekidne u svakoj to¢ki t # 1. Po prethodnom teo-
remu je i funkcija w neprekidna u svakoj tocki ¢ # 1.

Nadalje,
(wi(1), wa(1), ws(1)) = (0, 0, 0) = w(1).
Buduci da je

i, i) = 0= i wilt) = (1),

L. Zlfinr%wl(if) = wi(1),



to je funkcija w; neprekidna u tocki t = 1. SliCno se
pokazuje da je }mi wsy(t) = wsy(1) pa je i koordinatna

funkcija wy neprekidna u tocki ¢t = 1. Medutim,

Jm ws(t) =170= lim ws(t) = ws(l),
pa funkcija w3 nema granicne vrijednosti u tocki
t = 1. Buduci da se radi o neizoliranoj tocki (R
nema izoliranih tocaka), to je koordinatna funkcija
ws prekidna u toj tocki. Po prethodnom teoremu je i
vektorska funkcija w prekidna (samo) u tocki ¢t = 1.



4.2 Diferencijabilnost vektorske funkcije

Definicija 4.5 Kazemo da je vektorska funkcija
W : D — R™ D C R" diferencijabilna u toéki
Ty € D, ako postoji linearan operator A takav da je

w(T) —w(Ty) = AT =To)+r(T-Ty) ()

pri emu funkcija T — Ty — r (T — Tp) € R™ ima svo-
jstvo

. T(T—To)
lim =0 (uR").
N T R

Kazemo da je funkcija w : D — R™, D C R” difer-
encijabilna na skupu B C D, ako je diferencijabilna
u svakoj tocki 1" € B.

U slucaju B = D govorimo o diferencijabilnoj vek-
torskoj funkciji.

MoZe se pokazati da je linearan operator A u Defini-
ciji 4.5, ako postoji, jedinstven.

Tada A oznacujemo s dw (1p) i nazivamo diferenci-
jalom funkcije w u tocki 7.



Diferencijabilnost od w u toéki T, znadi

w(T) = w(Ty) — A(T — Tp)

li =0 (UuR" 3
P T — 1o (URY) G
i
(T —1Tp) |l (T ="Th)||
lim =0 (UR") & Ilim =0 (uR).
1, ||T — Ty ( ) -1 ||T — Tl L 5)

Bududi je vektorska funkcija w definira sa n koordi-
natnih funkcija funkcija

wj:D—R, g=1,---,n,
7 =1,---,n,t. pravilom
w(T) = (wi(T), -, wu(T)).

onda je diferencijabilnost vektorske funkcije w : D —
R™, D C R™ u tocki 1 ekvivalentna diferencijabilnosti
svih koordinatnih funkcija u 7y, tj.



w;(T) — w;(Ty) = dw; (To) (T) +r; (T = Ty) (4

lim i (T - TO)

UR), j=1---.n
=1, | T — Ty 0 (UR), J

Prisjetimo se diferencijala (diferencijabilne) skalarne
funkcije u tocki 1

af (To) (T) = -

Dakle, diferencijal funkcije f u tocCki Tj (linearni
funkcional) je jedinstveno odreden parcijalnim
derivacijama funkcije f u tocCki 1y, tj. s parcijal-
nim derivacijama g—i(TO), i = 1,2,...,m, dakle
mozemo ga identificirati s vektorom

i () = (50 (T, (1)) (€ BY)

(vektor iz R™ u kojem imamo desni ortonormirani
— —
Kartezijev sustav (O; fi,--, fm)).



Dakle,
ow ow; .
dUU(]b)EE _££l<76>7”w_££l(jb> y J ::17'°°7n'
8561 (%Cm
)

Odredimo zapis (matricu) |a;;] linearnog operatora
A = dw (Ty) : R™ — R" (u paru baza danih sa

(O; fi,-, fm> i (O; €4q,---,€,) gdje su desni
ortonormirani Kartezijevi sustavi u R™ i R", redom).

Buduci da u trazenom zapisu j—ti redak od |a;;] mora
odgovarati zapisu linearnog funkcionala dw; (Tp)
danog s (9), to je

dw (Ty) = [aij] = [033@" <T0)] )

g (To) -+ G- (T0)

81’1 aZUm

S (Ty) -+ g2 (Tp)

Sto je tzv. Jacobijeva matrica vektorske funkcije w
UtOékijb.



Sada je, uz oznake

6‘w1 awn n
(Z oy (Ty) da;, . Z o (Ty) da;¢> (e R™).

Za vektorsku funkciju w : D — R™, D C R", kazemo
da je derivabilna u tocki 7, € D ako postoje sve par-
cijalne derivacije % (Ty),i=1,--- ,m,j=1,---.n

Ako je vektorska funkcija w derivabilna u svakoj tocki
T € A C D, onda kazemo da je w derivabilna na
skupu A. U slucaju A = D govorimo o derivabilnoj
vektorskoj funkciji w.

Jasno je da derivabilnost povlacCi diferencijabilnost, ali
ne i obratno.



Za diferenciranje vrijede analogna pravila kao za
skalarne funkcije.

Primjer:

o d(w + 1) (Tp) = d(w) (To) + d (@) (To)
(diferenciranje zbroja);

o d(w-a)(Ty) = (Tp) - dw (Tp) + w (Tp) - di (Tp)
(diferenciranje skalarnog produkta);

o d (W o) (Ty) = dii (w (Ty)) o dii (Ty)
(diferenciranje kompozicije).

Zadrzimo se na najjednostavnijem sluCaju vektorske
funkcije - onomu kad joj je varijabla skalar (broj)
xre€DCR,tj.sluCaum=1in> 2.

Pokazat ¢e se da se ovdje nasljeduju sve vazne

cinjenice sto smo ih dokazali za realne funkcije jedne
varijable. Primjerice, diferencijabilnost je ekvivalentna
derivabilnosti, koju se moze "redefinirati” kako slijedi:



Posljedica 4.6 Vektorska funkcija w : D — R",
X C R, je derivabilna u toCki x( € D ako vektorska
funkcija

7D\ ()~ R, Ty - D= )

ima granicnu vrijednost lim@ u todki xo. Pripadni

Zo

vektor oznadujemo s w’(zg), 1.

w(w) — w(ry)
lim = w'(
T—Tq r — Xy

ZEO))

i nazivamo derivacijom vektorske funkcije @ u toéki
-

Rabecdi koordinatni zapis w = (wy, ..., w,), pri ¢emu
je sada svaki w; : D — R, D C R, funkcija jedne
varijable, oéito je da je funkcija w derivabilna u todki
xro onda i samo onda, ako su u x( derivabilne sve
njezine koordinatne funkcije wy, ..., w,. Pritom je

w'(w0) = (W)(20);--., wy,(w0))



Za n = 3 koristimo i zapis

o o —
w'(xg) = wi(xg) i +wh(zo) § +wh(zo) k.

Za ovakve vektorske funkcije je

dw (z) = w'(xg)da.

Ako je vektorska funkcija w : D — R”, D C R, deriv-
abilna u svakoj toCki x € D, onda je dobro definirana
funkcija (derivacija od w) w': D — R", z — w'(x).

Jasno je i kako treba definirati derivacije visih re-
dova i vise diferencijale. Naime



Primjer 6 Gibanje materijalne toCke opisuje jed-
nadzba

5 (t) = 2cos £ +2sin t7 + Bt?,
t €10, 00) (vrijeme).

Nacrtajmo njezinu putanju ("hodograf”) i odredimo
joj brzinu i ubrzanje u svakom trenutku. Posebice,
izracunajmo joj brzinu i ubrzanje (pripadne vektore)
kadjet =01t = 3.

Putanja te materijalne toCke jest valj€ana uzvojnica
(cilindricna spirala)

—>

s (t) = (2cost,2sint,3t), t € [0,-),

$to se obavijajuci valjak 22 + y* = 4 "penje brzinom”
z=23t.

Buduci da je brzina derivacija puta po vremenu,
to je

V(t)=T5"(t) = =2 Sint i +2 cost7+3?, t €10,00).



Nadalje, derivirajuci brzinu dobivamo ubrzanje, {j.
a(t)="'(t) = —2cos ti — 281Ht7, t €10,00).

Napokon, ako je t = 0 ondaje 7(0) = 25 +3

| T(0) = —27,aakojet = g onda je U (g) =
0 43k (g) _ 97

Naredni teorem donosi derivacijska pravila za os-

novne operacije nad vektorskim funkcijama skalarne
varijable.

Teorem 4.7 Nekasu W, uw : D — R", X C R,
derivabilne vektorske funkcije, f : D — R derivabilna
(skalarna) funkcija i A, x € R. Tada vrijede ova
pravila:

1AW +p) = w4+ pu’;

= f'w + fu’, pri ¢emu je (fuw)(z) =

3 (?) — fu' - f%), pri demu je (?) (2) =

f2



W ()

| f(x) #£ 0;
fa)
4. Derivacija skalarnog umnoska (o o )(z) =
> wilx)u(x) je
j=1
(WoW)=wWouw+wou”
5. Derivacija vektorskog umnoska
— — —
? 9 k
(W x W )(2) = W (x) x W (x) = | wy(z) wy(z) ws(z) ],
u(z) ua(z) us(z)
je
(Wx W) =wxu+wxu'

Sva navedena pravila proizlaze izravno iz pripadnih
definicija, a dokazuju se posve slicho onima za de-
riviranje realnih funkcija jedne varijable. Dokazimo
npr. pravilo 5.

W x W) (x4dr) — (W x W) (x)

— —\/ : (
p— 1 p—
L) ) = &




W (2)x T ()40 (2)x 0 (2) = (W' x @ + 0 x @) (z),

pri cemu smo iskoristili distributivhost, homogenost |
neprekidnost vektorskoga mnozenja.

Zadatak Odredite derivaciju vektorske funkcije
w:D—-R}DCR,akoje W = (U x v) x w, pri
demu su «, v, w : D — R3 derivabilne vektorske
funkcije. Dobiveni ishod provjerimo na funkcijama

U (x) = 20 i — 327k = (22,0, =327,
v (x) = 7+ (24—56)? = (2°,0,2 + ),

T) =2 +a%k = (0,x,22).



Razmotrimo sada derivaciju funkcijske kompozicije
skalarne i vektorske funkcije. Neka je f : D — R,
D C R, derivabilna (skalarna) funkcija, a w : ¥ —
R™", Y CRi f|D] CY, derivabilna vektorska funkcija.
Tada je dobro definirana kompozicija wo f : D — R".
Jednostavno je dokazati da pritom vrijedi analogon
standardnoga teorema o derivaciji funkcijske kom-
pozicije, .

(Wo f) (x) =w'(f(x) flx), ze€X

Primjer 7 Odredimo (w o f) (z) ako je W =
(sin2 X, COS :z:,a:) i f(z) = 2°.

(Wo f) (x) = w'(f(x)) - flx) =

2

= (sin X, COS T, :1:)/ | f)=a? - (:1:2)/ =

= (2 SIn & Cog, — SIn T, 1) |f(;,;):g;2 2T = (Sin 2:1:2, — sin :U2, 1) A —

sin 2x

= (Sin 2x°, — sin 7, 1) 2r = (2:1: sin 2%, —2x sin 22, 2:1:)



4.2 Integral vektorske funkcije jedne varijable

Integral vektorske funkcije (jedne) realne varijable
mozemo definirati na standardni nacin, odnosno,
pomocu pripadne primitivne funkcije i Newton-
Leibnizove formule.

Definicija 4.8 Vektorsku funkciju W : D — R”,
D C R, nazivamo primitivnom funkcijom vektorske
W D — R ako je

W (z) = 0 ()

za svaki x € D osim, mozda, u prebrojivo mnogo
to¢aka od D.

Po koordinatnim funkcijama zapisano to znaci

Pritom govorimo da je vektorska funkcija (skalarne
varijable) @ integrabilna. U slu¢aju segmenta (ili
intervala) D = |a, b], (odredeni) integral vektorske
funkcije w definiramo kao vektor

/ T = / bmx)da; ©Wb) — Wa).
0]



Po koordinatnim funkcijama (wy,--- ,w,) = W je,
dakle,

/jﬁ(az)daz = (/abwl(x)dx,... a/ab”wn(:c)dx> |

Odatle neposredno slijede dobra svojstva integrala
vektorske funkcije sto ih donosi ovaj teorem:

Teorem 4.9 Nekasu o, w : D — R", D = [a,b] C R,
integrabilne vektorske funkcije, f : D — R inte-
grabilna (skalarna) funkcija, ¢ konstantan vektor i
A, ;€ R. Tada vrijedi:

b b b
1./ ()\W(CIZ)—HJU(ZC))CZSC:A/ E)(:I:)deru/ U (x)dxr  (lines

). / (o) (@)de = T o ( / bmx)dx) (lin-

earnost za skalarni umnozak);



b
/ (f'(@)@ () de

((3) i (4) su formule za parcijalno integriranje redom
skalarnoga umnoska vektorskih funkcija i umnoska
realne i vektorske funkcije.)

Primjer 7 Ubrzanje materijalne tocke (u R?) opisuje
jednadzba

@ (z)=6xC1+2¢Cqx€l0,00) (vrijeme),

pri éemu su ¢1 i ¢ 5 konstantni vektori. Otkrijmo za-

kon z — “s'(z) po kojemu se giba ta tocka, ako su
v . . e —> - . — — v

pocCetni uvjeti s(0) = 0 i v (0) = 0 (poCetna brz-

ina).

Buduéidaje v'(z) = @ (z)i s'(z) = V(x), toje



T (z) = / (D)t + T (0) =
0
/ (6tC1+2Ca)dt+ 0 =322C1+ 22T |
0

Primjer 7
-a@:/@wm+?@:
0

X
/cﬁ7+m7ﬁwp€:ﬁ?ﬁw%y
0

Primjer 8 IzraCunajmo integral vektorske funkcije
w R — RS W(x) = (3e%, cosz, z), na segmentu
0, 7).

/ W (x)dr = (/ Se_xda:,/ cos:z:d:z:,/ xdaz) =
0 0 0 0

([—36_93] I [sin] I B;ﬂ]



