


2. VEKTORSKA ANALIZA



4.1 Vektorske funkcije

� Promatrali smo najprije funkcije f : X ! Y;
X; Y � R, potom funkcije f : X ! Y; X � Rn,
Y � R, a ovdje ćemo promatrati funkcije gdje su i
domena i kodomena "podebljane", tj. funkcije oblika

f : X ! Y; X � Rm; Y � Rn (n � 2):

� Budući da prostor Rn, n � 2, ne dopu�ta prirodni
ured̄aj, otpada pitanje o ekstremnim vrijednostima
ovih funkcija.

� Najva�niji slu�caj, jer se u njemu opisuje na� �z-
i�cki (tvarni) svijet, bit će n = 3 koordinatiziran
desnim ortonormiranim Kartezijevim sustavom�
O;
�!
i ;
�!
j ;
�!
k
�
. I općenito (n � 4) ćemo pret-

postavljati da je u Rn zadan desni ortonormirani
Kartezijev sustav (O;�!e 1; � � � ;�!e n).



Primjer 1 Funkcija koja svakoj to�cci iz jedini�cnog
kruga D � R2 pridru�uje to�cku na na�cin opisan
slikom

x y

z= x2+y2

mo�emo interpretirati na na�cin: ukoliko je na
kodomeni R3 zadan desni ortonormirani Kartezijev
koordinatni sustav

�
O;
�!
i ;
�!
j ;
�!
k
�
; tada tu funkciju

mo�emo opisati sa:

f (x; y) = x
�!
i +

�!
j y+

p
x2 + y2

�!
k =

�
x; y;

p
x2 + y2

�
:

Dakle, u ovom bi primjeru funkcija f bila zadana sa
tri skalarne funkcije w1; w2; w3 : D ! R;

w1(x; y) = x; w2(x; y) = y; w3(x; y) =
p
x2 + y2

i svakoj to�cci T � (x; y) 2 D ovom funkcijom bi
pridru�ili vektor

f (T ) � (w1(T ); w2(T ); w3(T )) :

Uobi�cajeno je umjesto f pisati �!w :



De�nicija 4.1 Funkciju

�!w : D ! Rn (n � 2)

gdje je D � Rm nazivamo vektorskom funkcijom.

Budući da je, za svaki T = (x1; � � � ; xm) 2 X, vrijed-
nost �!w (T ) � (y1; � � � ; yn) 2 Rn, to vektorska funkcija�!w de�nira n skalarnih funkcija w1; � � � ; wn : D ! R
pravilom wj(T ) = yj za svaki j = 1; � � � ; n. Vri-
jedi i obratno, svaka ured̄enu n-torku (w1; � � � ; wn)
skalarnih funkcija

wj : D ! R;

j = 1; � � � ; n, odred̄uje jedinstvenu vektorsku funkciju
�!w : D ! Rn

pravilom

�!w (T ) = ((w1(T ); � � � ; wn(T )) :

Stoga je prirodno poistovjetiti �!w � (w1; � � � ; wn).
Pritom govorimo da su wj, j = 1; � � � ; n, koordinatne
funkcije od �!w .



Za vektorske funkcije kojima je kodomena R3; dakle
funkcije oblika

�!w (T ) = (w1(T ); w2(T ); w3(T )) ;

ukoliko je na kodomeni R3 zadan desni ortonormirani
Kartezijev koordinatni sustav

�
O;
�!
i ;
�!
j ;
�!
k
�
; koris-

timo i standardni vektorski zapis

�!w (T ) = w1(T )
�!
i + w2(T )

�!
j + w3(T )

�!
k :

Nama će od posebnog interesa biti vektorske funkcije
kojima je domena D � R a kodomena R3; dakle
funkcije oblika

�!w (x) = (w1(x); w2(x); w3(x))

= w1(x)
�!
i + w2(x)

�!
j + w3(x)

�!
k

Ukoliko je zadano samo pravilo za vektorsku funkciju
pridodno se postavlja pitanje domene te funkcije.
Dakako, (prirodna) domena vektorske funkcije je
maksimalan podskup D za koji funkcija ima smisla,
a to zna�ci da na njemu sve koordinatne funkcije
postoje.



Primjer 3 Sa

�!w (T ) = �!w (x; y) = x2y�!i +
p
y � 1�!j + (xy2 � 1)�!k

de�nirana je vektorska funkcija �!w : D � R2 ! R3 i
njezine su koordinatne funkcije w1; w2; w3 : R2 ! R;

w1(x; y) = x
2y; w2(x; y) =

p
y � 1; w3(x; y) = xy2�1:

Budući w3 de�nirana za y � 1 to je podru�cje de�nicije

D =
�
(x; y) 2 R2 : y � 1

	
:

Pojmovi limes i neprekidnost prirodno se poopćuju i
na vektorske funkcije.



De�nicija 4.2 Reći ćemo da je vektor L0 2 Rn
grani�cna vrijednost (limes) funkcije �!w : D ! Rn; u
to�cki T0 2 D � Rm ako

(8" > 0) (9� > 0) (8T 2 D n fT0g)

d (T; T0) < � ) d (�!w (T ); L0) < ": (1)

Ovo ćemo, kao i do sada, kraće zapisivati:

lim
T0

�!w = L ili lim
T!T0

�!w (T ) = L0

Kao i za skalarne funkcije, grani�cna vrijednost
ima puni smisao samo u gomili�tima i neizoliranim
to�ckama skupa D. Osim toga, budući da je ovdje
udaljenost de�nirana vektorskom normom, to se
(1), ako je, T = (x1; :::; xm) ; T0 =

�
x01; :::; x

0
m

�
;

�!w (T ) = (w1(T ); :::; wn(T )) i L0 = (l1; :::; ln) ; smije za-
pisati i ovako

d (T; T0) = kT � T0k =
�
mP
i=1

(xi � x0i )2
�1

2

< � )

d (�!w (T ); L0) = k
�!w (T )� L0k=

 
nP
j=1

(wj(T )� lj)
2

!1
2

< ":



Pomoću toga se lako dokazuje ova �cinjenica

lim
T!T0

�!w (T ) = L0 () lim
T!T0

wj(T ) = lj; j = 1; :::; n:

Napokon, po uzoru na skalarne funkcije, mogu se
de�nirati grani�cne vrijednosti vektorske funkcije kad
barem jedna koordinata xi ! +1 (�1):

Primjer 4 Funkcija

�!w (t) =
�
sin t

t
; 0; t

�
; t 2 h0;1i ;

ima u t = 0 grani�cnu vrijednost (1; 0; 0) jer je

lim
t!0
�!w (t) =

�
lim
t!0

sin t

t
; lim
t!0
0; lim

t!0
t

�
= (1; 0; 0) :



De�nicija 4.3 Reći ćemo da je vektorska funkcija
�!w : D ! Rm, D � Rn, neprekidna u to�cki T0 2 D
ako

(8" > 0) (9� > 0)(8T 2 D)

d (T; T0) < � ) d (�!w (T );�!w (T0)) < ":

Ako je vektorska funkcija �!w neprekidna u svakoj to�cki
T 2 A � D, onda ka�emo da je �!w neprekidna na
skupu A. U slu�caju A = D govorimo o neprekidnoj
vektorskoj funkciji �!w .

U praksi je vrlo korisno da se neprekidnost vektorske
funkcije svodi na neprekidnost njezinih koordinatnih
funkcija. O tomu govori sljedeći teorem:

Teorem 4.4 Vektorska funkcija �!w : D ! Rm,
D � Rn, je neprekidna (u to�cki T0) onda i samo
onda, ako su sve njezine koordinatne funkcije w1; :::;
wn : D ! R neprekidne (u to�cki T0).



Primjer 5 Istra�imo (ne)prekidnost vektorske funkcije

�!w : R! R3,

�!w (t) =
(

(t� 1)�!i + t2�!k ; t < 1

(ln t)
�!
j +

�
1� t2

��!
k ; t � 1

:

Primjetimo da su pripadne koordinatne funkcije

w1(t) =

�
t� 1, t < 1
0, t � 1 ; w2(t) =

�
0, t < 1
ln t, t � 1 ;

w3(x) =

�
t2, t < 1
1� t2, t � 1 ;

neprekidne u svakoj to�cki t 6= 1. Po prethodnom teo-
remu je i funkcija �!w neprekidna u svakoj to�cki t 6= 1.

Nadalje,

(w1(1); w2(1); w3(1)) = (0; 0; 0) =
�!w (1):

Budući da je

lim
t!1�0

w1(t) = 0 = lim
t!1+0

w1(t) = w1(1);

tj . lim
t!1
w1(t) = w1(1);



to je funkcija w1 neprekidna u to�cki t = 1. Sli�cno se
pokazuje da je lim

t!1
w2(t) = w2(1) pa je i koordinatna

funkcija w2 neprekidna u to�cki t = 1. Med̄utim,

lim
t!1�0

w3(t) = 1 6= 0 = lim
t!1+0

w3(t) = w3(1);

pa funkcija w3 nema grani�cne vrijednosti u to�cki
t = 1. Budući da se radi o neizoliranoj to�cki (R
nema izoliranih to�caka), to je koordinatna funkcija
w3 prekidna u toj to�cki. Po prethodnom teoremu je i
vektorska funkcija �!w prekidna (samo) u to�cki t = 1.



4.2 Diferencijabilnost vektorske funkcije

De�nicija 4.5 Ka�emo da je vektorska funkcija
�!w : D ! Rm, D � Rn diferencijabilna u to�cki
T0 2 D; ako postoji linearan operator A takav da je

�!w (T )��!w (T0) = A (T � T0) + r (T � T0) (2)

pri �cemu funkcija T � T0
r! r (T � T0) 2 Rn ima svo-

jstvo

lim
T!T0

r (T � T0)
kT � T0k

= 0 (u Rn):

Ka�emo da je funkcija �!w : D ! Rm, D � Rn difer-
encijabilna na skupu B � D; ako je diferencijabilna
u svakoj to�cki T 2 B:

U slu�caju B = D govorimo o diferencijabilnoj vek-
torskoj funkciji.

Mo�e se pokazati da je linearan operator A u De�ni-
ciji 4.5, ako postoji, jedinstven.

Tada A ozna�cujemo s d�!w (T0) i nazivamo diferenci-
jalom funkcije �!w u to�cki T0:



Diferencijabilnost od �!w u to�cki T0 zna�ci

lim
T!T0

�!w (T )��!w (T0)� A (T � T0)
kT � T0k

= 0 (u Rn) (3)

i

lim
T!T0

r (T � T0)
kT � T0k

= 0 (u Rn) , lim
T!T0

kr (T � T0)k
kT � T0k

= 0 (u R):

Budući je vektorska funkcija �!w de�nira sa n koordi-
natnih funkcija funkcija

wj : D ! R; j = 1; � � � ; n;

j = 1; � � � ; n, tj. pravilom
�!w (T ) = (w1(T ); � � � ; wn(T )) :

onda je diferencijabilnost vektorske funkcije �!w : D !
Rm, D � Rn u to�cki T0 ekvivalentna diferencijabilnosti
svih koordinatnih funkcija u T0; tj.



wj(T )� wj(T0) = dwj (T0) (T ) + rj (T � T0) (4)

i

lim
T!T0

rj (T � T0)
kT � T0k

= 0 (u R); j = 1; � � � ; n:

Prisjetimo se diferencijala (diferencijabilne) skalarne
funkcije u to�cki T0

df (T0) (T ) =
mP
i=1

@f

@xi
(T0)4xi =

mP
i=1

@f

@xi
(T0) dxi:

Dakle, diferencijal funkcije f u to�cki T0 (linearni
funkcional) je jedinstveno odred̄en parcijalnim
derivacijama funkcije f u to�cki T0, tj. s parcijal-
nim derivacijama @f

@xi
(T0) ; i = 1; 2; :::;m; dakle

mo�emo ga identi�cirati s vektorom

df (T0) �
�
@f

@x1
(T0) ; :::;

@f

@xm
(T0)

�
( 2 Rm):

(vektor iz Rm u kojem imamo desni ortonormirani
Kartezijev sustav

�
O;
�!
f 1; � � � ;

�!
f m

�
):



Dakle,

dwj (T0)�
�
@wj
@x1

(T0) ; :::;
@wj
@xm

(T0)

�
; j = 1; � � � ; n:

(5)

Odredimo zapis (matricu) [aij] linearnog operatora
A � d�!w (T0) : Rm ! Rn (u paru baza danih sa�
O;
�!
f 1; � � � ;

�!
f m

�
i (O;�!e 1; � � � ;�!e n) gdje su desni

ortonormirani Kartezijevi sustavi u Rm i Rn, redom).

Budući da u tra�enom zapisu j�ti redak od [aij] mora
odgovarati zapisu linearnog funkcionala dwj (T0)
danog s (5), to je

d�!w (T0) � [aij] =
�
@wj
@xi

(T0)

�
=

=

264 @w1
@x1
(T0) � � � @w1

@xm
(T0)

� � � . . . � � �
@wn
@x1
(T0) � � � @wn

@xm
(T0)

375 = @ (w1; :::; wn)
@ (x1; :::; xm)

(T0)

�to je tzv. Jacobijeva matrica vektorske funkcije �!w
u to�cki T0:



Sada je, uz oznake

� T = (x1; :::; xm) ; T0 =
�
x01; :::; x

0
m

�
;

� �T = dT = T � T0 =
�
x1 � x01; :::; xm � x0m

�
=

(dx1; :::; dxm),

d�!w (T0) (T ) � d�!w (T0) (dT )

�
 

mX
i=1

@w1
@xi

(T0) dxi; :::;
mX
i=1

@wn
@xi

(T0) dxi

!
(2 Rn):

Za vektorsku funkciju �!w : D ! Rm, D � Rn, ka�emo
da je derivabilna u to�cki T0 2 D ako postoje sve par-
cijalne derivacije @wj

@xi
(T0) ; i = 1; � � � ;m; j = 1; � � � ; n:

Ako je vektorska funkcija �!w derivabilna u svakoj to�cki
T 2 A � D, onda ka�emo da je �!w derivabilna na
skupu A. U slu�caju A = D govorimo o derivabilnoj
vektorskoj funkciji �!w .

Jasno je da derivabilnost povla�ci diferencijabilnost, ali
ne i obratno.



Za diferenciranje vrijede analogna pravila kao za
skalarne funkcije.

Primjer:

� d (�!w + ~u) (T0) = d (�!w ) (T0) + d (~u) (T0)
(diferenciranje zbroja);

� d (�!w � ~u) (T0) = ~u (T0) � d�!w (T0) +�!w (T0) � d~u (T0)
(diferenciranje skalarnog produkta);

� d (�!u � ~w) (T0) = d~u (�!w (T0)) � d~u (T0)
(diferenciranje kompozicije).

Zadr�imo se na najjednostavnijem slu�caju vektorske
funkcije - onomu kad joj je varijabla skalar (broj)
x 2 D � R, tj. slu�caju m = 1 i n � 2.

Pokazat će se da se ovdje nasljed̄uju sve va�ne
�cinjenice �to smo ih dokazali za realne funkcije jedne
varijable. Primjerice, diferencijabilnost je ekvivalentna
derivabilnosti, koju se mo�e �rede�nirati� kako slijedi:



Posljedica 4.6 Vektorska funkcija �!w : D ! Rn,
X � R, je derivabilna u to�cki x0 2 D ako vektorska
funkcija

�!
~w : D n fx0g ! Rn; �!

~w (x) =
�!w (x)��!w (x0)

x� x0
;

ima grani�cnu vrijednost lim
x0

�!
~w u to�cki x0. Pripadni

vektor ozna�cujemo s �!w 0(x0), tj.

lim
x!x0

�!w (x)��!w (x0)
x� x0

� �!w 0(x0);

i nazivamo derivacijom vektorske funkcije �!w u to�cki
x0.

Rabeći koordinatni zapis �!w = (w1; :::; wn), pri �cemu
je sada svaki wj : D ! R, D � R, funkcija jedne
varijable, o�cito je da je funkcija �!w derivabilna u to�cki
x0 onda i samo onda, ako su u x0 derivabilne sve
njezine koordinatne funkcije w1; :::; wn. Pritom je

�!w 0(x0) = (w
0
1(x0);:::; w

0
n(x0))



Za n = 3 koristimo i zapis

�!w 0(x0) = w
0
1(x0)

�!
i + w02(x0)

�!
j + w03(x0)

�!
k :

Za ovakve vektorske funkcije je

d�!w (x) = �!w 0(x0)dx:

Ako je vektorska funkcija �!w : D ! Rn, D � R, deriv-
abilna u svakoj to�cki x 2 D, onda je dobro de�nirana
funkcija (derivacija od �!w ) �!w 0 : D ! Rn, x 7! �!w 0(x).

Jasno je i kako treba de�nirati derivacije vi�ih re-
dova i vi�e diferencijale. Naime

�!w 000 def.= (�!w 00)0; :::;�!w 0(n+1) def.= (�!w 0(n))0 ,te

d2�!w (x) = �!w 00(x)dx2; :::; dr�!w (x) = �!w (r)(x)dxr:



Primjer 6 Gibanje materijalne to�cke opisuje jed-
nad�ba

�!s (t) = 2 cos t�!i + 2 sin t�!j + 3t�!k ;

t 2 [0;1i (vrijeme).

Nacrtajmo njezinu putanju (�hodograf�) i odredimo
joj brzinu i ubrzanje u svakom trenutku. Posebice,
izra�cunajmo joj brzinu i ubrzanje (pripadne vektore)
kad je t = 0 i t = �

2 .

Putanja te materijalne to�cke jest valj�cana uzvojnica
(cilindri�cna spirala)

�!s (t) = (2 cos t; 2 sin t; 3t); t 2 [0; �i ;

�to se obavijajući valjak x2 + y2 = 4 �penje brzinom�
z = 3t .

v(0)

s(0)

x y

z

v(π_
2

)

Budući da je brzina derivacija puta po vremenu,
to je

�!v (t) = �!s 0(t) = �2 sin t�!i +2 cos t�!j +3�!k ; t 2 [0;1i :



Nadalje, derivirajući brzinu dobivamo ubrzanje, tj.

�!a (t) = �!v 0(t) = �2 cos t�!i � 2 sin t�!j ; t 2 [0;1i :

Napokon, ako je t = 0 onda je �!v (0) = 2�!j + 3�!k
i �!a (0) = �2�!i , a ako je t = �

2
onda je �!v

��
2

�
=

�2�!i + 3�!k i �!a
��
2

�
= �2�!j .

Naredni teorem donosi derivacijska pravila za os-
novne operacije nad vektorskim funkcijama skalarne
varijable.

Teorem 4.7 Neka su �!w ;�!u : D ! Rn, X � R,
derivabilne vektorske funkcije, f : D ! R derivabilna
(skalarna) funkcija i �; � 2 R. Tada vrijede ova
pravila:

1. (��!w + ��!u )0 = ��!w 0 + ��!u 0;

2. (f�!w )0 = f 0�!w + f�!w 0, pri �cemu je (f�!w )(x) =
f (x)�!w (x);

3.
��!w
f

�0
=
f�!w 0 � f 0�!w

f 2
, pri �cemu je

��!w
f

�
(x) =



�!w (x)
f (x)

i f (x) 6= 0;

4. Derivacija skalarnog umno�ka (�!w � �!u )(x) =
nX
j=1

wj(x)uj(x) je

(�!w � �!u )0 = �!w 0 � �!u +�!w � �!u 0;

5. Derivacija vektorskog umno�ka

(�!w ��!u )(x) = �!w (x)��!u (x) =

������
�!
i

�!
j

�!
k

w1(x) w2(x) w3(x)
u1(x) u2(x) u3(x)

������ ;
je

(�!w ��!u )0 = �!w 0 ��!u +�!w ��!u 0:

Sva navedena pravila proizlaze izravno iz pripadnih
de�nicija, a dokazuju se posve sli�cno onima za de-
riviranje realnih funkcija jedne varijable. Doka�imo
npr. pravilo 5.

(�!w ��!u )0 (x) = lim
dx!0

(�!w ��!u ) (x + dx)� (�!w ��!u ) (x)
dx

=



lim
dx!0

(
�!w (x + dx)��!w (x)

dx
��!u (x + dx)

+�!w (x)�
�!u (x + dx)��!u (x)

dx
) =

�!w 0(x)��!u (x)+�!w (x)��!u 0(x) = (�!w 0 ��!u +�!w ��!u 0) (x);

pri �cemu smo iskoristili distributivnost, homogenost i
neprekidnost vektorskoga mno�enja.

Zadatak Odredite derivaciju vektorske funkcije
�!! : D ! R3, D � R, ako je �!! = (�!u ��!v )��!w , pri
�cemu su �!u ;�!v ;�!w : D ! R3 derivabilne vektorske
funkcije. Dobiveni ishod provjerimo na funkcijama

�!u (x) = 2x�!i � 3x2�!k = (2x; 0;�3x2);

�!v (x) = x3�!i + (2 + x)�!k = (x3; 0; 2 + x);

�!w (x) = x�!j + x2�!k = (0; x; x2):



Razmotrimo sada derivaciju funkcijske kompozicije
skalarne i vektorske funkcije. Neka je f : D ! R,
D � R, derivabilna (skalarna) funkcija, a �!w : Y !
Rn, Y � R i f [D] � Y , derivabilna vektorska funkcija.
Tada je dobro de�nirana kompozicija �!w �f : D ! Rn.
Jednostavno je dokazati da pritom vrijedi analogon
standardnoga teorema o derivaciji funkcijske kom-
pozicije, tj.

(�!w � f )0 (x) = �!w 0(f (x)) � f 0(x); x 2 X:

Primjer 7 Odredimo (�!w � f )0 (x) ako je �!w =�
sin2 x; cos x; x

�
i f (x) = x2:

(�!w � f )0 (x) = �!w 0(f (x)) � f 0(x) =

=
�
sin2 x; cos x; x

�0 jf(x)=x2 � �x2�0 =
= (2 sinx cos| {z }

sin 2x

;� sinx; 1) jf(x)=x2 �2x =
�
sin 2x2;� sinx2; 1

�
�2x =

=
�
sin 2x2;� sinx2; 1

�
�2x =

�
2x sin 2x2;�2x sinx2; 2x

�



4.2 Integral vektorske funkcije jedne varijable

Integral vektorske funkcije (jedne) realne varijable
mo�emo de�nirati na standardni na�cin, odnosno,
pomoću pripadne primitivne funkcije i Newton-
Leibnizove formule.

De�nicija 4.8 Vektorsku funkciju
�!
W : D ! Rn,

D � R, nazivamo primitivnom funkcijom vektorske
�!w : D ! Rn, ako je

�!
W 0(x) = �!w (x)

za svaki x 2 D osim, mo�da, u prebrojivo mnogo
to�caka od D.

Po koordinatnim funkcijama zapisano to zna�ci

W 0
j(x) = wj(x); j = 1; � � � ; n:

Pritom govorimo da je vektorska funkcija (skalarne
varijable) �!w integrabilna. U slu�caju segmenta (ili
intervala) D = [a; b], (odred̄eni) integral vektorske
funkcije �!w de�niramo kao vektorZ

[a;b]

�!w �
Z b

a

�!w (x)dx def.
=
�!
W (b)��!W (a):



Po koordinatnim funkcijama (w1; � � � ; wn) = �!w je,
dakle,Z b

a

�!w (x)dx =
 Z b

a

w1(x)dx; � � � ;
Z b

a

wn(x)dx

!
:

Odatle neposredno slijede dobra svojstva integrala
vektorske funkcije �to ih donosi ovaj teorem:

Teorem 4.9 Neka su �!w ;�!u : D ! Rn, D = [a; b] � R,
integrabilne vektorske funkcije, f : D ! R inte-
grabilna (skalarna) funkcija, �!c konstantan vektor i
�; � 2 R. Tada vrijedi:

1.
Z b

a

(��!w (x)+��!u (x))dx = �
Z b

a

�!w (x)dx+�
Z b

a

�!u (x)dx (linearnost);

2.
Z b

a

(�!c � �!w ) (x)dx = �!c �
 Z b

a

�!w (x)dx
!

(lin-

earnost za skalarni umno�ak);



3.
Z b

a

(�!w (x) � �!u 0(x)) dx = �!w (b) � �!u (b)�

�!w (a) � �!u (a)�
Z b

a

(�!w 0(x) � �!u (x)) dx;

4.
Z b

a

�
f (x)�!w 0(x)

�
dx = f (b)�!w (b) � f (a)�!w (a)) �Z b

a

(f 0(x)�!w (x)) dx.

((3) i (4) su formule za parcijalno integriranje redom
skalarnoga umno�ka vektorskih funkcija i umno�ka
realne i vektorske funkcije.)

Primjer 7 Ubrzanje materijalne to�cke (u R3) opisuje
jednad�ba

�!a (x) = 6x�!c 1 + 2�!c 2; x 2 [0;1i (vrijeme),

pri �cemu su �!c 1 i �!c 2 konstantni vektori. Otkrijmo za-
kon x 7! �!s (x) po kojemu se giba ta to�cka, ako su
po�cetni uvjeti �!s (0) = �!0 i �!v (0) = �!0 (po�cetna brz-
ina).

Budući da je �!v 0(x) = �!a (x) i �!s 0(x) = �!v (x), to je



�!v (x) =
Z x

0

�!a (t)dt +�!v (0) =

Z x

0

(6t�!c 1 + 2�!c 2)dt +
�!
0 = 3x2�!c 1 + 2x�!c 2 i

Primjer 7

�!s (x) =
Z x

0

�!v (t)dt +�!s (0) =Z x

0

(3t21
�!c + 2t�!c 2)dt +

�!
0 = x3�!c 1 + x2�!c 2:

Primjer 8 Izra�cunajmo integral vektorske funkcije
�!w : R ! R3, �!w (x) = (3e�x; cos x; x), na segmentu
[0; �].Z �

0

�!w (x)dx =
�Z �

0

3e�xdx;

Z �

0

cos xdx;

Z �

0

xdx

�
=

��
�3e�x

� �
j
0
; [sin]

�

j
0
;

�
1

2
x2
�
�

j
0

�
=

�
3(1� e��); 0; 1

2
�2
�
= 3

�
1� e��

��!
i +

1

2
�2
�!
k :


