4.3 Teorija o poljima

e U ovomu ¢emo odjeljku ¢emo dati nekoliko primjena
skalarne i vektorske analize u prostoru R?;

e Slucaj je narocCito vazan jer se u njemu opisuje nas
fizicki (tvarni) svijet.

e Oznake ¢emo prilagoditi onima tradicionalnim Sto
dolaze iz fizike.

Skalarno i vektorsko polje
Oznake:

e Za svaku to¢ku T' u prostoru [E neka V(T) oznacuje
sﬁgp svih radijus-vektora 7 p (usmjerenih duZina

T'P) svih toCaka P u prostoru [ s obzirom na tocku
15

— —
o V=U{V(T)|T tocka u E}.



Definicija 4.10 Neka je () skup to¢aka u [£. Svaku

funkciju U : €} - R nazi\gmo skalarnim poljem, a
svaku funkciju V : (2 — V - vektorskim poljem na
danom skupu ().

e Drugim rijeCima, na toCckovnom skupu €2 je zadano
skalarno (vektorsko) polje Cim je svakoj tocki I" € ()
pridijeljen tocno jedan broj U(T') € R (radijus-vektor
?p < V(T))

e Primijetimo da definicija skalarnog i vektorskog
polja ne ovisi 0 koordinatizaciji prostora . Medu-
tim, u svakom koordinathom sustavu S u [, svako
skalarno polje U : {2 — R posve odredeno nekom
funkcijom

f:D=Qs =R, Qs CEs, f(Ts)=U(T)

(indeks podsjeca na uvedeni koordinatni sustav).

e Slicno vrijedi za svako vektorsko polje.



Ako u [ uvedemo Kartezijev desni pravokutni koordi-
natni sustav

S = (O;?,?,?)

prostor E se identificira s R? pa se svako skalarno
polie U : €2 — R opisuje nekom (skalarnom)
funkcijom

a svako vektorsko polje V . Q — V nekom (vek-
torskom) funkcijom

W:D R W,y z2) = V(T),
pri cemu su z, y i z koordinate toCke 1" € () u sustavu
— =\ L . .
(O; 1,79, k), ti. T = (z,y,2) € D C R®. Pritom je,
dakle,

— — — —

V(T)=w.(x,y,2) 1 +wyz,y,2)] +w.(z,y,2)k,

gdje su w,, w,, w, : D — R koordinatne funkcije od
— g =
w, . W = (W, wy, w,).



e Ponekad necemo, jednostavnosti radi, praviti strogu
jezicnu razliku izmedu "polja” i "funkcije”.

e Osim toga, najcesce ne_c;emo medusobno formalno
razlikovati ni skupove V (T), T_)e (2, nego ¢emo
svakoga od njih poistovjetitis V (O), gdje ¢e O biti
ishodiSte Kartezijeva desnog pravokutnog sustava

— — —
(0; zgk)
Primjer 10

(1) Neka je )2 Zemljina kruta povrSina zamisljena kao
toCkovni skup, te neka je, za svaki T' € Q, U(T)
nadmorska visina, odnosno, podmorska dubina te
toCke (s obzirom na dogovorenu nultu (nadmorsku)
razinu). Tada je U : () — R skalarno polje - "reljefni
globus”;

(2) Neka je f(x,y, z) = . Tada je funkcijom

x2y?”
fRS\{<O7O?Z> |Z€R}_>R7 <x7y7z>|_>f<x?y7z>7
na pripadnom podrucju posve zadano skalarno

polje

zZ

T|—>U(T)=x2+y2,



pri c¢emu su x, y, i z Kartezijeve koordinate toCke T°
— — —>)

u odabranom sustavu (O 1,7,k

Primjer 11

(1) Neka (2 predstavlja Zemljin zracni omotac kao
toCkovni skup, te neka je, za svaki T' € (), V(T)
brzina zracnoga strujanja u toj tocki (VJetrovnl

vektor) u odabranom trenutku. Tada je V. ooV
vektorsko polje brzine vjetrova u atmosferi u
odabranom trenutku;

(2) Neka je vektorska funkcija w : R?\ {(0,0,0)} — R3
zadana koordinatnim funkcijama

T Y
wy(z,y, 2) = wy(x,y, 2) =
Va2 + 2+ 2% Va2 + 2+ 2%
B <
’wz<x7y7 Z) _ \/332 _|_ y2 _|_ Z2.

Tada je na Q2 = R’ \ {(0,0,0)} zadano vektorsko
polje



THT)/(T):w(a:,y,z):

— —

_>
wx(:v,y,z)z +’wy(a:,y,z)j +wz(:v,y,z)k —

—

- : -
rt+yg tzk
Va2 +y? + 22 7

pri cemu su z, y i z Kartezijeve koordinate toCke T'
— — —
u odabranomu sustavu (O; 1,7, k)

Primijetimo da se radi o polju svih jediniCnih
radijus-vektora,
OT
TH?()(T):T, T%O:<O7O,O>,
HOT

s obzirom na dano ishodiste O.)

Napomena Skalarno i vektorsko polje se mogu
definirati opCenitije u smislu da se uvede i ovisnost o
vremenu. Takva polja nazivamo nestacionarnima,
za razliku od prije definiranih koja onda nazivamo
stacionarnima.



Primjer 12

e Mjerimo li tako u temperaturu tijekom nekog
vremenskog intervala, dobivamo primjer nesta-
cionarnoga skalarnog polja, dok su u Primjeru 10
primjeri stacionarnog skalarnog polja.

e Nadalje, mjerimo li u Primjeru 11 (1) brzinu
zracnoga strujanja tijekom nekog vremenskog inter-
vala, dobivamo primjer nestacionarnoga vektorskog
polja, dok je Primjer 11 (2) primjer stacionarnog
vektorskog polja.

Definicija 4.11 Recéi ¢emo da je skalarno polje
U : () — R neprekidno (diferencijabilno) ako

je njegov predstavnik f : D — R, u provokutnom
—

koordinathom sustavu (O; z,?,?) neprekidna
(diferencijabilna) funkcija.

Slicno, recCi cemo da je vektorsko polje V. Q- V
neprekidno (diferencijabilno) ako je pripadna
vektorska funkcija w : D — R? neprekidna
(diferencijabilna).



Napomena Primijetimo da prethodna definicija nije
apriori korektna. Trebalo bi, naime, uz nju dokazati da
su neprekidnost i derivabilnost invarijante s obzirom
na izbor pravokutnog koordinatnog sustava u pros-
toru [, odnosno, da ne ovise o izboru predstavljajuce
funkcije.

Gradijent, divergencija i rotacija

e Ovdje ¢emo definirati tri linearna operatora,
neophodna za matematicko opisivanje temeljnih
fiziCkih zakona tvarnoga svijeta u kojemu zivimo.
Radi se u stvari o jednom operatoru djelovanje
kojega se ocituje na tri naCina - ovisno o objektima
na koje djeluje.

e Jednostavnosti radi, skalarna i vektorska polja
cemo odmah zadavati njihovim predstavnicima,
tj. skalarnim i vektorskim funkcijama u Kartezi-
jevu desnom pravokutnom koordinatnom sustavu

—_ = —
(0; i,j,k)uEzR3.



Definicija 412 Nekasu f : D - Riw : D — R3,
D C R?, redom skalarno i vektorsko polje, te neka su
oba diferencijabilna.

e Gradijentom skalarnoga polja f nazivamo vek-
torsko polje grad f : D — R?,

of of o
grad f = (aﬁ’aﬁ’aﬁ)’

of (z,y, 2)7+0f(w,y, Z>7>+5f(:v, Y, Z)?

D.
5 D 3 , (z,y,2) €

e Divergencijom vektorskoga polja w = (w,, w,, w.)
nazivamo skalarno polje divw : D — R,
Jiv T — Ow,, N ow, Ow,

ox Oy i 0z’

divw (z,y, 2) =

6wx(af,y,2)+(9wy(f1¢,y,Z>+é’wz(%ya z)

D.
5 5 Y (z,y,2) €




e Rotacijom vektorskoga polja w nazivamo vek-
torsko polje rot w : D — R,

ot T — 8w4_8wy3wx_8wzﬁu@_8wx
\dy 0z 0z Ox’0x Oy )’
.

rot ﬁ(m, Y, Z) — (awz(gy?yz) . awy(;;y, Z)) 7+

(921);,;(55,:%2) awz(xaya Z) —
+_( 0z Ox o

N (3wy($,y, 2)  Owy(w,y, Z)) e

5 9y (,y,2) € D.

Primijetimo da rot w dopusta formalni zapis u obliku
determinante:

P j Kk
o 9 0

H
rot w =

Oxr Oy 0z

Wy Wy W,




Uocimo:

e gradijent je funkcija definirana na skupu svih difer-
encijabilnih skalarnih polja s vrijednostima u skupu
diferencijabilnih vektorskih polja;

e divergencija je funkcija definirana na skupu svih
diferencijabilnih vektorskih polja s vrijednostima u
skupu skalarnih polja;

e rotacija je funkcija definirana na skupu svih diferen-
cijabilnih vektorskih polja s vrijednostima u istomu
skupu.

Primjer 13
(1) Odredimo gradijent skalarnoga polja (z,y, z) —
f(z,y,2) = 2y°2°.

of of 0
grad f(z,y,2) = (a‘i, 05’ a];) (z,y,2) =

of (a:y223) of (xy2z3) of (zvy2z3)
or ' oy 0z

(y223, Qxyzg, 3xy2z2)



(2) Odredimo divergenciju vektorskoga polja
(z,y,2) — W(x,y,2) = (256,33y2,£622).

ow, Ow, Ow,

div@(x,y,z): <&B - 5y + ag)(:v,y,z):

0(2x)  O(zy?) O(x2?)
=2+2 2
( o -+ 1 T B + 2xy + 2xz

(3) Odredimo rotaciju vektroskoga polja w iz (2).

QPG ok P F 0k
rot w(x,y, 2) = a% a% % (z,y,2) = a% a% % —
Wy Wy W, 20 xy? X2’
0 (xzz*) 0 (xy?)\ — 0 (zz%)\ -
(22 )_ (:cy ) r 0(2r) (z2?) i
oy 0z 0z ox
0 (:Ey2) 0 (2x) T
Ox 0y B
— — —



Gradijent, divergencija i rotacija mogu opisati samo
jednim operatorom.

Znakom V (Citamo: nabla) oznaCimo tzv. Hamilto-
nov diferencijalni operator - formalni vektor

vg(@ 0 8) — 0 —>8 — 0

_ 7Y T M
ox’ Oy’ 0z Z(?Q: 8y+ 0z

Gledamo li na V kao na operator definiran na vek-
torskom prostoru svih diferencijabilnin skalarnih
(vektorskih) polja, pojavljuju se, sljedece mogucnosti:
Vf = grad f, (djelovanje operatora V na skalarno polje f)
\v
V X

. — —
div w ,  (formalni skalarni umnozak V i vektorskog poljia ‘W)

gl &l
|

— ——
= 1ot W , (formalni vektorski umnozak V i vektorskog polja W ),

Vazna je Cinjenica da je operator V linearan u svakoj
od navedenih interpretacija, tj. da vrijedi ovaj teorem:



Teorem 4.13 Nabla je linearni operator, tj. za bilo
koja dva diferencijabilna skalarna polja f,g : D — R,
bilo koja dva diferencijabilna vektorska polja
w,u : D — R3 D C R? ibilo koja dva broja

A, 10 € R vrijedi:

1.Vf+pg) =AVf+uVy;

2.V- (AW +pw) =X (V- w) +u(V-W);

3.VX (AW +pw) =A(Vxw)+up(Vxu).

Dokaz: Dokazimo npr. tvrdnju (3):

t J
0 0 0
VX (AW +pu) =] — 2 Y9
( i ) ox oy 0z
AW, AWy, AW, +pu,

— = — — = —
t 7 k t 7 k

_ o o0 0 ey 0 0 0 |_
Or Oy 0z Or Oy 0z
Wy Wy W, Uy Uy Uy

=A(VxWw)+p(Vxu).



Teorem 4.14 Nekasu f,¢g: D — R, D C R?, diferen-
cijabilna skalarna polja, ¢, konstantno skalarno polje,
¢:Y — R, fID] CY CR, diferencijabilna funkcija i
A € R, Tada je

—
l.gradc, = O;
2. grad(Af + png) = Agrad f + pgrad g;

3.grad(fg) = ggrad f + f grad g;

4. grad (i) = gerad f — feradg (¢im je g(T') # 0);

g 9>
5.grad(¢o f) = ¢' (f) grad f.
Dokaz: Tvrdnje su izravna posljedica definicije

gradijenta. Primijetimo da je tvrdnja (2) isto Sto |
Teorem 4.13 (1).



Teorem 4.15 Neka su w, uw : D — R3, D C R3,

diferencijabilna vektorska polja, f,g : D — R difer-
encijabilna skalarna polja, ¢ konstantno vektorsko
poliei A\, u € R. Tada je

2.div( AW + pw) = Adivw + pdiv u;
3. div (@ X ﬂ)) = (rot@) U — W - (rotﬁ);
4. div (fﬁ) — (grad f) - w + f (divﬁ);

5.div(f - grad g) = (grad f) - (grad g) + fAg
(g dvaput diferencijabilno), pri Cemu je

A =divgrad =V -V

tzv. Laplaceov diferencijalni operator (delta), tj.

o* 9 0

A .
Ox? i Oy? i 022

6. div(rot w) =0 (w dvaput diferencijabilno).



Dokaz: Tvrdnje slijede neposredno iz definicije diver-
gencije. Dokazimo npr. tvrdnju (4)

Ofwa)  Ofwy)  O(fw:)

div(f - w) = Ox Oy 0z
of 8f ow, Of dw,
a—wx+f 8ywy+fa +azwz+faz—
of of of ow, Ow, Ow,\
(8:6’ dy’ 82) (W, Wy, wo) +f ( or 0y " 82) B

(grad f) - w + fdivw.

Primijetimo da se tvrdnja 2. podudara s onom iz
Teorema 4.13, 2. Tvrdnja 5. slijedi iz 4. Cim je
w = grad g. Napokon, u dokazu tvrdnje 6. treba

primijeniti Schwarzov teorem.



Teorem 4.16 Pod istim pretpostavkama kao u
Teoremu 4.15 vrijedi:

1.T0t € = ﬁ;

2. rot ()\'L_J + /Lﬂ)) = \rot W + prot u;

3.rot (W x o) = (divu) w — (divw) w +
(v -V)w — (w- V) u, pri éemu su
L

i, sli€no, ("w - V) novi diferencijalni operatori;
4. rot (f : 'L_v>) — (grad f) x W — f rot w;

5.rot(f - gradg) = (grad f) x (grad g), i posebice,
—
rot(grad f) = 0;

6. rot (rot E)) = grad (div E)) — Aw
(w dvaput diferencijabilno).



Napomena: Diferencijalni operator

w-V=w 0 + w 0 + w 0
T ox Yoy Y0z

shvacamo kao "skalar", pa on moze djelovati i na
vektorsko i skalarno polje. Imamo:

e ako je f diferencijabilno skalarno polje onda je

N B 0 0
(w-V)f—( 8x+wy8y+wz )f—
00 of | op
—wxa +wy8y+wzaz—'w orad f

e ako je U = (u,,u,,u,) diferencijabilno vektorsko
polje onda je

9, 0 0

('L_J-V)ﬁz ( 8az+wy0y+wzﬁz) (U Uy 1) =

=((wW-V)uy, (W-V)uy, (W -V)u,) =

_ (H)) . grad Uy, E) . grad uy7 E) . grad Uz) —_—



-—(u)ggz+u)ggf+u)aux 8uy+u)8uy+ Oty
Y Ty T ez e T Vay | Pz

W %_1_10 %+ 5’u2> —
“or Yoy Zuzaz B

B Ou, Ou, Ou, o Ou, Ou, Ou, N
Ox’ Ox’ Ox Oy’ Oy’ Oy

Ou, Ou, Ou,
+w =
0z 0z 0z

ou ou ou

= 8x-+1%,ay +4uzaz
gdje je
Q}Z _ Ou, Ou, Ou,
Or  \Ox Oz’ Ox
Q}Z _ Ou, Ou, Ou,
oy  \ Oy 9dy dy

QEZ ou, Ou, Ou,
0z 0z 0z 0z



Dokaz: Kao i u prethodnom teoremu, sve tvrdnje su
izravne posljedice odgovarajucih definicija. Dokazimo
npr. tvrdnju 3. Na lijevoj strani je vektorska funkcija

— —
rot (w X u) = TOL(Wy U, —W Uy, WUy =Wy, Willy—Wyy, ) =

— — —
() 7 k
% 5 ) )
Ox oy 0z

gy — wgus) — 5 (s — )
7y Wylly — Wy sy P W,y — Welly),

0 0

: g(wyuz — W,Uy) — %(wxuy — WyUy),
0 0
%(wzugg — WlU,) — a—y(wyuz — wzuy)> :

a desnoj je vektorska funkcija

(divad) @ — (dive) @+ (o V) W (Wo V) & =



U, é%%, ou., U, é%%, ou,
8x éh/ 0z ax E%/ 92 ) "
8u@+8uy+8uz o)
or Oy 0z :
8w@+8u@+8u@ ﬁwx+8u@+8ug
oxr Oy 0z oxr Oy 0z 4y
8u@+8u@+8wz o) 4
or Oy 0z :

s (61035(‘9101,8202)_Jr (8wmé%%,8u&)

Or Oz Oz Oy 0Oy 0Oy
ow, Oow, Ow,
_|_ —
0z 0z 0z

Ou, Ou, Ou, Ou, Ou, Ou,
— —w
Ox’ Ox’ Oz Y\ oy’ dy’ Oy
B Ou, Ou, Ou,
Oz 0z 0z )
Sredivanjem se pokazuje da se radi o istoj vektorskoj
funkciji.




Primijetimo da je tvrdnja 2. isto sto i tvrdnja u Teo-
remu 4.13, 3., te da 5. slijedi iz 4. primjenom
Schwarzova teorema.

Napomena Tvrdnja 6. u Teoremu 4.16 smijemo pre-
reci ovako:

grad div w = rot (rot E)) + AW,

te time dobiti odgovor na pitanje sto je gradijent
skalarnog polja, koje je divergencija vektorskog polja.



Usmjerena derivacija

Neka je U : () — R skalarno polje Odaberlmo bilo
koju toCku Ty € Qi bilo koji vektor T e V(TO)

Tada za svaku toCku 1" na zraci [ odredenoj s T vrijedi

— —
TTy=t1,,

za neki t € [0, 00), pri Cemu je _l>0 = |—:§;| pripadni je-
dinicni vektor. Broj ¢ je, zapravo, udaljenost d(Ty,T)

od 1o do 7.

Prosjecnom promjenom skalarnoga polja U od
tocke 7, do tocke 7' nazivamo koli¢nik

UTr)-U(y)  UT) - U(T
d(Ty, T) t

) — —
cR, TT,=t1,

Pokazuje se ovdje vaznim istraziti granicni slucaj
T — Ty pol, tj. t — 0. Da bi navedeni kolicnik
(u granichom sluéaji) imao smisla za svaki izbor
jediniénog vektora [ nuzno je da podrucje ()
bude "lokalno konveksno”. Dakako, dovoljno je da
() = D C R? bude otvoren skup.



Definicija 4.17 Neka je U : ) — R skalarno polje.
Grani¢nu vrijednost (ako postoji)

U(T) — U(Th

lim
t—0

) > —
cR, TT,=t1,

nazivamo derivacijom skalarnoga polja U u tocki
H

Ty usmjeru [ (ili, kraCe, usmjerenom (skalarnom)

derivacijom) i oznacujemo s

oU (Tp)
——.
0 1
U praktichom racunu je puno jednostavnije baratati

predstavnikom f: D — R, D C R3, skalarnoga polja
U u koordinatnomu sustavu (O; i, 7, k)

Prvo, toCkama Ty = (xo, Yo, 20) T = (:1: Y, 2) pri-
padaju radljus -vektori O—Tg = T 7 + yog t 20k | % |
OT—:z: 1 +yy +zk Nadalje, OT = OT0+T0T—
OTO +1 T 0, dakle,




Slijedi da se kgordinate svake toCke 7' na zraci sto ju
odreduju Ty i [ o opisuju linearnim jednadzbama

— — — =

T = 330+(l0' i)@ y:y0+(l0'j)ta
— =
ZZZQ—I—(lo'k)t, tE[0,00>.
UocCimo: Ovdje je

— — =\ — — =\ — — =\ =
MZ(lmi)i+<lmj)j+(lmk>k:

— — —
=cosa it +cosfBg +cosvk,

gdje je a = 4(70,7>,5 — L(TO,?),7 —
4(7}[?).



Proizlazi da je prije definirana usmjerena derivacija,
zapravo, derivacija funkcijske kompozicije

'L_U):(wﬂfawvaZ) f

0,00) © = D LR,

t|—>ﬁ(t):(x0+(_l>o-7)t,
—  — — = N
yo+(l0' J)tazoJr(lO' k)t>'_>f(w<t))a
u tocki t = 0. Prema tomu,

UML) _ 0f (oo 20) _ 53y o)

o7 ol T
of(w(0)) , of(w(0)) , of(w(0))
5 w,(0) + 9y w,(0) + 5, w.,(0)

df (xo, Yo, 20) — 7

df (o, Yo, 20) —
ox (Lo (4

9 0 J )+

)+

- k) = (grad f(zo, Yo, 20)) - _l>o-



Time smo dokazali ovaj teorem:

Teorem 4.18 Derivacija skalarnog polja U, zadanoga
funkcijom f D — R, utocki Ty = (xo, yo, 20)

u smjeru T (+# 0) jednaka je skalarnom um-
rﬁ))sku pripadnoga gradijenta s jedinicnim vektorom

l o, tj. projekciji vektora grad f(z, yo, 20) Na vektor i

0 y Y0 5
f(xg—;g>0 ZO) ~ <gradf<x07y07 ZO)) o I 0-

Primjer 13 IzraCunajmo derivaciju skalarnoga polja

(2, y,2) = flz,y,2) = 2* + 3yz + 5

- e S S
utoCkiT = (3,2,—1)usmjeru I = 2 + j

+ k.

Po Teoremu 4.18, iz

gradf(3727 _1) — (2$73273y)’(32 —1) — (6 —3 6) |

.
— l

bo= 17 <¢1§¢1§¢1§)




dobivamo da je trazena usmjerena derivacija —_ﬁaf(:;’i’_l)

jednaka

|z Teorema 4.18 slijedi da skalarno polje f najbrze
raste u smjeru Sto ga odreduje grad f, odnosno, da
najbrze pada u smjeru sto ga odreduje — grad f.
Drugim rijeCima, grad f pokazuje smjer najbrze
promjene skalarnoga polja f. Stovie, gradijent se
time moze i okarakterizirati.



Teorem 4.19 Neka funkcija f : D — R, D C R?,
opisuje diferencijabilno skalarno polje U. Tada gradi-
jent toga polja u svakoj tocki Ty = (xg, yo, 2z0) iMma za
pravac okomicu na razinsku plohu u 7, a iznos mu
je jednak apsolutnoj vrijednosti pripadne usmjerene
derivacije. Sazeto,

5f(f'30, Yo, Zo)—>
— ny,
on

grad f(ﬂﬁoa Yo, Zo) =

pri ¢emu je 7 normala na razinsku plohu f(z,y, 2) =
f (@0, 0, 20)-

Dokaz: Odaberimo bilo koju to¢ku Ty = (o, 10, 20) €
D. JednadZzba pripadne razinske plohe U(T') = ¢ =
U(Ty) prelaziu f(x,y, z) = f(xo, yo, 20), Sto povladi

0= df(CC,y,Z) —
3f(33o>y0720)dx+ af($07y0720>dy+ 8f(:vo,yo,2’0>dz —

= (grad f(xo, Yo, 20)) © d?)a

pri éemu dr oznaduje vektor dr i + dy?> + A2k =

(dz, dy, dz).



Buduci da pratimo zbivanje na razinskoj plohi u tocki
Ty, to dr smijemo tumaditi kao infinitezimalni pomak
u njezinoj tangencijalnoj ravnini tockom 7. Prema
tomu,

(grad f(zo,v0, 20)) o d T =0

znaci da je grad f(xo, yo, 2z0) Okomit na tu tagencijalnu
ravninu, tj. na promatranu razinsku plohu u tocki 7y,
dakle, usporedan s pripadnim normalnim vektorom
7. Slijedi grad f(xo, Y0, 20) = A7 pa je

A= (grad f(CUO, Yo, Zo)) © ﬁo-

Po Teoremu 4.18 je

af(iﬁm Yo, Zo)

H
on ’

(grad f(xo, Yo, 20)) © ﬁo =
sto onda daje

Of(xo, yo, 2
grad f(xo, Yo, 20) = il 5—50 O)Wo-




Napomena Pomoc¢u Teorema 4.18 je lako izraCunati
jedini¢ni normalni vektor na razinsku plohu skalarnog
polja. Naime, za svaku to¢ku Ty = (o, yo, 20), vrijedi

o = grad f (o, Yo, 20)
ngad f(ﬂfoayoyzo)H

Primjer 14 Izracunajmo jediniCni normalni vektor na
plohu z = zy u tocki Ty = (2, 3,6).

Smijemo pretpostaviti da je promatrana ploha z = xy

neka razinska ploha f(x,y, z) = ¢ nekog skalarnog
polja f : D — R, D C R*. Tako dobivamo

f(ZC,y,Z) =Ty — 2+ ¢,
pa je
gradf(Qa 37 6) — (yvxa _]‘)’(2,3,6) — (37 27 _1>

I, napokon,

N ~grad f(2,3,6) 1 , >
olTo) = lgrad £(2,3,6)] /14 (3 SRR k)




Razmotrimo sada kako bi se usmjerena derivacija
mogla osmisliti u vektorskom polju. Neka funkcija
w : D — R3 D C R3, predstavlja vektorsko polje V.
Promatrajmo opet ¢vrstu tocku Ty = (g, yo, 20), vari-
jabilnu tocku T = (x,y, 2) i koli¢nik

w('xayaz) T E>(*CU(%y()aZO) 3
t c R®,

koji opEuje prosjec':nu promjenu vektorskoga
poljﬂf = w (pri prijelazu iz T, u T') u smjeru

=TT =1t l 0, pri éemu je duzina T,T C D.

Definicija 4.20 Neka funkcija w D — R3,

D C R3, predstavlja vektorsko polje V te neka
suly = <330,y0,20>,T = (az,y, ) e D, TOT C Di
—

—
Tyl =t 1 (. Granicnu vrijednost (ako postoji)

1_U><$ Yy Z) - E)(xo Yo Zo) 3
llleé 9 9 t ) Y] G R :

nazivamo derivacijom vektorskoga polja V (@) u
tocki 7, u smjeru [ (ili, krace, usmjerenom (vek-
torskom) derivacijom) i oznacujemo s



87(%) (‘9@)(:50, yo.Z())
01 o1

Teorem 4.21 Derivacija vektorskog polja W u tocki

To = (w0, Y0, 20) U smjeru I (# 0), ako postoji, jed-
%

naka je vrijednosti operatora ( loo V) primijenjenog

na w u (zo, ¥o, 20), .

e (1,09)) -

— — —
:(loogradwx, l o gradw,, loogradwz)( ):
20,Y0,20

Ow Ow Ow
= | cos a—— + cos f—— + cos y——
Oz ay 0z (0,40,20)

gdje su cos a, cos 3 i cosy smjerovni_lfosinusi od _l> tj.
komponenete jedinicnoga vektora [ .

(Operator

oV = ngu ngug
" ~ o Yoy = TOz

smo uveli u Teoremu 4.16)



Primjer 15 |zraCunajmo derivaciju vektorskoga polja

(v, y, 2) — W(2,9y,2) = (yz, 23, 2Y)
H

Y . - = =
utocki Ty = (1,—1,2)usmjeru I =24 + j —2k.

- D e
Buducidaje lo=3(2¢2 + 5 —2k), po Teoremu
4.21 dobivamo

a—> 17_172 —
w(aTz ):((Toov w)ﬂ,_; 2) —
(25@ 10w 28@)
(1

50r 30y 302

2 1 2
(0 —(2,0,z) — = 0 =
[3( 7Z7y>—|—3(’z? 7‘/’6) 3<y7aj7 )] (1_

(2 — 2y, 2z — 22,2y + :1:)(17_%72) —

Wl



