Matematika 1

1. Osnove matematike
2. Realne funkcije realne varijable
3. Derivacije i primjene

4. Nizovi i redovi
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Obveze:
e predavanja (> 70%)

e vijezbe (> 70%)

Provjere znanja:

e dva kolokvija (parcijalna ispita):

- sva dva pozitivha

- zadaci (> 50%) i teoretska pitanja (> 50%)

e zavrsni ispit:

- zadaci (> 50%) i teorija (> 50%)



1. SKUPOVI BROJEVA



1.1. Prirodni brojevi

e prvi pojam broja (izrazavanje koliCine elemenata
nekog skupa)

Skup prirodnih brojeva uzimamo kao osnovni skup, a
oznacavamo ga sa

N={1,2,3,...,n,..}.

Operacije zbrajanja i mnozenja u skupu N su uvijek
izvedive, tj.
(Vm,n e N) m+n € N

(Vm,neN) m-n € N

Za svaki m,n,r € N vrijede sljedeca svojstva:
|) komutativnost

m-+n=n-+m m--n=mn-+m

ii) asocijativnost

(m+n)+r=m+(n-+r) (m-n)-r=m-(n-r)

iii) distributivnost

(m+n)-r=m-r+n-r r-(m+n)=r-m+r-n



Neka su m,n € N.

Kazemo da je m manji od n i piSemo m < n ako |
samo ako postoji p € N tako da je

m—+p=n.

Kazemo da je m manyji ili jednak n i piSsemo m < n
ako i samo ako je
m<n\V m=mn.

Neka svojstva:

e (N, <) je (potpuno) ureden skup.

e (N, <) je diskretno ureden skup, tj. za svaki n € N
vrijedi

{peN|n<p<n+1}=10.

e Za skup X kazemo da je prebrojiv ili
prebrojivo beskonacan ako je ekvipotentan' sa N.
PiSemo cardX = N (alef nula).

Za skup X kazemo da ima n elemenata ako je
ekvipotentan sa skupom {1,2,3,...n}.
Pisemo card X = n.

' Definicija KaZzemo da je skup A ekvipotentan (jednakobrojan) sa skupom B ako
postoji bijekcija f : A — B. Oznaka A ~ B.




Napomena: Skup N je na jedinstven nacin definiran
tzv. Peanovim aksiomima P1. - P4.

Aksiom P4., kojeg joS nazivamo princip matematicke
indukcije, glasi:

Ako je M C N i ako vrijedi:

)1 e M,
iy)neM —=n+1e M
tada je M = N.

Aksiom P4. koristimo za dokazivanje raznih tvrdnii.



Primjer: Treba pokazati da formula

n

n(n+1)
2

Y i=1+2+3+..+(n—1)+n=
1=1
vrijedi za svaki prirodan broj n € N.

()

Dokaz:

Neka je M C N skup svih prirodnih brojeva za koje
formula (F’) vrijedi. Treba (pomocu P4.) dokazati da
je M =N.

Baza indukcije. (Dokazujemo daje 1 € M)
1

. 1-(141)
Zz:lz 5

1=1

Pretpostavka indukcije. (Pretpostavimo da je n € M)

— +1
Zz:1+2+...+(n—1)+n:n(n2 )
1=1

Korak indukcije. (Pokazujemo dajen+ 1 € M)

n+1

Sli= 1424 tn+(n+1)=
1=1

n(n+1)

n®+ 3n + 2
= +(n+1) =

2
m+1)(n+2) nm+1)(n+1)+1)

2 2




Binomni poucak

Poopcenje:
(x+1y) = 2%+ 2zy + 1
(z+y)° = 2°+ 322y + 3y +
Trazimo:
(x +y)" =7 zabilo kojin € N

Neke oznake:

VneN) nl™1.2.3....n (nfaktorijela)
o

Primjer:

1'=1

20 =1-2=2

3'=1-2-3=6

41 =1-2-3-4=24

Bl =1-2-3-4-5=120
Vrijedi:

(m+1)!=n!-(n+1)

Primjer:

6! =5!-6=120-6 =720



Neka su k,n € NU{0} i £ < n, definiramo
binomni koeficijent:

"\ def n!
(k) = k) (n povrh k).

Napomena: binomni koeficijent je uvijek prirodan

broj, {j

()er

Primjer:

Al 4!
ol (4—0) 4

4 4l 3.4
1a—1)! 3 3

4] 4 20.3.4
o (4—2)1 2.2 |

4] A 34
3l(4—3) 3.1 3l

4] 4]
Al4—4) 4.0

B

N

o

/\/\@/\/\
N
|
||
Q

Il
Do
N

I
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Svojstva:

/N
— —
+ +
= £
— I I
| \)4 \.w_m —
—~~ £ c
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Pascalov trokut

™ = = = =
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|z svojstva 4. slijedi npr.

(- ()-)-+



Teorem 1.2 (Binomni poucak)

Za svaki n € N vrijedi
k=0
Dokaz. MatematiCkom indukcijom.
Raspis:
> (amtyt = (a0 + (el
+( n )xn—(n—l)yn—l 4+ <n) xn—nyn _

n—1 n

= 2" +nx"ly + .. F oyt "

Primjer:

= 2" + 42y + 62y + day® + ¢
(x +y)° = 2°+ dbaty + 102%y° + 102%y° + 5xy* + o

)

_|_

s
S
|




Cijeli brojevi

Motivacija: Svaka jednadzba oblika
m—+x =n,
gdje sum, n € N, nema rjesenje u skupu N.

Primjer: Jednadzba

T+x=23
nema rjesenje u skupu N.

Prosirujemo skup N skupom
Z={.,-n,.—2,—-1,0,1,2,,...n,...}.

kojeg nazivamo skup cijelih brojeva.

Operacije zbrajanja i mnozenja proSirujemo na skup
Z.. U skupu Z te operacije su uvijek izvedive, {;.

(Vm,n€Z) m+n € 7Z
(Vm,ne€Z) m-n € Z

| za njih vrijede svojstva komutativnosti, asocija-
tivnosti i distributivnosti.



Sada jednadzba m + x = n ima rjesSenje za svaki

m,n € 7, 1.

x:n+(—m)d§fn—m.

Na ovaj nacin je definirano oduzimanje u skupu Z.

Neka svojstva:

e (Z,<) je (potpuno) ureden skup.

e (Z,<) je diskretno ureden skup, tj. za svakim € Z
vrijedi

{peZ |Im<p<m+1}=10.

e Za skup Z je prebrojiv, tj. ekvipotentan je sa N.
PiSemo cardZ = N, (alef nula).

Napomena: postoji bijekcija f : N — Z, dana sa




Racionalni brojevi

Motivacija: Svaka jednadzba oblika
m-x = n,
gdje sum, n € Z, nema rjeSenje u skupu Z.
Primjer: Jednadzba
(-x=-3
nema rjeSenje u skupu Z.

ProsSirujemo skup Z skupom
Q:{@\mez A nEN}
n

kojeg nazivamo skup racionalnih brojeva.

Napomena: Podrazumijevamo da je

mi Uy,

— = — < M1 N9 =M N
nq U
Dakle,
6 8 4
12 6 3

Isto tako vrijedi dogovor da je, npr.
—3 3 3

5 -5 5



Operacije zbrajanja i mnozenja proSirujemo na skup
Q. U skupu Q te operacije su uvijek izvedive, .

— + = cQ

my Mo mi mo ming + Moy
1 L nin2

mi 12 mi Mo my - Mo
(\7—,—6@) — = = cQ

ny N3 ny - Ny

Na skupu Q\ {0} se definira i dijeljenje

my 1Mo mi1 Mo m1 - N9
V-, 2 eQAmy#0) —: == cQ
ny Ny ny N9 T - Mo
mi o
< < my1-no < My - ny.
(3] 9o

Neka svojstva:

e (Q, <) je (potpuno) ureden skup.

e (Q,<) je svuda gust, tj. izmedu svaka dva
racionalna broja postoji barem jedan racionalan
broj (a to znaci i beskonacno njih).

e Za skup Q je prebrojiv, 1j. ekvipotentan je sa N.
PiSemo cardQ = N, (alef nula).

Napomena: postoji bijekcija f : N — Q (zadana
beskonachom shemom).




Realni brojevi

Motivacija: Neke jednadzbe, kao sto su
=2 a°=5,..

nemaju rieSenje u skupu Q.

Kad racionalne brojeve nanosimo na brojevni pravac,
oni ne popune Citav pravac, iako je Q gust. Te "rupice”
na pravcu popunjavamo tzv. iracionalnim brojevima.

Skup svih iracionalnih brojeva oznacavamo sa I, a
skup
R=QUI

nazivamo skup realnih brojeva.

e Svaki racionalan broj moze se prikazati kao
konacCan decimalan broj ili kao beskonacan periodican
decimalan bro;j.

e Svaki iracionalan broj moze se prikazati kao
beskonacan neperiodiCan decimalan broj.

Primjer:

1 1 |
Z—-025 -=03=0.23333..
A 3
V2 = 1.4121356237....
e = 2.7183...
r = 3.1416....



Neka svojstva:

7N )

e Na skupu R su uvijek izvedive opracije ” + 7,
Na skupu R\ {0} je uvijek izvediva operacija” : 7 .

e (R, <) je (potpuno) ureden skup.

e R je svuda gust, tj. izmedu svaka dva realna broja
postoji barem jedan realan bro;j.

e Q je gustu R, tj. izmedu svaka dva realna broja
postoji barem jedan racionalan bro;.

e Skup I je neprebrojiv ili neprebrojivo beskonacan.

e Skup R je neprebrojiv ili neprebrojivo beskonacan.




Kompleksni brojevi

Motivacija: neke jednadzbe kao sto je
2
' =—1

nemaju rjesenje u skupu R.

Uvodimo novi objekt, kojeg oznacavamo sa i, tako da
je

it = —1.
Formalno, definiramo

i YV

Definicija 1.14 Skup kompleksnih brojeva je skup

C={z+iwy |z, yeR}.
Za svaki z = x + 1y € C, realni broj
xr=Rez

nazivamo realni dio od z, a realni broj

y=1Imz

nazivamo imaginarni dio od z.




Napomena: Vrijedi

R cC
iR = {iy |lye R} CC

Skup iR se naziva skup imaginarnih brojeva.

Za zy = x1+ 11, 2o = 9 + 1ys € C kaZzemo da su
Jjednaki ako i samo ako su im jednaki realni i imagi-
narni djelovi, {j.

T+ =T 1y = T1 =22 N\ Y1 = Yo

Za svaki z = z + 1y € C, definiramo pripadni
konjugirano kompleksni broj

z=xz—1y € C.

Za svaki z = x 4+ 1y € C, definiramo modul ili
apsolutnu vrijednost kompleksnog broja z kao
nenegativni realni broj

r=lo]= Va2 +y? € RTU{0}.




Primjer

22:—2

23 =31 =04 31 = {

90 ) A= —2-0-i=-2

(Rez3 =0, Imz;=3,

Z3=0—3-1= -3,

[ lzsl = /(07 + (3 = Vi = 3



Racunske operacije s kompleksnim brojevima

Neka su z; = x1 + 1y1, 29 = 29 + 19 € C, definiramo:

21+ 29 = x1+x2+i(y1+y2),

21— 20 = X1 — Ta+ 1 (Y1 — Yo),

2129 = (k1 +1y1) (T9 + 1y2) =

. . . 2—_1
= 12 + 1T1Y2 + WY1T2 + 22y1y2 f=

= T1T2 — Y1Y2 + ($1y2 + y1332) 1,

21 Xy X T2 — 1Yy
o T H1Yys  Ta Y2 To — 1Yo

. . .2
T1To — 1T1Y2 + Y172 — Y1Y21~ 2=—1

2 2.9
Ly — Yol

T1To + To — X ,
_ 122 y;y2+y1g 21y2.2 za zy # 0.
Ty + Y5 Ty + Y5




Svojstva: Za sve z, z1, zo € C vrijedi:

. 1 F =7+,

10.|21 + 22| < |2z1| +|22] (nejednakost trokuta)

Geometrijski prikaz kompleksnog broja

Svakom kompleksnom broju z = x + 7y jednoznacno
je pridruzen uredeni par (z,y) € R x R, odnosno
tocka T' = (x,y) u koordinatnoj ravnini i obratno.
Ravninu u kojoj kompleksne brojeve predocujemo kao
toCke (na gore opisan nacin) nazivamo kompleksna
ili Gaussova ravnina.




Svaki kompleksni broj z = x + iy u Gaussovoj ravnini
jednoznacno je odreden udaljeno$¢éu r € [0, 00)

od ishodista 0 = (0,0) tocke T" = (z,y), te kutem
¢ € [0,27) kojeg duzina OT zatvara s pozitivnim
smijerom xz— osi. Kut

Y = arg 2

nazivamo argument kompleksnog broja =.

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Buduci je

x = Rez=rcosyp
y = Imz = rsiny,

onda je
z =171cosp—+irsine =71 (cosp + isiny)
trigonometrijski oblik kompleksnog broja, gdje je
r=ld = Vet

tgp = tg(arg 2) :% (oprez !).




Primjer Prikazite kompleksni broj z = —1 — 7 u
trigonometrijskom obliku.

r = Jal = /(=17 + (-1 = V2.

b — -1 | s b
pa je
5 5
2 =1/2 (COSZW—I—iSiHZW) .
Primjer Prikazite kompleksni broj z = —i u

trigonometrijskom obliku.

pa je

| 37T+, 37
z=1-(cos— +isin— | .
2 2



Racunske operacije s kompleksnim brojevima
zadanim u trigonometrijskom obliku

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja omogucuje
jednostavno izvodenje nekih racunskih operacija.

Neka su z; = 11 (cos @ + isin ) i 20 = 19 (€08 Yy + 18I0 (Vy)
dva kompleksna broja. Tada je

21+ 29 =11 (COS (o + T 8inYq) « 9 (COS Yy + 18N V)

= 1175(COS Yy COS Py + 1 COS Py SiN P, +

41 8in (V1 COS Py — SiN Y Sin Y,

= 1r179[(cos 1 €oS s — Sin Y sin @, +

+1 (sin ; €os g + sin Y] €os py)]
S ryry (cos (i + ) + dsin (91 + @3)).

Slicno, za zy # 0, vrijedi

21 11(cospy +isingy)

2o T9(COS Qs + 18N py)

= — (cos (; — vsy) +isin (i — ©s)) .



Matematickom indukcijom moze se pokazati

i) ()< 5-)

Specijalno, za z1 = 2z = ... = 2z, = z =
r (cos ¢ + isin ), dobivamo tzv. Moivreovu formulu
za potenciranje s prirodnim brojem n

2" =7r"(cosny + isinny) .

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja posebno
je pogodan za potenciranje s racionalnom ekspo-
nentom g = . Dakle, treba izracunati potenciju z%,
gdje je n € N, koju oznac¢avamo /z i nazivamo
n—ti korijen iz kompleksnog broja z.

Vrijedi, w = /z to¢no onda kada je w" = z. Ako je
z = r(cosp + isin ), onda n—ti korijen iz komplek-
snog broja z ima n medusobno razliCitih vrijednosti
w = 2y, 21, ..., Zn—1 KOje su dane sa

+ 2k + 2k

2= /T (cosgp— +isin¢—) , k=0,1,....,n—1.

n n

Svi ovi brojevi leze na centralnoj kruznici radijusa \/r
| dijele tu kruznicu na n jednakih djelova.



Primjer Nekasu z; = —1 —iiz=—1 iz Tada je

+
21 = \/§<COS—+ZSiH—)

V3
== 27‘(‘
t9@2:j:—\f:>902
2
pa je
| 27r+,, 2T
29 = 1+ | COS— 1811l — ) .
? 3 3
Sada je:
5] 2 5 2
21 - zg—\[ 1( (Z—l—%)—i—iSin(Zﬂ-—F?ﬂ-))

23 23
— \/5 (COS EW + 2 sin Eﬂ')



12 12

7 7
= \[2 (cos —7 + 78in —7T)

() (onf ) -

42 (COS%—W+iSiD2?T7T) —

4v/2 (cos (24+1) 7TJrz'sin(QZLZl)W) —
4\@(cos( +3- 27T)+isin<£+3-27r>):
\/ﬁ(cos——l—zsm ):

ﬂ(?ﬂ\[) — 444



Primjer Rijesite jednadzbu 2% = 1.
Trigonometrijski oblik:

r=+v124+0%2=1

—
tgp =9 =9 =10

=140 = {
1=1-(cos0+isin0),
Rjesenja jednadzbe su dana sa z = v/1 = z;, gdje je

04 2k 0+ 2k
zkz\%(cos +6 7T+z'sin +6 W), k=0,1,....5.

Specijalno

2o = 1-(cos0+isin0) =1

21 = 1- (congrisin%) :%+§i
29 = 1- (COS%#-@Sm%T) = —%4—?2’
z3 = 1-(cosm+isinm) =—1
Adm . 4w 1 3.
zg = 1- (COSEJrzsm?) = —5—72
5r .. bw V3

1
zs = 1- (COS?—FZSHl?) = 5—72



Eksponencijalni ili Eulerov oblik kompleksnog broja

Moze se pokazati da je

€'’ = cos @ + isin .

Sada iz trigonometrijskog oblika kompleksnog broja
z =1 (cos p + isin ) slijedi

2z =re'’,

Ovaj oblik nazivamo eksponencijalni ili Eulerov oblik
kompleksnog broja z.

Racunske operacije:

AKO SU z; = 7171, 29 = T9e'%2, z = re'¥ kompleksni

brojevi, onda je

21 R9 —

<1

Z9

2" =

/’/-167’901 . T2€ng2 — T1T262(gp1+902)

et

T i, _
. — _€Z<g01 %02)’ Za 22 # O
roe'¥2 T9

- |
(rew) = r'e™?



