


Kriteriji konvergencije

Definicija10 Zared ) _ a, kazemo da je red s pozitivnim

n=1

Clanovima ako je a,, > 0 za svakin € N.

Definicija 11 Neka su > a, i > _ b, dva reda s pozi-

n=1 n=1

©.@)
tivnim ¢lanovima. Kazemo da je red ) b, majoranta

n=1

reda Z a,, a red Z a,, minoranta reda Z b,, ako
n=1 n=1 n=1

postoji ny € N takav da n > ng povlaci a,, < b,,.

Primjer Promatrajmo redove (s pozitivnim Clanovima)

00 1 00 1 | 00 !
D DD By
n n n
=1 n=1 n=1
Buduci je za svakin > 1
1 < 1 < 1
n? =~ n " \/n
o0 0 0
ondaje npr. > + minorantareda }_ —=,anpr. ) -+
n=1 n=1 n=1

©.9)

majoranta reda ) .

n=1



Teorem 11 (Kriteriji konvergencije) Neka su > a, i

n=1

> b, dva reda s pozitivnim ¢lanovima. Tada vrijedi:

n=1

i) Poredbeni kriterij | Red je konvergentan ako ima
konvergentnu majorantu, a divergentan ako ima
divergentnu minorantu.

ii) Poredbeni kriterij Il Neka je

Tada vrijedi:

a) ako je 0 < r < 400, tada oba reda ili konvergiraju ili
divergiraju;
b)akojer =0ired ) a, divergira, tadaired > b,
n=1 n=1
divergira;
c)akojer =0ired ) b, konvergira, tadaired > a,

konvergira;



d) ako je r = +oo i red ) a, konvergira, tada i red

n=1
00

b,, konvergira;

n=1
e) akojer = +ooired > b, divergira,tadaired > a,

n=1 n=1

divergira.

iii) D’Alambertov kriterij Neka je

. Ap+1
lim = q
n—oo QA

Ako je ¢ < 1, tada red > a, konvergira, a ako je

n=1

q > 1,tadared ) a, divergira.

n=1
iv) Cauchyjev kriterij Neka je

lim /a, = q.

n—oo

Ako je ¢ < 1, tada red > a, konvergira, a ako je

n=1

q > 1,tadared ) a, divergira.

n=1



v) Raabeov kriterij Neka je

lim (1 — an+1> =q
n—o00 p,

Ako je ¢ < 1, tada red > a, konvergira, a ako je

n=1

q > 1,tadared ) a, divergira.

n=1

Primjer 1 Ispitajmo konvergenciju reda Z koris-

%\

teéi Cinjenicu da red Z = divergira.

n=1
Poredbeni kriterij I: Buduci je % < T za svakin > 1,

to je red Z divergentana minoranta reda Z o pa

n=1 n—

red — diverqira.
3 Jy diverg

Poredbeni kriterij Il: Neka je a, = i b, = ﬁ Sada je
1
n = 1
Jim % = lim 3 = lim = =0,

v
pa buduci da Z L divergira, onda i red Z
n=1 n=1

gira (po b)).

diver-

%\



O
Slicno se pokaze dared ) = za 0 < p < 1 diver-
n=1

gira, jer je za svakin > 1,
1 1
— < —

n o npP

MozZe se pokazati dared )" -, za p > 1 konvergira
n=1

(teze).

Primjer 2 Ispitajmo konvergenciju reda > Tl_l koris-

n=1

©.9)
teci ¢injenicu dared ) : divergira.

n=1
Poredbeni kriterij Il: Neka je a,, = + i b, = 5-—. Sada
je
1
hma—:lim — = lim e =2,
n— 00 b n—:o00 51 n—:0o0 n

pa buduéi da Z% divergira, onda i red Z T

divergira (po a))



Primjer 3 Ispitajmo konvergenciju reda >_ .
n=1

D’Alambertov kriterij: Imamo

) a ) 1)! _ n!

lim nl lim (nt) = lim =
n—oo (@, n—oo n—00 (?7, + 1)'

. n! .

lim = lim =0 <1,

n—oo (n+1)-nl  n-oo(n+1)

pa red konvergira.

Primjer 4 Ispitajmo konvergenciju reda ) |

Cauchyjev kriterij: Imamo

1 1
lim v/a, = lim 4/ — = lim — =0 <1
n—00 n—00 nn n—oo M,

pa red konvergira.



Apsolutna konvergencija

Definicija12 Zared ) _ a, kazemo da apsolutno konvergira

n=1

ako konvergirared > |a,|.

n=1

Teorem 12 Ako red > a, apsolutno konvergira, tada
n=1

| kKonvergira.

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi, tj. ima kon-
vergentnih redova koji nisu apsolutno konvergentni.

Ako red > a, apsolutno konvergira onda smijemo
n=1

"grupirati i komutirati sumande”, tj. “redosljed
zbrajanja” ne utjeCe na sumu reda.



Primjer 1 Ispitajmo apsolutnu konvergenciju reda

.9 _1n o) _1n—1

n=0 n=1
Buduci je
‘ | B (_1>n—1 B
an| = 2n—1 o 2n—1
onda je
Dl =3 55=2 %
n=1 n=1 n=0

(konvergentni) geometrijski red (¢ = %). Dakle, red

> (_2—1) apsolutno konvergira, pa po Teoremu 12, i

n=0

konvergira.

Nadimo sumu tog reda. Buduci da red konvergira,
mozemo grupirati i komutirati Clanove reda



S N S S O
.. StEtEtat )=

) E RIS
) =3 tEtEt )=

1
S S —
2 Y
<1 1
n 1
o 14
"1 2
()" 1 2
on 2 3



Primjer 2 Red

00 _1)"
;(n)

pa je konvergira (kasnije cemo pokazati), ali apso-
lutno divergira jer je

©.9)

Sl =3
n=1 n=1

pa jedivergentni red.

Alternirani redovi

Za red > a, kazemo da je alternirani red ako je
n=1

sgn a, = — sgn a,.1 za svakin € N.

Teorem 13 (Lebnitz) Alternirani red ) a,, konvergira
n=1

ako vrijedi:
) (Ing € N) takav da n > ng poviladi |a,.1| < |a,|,

i) lim a, = 0.



Primjer Ispitajmo konvergenciju reda

i(—n”_ RSN S
no 2 3 4 5 77

n=1

Ovo je alternirani red. Imamo:

1) zan > 1 vrijedi

(_1>n+1
n—+1

|afn+1| — |

—1)"
lim a, = lim (=1)
n— 00 n— 00 n

pa, po Lebnitzovom kriteriju, red konvergira.



Niz funkcija

Neka je D C R. Oznaéimo s R” skup svih funkcija iz
D uR,tj.

R”={f|f:D—R}

Definicija 13 Neka je D C R. Niz funkcija je svaka
funkcija f : N — R”, pri éemu je

fn)=f.:D—R.

Funkciju f,, nazivamo n—ti Clan niza.

Niz funkcija oznacavamo s { f,,} ili ponekad sa

f17 f27 f37 ooy fn, cee

Definicija 14 Niz funkcija { f,,} konvergira u tocki x
prema funkciji f, ako niz realnih brojeva {f, (z)}
konvergira prema f ().




Niz funkcija {f,} konvergira po toCkama ili obi¢no
prema funkciji fo na skupu A C D ako niz realnih bro-
jeva { f, ()} konvergira prema f;(x) za svaki = € A.
Simbolicki zapisujemo

(Vo € A) (Ve > 0) (Ing € N) (Vn € N)
n=>ng = |fu(2) = folr)] <e

Napomena: n iz definicije ovisi opCenitoo z i ¢.

Definicija 15 Niz funkcija { f,,} konvergira jednoliko
(ili uniformno) prema funkciji fo na skupu A C D ako
vrijedi

(Ve > 0) (dng € N) (Vo € A) (Vn € N)
n=ng=|fu(@) = folo)] <e.

Napomena: n iz ove definicije ovisi opCenito samo
0.

Napomena: Niz funkcija koji konvergira uniformno
konvergira i po toCkama na nekom skupu.



Primjer Neka je zadan niz funkcija f, : R — R,

fo () = 2", {j.
"/’673727 733.”7
Bududi je
0, z| < 1
lim z" = 1, r=1 :

div. r>11 < -1

onda niz funkcija { f,,} konvergira po to¢kama funkciji
O x| <1
fole) = { 1 =1
na skupu A = (—1,1].

Naime, npr. za 0 < z < 1 vrijedi

n Ine
Ev —O\<5<:>nlnx<lns(:>n>l—:
nx
]
no = [n_s] + 1.
Inx

Graficki:



A
Ako niz neprekidnih funkcija {f,} konvergira

uniformno prema funkciji fy, tada je i f, neprekidna

funkcija.

Ako konvergencija nije uniformna, tada funkcija f ne

mora biti neprekidna funkcija (slucaj u predhodnom
primjeru).

Primjer Niz funkcija f,, : R — R,

SIN NI

fn(l’):1— )

n

uniformno konvergira prema funkciji fy(x) = 1.
(Vidjeti sliku 5 u dodatku)



Red funkcija

Definicija 16 Red funkcija je uredeni par ({f.}, {sir})
nizova funkcija{ f,,} i {s;}, priCemuje f,: D — R.

k
sk=Fi+ fat ot = [
n=1

Funkciju f, nazivamo n—ti Clan reda, a funkciju
k
s = Y  fn k—ta parcijalna suma.

n=1

Red ({f.},{sr}) krace zapisujemo kao

Y fa=ft ot ot fit.
n=1

Definicija 17 Red funkcija > f,,, f,: D — R

n=1

e konvergira u tocki x prema funkciji s ako red realnih

brojeva »  f,, (x) konvergira prema s (), odnosno
n=1

ako niz realnih brojeva {si (z)} konvergira prema

s(x).



e konvergira po toCkama ili obicno prema funkciji s

na skupu A C D ako red realnih brojeva > f,, (x)

n=1

konvergira prema s (z) za svaki x € A.

e konvergira apsolutno na skupu A C D ako red real-

nih brojeva ) _ | f, (x)| konvergira za svaki = € A.
n=1

e konvergira uniformno prema funkciji s na skupu
A C D ako niz funkcija {s;} konvergira uniformno
prema funkciji s na skupu A.

Teorem 15 (Weierstrass) Red ) f,, f, - D — R
n=1

konvergira uniformno na skupu A C D ako ima kon-

vergentnu majorantu > a,, a, € R, tj. ako

n=1

(Ing € N) (Vx € A) |f,(x)] < a, €imjen > ny.



Primjer 1 Ispitajmo za koje x—eve red

n—1

Ezﬂ—wf

n=1

apsolutno konvergira. Red

>

— (1—x)"
je red s pozitivnim Clanovim, pa na njega mozemo
primijeniti Cauchyjev kriterij. Imamo

n—1

z|" |z

= |lim
RN VR R TR

lim +/|a,| = lim ¢

n—:a0o0 n—aoo

(1 —x)"

Red ¢e apsolutno konvergirati za

= <1l = x¢€ —oo1 :
11—z ' 2

Treba jos provijeriti Sto se dogada za x =
polazni red je oblika

_1
.ZaCE—2

DO | —

00 n 1 00
Z:l__ 222

Ovaj red divergira jer je lim a, = lim 2 # 0. Dakle,

n—aoo

polazni red apsolutno konvergia za = € (—oo, %) :



Primjer 2 Promatrajmo red

n=1
Za svaki n > 1 vrijedi
el I P

Buduci da je red > # konvergentan. Dakle, polazni
n=1

red uniformno konvergira na intervalu x € |—1,1].



