


2. Globalna svojstva realnih funkcija

Definicija 2.1 Za funkciju f : A — R, A C R
kazemo da je:

e omedena odozgor ako postoji M € R takav da je

(Vo e A) (f(z) < M);

e omedena odozdol ako postoji m € R takav da je

(Ve e A) (m < f(x));

e omedena ako je omedena odozgor i odozdoal;

e neomedena ako nije omedena.

Primjer
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i

funkcija omedena odozgor
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funkcija omedena odozdol

__________ e

omedena funkcija
J

neomedena funkcija




Definicija 2.2 Neka je dana funkcija f : A — R,
A C R i neka je domena A simetricha s obzirom

na ishodiste (tj. + €¢ A = —x € A). Za funkciju f
kazemo da je:

e parna ako je
(Vo e A) (f(=2) = f(2));
(graf simetrican s obzirom na os y).
e neparna ako je
(Vo e A) (f(=2) = f(2));

(graf simetrican s obzirom na ishodiste).

Primjer

o f(x)=+v1—2a% f:|-1,1] — R. Dakle, domena
A = |—1,1] je simetricna s obzirom na ishodiste i
vrijedi

Fl=a) =1 - (—a) = VI—22 = f (@),

pa je funkcija parna.




o f(v)=2° f:R — R. Dakle, domena A =R je
simetricna s obzirom na ishodiste i vrijedi

f(=2) = (-2’ = =2’ = —f (x),

pa je funkcija neparna.




Definicija 2.3 Za funkciju f : A — R, A C R
kazemo da je:

e Uzlazna ili rastuca

(V1,20 € A) (x1 <19 = f (1) < f(29));

e strogo uzlazna ili strogo rastuca

Va1, 20 € A) (x1 <19 = f(21) < f(29));

e silazna ili padajuca

(Vap, 20 € A) (x1 <19 = f (1) > f(29));

e strogo silazna ili strogo padajuca

Va1, 20 € A) (11 <19 = f (1) > f(29));

eakoje f: A — R, A C Rl (strogo) rastuca ili

(strogo) padajuc¢a kazemo da je (strogo) monotona.

e funkcija f : A — R, A C Rje po djeloviima monotona

ako se domena A moze "rastaviti" na konacno

mnogo djelova (intervala) I, ti. A = |J I}, tako da

k=1
je na svakom od njih funkcija monotona.



Primjer

X

strogo padajuca funkcrija

strogo rastuca funkcija




rastuca funkcija

y

po djelovima monotona funkcija

Napomena: Svaka strogo monotona funkcija je

injekcija.

Definicija 2.4 Za funkciju f : A — R, A C R
kazemo da je periodiCna ako postoji realan broj
P # 0 takav da vrijedi

VeeA) @+PeA = f(x)=f(z+P))

P se naziva period od f. Najmanji pozitivan period
Py (ako postoji) naziva se osnovni period.

Napomena: Graf periodiCke funkcije se ponavlja na
svakom intervalu duljine osnovnog perioda, tj. na
intervalu oblika [z, = + Fp).




3. Granicna vrijednost ili limes

Intuitivna definicija: ako se vrijednost funkcije f (z)
priblizava vrijednosti L. kada se nezavisna varijabla
priblizava toCki x,, tada kazemo da f (x) tezi prema
L kada x tezi prema x, .

f(x) — L kada = — xy.

Broj L nazivamo granicna vrijednost ili limes funkcije
f (z) u tocki x i piSemo

lim f(x) = L.

T—X



Definicija 3.1 Nekaje f : A — R, ACR, 2y € Ri
neka vrijedi (xg — 6, o+ ) N (A\ {zo}) # 0 za svaki
0 > 0. Kazemo da je L grani¢na vrijednost ili limes
funkcije f (z) u tocki zy ako vrijedi

(Ve >0) (36> 0) (Yo, z € A\ {zo))

(|v —xo| < 6= |f (x) —L|<¢)
PiSemo

lim f(x) = L.

T—X

Komentar;

" (xg— 0, xg+0) N (A\ {zo}) # 0 za svaki § > 0"
znaci da je funkcija definirana u svakoj (i ma kako
maloj) okolini oko toCke x, ali ne mora (a moze) biti
definirana u x, tj. x( nije izolirana tocCka.

Primjer: A =(—1,0)U(0,1)ixy=0;

o |v —19|<d <= x€(r9—0, xo+9);

o |f(x)—Ll<e <= f(x)e(L—¢, L+e¢).



Teorem 3.2 (jedinstvenost) Ako limes od f u tocki
x( postoji, onda je jedinstven.

Teorem 3.3 (svojstva limesa) Ako postoje lim f (z)

T—X

i lim ¢ (z), onda vrijedi:

o lim (f(x) +g(@) = lim f () & lim g (@),

o lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x);

T— X T—X T—X

S ) -
e lim = =20 uz lim g (z) # 0;

T—X g(m) T—X

Jim g(2)
e lim (f (I)g(x)) = (lim f(:z:))

uz f(z) >0i lim f(z)>0.

T— X

Napomena: Funkcija h(z) = f (x)g(x) je definirana
tamo gdje je funkcija g i gdje je f (z) > 0, tj.

Dy=D,N{x € Ds: f(x)>0}.



Teorem 3.4 (ukljeStenje) Neka je postoje lim f(z)i

T— X

lim g (x) i neka je

T—X

lim f(x) = lim g(x)= L.

T— X T—X

Ako postoji 0 > 0 takav da za funkciju A vrijedi
r € (xg—0,20) U (20, 2o+9) = f(zr)<h(x)<g(x).

tada je
lim h(z) = L.

T—X)

Primjer: Pomocu Teorema 3.4 moze se pokazati da

e '
sinz_

lim
z—0

Naime, za svaki z € (—3,0) U (0,Z) vrijedi

SIN T
cos T < <1

Buduci je
limcosr=11 liml=1 = limcosx =1lim1 =1,
x—0 x—0 x—0 x—0
onda, po Teoremu 3.4, slijedi

. sInxT

lim = 1.

x—0 X

Za detalje vidjeti Prim.4.6, str.120. (l. Slapnicar).



Definicija 3.5 Nekaje f : A — R, ACR, zp € Ri
neka je:

o (xg— 0, x9) N A # () za svaki § > 0, onda kazemo
da je L; granicna vrijednost ili limes slijeva funkcije
f (z) u toCki xq ako vrijedi

(\V/FE > O) (35 > O) (\V/QZ, T € (33() — 0, ZE()) M A)
= |f(z) —Li|<e¢
PiSemo

lim f(x)= L.

a:—>a:50

o (1g, 79+ 0d) N A # () za svaki § > 0, onda kazemo
da je L, granicna vrijednost ili limes zdesna funkcije
f (z) u toCki xq ako vrijedi

(Ve >0) (360 >0) (Va,x € (g, xg+0)NA)
= |f(z) —Lao| < ¢
PiSemo

lim f () = Lo.



Primjer: f (x) = sgnx, f:(—00,0)U(0,00) — R

Napomena:
r { —1, <0

|z I, >0
1.0
y

0.5

2 1 | 1 é
X
-05T
lim sgnxz =—1, lim sgnx =1

r—070 x—0+10

Ako = — xq (ili # — 27" ili  — 2{”) moguce je da
vrijednosti funkcije f (z) teze u beskonacnost.




Definicija 3.6 Nekaje f : A — R, ACR, 2y € Ri
neka vrijedi (zg — 0, o+ ) N (A\ {xo}) # 0 za svaki
o > 0.

e Ako
(VM1>0) (36 >0) (Vx,z € A\ {xo})

(|t — xo| < 0 = f(z) > M)

onda kazemo da f tezi u +oo kada x tezi u z i
piSemo

lim f(x) = +o0.
T—T0

Napomena: u ovom slucaju limes ne postoji.

e Ako
(VMao< 0) (36 > 0) (Yo, z € A\ {x0})

(|r —xo| < 0 = f () < My)

onda kazemo da f tezi u —oo kada x tezi u x|
piSemo

lim f(x) = —o0.

Napomena: u ovom slucaju limes ne postoji.

e SliCno za limese zdesna i slijeva.



Primjer

lim f (2) = —o0

lim f(z) =400, lim f(x)=—o0

x—00 z—010



Limes u beskonacnosti

Ako je podruéje definicije A funkcije f : A — R,
A C R, neogranic¢eno sjedne ili obje strane, tj. ako
sadrzi neki interval oblika (a, +oc0) ili (—oo, b), onda
kazemo:

Definicija 3.6
e Vrijednost b € R je limes u +oo i piSemo

lim f(x)="0

Tr——+00

ako
(Ve > 0) (IM1>0) (Vz € A)

(x>M; = | f(x)—0bl <e)

e Vrijednost c € R je limes u —oo i piSemo

lim f(x)=c

T——00

ako
(Ve > 0) (AMy< 0) (Vo € A)

(x < My= | f(x)—c| <e).



Primjer

Napomena: Teoremi analogni Teoremima 3.2, 3.3,
3.4 vrijede i za limese zdesna, slijeva i za limese u
beskonacnosti.

Primjer Treba naci

. sinx
lim
r—4+oo I
Buduci da je
—1 <sinx <1,
onda za x > 0 vrijedi
1 sinz 1
—— < < —,
X X X
Kako je
1 . 1
lim — = lim — =0,
rT——+00 TrT——400 T
onda je, po teoremu ukljestenja,
. sinx
lim = 0.

r——4+o0 I



