


4. Neprekidnost

Definicija 3.1 Za funkciju f : A — R, A C R
kazemo da je neprekidna u toCki x;, € A ako je

lim f(x) = f (x0).

T—X

Za funkciju f : A — R, A C R kazemo da je
neprekidna na skupu B C A ako je neprekidna u
svakoj tocki tog skupa.

Za funkciju f : A — R, kazemo da je neprekidna
ako je neprekidna na cijelom podrucju definicije A (ij.
ako je B = A).

Svojstva neprekidnih funkcija

Teorem 4.1 Neka su funkcije f i g neprekidne u
tocki zp € Dy N D, (na skupu B € D, N D,), tada
su neprekidne u tocki zp € D; N D, (na skupu
B C DyN D,)ifunkcije f+g, f—g, g, L uz
g (xg) # 0 (uz g (x) # 0 za svaki x € B).



Primjer

Buduci je
: : . : 7T
lim sinx = sin — = 1, lim cosx = cos — = 0
onda je
L . T
lim (sinx 4+ cosx) = sin—+ cos = = 1,
T—5 2 2
L . T
lim (sinx — cosx) = sin— — cos — = 1,
T3 2
. L T
lim (sinz - cosx) = sin— - cos — = 0,
T—3F 2 2
ali funkcija 2L = ¢gz nije neprekidna u tocki zo = Z,

jerje cos5 = 0.

Teorem 4.2
Nekasu f: A— Big:C — D, f(A) C C, funkcije.

e Neka je funkcija f neprekidna u toCki xp € A i
funkcija g neprekidna u tocki iy = f (z¢) € C. Tada
je funkcija go f : A — D neprekidna u tocki
xo € A, 1j. vrijedi

lim (g O f) (96) =g (f (l’o)) =g (yo)-

T—X)



e Ako je
lim f(x) = yo

T—X
| ako je funkcija g neprekidna u tocki iy, € C. Tada
je

lin (g0 f)(a) = lim g (7 () =g (Jim ) =9 a0).
(kraCe kazemo: neprekidna funkcija "komutira" s
limesom).

Primjer 1
Treba odrediti |
lime = .
x—0
Funkcija f () = Sigx nije neprekidna u toc¢ki xy = 0,
ali postoji

SIN &
= 1.

lim
r—0 X
Buduci je funkcija g (z) = e¢” neprekidna u tocki
Yo = 1, onda je

lim(go f)(x)=lime+ =e¢

z—0 z—0

sinx 1

T =€ = €.

lim$_>0



Primjer 2
Sliéno:

lim In (1 + ZIJ)% = In ( lim (1+ az)?w)

x—07 x—07
1 % 1 1
— I (lim (1+2)7)" =neb .
n xl_%h( + ) ne: =g

Napomena:
ef. .. 1\" 1 . 1
ed lim (1—1——) = [x:—] = lim (1+t)%
T——+00 x t t—0+0

Teorem 4.3 Neka je funkcija f : A — R neprekidna
na segmentu |a, b] C A. Tada vrijedi:

e Slika segmenta |a, b] je segment, tj. f ([a,b]) =
¢, d] . Ako je restrikcija f|(,; konstanta, tada je slika
segmenta [a, b] toCka.

e Restrikcija f|j,; poprima na intervalu |a, b] svoj
minimum i maksimum kao i svaku vrijednost
izmedu njih.



slika segmenta je segment,

sgnf (a) # sgnf (b) = (Ix,) f (xg) =0

slika segmenta je toCka



Posljedica Neka je funkcija f : A — R neprekidna
na segmentu |a,b] C Ainekaje sgnf (a) # sgnf (b).
Tada postoji barem jedna toCka x, € |a, b| za koju je

Napomena: Ova tvrdnja se koristi kod numerickih
metoda za nalazenje pribliznih vrijednosti nultoCaka
funkcije (npr. metoda bisekcije).




Vrste prekida

Funkcija f : A — R je neprekidna u tocki z; € A
tocno onda kada vrijede uvjeti:

i) Postoji lim,_, o f (z) = Ly i postoji lim,_, .0 f (z) =
LQ'

)

i) im0 f (2) = lim,_, 0 f (2) = limyy, [ (2) = L
(L1 = Ly = L);

i) lim, ., f () = f (x0) .

Ako barem jedan od uvjeta i), ii), iii) nije zadovoljen
kazemo da funkcija f ima prekid u tocki x.

e Ako su zadovoljeni uvjeti i) i ii), a nije iii) kazemo
da funkcija f ima uklonjivi prekid u tocCki x.
(L1 i3Lyi Ly = Ly # f (0))

e Ako vrijedi samo i) kazemo da funkcija f ima
prekid prve vrste u toCki z¢ (3L, i Ly i Ly # Lo).

e Ako ne vrijedi i) kazemo da funkcija f ima
prekid druge vrste vrste u tocki z, (barem jedan
od L;, Ly ne postoji)




5. Asimptote

Asimptota funkcije je pravac sa svojstvom da udal-
jenost toCke na grafu funkcije od tog pravca tezi k nuli
kada barem jedna kordinata te toCke tezi u beskon-
acnost.

Postoje tri vrste asimptota:

e vertikalne;
e horizontalne;

e kose.
Vertikalne asimptote

e Pravac x = xy nazivamo lijeva vertikalna asimptota
funkcije f u toCki x( ako je

ili  lim f(zx)=40c0 ili lim f(z)=—occ.
x—ngo J:—>J:O_O
e Pravac r = x(y nazivamo desna vertikalna asimptota
funkcije f u toCki x( ako je

i lim f(z)=+occ ili lim f(z)=—o0.

T T

Vertkalne asimptote trazimo u toCkama prekida ili
na rubovima podrucja definicije funkcije.



Primjer 1 Neka je

f@)=-

Tada je Dy = (—00,0) U (0,+00) . Dakle vertikalnu
asimptotu trazimo u x = xy. Buduci je
1 1 _ 1 1

lim —=(—)=—-00 i lim —=(

- — ) = —I_OO,
x—00 2 —0 x—010 —|—O>

onda je pravac r = 0 (os y) obostrana vertikalna
asimptota.

ﬁ :
fla)=1

Primjer 2 Neka je

f(z)=Inzx.

Tada je Dy = (0,+00). Dakle (desnu) vertikalnu
asimptotu trazimo u xy = 0. Buduci je

lim Inz = —o0,

onda je pravac x = 0 desna vertikalna asimptota.



- X

f(z)=Ihx

Horizontalne asimptote

e Pravac y = y, nazivamo lijeva horizontalna asimptota
funkcije f : D; — R ako je

lim_f (x) = yo.

T——0O

e Pravac y = y, nazivamo desna horizontalna asimptota
funkcije f : D; — R ako je

o F) =0
Lijeva horizontalna asimptota moze postojati samo
ako je neki interval oblika (—oo,a) C Dy za neki
a € R. Sliéno za desnu ( (b, +00) C Dy ).



Primjer 1 Neka je

f@)=-

Tada je Dy = (—00,0) U (0, +00) . Dakle moZemo
traziti horizontalnu asimptote i s lijeve i s desne
strane. Buduci je
1 1 1 1
im —=(—)=0 i lm —=(—)=0,
T——00 —00 r——+00 I +00

onda je pravac y = 0 (os =) obostrana horizontalna
asimptota.

——




Primjer 2 Neka je

f(z)=-¢€".

Tada je Dy = (—o0, +00) . Dakle mozemo traziti hori-
zontalnu asimptote i s lijeve i s desne strane. Buduci
je

lim e"=0 i lim e'=+4o0,
Tr——00 r——+00

onda je pravac z = 0 lijeva horizontalna asimptota

y




Kose asimptote

e Neka je

iy ()

r——00 I

T——0O0

]{1 | kl#O,ioo |

onda pravac y = kix+/[; nazivamo lijeva kosa asimptota
funkcije f.

e Neka je

im L) gy By #0400 |

r—4+oo0 I

lim <f (5(3) — kgﬂf) = 12 | ZQ 7é +00

Tr——+00

onda pravac y = kyx+I[9 nazivamo desna kosa asimptota
funkcije f.

Lijeva kosa asimptota moze postojati samo ako je
neki interval oblika (—oo,a) C D za neki a € R.
Sliéno za desnu ( (b, +00) C Dy ).



Primjer 1 Neka je
2

f(x)::c%—l'

Tada je Dy = (—o0, —1) U (—1,400). Dakle mozemo
traziti ili horizontalnu ili kosu asimptotu i s lijeve i s
desne strane. Bududi je

lim f(z)= I LA I
rmtoo ! T a1 el Ll 0
trazimo kose asimptote.
_2? 2
ki = lim f(x): lim “L = lim ;E
rT——00 X r——00 I rT——00 I + &
1
= lim =1
x—>—ool—|—z
.772
[L= 1 —1-2)= 1 —
1= lim Fl@) =)= Hm (;,;H )

= lim (—:13):_1’
z——oco \ T + 1

onda je pravac y = x — 1 lijeva horizontalna asimp-
tota. Slicno se pokaze da je y = x — 1 i desha kosa
asimptota, dakle obostrana.



VAZNO: Funkcija ne moze imati istovremeno i lijevu
horizontalnu i lijevu kosu asimptotu (analogno za
desne).



DOBIVENO

SRECA = —
ZELJENO

Ako ZELJENO — oo onda SRECA — 0

Ako (bi) ZELJENO — 0 onda (bi) SRECA — oo



