


3. DERIVACIJE I PRIMJENE



1. Derivacija

e diferencijalni ili infinitezimalni raCun - jedan od
najvaznijih djelova matematicke analize;

e velika primjena u tehnici;
e derivacija - mjera promjene;

e pojam derivacije - 17 st. (I. Newton - problem
odredivanja trenutne brzine i G.W. Leibnitz - prob-
lem odredivanja tangente u bilo kojoj tocCki krivulje)

Definicija 1.1 Kazemo da je funkcija : A — R,
A C R, derivabilna u tocki x; € A ako postoji limes

TG R ) NP (1)

T—XT T — ZCO

Broj f' (x¢) nazivamo derivacija funkcije f u tocki x.

Za funkciju f : A — R, A C R kazemo da je
derivabilna na skupu B C A ako je derivabilna u
svakoj tocki tog skupa.




Za funkciju f : A — R, kaZzemo da je derivabilna
ako je derivabilna na cijelom podrucju definicije A ({j.
ako je B = A).

Akoje f : A — R, A C R derivabilna na skupu
B C A onda postoji funkcija

flg:B—R, z— f'(x),

koju nazivamo derivacija funkcije f na skupu B.

Ako je B = A onda govorimo o derivaciji f': A — R
funkcije f : A — R.

Derivabilnu funkciju f : A — R, A C R kojoj je
derivacija /' : A — R neprekidna funkcija nazivamo
neprekidno derivabilna funkcija ili glatka funkcija.

Napomena: Ako je =y € A izolirana toCka (40 > 0,
(xg — 9, zo+0) N (A\ {zo}) = 0), onda derivacija
f' (xg) ne postoji, premda je funkcija definirana u toj
tocki.




Uvedimo oznake:

r —x9 = Ax - prirast nezavisne varijable

f(x)— f(xg) = Af(z)=Ay - prirast funkcije f u tocki xy.

Buduc€i x — x( ako i samo ako Ax — 0, onda je

f (@0 + Ax) — f (o)

, . g
Pl = ™ !
Af(x) .. Ay
/ o /
f @) = Alglcrgo Az i f" o) = Alglz:rilo Az
Primjer

e Ispitajmo derivabilnost funkcije f (z) = ¢, ¢ € R.
(f : R — R i nema izoliranih toCaka).
Neka je zp € R =D (bilo koja tocka). Tada je

f(xo+ Az) — f(x0)

/ — 1
flao) = Jimg A
= lim C_Czlim 0=0.

Ax—0 AZC Ax—0

Dakle, za svaki = € R je f'(x) = 0, pa je derivacija
ove funkcije f': R — R, f'(x) = 0. Kraée: (¢) = 0.



e Ispitajmo derivabilnost funkcije f(z) = a°.

(f : R — R i nema izoliranih toCaka).
Neka je zp € R =D/ (bilo koja tocka). Tada je

f (o + Az) — f(x0)

/ 1 _
flao) = Jimg Ar
— im (xo + A:C)Q — (CEO>2 _
Ax—0 Ax
. Az (2x9+ Ax) _ B
TN T A amPrran =

Dakle za svaki = € R je f'(z) = 2x, pa derivacija
ove funkcije f': R — R, f'(x) = 2.
Krage: (2?)" = 2z.

e Ispitati derivabilnost funkcije f (z) = sinx.
(sami - knjiga |.Slapnicar, str.164.). (Vx € R,
(sinz) = cos )

e Ispitati derivabilnost funkcije f (x) = cosx. (Vz € R,
(cosx)' = —sinz)

e Ispitati derivabilnost funkcije f (z) = 2", n € N.
(Vx € R, (#")" = na"1). (Uputa: Kkoristiti binomni
teorem!)



e Ispitati derivabilnost funkcije f (z) = a*. (sami -
knjiga |.Slapnicar, str.172.) (Vz € R, (a*) = a”In a).

Specijalno: (e*) = e”lne = ¢°

Uocéimo: Ako je f(z) = 2° (funkcija), onda je
f"(x) = 2z (funkcija). Sada je

f()y=1*=1(broj) i f'(1)=2-1=2(broj).
S druge strane vrijedi

(f (1)) = (1) =0 (derivacija konstante),

Dakle,

ili opcenito



Geometrijska interpretacija derivacije
- problem tangente (Leibnitzov pristup)

Neka je jednadzbom y = f (z) u ravnini zadan graf
funkcije (krivulja), pri c¢emu je f : A — R derivabilna
funkcija.

Problem: Trazimo algebarsku jednadzbu tangente u
nekoj toCki dane krivulje.

Neka je x, xp € Aix # xy. ToCkama D (xy, f (x¢)) |
T (z, f (x)) je odredena sekanta (pravac) sy. Koefici-
jent smjera sekante st je

N CIES AN

Ako tocCku D fiksiramo, a toCka 1" se (po grafu) "prib-
lizava" (tezi) tocki D, tj. ako x — x(, onda se sekanta
st priblizava tangenti ¢t u tocki D. Dakle,

ke = lim kg = lim f(x) = f(20)

T—D T—XT €T — ,I’O

= f'(z0),

tj. koeficijent smjera tangente ¢ na graf funkcije f u
toCki D (xg, f (xo)) jedanak je derivaciji funkcije f u toCki .

Jednadzba tangente sada glasi

t ..y — f(wo) = f (20) (x — 20).



Tocku D (x, f (z¢)) nazivamo diraliste.

Normala n u toCki D (xg, f (x()) na graf funkcije f je
pravac kroz D okomit na tangentu ¢. Jednadzba nor-
male glasi

1 /
ny—f(xo) :_f/<370) (33—330), (f (aj0> #O)

Primjer Odredite jednadzbu tangente i normale na
parabolu y = 2% u tocki s apscisom zy = —1.

flx)=2* = f(2)=22

Sada je

pa je
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Teorem 1.2 Ako je funkcija f : A — R, A C R deriv-
abilna u toCki =y € A, onda je i neprekidna u toj tocki.

Dokaz: Bududi je funkcija f derivabilna u tocCki z, € A,

onda je

fm (70) = 5 eo) = Jig L a2
— :ch—>HxlO f (52 : ;ZO(:UO) , x11—>rrx10 (x — ) der: (o) - 0=0.

Dakle, lim,_.,, f () = f (x¢), paje f neprekidna u x.

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi.



Teorem 1.2:

fderivuzy = fnepr.uxzy (P=Q),
ili ekvivalentno

f nije nepr. uzy = f nijederiv.uxy (—Q = —P)

Obrat Teorema 1.2 ne vrijedi:
fnepr.uzy = fderivvuzy (Q = P),
ili ekvivalentno

f nije deriv. uzg % f nijenepr.uzy (=P % —Q)

Dakle, postoje funkcije koje su neprekidne u nekoj
toCki domene, ali nisu derivabilne u toj tocki.

Primjer - kasnije.



Pomocu limesa slijeva i zdesna definiramo:

Definicija 1.3 Kazemodaje f: A — R, A C R,

e derivabilna slijeva u tocCki xy € A ako postoji limes

Ar) —

Broj ', (x() nazivamo derivacija slijeva funkcije f u
tocki X

e derivabilna zdesna u toCki =y € A ako postoji limes

i f(xo + Az) — f (x0)
Ax—0+0 Ax

- fjro (o) -

Broj f*., (xo) nazivamo derivacija zdesna funkcije f u
tocki i)

Dakle, funkcija f je derivabilna u toCki xy € A ako |
samo ako je f derivabilna slijeva i zdesna u tocCki z i

ako je [y (o) = [y (o) -



Definiramo lijevu i desnu tangentu u tocki D (xg, f (xg))
na graf funkcije f :

t; y—f(a:o) = f/_() (330) (CIZ—CIZ()),

ta ..y — f(xo) = [l (o) (x — x0).

Primjer Ispitajmo derivabilnost funkcije f (z) = |z| u
toCki xo = 0. (f : R — R i nema izoliranih toaka).

. f 0+ Ax)—f(0) . 0+ Azx| — |0
/ . _
-0 (0) = Ail—r%o Ax B Ail—{%o Az

= lim M— lim _Ax: lim —1=—1.

Az—0-0 Ax _Ax—>0—0 Ax Ax—00

. 0+Az)—f(0) .. |04+ Az —]0]
+0 <O) A:clir(l)*o Ax Aa:lir(l)“) Ax
Y

Az—0+0 Az Az—0+t0 Ax  Az—0-0

Dakle, f je derivabilna i slijeva i zdesna u toCki zj = 0

(3 f5(0) 13 fi0(0)), alije f7((0) # fig(0), pa f nije

derivabilna u zy = 0 (ne postoji ' (0)).
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Uocimo:

lim f () = 0= [ (0),

rz—0

pa je f neprekidna u toCki o = 0. Ovo je primjer
funkcije za koju ne vrijedi obrat Teorema 1.2 u tocki
oy — 0.

Lijeva i desna tangenta u tocki D (0, 0) na graf funkcije

fla) = laf:
tjy—0 = (-1)-(x—0) = y=—r,

ti...y—0=1-(x—0) = y=nur.



Uocimo: Restrikcije f|_.0) i f](0.00) SU derivabilne
funkcije. Naime, vrijedi

(f|(—oo,0))/ (x) = (—33)/ =—1, Vz <0,

(Fliowo)) () = (x)' =1, Vx>0

Dakle,
—1, x <0,
f'(r) =|z|' = { nepostoji, z =0, p = sgn ()
1, x > 0.

y 1
08T
067
0471

L 0.8”

-2 -1.7515-1.251 -0.750.5_-8.%510 0.2505 0.751 1.2515 1.752

-047
-0.67
-0.87

y = sgn (z)



2. Pravila deriviranja

Teorema 2.1 (pravila deriviranja) Neka su funkcje
f,g - A— R, derivabilne na skupu B C A. Tada za
svaki z € B vrijedi

i) (f +9) (2) = f'(2) +¢ (2);
i) (f —g) (z) = f'(2) — ¢’ (2);

iii) (f - g)' () = [ (2) - g (x) + f(2) - ¢ (2);

! "(x2)g(x)—f(z)-¢(x
iv) (%) <3U):f()9(9)2(5)()9()7 g(z) 0.

Dokaz:

i) sami;
if) sami;

iv) sami - knjiga I.Slapnicar, str.167.



iii) Neka je zy € B (bilo koja tocka). Tada je

(fg),($0> — lim (fg) (l’Q—I—Al’)—(fg) (Zl?()) _

Ax—0 Ax

Axr—0 AZE’

TATT Ay Jmrans
g (wo+ Ax) — g () _
+ Az f @) =



iii)’ Specijalno:

(cf) (z) = f (z)+cf () = Ote f'(w) = cf (2), cER.

Primjer
. / . / . /
, sin (sinx) - cosx —sinx - (cos )
COS COS? T
cosx - cosx —sinx - (—sinx)  cos®x + sin x
COS? T cos?
1
=——, cosx #0
COS? T
Slicno:
cosx\’ 1
/ .
(ctg:v):<, ):...:—_2 , sinz#0
sin sin” x

Teorem 2.2 (derivacija kompozicije) Ako je funkcija
/ derivabilna u tocki xy € Dy i funkcija g derivabilna u
toCki yo = f (v0) € D, tada je kompozicija h = go f
derivabilna u tocCki z i vrijedi

(9o f)’ (z0) = g (yo) - f (z0) = g (f (o)) - f (o) .



Primjer 1 Treba naci 2’ (z) , ako je h (x) = cos (sin x) .
Imamo

h(w)=(go f) (@), f(x)=sinz, g(x)=cosa

Neka je o € R (bilo koja tocka) i sin xy = vyy. Tada je,
po Teoremu 1.3,

h' (xzy) = cosyg - (—sinzg) =

= cos (sin xg) - (—sinzy) = — cos (sin xg) - sin x,
tj.
(cos (sinz))" = — cos (sin z) - sin z.
Primjer 2
e’ — e\ 121, iy 1 T1.2, i)
— 1, iii - _\! T1.2, 4
(sha:)/:( 5 ) = 5(6 —e ") =




Teorem 2.3 (derivacija inverzne funkcije) Neka je
f : A — B bijekcija, neka je f derivabilna u tocki

xg € Ai f(xg) # 0. Ako je pripadna inverzna funkcija
f~t: B — A neprekidna u tocki yy = f (zy) € B,

tada je

1

f' (o)

(f_l)/ (o) =

Primjer 1 Funkcija
fl@)=2%  f:[0,00) — [0,00)

je bijekcijai f je derivabilna (f' (z) = 2z, Vo > 0).
Buduci je

fH @) = Ve, f7[0,00) — [0,00).

onda je za x € [0, c0)

=0 =Fm=m =5 V>0
pa je
(\/E)/ = L x > 0



Primjer 2 Funkcija

f@)=sinz, f:|-2 2] —[-1,1]
2 2
je bijekcija i f je derivabilna (f' (x) = cosu,
vz € [-5,Z)).
Bududi je

f(x)=arcsinz, f':[-1,1 — {—z,g] :

ondajezaz € [-Z,Z]

SinNT =Yy <= T = arcsiny
|z Teorema 1.4 slijedi

(arcsiny) = (f_l)'(y) — _

pa je

1
(arcsinz) = r e (—1,1).

V1— 2




Slicno:
/ L 1

- zlna’ t >0

(log, )

Deriviranje implicitno zadane funkcije

Neka je funkcija f : A — R, A C R, zadana im-
plicitno sa F'(x,y) = 0 i neka je f derivabilna u tocki
r € A. Trazimo f’ (x). Uvedimo oznake:

y=f) i y=f(z).

Postupak: formalno deriviramo F' (z,y) = 0 i Koris-
timo teorem o derivaciji kompozicije.

Primjer 1 Jednadzbom

2 — gy +a°—2=0

je zadana jedna (ili vise) funkcija f. Trazimo f’i f'(0).
Uvedimo oznake:



Sada imamo:
(Qy—a:y+x2—2)/20' —

22y —y—ay +2r+0=0 =
y (2In2 —x)=2x+y =

I _ _237"_:9
WIn2 —x

Y

Ako je yo = f(0), onda je
2 —0-yp+0°—2=0 =

MW =2 = g = 1.

Ako je y, = f'(0), tada je

y/ _ _2'O+y0
O omin2 — 0’
gj.
-2-0+1 1 1

/
0) = - -
() 21ln2—-0 2In2 In4




Primjer 2 Treba odrediti jednadzbu tangente na elipsu
(z =17 ¢’

Vi) 2

4z -1 +31=12 — —1

u tocki T(1,yo < 0).
Dakle, treba naci y (1) i ¢’ (1) . Imamo:
2 ! /
(4 (x —1)* + 3y2) ~(12) —

8(x—1)+6yy’ =0 =

y/:_8(gj_1>
6y

Imamo
11-172+432 =12 =

=4 = yo==£2,

Dakle, T'(1, —2). Sada je
8(1—1)  8(1—1)

Yy = — = — =0
! 60 6-(—2) 7

pa je jednadzba tangente

tewy—(-2)=0-(z—1) = y=-2.



~_

x_-é 2 2
GrtE=L ov=-2

Primjer 3 Treba nac¢i f'(z), ako je f(x) = a",
r € R\ {0}. Imamo

1
(ajr>/ _ (erlnx>/ T£.2 erlnm . (Tlﬂ[lﬁ), — .
X

Prisjetimo se: Prirodno podrucje definicije funkcije
f (z) = 2" ovisi o realnom broju r € R\ {0} .

e Akojer € N,ondaje Dy = R;

e Ako jer € Q\N, onda je Dy = Riili Dy = R\ {0} ili
Df — (O, OO) ili Df = [0, OO);

e Ako je r € R\Q, onda uzimamo D; = (0,00) za
r<0iD;=|0,00)zar >0.



Logaritamsko deriviranje

Trazimo /' (x) , ako je h (z) funkcija oblika
hx) = (f (@)

Postupak:

e Uvedemo oznaku

y=(f ()"

e Logaritmiramo gornji izraz i dobivamo

Iny=g(x) -Inf(z);

e Deriviramo (vodeci racuna da je Iny slozena

funkcija - kompozicija)

y/—’x-n T .f'l'/ili'
L @) 0+ g (o) s )
e Dobivamo
= "()-In f (x -1-’:1:
= (d@ i@+ S @) =




Primjer 2 Trazimo /' (), ako je h (z) funkcija oblika

h(x)= (sinz)™".

Uvedemo oznaku

y = (sinx)™";

Logaritmiramo gornji izraz i dobivamo

Iny = cosx - Insin x;

Deriviramo
Y . . 1
— = —sinx-Insinx +cosx - —— - cos x;
Y sin @
Dobivamo

2

SN o

2

h'(x) = (sinx)™" - (— sinz - Insinz +

. : cos” x
y = y-(—smx-lnsmw—# : ) —

COS™ X

S111 T

)



Derivacije elementarnih funkcija

U sljedeceoj tablici, sve derivacije elementarnih
funkcija definirane su tamo gdje i funkcije. U sluca-
jevima gdje to ne vrijedi dano je podrucje definicije
derivacije.

C)’ = 0, (po definiciji)

ilj'n)/ = m:”_l, n & N, (po definiciii)

! TCCT_l, T E ]R, (po Trm 2.2)

)
aw)’ a”’ 1I1 A, (po definiciji)
)

63j = ex, (po definiciji)
10 X ges ! , (po Trm 2.3)
a
rina
1
(hl :13) = —, (po Trm 2.3)
X
: ! T
(Sln .fC) = COS T , (po definiciji)
! : -
(cosx) = —sinx,  (odefinii
, 1
(tg QZ) = 5 (PoTm2.1)
COS“
, 1
tgx) = —
(C g ) 5 s (poTrm2.1)

SIN“ x



1

(arcsin x)" = m € (—1,1), (otm23
(arccos ) = \/11_73:2 € (—=1,1), @Eomm23
(arctg x)’ = . —|—1£U2, (po Trm 2.3)

(arcctg x) = 1 ij, (po Trm 2.3)

(Sh ZIZ)/ = Ch €T, (po Trm 2.1 Trm 2.2)

(Ch JZ‘)’ = Sh €T, (po Trm 2.1 i Trm 2.2)

1
(thﬂf)/ = h2 , (po Trm 2.1)
C xr
1
(ctha) = — h2 ,  (poTm2.1)
S xr
arsh xr (po Trm 2.3)
(arsha)’ = \/T "
1
(al”Ch x> , (po Trm 2.3)
\/7
1
/I __
(arth :IZ) R (po Trm 2.3)
1
(arcth ZC>/ = (po Trm 2.3)

1 — 22’



