3. Diferencijal
Diferencijal je linearna aproksimacija prirasta funkcije
Af (z) funkcije koja je derivabilna u tocki z.

Definicija 3.1 Nekaje f : A — R, A C R, deriv-
abilna u toCki x(y € A. Diferencijal od f u toCki x, se
definira kao

df (zo) (x — o) = [ (w0) - (x — w0)

ili krace, uz oznaku Az = z — xy,

df (z0) (Ax) =dy =df (z) = [ (zg) - A,

UocCimo: Diferencijal od f u toCki z( je (linearna)
funkcija prirasta Ax = x — x.

Geometrijsko znacenje: df (x) je "prirast do tangente
t", dok je Af (x) "prirast do grafa I /".




Nekaje f : A — R, A C R, derivabilna u tocki
xo € A. Tada je

lim By —dy _ lim Af(z) = f'(@) - Az _
Ax—0 Ax N Az—0 Az B
Ar) —

- o, (P s )

= ["(x0) — [ (20) = 0,

pa zakljucujemo da Ay — dy "brze" tezi u 0 nego Ax.
Dakle, za dovoljno male Az je

Ay ~ dy.

Ovo (geometrijski) znacCi da za dovoljno male Az =
T — x, toCku (z, f (x)) na grafu I'y dovoljno dobro
mozemo aproksimirati toCkom (x,y) na tangenti

y — f(zo) = [ (w0) (x — 0) .



Primjer Odredimo dsin (z) u tocki z; € R. Imamo
dsin (r) = cosxg - A, ( (sinz) =cosz) (1)
Slicno, dz u toCki xy € R. Imamo
dr=1-Az=Ax ((z)=1).
Buduci je dr = Ax, onda (1) mozemo pisati
dsin (x) = cosxg - dx.

Opcenito, diferencijal f : A — R, A C R, derivabilne
funkcije u nekoj toCki =y € A mozZemo pisati kao

df (z) = f'(z0) - d

Dakle, ako je funkcija f : A — R, A C R, deriv-
abilna na skupu B C A, onda u svakoj tocki z € B
imamo

df = f'(x) - du,
Sto povlaci

df  dy
dx dz




Teorem 3.2 (Svojstva diferencijala) Neka su funkcje
f,g: A — R, derivabilne na skupu B C A. Tada za
svaki z € B vrijedi

i) d(f +g)(x)=df (v) +dg(r);
i) d(f —g)(z) =df (x) —dg (z);

i) d(f-g)(x)=df (z)-g(x)+ f(2)-dg(x);

v) d (1) (@) = LRI g () 22,

Primjena diferencijala

Deriviranje parametarski zadane funkcije

Promatrajmo funkcije &, ¥V : T' — R i definirajmo za
svakit €T

r=0(t), y=V(t). (2)

Ako je jednadzbama (1) je parametarski zadana
funkcija f : A — R, trazimo f’ (x) . Imamo

Cdy  dV(t) W(t)-dt V(t) _ V(¢ Y

f,(x)_%_d(p(t)_CI)’(t)-dt_(I)/<t) Ci)(t)_



Primjer:

d(t) = 2cost, P:[0,27) — R
U(t) =sint, WV:[0,2r) - R

Neka je x = 2cost iy = sint.
Eliminacija parametra ¢:

$2

o 97 = (cost)” + (sint)” = 1 (elipsa)

Nadalje,
, dy Y cost

v = dv & —2sint’

Trazimo tangentu u tocki (x,y) = (1,7 > 0) . Imamo

T .. T
rog=2costp=1= to=— il tH=—.
3 3
Sada je
3 5 3
y(()l):Slﬂz:g<0 ili y(()2)zsmgz—g 0



Dakle, 7 (1,%}) i ty = 5, paje

,z): cos— _ 1
Y (3 —2811’1§ \[

Jednadzba tangente u T’ (1 f) je

Priblizno racunanje

Cinjenica da je Ay ~ dy za dovoljno male Az koristi
se za priblizno racunanje vrijednosti funkcije u nekoj
tocki.

Primjer: Odredimo pribliznu vrijednost v/84 koristedi
ginjenicu da je v/81 = 3.

4 4 4 1
\/874:\/81+3:3\/1+§.

Definirajmo funkciju

f(z)=3V1+z.

Imamo



Sada je

1 1 4 L,
—J=f(=)=3/1+—==V54
Foeg) = () =31+

Uvedimo oznake
oy — 0 i Ar=—.

Buduci je
Ay=Af(z) = f(xo+ Az) — f(20),

onda je
f(@o+ Az) = f(z0) + Ay

Buduéi je Az = 5= dovoljno malo onda je Ay ~ dy, pa
imamo

[ (wo+Az)= f(x0) +Ay ~ f (x0) +dy = f (x0) + [ (20) -Az.

Kako je
f (@) =

|

1ot = )=

=~ o

onda je
3

/84 ~ 3 + 1~30W8
VI



4. Vise derivacije i diferencijali

Neka je funkcija f : A — R derivabilna na skupu
B C A. Ako derivacija f' : B — R funkcije f ima
derivaciju u u to¢ki o € B C A, onda kazemo da je f
dvaput derivabilna u tocki x,. PiSemo

(f) (o) = f" (o).

Ako je " (xy) postoji za svaki zp € C C B C A, onda
definiramo funkciju

f7:C—=R, z—f"(2),

koju nazivamo druga derivacija funkcije f na skupu C.

Ako je C' = B = A onda govorimo o drugoj derivaciji
f": A — R funkcije f : A — R.

Induktivho deriniramo: trecu, Cetvrtu,..., n—tu
derivaciju od f sa:



Primjer 1. Odredimo n—tu derivaciju funkcije
f(x) = e **. Imamo:

f'(x) = —2e %,

f// (l’) — _9. (_26—23:) _ 226—23:7
f/// (QZ) — _9. (226—2x> _ _236—23:7

fiv (I‘) — _9. (_236—233) _ 246—21’7

Zakljucujemo:
F)(z) = (=1)"2"e 2.
Dokaz: matematickom indukcijom.

Primjer 2: Odredimo n—tu derivaciju funkcije
f (z) = —42* + 22 — 5. Imamo:

' (z) = =8z + 2,
f” (I’) — _87
1 (z) =0

Zakljuéujemo: f) (z) =0, n > 3.



Analogno definiramo i diferencijale viSeg reda.

Neka je f : A — R dvaput derivabilna u tocki

xy € A. Diferencijal drugog reda (ili drugi diferencijal)
od f u tocCki z; definiramo kao diferencijal diferenci-
jala u tocCki x, tj.

d*f (x) = d(df (x)) = (f" (o) dz) - dx = f" (wo) da?,

ili krace, uz oznaku Az = xz — xy,

df (o) (Az) = df (z) = [’ (w0) - Az,

Dakle, ako je funkcija f : A — R, A C R, dvaput
derivabilna na skupu B C A, onda u svakoj tocki
xr € B imamo

Iy =d’f = f"(x) - du,
Sto povlaci

*f  d*y
!/ — —
(@) de?  dx?

Induktivno deriniramo: treci, Cetvrti,..., n—ti diferenci-
jal od f sa:

'y =d'f = d (d<n—1> f) — ™ () - da.




Primjer: Promatrajmo funkcije ®, ¥ : T" — R i defini-
ramo za svakit € T

r=o(t), y=V(t). (2)

Ako je jednadzbama (1) je parametarski zadana
funkcija f : A — R, trazimo 3" = f” (). Imamo

f”(x):d(dx) :d(%) _ o y'dt:y'iﬂ—x'y
dx dx T - dt 3 '




5. Teoremi diferencijalnog racuna

Teorem 1 (Fermat) Neka funkcija f : A — R
poprima u tocki xy € (a,b) C A svoju najvecu ili naj-
manju vrijednost na intervalu (a, b). Ako derivacija u
toCki x( postoji onda je f' (z¢) = 0.

Dokaz:

Teorem 2 (Rolle) Neka je funkcija f : A — R

neprekidna na segmentu |a,b] C X, derivabilna na
otvorenom intervalu (a, b), te neka je f (a) = f ().
Tada postoji tocka z( € (a, b) takva da je f'(xg) = 0.

Dokaz:




