


5. Teoremi diferencijalnog racuna

Teorem 1 (Fermat) Neka funkcija f : A — R
poprima u tocki xy € (a,b) C A svoju najvecu ili naj-
manju vrijednost na intervalu (a, b). Ako derivacija u
toCki x( postoji onda je f' (zy) = 0.

Dokaz:

Teorem 2 (Rolle) Neka je funkcija f : A — R

neprekidna na segmentu [a,b] C A, derivabilna na
otvorenom intervalu (a, b), te neka je f (a) = f ().
Tada postoji tocka z( € (a, b) takva da je f' (xg) = 0.

Dokaz:




Teorem 3 (Lagrangeov teorem srednje vrijed-
nosti) Neka je funkcija f : A — R neprekidna na
segmentu |a,b] C A i derivabilna na otvorenom in-
tervalu (a, b). Tada postoji tocka z € (a, b) takva da je

fay =0T

Napomena: Formulu (LF') nazivamo Lagrangeova
formula.

Dokaz:



Kod racunanja limesa moze se pojaviti jedan od
sedam neodredenih oblika

Neodredeni oblici 8, > rjeSavaju se pomocu tzv.
L Hospitalovog pravila, a ostali oblici se, odredenim
transformacijama, svode na jedan od ova dva oblika.

Teorem 4 (LUHospitalovo pravilo) Neka za funkcije
f,g: A— Rvrijedi

lim f(x)=0 i lim g (x) = 0.
za xg € (a,b) C A. Neka su funkcije f i g neprekidne
na intervalu |a, b| i neprekidno derivabilne na (a, b)
osim mozda u z, pri Cemu je ¢' () # 0 za svaki
x € (a,x9) U (x0,b), onda je

lim f (@) — lim f' (@)
o= g (z) e g (z)

Dokaz:

Napomena: LHospitalovo pravilo vrijedi i za neo-
dredeni oblik > i kada © — +ooiliz — —oo, te za
limese i derivacije slijeva i zdesna.



Monotonost i derivacija

Teorem 5 Neka je funkcija f derivabilna na intervalu
(a, ). Tada vrijedi:

i) funkcija je rastu¢a na intervalu (a,b) ako i samo
ako je f'(x) > 0 za svaki x € (a,b),

i) funkcija je padaju¢a na intervalu (a, b) ako i samo
ako je f'(x) < 0zasvakizx € (a,b),

iii) ako je f'(z) > 0 za svaki x € (a, b), tada je funkcija
f strogo rastu¢a na intervalu (a, b),

iv) ako je ' (z) < 0 za svaki = € (a,b), tada je funkcija
f strogo padajuca na intervalu (a, b).

Dokaz:



Geometrijska interpretacija:

e Ako je f : A — R rastu¢a na intervalu (a,b) C A,
onda tangenta na njen graf, u svakoj tocki = € (a, b),
zatvara siljasti kut a; s pozitivnim smjerom osi z, ij.

kt:tg()ét:f/(ﬂf) ZO & O € [O,g)

e Ako je f : A — R padajuca na intervalu (a,b) C A,
onda tangenta na njen graf, u svakoj tocki = € (a, b),
zatvara tupi kut o; s pozitivnim smjerom x—osi, tj.

ki =tgoy = f'(2) <0 & o € (g,ﬂ'}.




Ekstremi

Definicija 1
i) Funkcija f : A — R ima lokalni minimum f (xy) u

toCki zy € A ako postoji ¢ > 0 tako da vrijedi f (z) >
f(zo) zasvakix € (xg— €, xp) U (xg, o+ €).

ii) Funkcija f : A — R ima lokalni maksimum f (z() u
toCki xy € A ako postoji ¢ > 0 tako da vrijedi f (z) <
f(zg) zasvakix € (xg — e, xp) U (xg, o+ €).

Ako funkcija u toCki z; € A ima lokalni minimum
ili lokalni maksimum kazemo da u toj tocki ima
lokalni ekstrem.

Definicija 2 Neka je funkcija f : A — R neprekidna u
tocki o € A.

1) Za toCku =y kaZzemo da je stacionarna toCka ako je
[ (zo) =0,

ii) Za toCku x( kazemo da je kritiCna toCka ako je x
stacionarna tocCka ili ako f nije derivabilna u xy.




Teorem 6 (Nuzan uvjet za ekstrem) Neka je funkcija
f : A — R neprekidna u toCki xy € A. Ako funkcija f
u toCki o € A ima lokalni ekstrem, onda je z kritiCha
toCka od f.

Dokaz:

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi.
Teorem 6:

f ima ekstrem u zy = xg je krit. toCka (P = Q),

ili ekvivalentno

x¢ nije krit. toCka = f nema ekstremu zy (—-Q = —P)

Obrat Teorema 6 ne vrijedi (opcenito):
xg je krit. toCka # fimaekstremuzxy, (Q % P),
ili ekvivalentno

f nema ekstrem u zy # ¢ nije krit. tocka (=P = —Q)

Dakle, postoje funkcije koje u kriticnoj toCki nemaju
lokalni ekstem, ali su kriticne toCke jedini "kandidati"
za ekstrem.



Za funkciju f : A — R kazemo da mijenja predznak
toCki zy € A ako postoji ¢ > 0 takav da su vrijed-
nosti funkcije f(x) za = € (xg — ¢, () stalnog i
suprotnog predznaka od vrijednosti funkcije f (z) za
r € (xg, To+€) .

Teorem 7 (Dovoljan uvjet za ekstrem) Neka je dana
funkcija f : A — R i neka je z; € A kriticnha toka
od f. Ako derivacija f’ mijenja predznak u tocki x iz
— u + onda je x( toCka lokalnog minimuma, a ako
derivacija ' mijenja predznak u tocki xg iz + u —
onda je x( toCka lokalnog maksimuma.

Dokaz:



Teorem 8 (Dovoljan uvjet za ekstrem) Neka je dana
funkcija f : A — R i neka je zy € A stacionarna
toCka od f, tako da je f dvaput derivabilna u xy. Ako
je f"(xo) # 0, tada funkcija f u toCki x, ima lokalni
ekstrem i to: ako je f”(zy) > 0, tada je x, toCka
lokalnog minimuma, a ako je f” (zy) < 0, tada je z
toCka lokalnog maksimuma.

Dokaz:

Napomena: Moze se dogoditidaza f : A — R
neku tocku xy € A vrijedi: ' (zg) =01 f" (xy) = 0.

U ovom slucaju se koriste viSe derivacije za ispitivanje
je li u toCki =y ekstrem.



Primjer
1.

Nuzan uvjet:

Sada je
f’(aj)ZQQj? f,:R—>R7

pa f nema toCaka u kojima derivacija ne postoji.
Odredimo stacionarne tocke

f'(r) =20 =0 = x9=0 (moguci ekstem).

Dovoljan uvijet:

|. nacin

r <0 = fl(r)=22r<0
x>0 = f'(x)=2x>0.

Derivacija mijenja predznak iz — u +, pa po Teoremu
7, f ima u xy = 0 lokalni minimum.

ll. nacin
f"(r)y=2, f"'R—R, = f"(0)=2>0,

pa po Teoremu 8, funkcija u xy = 0 lokalni minimum.



fl@)=2, f:R—R

Nuzan uvjet:

Sada je
f'(x)=32% f:R—R,

pa f nema toCaka u kojima derivacija ne postoji.
Odredimo stacionarne toCke

f'(x)=322=0 = x5 =0. (moguéi ekstem)

Dovoljan uvijet:

o |. nacin

r <0 = f(r)=32">0
r >0 = f(x)=232">0.

Derivacija ne mijenja predznak u tocki xy = 0, pa po
Teoremu 7, f u 2y = 0 nema lokalni ekstrem.

o |l. nacdin
f"(x)y=6z, f":R—R, = f"(0)=0,

pa po Teoremu 8 ne mozemo nista zakljuciti.



3

fla)=Va? f:R-—R

Nuzan uvjet:

Sada je
2

/ N
pa postoji toCka xyp = 0 € Dy u kojoj derivacija ne
postoji. Dakle, o = 0 je kritiCha toCka (moguci ek-
stem). Odredimo sada stacionarne toCke

fHR\{0} — R,

' (z) = 3\3/5 =0 = nema rjeSenja, tj. neme stac. toCaka.
Dovoljan uvijet:
o |. nacin
r< (0 = f’(az)=3%<0
r>0 = f'(x)= - > 0.
3V

Derivacija mijenja predznak iz — u +, pa po Teoremu
7, f ima u xy = 0 lokalni minimum.

o Il. nacin Teorem 8 ne mozemo koristiti.
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Globalni ekstrem

Definicija
Funkcija f : A — R ima globalni minimum f (z() u
toCki zp € A ako je f (zg) < f(x)zasvakiz € A.

Funkcija f : A — R ima globalni maksimum f (xy) u
tocki xq € A ako je f (zg) > f (x) za svaki x € A.

Ako funkcija u toCki xy € A ima globalni minimum
ili globalni maksimum kazemo da u toj toCki ima
globalni ekstrem.

Neprekidna funkcija f na segmentu |a, b] ima globalni
ekstrem ili u toCki lokalnog ekstrema ili na rubu intervala.




Primjer Treba naci globalni ekstrem funkcije
f (z) = 2* na segmentu [—1,2].

Sa slike je vidljivo da ¢e globalni minimum biti u tocki
x1 = 0 (lokalni ekstrem), a globalni maksimum u tocki
xo = 2 (rub intervala). Pokazimo to.

Bududi je funkcija f (z) = z* neprekidna na seg-

mentu [—1, 2], kandidati za globalni ekstrem su tocke
lokalnih ekstrema i rubovi intervala.

Odredimo najprije lokalne ekstreme. Imamo
flx) =2* f:[-1,2] — R —=
f'(x) =2r=0 = xy=0¢€[-1,2] (moguci ekstem)

Kako je



ff(r)=2 = f"(0)=2>0,
onda f ima u xy = 0 lokalni minimum.

Sada imamo tri kandidata za globalni ekstrem.

x| f

globalni minimum

()
=] o~
=
N—

globalni maksimum

Primjena: Geometrijski ekstrem (kod rjeSavanja
nekih geometrijskih ili fizikalnih problema).



Primjer U elipsu s poluosima a i b upiSite pravokutnik
maksimalne povrsine.

Prema slici je

P=4zy 1 0<zx<a.

2 2

Budu¢i L +% =1 povladi y = 2va? — 22, onda je
b
P=P(x)=4—-zvVa*>—2?  z€]0,a].
a

Zar =01z =aje Py, =0,tj. dobivamo minimalnu
povrSinu. Buduci je

b a? — 212

Tada je yy = gb, paje

2 2
P = 4\2[61 : \[




