


Zakrivljenost

Definicija 4 Za funkciju f : A — R kazemo da je
konveksna na intervalu (a,b) C A ako za proizvoljne
toCke x1, x5 € (a,b), x1 # x9, vrijedi

/ (xl—ng) < f(%)—;f(@)

Za funkciju f : A — R kazemo da je konkavna
na intervalu (a,b) C A ako za proizvoljne toCke
r1,To € (a,b), x1 # x9, vrijedi

/ ($1—2HI?2) > f(f'?1>‘2Ff(332).

U slucaju strogih nejednakosti, za funkciju f kazemo
da je strogo konveksna odnosno strogo konkavna.




graf strogo konveksne funkcije



Geometrijska interpretacija:

e Ako je f : A — R konveksna na intervalu (a,b) C A,
onda se njen graf nalazi iznad tangente u svakoj
tocki x € (a,b) .

e Ako je f : A — R konkavna na intervalu (a,b) C A,
onda se njen graf nalazi ispod tangente u svakoj
tocki x € (a,b).

graf strogo konkavne funkcije 1 tangenta



DA

graf strogo konveksne funkcije 1 tangenta

Teorem 9 Neka je funkcija f dvaput derivabilna na
intervalu (a, b). Tada vrijedi:

i) funkcija je konveksna na intervalu (a, b) ako i samo
ako je " (x) > 0 za svaki z € (a,b),

i) funkcija je padajuca na intervalu (a, b) ako i samo
ako je f" (x) < 0zasvakiz € (a,b),

iii) ako je f” (x) > 0 za svaki z € (a,b), tada je funkcija
f strogo konveksna na intervalu (a, b),

iv) ako je f” (r) < 0 za svaki x € (a,b), tada je funkcija
f strogo konkavna na intervalu (a, b).

Obrat tvrdniji iii) i iv) opCenito ne vrijedi.



Definicija 4 Za neprekidno derivabilnu funkciju

f A — R kazemo da ima infleksiju u tocki o € A
ako postoji ¢ > 0 takav da je funkcija f na intr-
ervalu (zy — €, xg) strogo konveksna, a na intervalu
(xo, xo + €) strogo konkavna ili obrnuto.

ToCku (xg, f (xo)) nazivamo toCkom infleksije grafa
funkcije f.

Teorem 10 (Nuzan uvjet za postojanje infleksije)
Ako funkcija f : A — R ima infleksiju u toCki xj € A i
ako f” (xg) postoji, onda je " (xy) = 0.

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi.

Teorem 11 (Dovoljan uvjet za postojanje infleksije)
Neka je funkcija f : A — R dvaput derivabilna na
nekoj okolini (z¢g — ¢, o+ ¢) toCke xqg € A osim
mozda u tocki xy. Ako f” mijenja predznak u tocki x
onda f u tocCki x( ima infleksiju.



Teorem 12 Neka je funkcija f : A — R ima na nekoj
okolini (z¢g — e, o+ ¢) toCke xy € A neprekidne
derivacije do ukljucivo reda n, za n > 3. Neka je

" (o) = " (xo) = o = [V (@) =00 " (@) #0.

Ako je n neparan, tada funkcija f ima infleksiju u tocki
Xo.

Ako je jo§ f'(zy) = 0 i ako je n paran, tada funkcija
f ima ekstrem u tocCki z; i to lokalni minimum za
£ (29) > 0 lokalni maksimum za f) (z;) < 0.



Primjer

1.
f(x):x?’, f:R— R

Nuzan uvjet:

Sada je
f'(x) = 32°, f:R—R,

f"(z) = 6z, [f":R—R.
Imamo

f'(x)=6x=0 = x¢=0. (moguéa infleksija)

Dovoljan uvijet:

o |. nacin

r <0 = ['(z)=06x<0
x>0 = [f'(x)=06x>0.

Derivacija mijenja predznak u tocki xy = 0, pa po Teo-
remu 11, f u zg = 0 ima infleksiju.

o Il. nacCin

" (x) =6, = f"(0)=06#0,

pa po Teoremu 12 (n = 3), f ima u xy = 0 infleksiju.



fl@)=a', f:R—R

Nuzan uvjet:

Sada je
f,(flf):45133, leR_)HQa

f"(z) = 122*, " R —R,
Imamo

f"(x)=122" =0 = 27 =0 (moguéa infleksija).

Dovoljan uvijet:

o |. nacin

r <0 = f'(z)=122">0
r >0 = f(r)=122">0.

Druga derivacija ne mijenja predznak u z, = 0, pa po
Teoremu 11, f u zy = 0 nema infleksiju.

o |l. nacdin
fM(x) = 24z, = [f"(0)=24-0=0,
fUx) =24, = fr(0)=24#0,

pa po Teoremu 12 (n = 4), f nema u xy = 0 infleksiju.



Napomena: Tocka xy = 0 je stacionarna toCcka od f

(f"(0) = 4-0% = 0) i vrijedi

f70)=f"0)=0, f7(0)=24>0,

pa f, po Teoremu 12 (n = 4), ima u zy = 0 lokalni
minimum.




Ispitivanje toka i crtanje grafa funkcije

Ispitivanje toka funkcije y = f (x) sastoji se od
sljedecih koraka:

1. Prirodno podrucje definicije D (f) (potrebno
je poznavati elementarne funkcije i rjeSavanje
jednadzbi i nejednadzbi),

2. Provjeriti ima li funkcija neka specijalna svo-
jstva (parnost-neparnost, periodicnost,...),

3. Nul-tocke (rijesiti jednadzbu f (x) = 0),

4. Asimptote (vertikalne, horizontalne i kose)
i ponasanje funkcije na rubovima podrucja
definicije (limesi),

5. Ekstremi (nuzan i dovoljan uvjet - prva derivacija

' (),

6. Intervali monotonosti (predznak prve derivacije

' (@),



7. Tocke infleksije (nuzan i dovoljan uvjet - druga
derivacija " (x)),

8. Intervali zakrivljenosti (predznak druge derivacije

f (),

9. Skiciranje grafa funkcije (na osnovi informacija iz
toCaka 1. - 8. + tablica).



4. NIZOVI 1 REDOVI



1. Nizovi

Definicija 1 Svaku funkciju ¢ : N — R nazivamo
niz realnih brojeva (krace niz).

Broj a (n) = a,, nazivamo op¢i €lan niza (ili n—ti ¢lan niza).

Niz obi€¢no ozna¢avamo sa (a,,) ili {a, } ili ponekad sa

a1, g, A3,y ..., py oo -

Primjer

1. Niz &iji je op¢i ¢lan a, = S je
11 11 (—1)"
35 79T 41

2. Niz Ciji je opCi Clan

1

1y neparan,
a, = 0
1 nparan.
n

je

4

0 1 2 1
) 27 37 47 5 et



Definicija 2 Niz (a,,) za koji vrijedi
(Ir € R)(dng € N) takvida (Vn e N) (n>ny= a, =r)

nazivamo stacionarni niz.

Primjer Niz Ciji je opCi Clan
S an, n <4,
"1 2, n>4
je
3, 6,9, 12, 2, 2, 2,..., 2, ....

Dakle, ovo je stacionaran niz.
UocCimo: ovdje je » = 2, ng = 5 (u oznakama iz Def. 2).

Definicija 3 Za niz {a,} kazemo da je rastuci
(padajucdi, strogo rastuci, strogo padajuci, monoton,
strogo monoton) ako je takva pripadna funkcija
a: N — R.

Napomena: Da bi niz {a,} bio rastuci nuzno je i
dovoljno da je za svakin € N, a,, < a,11.
Slicno za ostale tvrdnje.



Primjer

1. Niz Ciji je op¢i Clan a,, = %je strogo padajuci jer je

1 1
n —_- - > — n y \V/ E N-
T +1 fntds A0
2. Niz ciji je opCi Clan a,, = ) nije monoton (nije ni

n

padajuci ni rastuci).
UocCimo: ovdje je za n paran

1 —1
ap = — > Qpy1 = —,
n

n+1
a za n neparan
—1 - 1
a, = — a - —.
n n n+1 TL—|—].

3. Niz Ciji je opc€i Clan a,, = 3 je padajuci i rastudi, {j.
monoton je, jer je

a, = 3>3=a,4+1, YN EN |
a, = 3<3=ay+1, Vn € N.

Ovo je i stacionaran niz (r = 3, ng = 1).



Definicija 4 Kazemo da je realan broj a grani¢na vrijednost
ili limes niza {a,, } ako vrijedi

(Ve > 0) (dng € N) takavda (Vn € N) n > ng

— |a, —al < e. (1)
PiSemo
lim a,, = a.
n—oo

Ako limes postoji kazemo da je niz {a,, } konvergentan
odnosno da konvergira (prema a). U protivnom
kazemo da je divergentan odnosno da divergira.

Napomena: nejednakost (1) se naziva osnovna
nejednakost konvergencije niza {a,} .

Gornja definicija znaCi da kod konvergentnog niza
{a,},zasvakiec > 0, intreval (a—¢, a+¢) oko granine
vrijednosti a (¢— okolina od a), sadrzi beskonacno
Clanova niza, dok se izvan tog intervala nalazi samo
konaCno mnogo cClanova niza.

Teorem 1 Svaki niz {a, } ima najvise jednu grani¢nu
vrijednost.



Primjer

1. Za niz Ciji je opCi Clan a,, = ( n12>n vrijedi

—1)"
hm< ) = 0.

n—:o0 nQ

Pokazimo to koristeci Definiciju 4.

Neka je € > 0 i neka je |a, — a| < ¢, {j.

—1\"
|< 2) — 0| <¢
n

(2)

Treba pronaci ng (iz Definicije 4). Imamo

i

n2

1 1
<€<:>—<€<:>n>—
n2 £

Dakle, nejednakost (2) vrijedi za svaki n > f, tj.
zasven > {%J + 1 = ny.
Napomena: funkcija f (z) = [x] ("najvece cijelo") je

definirana na sljedec¢i nacin: |z| =k, k € Z, gdje je k
najveci cijeli broj maniji ili jednak x.

D U
laec=q;]e

ng = b/looJ +1=1041=11,



tj. uintervalu

1 1 11
0——, 04+ —)=(——v,—
=200 °F100) = 100 100/

se nalaze gotovo svi ¢lanovi niza {%} , 0Sim njih
konacno mnogo, tj. svi osim prvih 10.

Vidjeti: sliku 1. u dodatku.

Zadatak:

Pokazite:

o lim1=0:
n—aoo

e Iim
n—oo

Odredite ny za ¢ = 55 i € = 0.035.



Definicija 5 Kazemo da niz {a,} divergira prema +oo
ako vrijedi

(Vr > 0) (Ing € N) takavda (Vn € N) n > ng
— q, > T.
PiSemo

lim a, = 4o00.
n—aoo

Sli¢no, kazemo da niz {a,} divergira prema —oco ako
vrijedi

(Vr < 0) (Ing € N) takavda (Vn € N) n > ng

— a, <T.
PiSemo
lim a, = —o0.
n—aoo

Gornja definicija znadi:

e ako je lim a, = 400, onda je, za svaki r > 0,

n—:0o0

beskonacno ¢lanova niza {a,} veCe od r, dok je
samo konacno mnogo Clanova niza manje od .




e ako je lim a, = —o0, onda je, za svaki r < 0,

n—aoo

beskonacno ¢lanova niza {a,} manje od r, dok je
samo kona¢no mnogo ¢lanova niza vece od .

Primjer

1. Za niz &iji je op¢i &lan a,, = n? vrijedi

2

lim n* = +o0.

n—00

Pokazimo to koristeéi Definiciju 5. Imamo
1, 4,9, 16, 25, ..., n*, ...
Dakle, za » > 0 treba pronaci n (iz Definicije 5).
Ocito je
ng = L\/’?J + 1.

Npr. imamo:

-zar =18jeny = |V18| +1 =4+ 1 =5 (gotovo svi
¢lanovi niza {n*} , osim njih konano mnogo, tj. svi
osim prva 4, su veci od r = 18);

-zar=95jeny = |V9]| +1=9+1 =10 (gotovo
svi ¢lanovi niza {n?} , osim njih konano mnogo, t].
svi osim prvih 9, su veci od r» = 95);



2. Za niz Ciji je op€i Clan a,, = — (2n — 1) vrijedi

lim —(2n — 1) = —o0.

n—00

PokaZzZimo to koristeci Definiciju 5. Imamo

-1, =3, =5, =7, =9, ..., —2n—-1), ....
Dakle, za » < 0 treba pronaci n (iz Definicije 5).
Ocito je
— {—rjt 1J 1
0= 5 :
Npr. imamo:

-zar =—8jenyg= |45 +1=441= 5 (gotovo
svi Clanovi niza {— (2n — 1)}, osim njih kona¢no
mnogo, tj. svi osim prva 4, su manji od » = —8);

-zar =—1ljeny=[6] +1 =6+1= 7 (gotovo
svi Clanovi niza {— (2n — 1)}, osim njih kona¢no
mnogo, tj. svi osim prvih 6, su manji od r = —11);.



3. Niz Ciji je opCi Clan
1
0 = =, n paran,
n, m neparan

tj. niz

1 . 1
47 Y 67
je divergentan u Sirem smislu.

1, =, 3, 7

1
2

UocCimo: Clanovi niza s parnim indeksom n se pri-
blizavaju 0, dok Clanovi niza s neparnim indeksom
rastu (teze prema +o0). Dakle,

lim a, # 0,

n—aoo

jer je uvijek beskonacno Clanova niza izvan svake ¢—
okoline od 0 (gotovo svi s neparnim indeksom), iako
unutar te e—okoline ima beskonacno Clanova niza.
Isto tako

lim a, # 400,

n—aoo
jer je uvijek beskonacno clanova niza manje od r, za
svaki » > 0, (gotovo svi s parnim indeksom), iako je
beskonacno Clanova niza vece od tog r.



