
Euklid i njegovi
ELEMENTI

EUKLID

Euklid

Euklid je µzivio od oko 330.-275. pr.K. za vrijeme vladavine

Ptolomeja Sotera u Aleksandriji, kulturnom i znanstvenom

sredi�tu tada�njeg svijeta. Jedan je od tri najvéca grµcka matem-

atiµcara (Euklid, Arhimed i Apolonije (3. st.pr.K.)) µcija su djela

vécim dijelom i saµcuvana. Bio je prista�a Platonove �lozo�je.

Smatra se da je matematiµcko obrazovanje dobio u Ateni kod

Platonovih uµcenika. Svoju je nastavnu i znanstvenu djelatnost

razvio kao osnivaµc i sredi�nja liµcnost matematiµcke �kole Museion

u Aleksandriji.

Euklidovi Elementi1 objavljeni su oko 300. g.pr.K. Njihovo je

znaµcenje u tome �to je to bio toliko uspje�an poku�aj izlaganja elementarne

geometrije na aksiomatskoj osnovi, da su oni stoljécima bili nenadma�an uzor

stroge dedukcije.Sve do 18. st., a dijelom i u 19. st., oni su i osnovni udµzbenik

geometrije. Nije se saµcuvao izvorni tekst, niti tekstovi iz Euklidovih vremena

koji bi ukazivali na njih, véc samo prijepisi iz kasnijih stoljéca u kojima su sas-

tavljaµci unosili svoje primjedbe i pobolj�anja. Na temelju postojécih nezavisnih

tekstova su koncem 19. stoljéca J.L. Heiberg2 i H. Menge3 restaurirali origi-

nalni Euklidov tekst i danas se njihovo izdanje Elemenata smatra najsliµcnijim

originalu. To izdanje je osnova i za hrvatski prijevod prvih �et knjiga koji je

objavljen 1999. godine (Euklid, Elementi I-VI. Kruzak, Zagreb, 1999., prevela

Maja Hudoletnjak Grgíc, pogovor Vladimir Volenec) . Heilbergovo izdanje u

1Pored Elemenata saµcuvana su Data (zbirka od 94 teorema iz Elemenata ) i O dijeljenju
(zadatci o dijeljenju likova), a izgubljena su Pseudaria (o pogre�nom zakljuµcivanju u matem-
atici), Porizmi, µCunjosjeµcnice, O plohama, Phaenomena (o astronomiji), Optika i katoptrika
(o perspektivi) i Sectio canonis (20 teorema o glazbenim intervalima).

2Johan Ludvig Heiberg, 1854.-1928., njemaµcki matematiµcar.
3H. Menge, njemaµcki lingvist.
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egleskom prijevodu i s komentarima engleskog matematiµcara T.L. Heatha4 se

najµce�́ce koristi kada se govori o Euklidovim Elementima.

U dana�nje vrijeme, poznavanje Elemenata nuµzno je kako bi se razumjela daljnja

povijest matematike.

Elementi sastoje se od 13 knjiga:

� knjige 1 - 6 bave se planimetrijom,

� knjige 7 - 10 aritmetikom i teorijom brojeva u geometrijskoj formi (toµcnije
7 - 9 geometrijska teorija cijelih brojeva, a 10 iracionalnih brojeva),

� knjige 11 - 13 bave se stereometrijom.

Euklidovi Elementi u Europu su do�li preko prijevoda s arapskog poµcetkom

12. stoljéca u kojima su prevoditelji dodavali svoje komentare. Prijevod na

latinski je napravio me�u prvima Herman Dalmatinac koji je najvjerojatniji

prvi prijevod koji je naµcinio Adelard iz Batha popravio.

SADRµZAJ PRVE KNJIGE ELEMENATA

Za pitanja geometrijske aksiometike najvaµznija je prva knjiga, jer su u njoj

skupljeni svi aksiomi na kojima se zasnivaju Elementi. Euklid zapoµcinje svaku

knjigu de�nicijama onih pojmova, kojima u toj knjizi mora operirati. Ukupno

u svim knjigama ima 118 de�nicija, a u prvoj knjizi ima ih 23. Poslije de�ni-

cija Euklid uvodi postulate (5) i aksiome (9). To su tvrdnje koje se usvajaju

bez dokaza, a onda se iz njih dokazuju propozicije (48).Nevodimo de�nicije,

postulate i aksiome prema hrvatskom prijevodu.

DEFINICIJE

(D-1) Toµcka je ono �to nema djelova.

(D-2) Crta je duljina bez �irine.

(D-3) Krajevi crte su toµcke.

(D-4) Duµzina je ona crta koja jednako leµzi prema toµckama na njoj..

(D-5) Ploha je ono �to ima samo duljinu i �irinu.

(D-6) Krajevi plohe su crte.

41. Euklidovi Elementi mogu se naći na: http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/
elements/elements.html.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/index.html

2. T. L. Heath, The Thirteen Books of Euclid�s Elements with Introduction and Commen-
tata, Dover Publications, Inc., Mineola, New York, 1956.
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(D-7) Ravnina je ploha koja jednako leµzi prema duµzinama na njoj.

(D-8) Kut u ravnini je nagib u ravnini jedne prema drugoj dviju crta koje se
me�usobno dotiµcu i koje ne leµze u duµzini.

(D-9) Kada su crte koje obuhvácaju kut ravne, kut se naziva ravnocrtnim5 .

(D-10) Kada duµzina uspravljena na duµzinu µcini me�usobno jednake susjedne ku-

tove, tada je svaki od jednakih kutova pravi, a duµzina koja stoji naziva se
okomitom na onu kojoj stoji.

(D-11) Tupi kut je onaj koji je véci od pravog.

(D-12) O�tar6 kut je onaj koji je manji od pravog.

(D-13) Granica je ono �to je neµcemu kraj.

(D-14) Lik je ono �to je obuhváceno s jednom ili vi�e granica.

(D-15) Krug je lik u ravnini koji je obuhvácen jednom crtom takvom da su sve

duµzine koje padaju na nju iz jedne toµcke od onih koje leµze unutar lika

me�usobno jednake.

(D-16) Ta se toµcka naziva sredi�tem kruga.

(D-17) Promjer kruga je bilo koja duµzina povuµcena kroz sredi�te i ograniµcena
s obje strane kruµznicom kruga, a koja tako�er sijeµce krug u dva jednaka

dijela.

(D-18) Polukrug je lik obuhvácen promjerom i njime odrezanom kruµznicom. A

sredi�te polukruga isto je ono koje je i sredi�te kruga.

(D-19) Ravnocrtni su likovi oni koji su ome�eni duµzinama, oni obhváceni s tri
su trostraniµcni, oni obuhváceni s µcetiri µcetverostraniµcni, a oni obuh-
váceni s vi�e od µcetiri duµzine jesu mnogostraniµcni likovi.

(D-20) Od trostraniµcnih likova jednakostraniµcnan trokut jest onaj koji ima tri
iste stranice, jednakokraµcan onaj koji ima samo dvije jednake stranice,
a raznostraniµcnan onaj koji ima tri nejednake stranice.

(D-21) Od trostraniµcnih likova jo� je pravokutnan trokut onaj koji ima pravi
kut, tupokutan onaj koji ima tupi kut, a o�trokutan onaj koji ima tri
o�tra kuta.

5Umjesto ravnocrtni rabit ćemo pravolinijski .
6Umjesto o�tar rabiti ćemo �iljast.
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(D-22) Od µcetverostraniµcnih likova kvadrat je onaj koji je jednakostraniµcan i pra-
vokutan, pravokutnik onaj koji je pravokutan, a nije jednakostraniµcan,
romb onaj koji je jednakostraniµcan, a nije pravokutan, a romboid je

onaj kojemu su nasuprotne stranice i kutovi me�usobno jednaki, a koji

nije ni jednakostraniµcan ni pravokutan. A µcetverostraniµcni likovi pored tih

neka se nazovu trapezima.

(D-23) Paralelne su one duµzine koje se u istoj ravnini i koji se, neograniµceno

produµzene u oba smjera, me�usobno ne sastaju ni u jednom smjeru.

POSTULATI

(P-1) Neka se postulira da se od svake toµcke do svake toµcke povlaµci duµzina.

(P-2) I da se ograniµcena duµzina neprekinuto produµzuje u duµzini.

(P-3) I da se sa svakim sredi�tem i udaljeno�́cu opisuje krug.

(P-4) I da su svi pravi kutovi me�usobno jednaki.

(P-5) I da ako duµzina koja sijeµce dvije duµzine µcini unutarnje kutove s iste strane

manjima od dva prava kuta, dvije duµzine, neograniµceno produµzene, sastaju

se s one strane na kojoj su kutovi manji od dva prava kuta.

AKSIOMI

(A-1) Stvari koje su jednake istoj stvari i me�usobno su jednake.

(A-2) Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.

(A-3) Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostatci su jednaki.

(A-4) Stvari koje se jedna s drugom poklapaju me�usobno su jednake.

(A-5) Cjelina je véca od dijela.

Nakon de�nicija, postulata i aksioma Euklid izlaµze propozicije raspore�ujúci ih

u red po logiµckoj zavisnosti, tako da se svaka tvrdnja moµze dokazati na osnovu

prethodnih tvrdnji, postulata i aksioma.

Euklidova propozicija (uobiµcajilo se navoditi i Heatov komentar, to je tréci stu-

pac) podijeljena je na �est etapa:

1. izricanje zadanoga (proteza);

2. isticanje zadanog - pretpostavke (eksteza);

3. isticanje tvrdnje ili onog �to se traµzi (diorizma);

4. konstrukcija - u konstruktivnim zadatcima to je naprosto rje�enje

(kateskeva);
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5. dokaz (apodeiskis);

6. zakljuµcak (simperazna) - ponovi se �to je trebalo dokazati i kako

se to napravi.

U prijevodima na latinski umjesto "A to je ono �to je trebalo uµciniti (dokazati)."

stavlja se u propozicijama u kojima treba naµciniti konstrukciju Q.E.F. od latinske

fraze quod erat faciendum; a u ostalim propozicijama Q.E.D. od latinske fraze

quod erat demonstrandum. Danas je uobiµcajeno staviti znak � ili �:
Promotrimo je prvu propoziciju (iz hrvatskog izdanja prvih �est knjiga Eukli-

dovih Elemenata).

Propozicija 1.

1. Na danoj duµzini konstruiraj jednakostraniµcan trokut.
2. Neka je AB dana duµzina.
3. Na duµzini AB treba dakle konstruirati jednakostraniµcan

trokut.
4. Opi�imo kruµznicu BCD sa sredi�tem u A i radijusa AB i (P-3)

neka se, isto tako, sa sredi�tem B i radijusom BA opi�e
kruµznica ACE (P-3)
i od toµcke C u kojoj se kruµznice me�usobno sijeku
neka se do toµcaka A; B povuku duµzine CA, CD: (P-1)

5. A budući da je toµcka A sredi�te kruµznice CDB;
AC je jednaka AB: (D-15)
Isto tako, budući da je toµcka B sredi�te
kruµznice CAE; BC je jednaka BA. (D-15)
A dokazano je tako�er da je CA jednaka AB:
Stoga je svaka od CA; CB jednaka AB:
A ono �to je jednako istom jednako je
i me�usobno. (A-1)
Stoga je i CA jednaka CB:
Prema tome, tri duµzine CA; AB;
BC mu�usobno su jednake.

6. Dakle, trokut ABC je jednakostraniµcan trokut
i konstruiran je na duµzini AB:
A to je ono �to je trebalo uµciniti.

Kako bi se lak�e pratio prikaz Euklidove prve knjige Elemenata pisati ćemo na

danas uobiµcajeni naµcin koristéci se standardnim oznakama.
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PROPOZICIJE

Propozicija 1 Na danoj duµzini konstruiraj jednakostraniµcan trokut.

Dokaz. Neka je AB dana duµzina. Treba konstruirati jednakostraniµcan trokut

4ABC sa stranicom AB.

Konstruirajmo kruµznice k1 = k(A;AB) oko toµckeA radijusaAB, te analogno

k2 = k(B;AB) [primjenom Postulata (P-3)]: Neka je C presjeµcna toµcka tih

kruµznica. Spojimo C s A i C s B [(P-1))].

Propozicija 1.

Time je nastao 4ABC za kojeg tvrdimo da je jednakostraniµcan.
Zaista, jer je AC = AB; BC = AB [po De�niciji (D-15)] imamo AC = BC [po

Aksiomu (A-1)].

Ovim je dokazano AB = BC = AC, tj. 4ABC je jednakostraniµcan.

Propozicija 2 Iz dane toµcke nanijeti duµzinu jednaku danoj duµzini.

Dokaz. Neka su dani toµcka A i duµzina BC.

Propozicija 2.

Treba odrediti toµcku F tako da je AF = BC. Spojimo toµcke A i B [(P-1)]. Nad

AB konstruirajmo jednakostraniµcan trokut 4ABD (primjenom Propozicije 1).

Konstruirajmo kruµznicu k1 = k(B;BC) [(P-3)]. Neka su
 !
AD i

 !
BD pravci [(P-

2)] i neka je E toµcka u kojoj ta kruµznica sijeµce pravac
 !
BD. Opi�imo kruµznicu

k2 = k(D;DE) [(P-3)] i neka je F toµcka u kojoj ta kruµznica sijeµce pravac
 !
AD.

Tvrdimo da je F traµzena toµcka, tj. AF je traµzena duµzina. Vrijedi [po (D-15) i

konstrukciji]:

BE = BC; DE = DF; DA = DB:
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Primjenom aksioma (A-3) imamo

AF = DA�DF = DB �DE = BE:

Dobili smo je AF = BC i BE = BC; i po (A-1) AF = BC; tj. AF je traµzena

duµzina.

Propozicija 3 Ako su dane dvije nejednake duµzine, na vécu prenijeti manju.

Dokaz. Neka su dane nejednake duµzine AB i CD. Bez smanjenja općenitosti

moµzemo pretpostaviti da je AB > CD. Treba odrediti toµcku E duµzine AB tako

da je AE = CD.

Propozicija 3.

Primjenom Propozicije 2 na toµcku A i duµzinu CD; dobivamo toµcku F tako da

je AF = CD. Ako je F toµcka duµzine AB, stavimo E = F . Ako F nije toµcka

duµzine AB, opi�imo kruµznicu k(A;AF ) [(P-3)] i neka je E toµcka u kojoj ta

kruµznica sijeµce AB. E je traµzena toµcka. Zaista, jer je AC = AF i AF = CD,

po Aksiomu (A-1), slijedi da je AF = CD:

Propozicija 4 Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednog jednake dvjema

odgovarajúcim stranicama drugog, a kutovi izme�u tih stranica jednaki, tada su

i trokuti jednaki (tj. jednake su i preostale stranice i preostali kutovi).

Dokaz. Neka su dani trokuti 4ABC i 4DEF tako da vrijedi:

AB = DE; AC = DF; \A = \D:

Treba dokazati da su4ABC i4DEF jednaki. Kako je \A = \D poloµzimo \A
na \D tako da se toµcka A poklopi s toµckom D, krak AB s krakom DE, a krak

AC s krakom DF . Tvrdimo da se pri tom polaganju toµcka B mora poklopiti s

toµckom E, a toµcka C s toµckom F .

Propozicija 4.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da je pri postupku polaganja toµcka B pala u toµcku

E0 na DE i E 6= E0. Dakle vrijedi DE0 < DE ili DE < DE0: No kako je

AB = DE0 i AB = DE, po Aksiomu (A-1), slijedi DE = DE0: Dakle, E = E0

, a to je u protuslovlju s na�om pretpostavkom. Analogno se pokazuje da se

toµcka C mora poklopiti s toµckom F .

Dokaµzimo sad da je svaka toµcka duµzine BC pala u toµcku duµzine EF . Pret-

postavimo suptrotno, tj. da toµcka G duµzine BC pri polaganju nije pala u toµcku

duµzine EF . Neka je to toµcka G0: Dobili smo da dvije duµzine EF i E(G0)F

ome�uju podruµcje a to je nemogúce. Time je BC = EF [(A-4)], a onda i

\B = \E i \C = \F:

Propozicija 5 Kod jednakokraµcnih trokuta su kutovi uz osnovicu jednaki, a ako

se produµze jednake stranice i kutovi pod osnovicom su jednaki.

Dokaz. Neka je dan jednakokraµcni trokut 4ABC s osnovicom BC. Produµzimo
AB preko B i na tom produµzetku odaberemo proizvoljnu toµcku D [Postulat (P-

2)]. Produµzimo AC preko C i na tom produµzetku odredimo toµcku E tako da je

BD = CE (primjena Propozicije 3). Treba dokazati da je \ABC = \ACB i

\DBC = \BCE.

Propozicija 5

Spojimo D i C, te B i E [(P-1)] i promotrimo trokute 4DCA i 4BEA: Vrijedi
AD = AE (po konstrukciji), \A = \A; AB = AC (po pretpostavci), pa je po

prethodnoj Propoziciji 4, 4DCA �= 4BEA: Posebno je i

BE = DC; \ADC = \AEB; \ACD = \ABE:

Uoµcimo trokute 4BDC i 4BEC. Primjenom Propozicije 4 dobivamo da je

4BDC �= 4BEC; pa je \DBC = \BCE (to je druga tvrdnja koju treba

dokazati) i \BCD = \CBE: Sada je \ABE � \CBE = \ACD � \BCD
(primjena Aksioma (A-3)) i zaista je \ABC = \ACB:

Propozicija 6 Ako su u trokutu dva kuta jednaka, onda su jednake i stranice

koje leµze nasuprot jednakih kutova.

Dokaz. Neka je 4ABC trokut kojemu je \B = \C: Treba pokazati da je
AB = AC:
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Propozicija 6

Pretpostavimo suprotno, tj. neka je AB véca od AC: Na vécoj odredimo toµcku

D tako da je DB = AC (Propozicija 3). Spojimo D sa C [(P-1)]: Promotrimo

trokute4ABC;4DBC: Vrijedi AC = DB; BC = CB i \BDC = \CDB pa je
4ABC �= 4DBC (Propozicija 4). Time smo do�li do protuslovlja s Aksiomom
(A-6): cjelina (trokut 4ABC) bila bi jednaka svom dijelu (trokutu 4DBC):
Dakle, mora biti AB = AC:

Propozicija 7 Nije mogúce iz dvije razliµcite toµcke koje se nalaze s iste strane

duµzine povuµci na krajnjim toµckama dvije duµzine tako da duµzine s istim krajevima

budu me�usobno jednake.

Dokaz. Neka je dana duµzina AD i razliµcite toµcke C i D s iste strane duµzine.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je AC = AD i BC = BD. Po Propoziciji 5

je trokut 4ACD jednakokraµcan pa je \ACD = \ADC i pogotovo \BCD <

\DCB:

Propozicija 7

Isto tako, trokut 4CBD je jednakokraµcan pa je i \BCD = \DCB: No to je
nemogúce jer smo dokazali da je \BCD < \DCB:

Propozicija 8 Ako dva trokuta imaju dvije stranice jednake odgovarajúcim dv-

jema stranicama i osnovice su im jednake, onda će imati i jednake kutove koje

µcine jednake stranice.

Dokaz. Neka su 4ABC i 4DEF trokuti kojima je AB = DE, AC = DF; te

neka su im i osnovice jednake BC = EF: Trvdimo da je \BAC = \EDF:

Propozicija 8
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Poloµzimo trokut 4ABC u trokut 4DEF tako da toµcka B padne u E i duµzina

BC u duµzinu EF: Tvrdimo da će i toµcka A pasti u toµcku D: U suprotnom,

ako toµcka A padne u toµcku G razliµcitu od D imali bi dvije toµcke i duµzinu EF i

vrijedilo bi ED = EG, FD = FG - a to je nemogúce po Propoziciji 7.

Propozicija 9 Raspoloviti dani pravolinijski kut.

Dokaz. Neka je \BAC dani pravolinijski kut. Treba da podijeliti na dva

jednaka dijela. Odaberimo proizvoljnu toµcku D na AB i neka je D toµcka na

AC takva je je AE = AD (Propozicija 3). Konstruiramo duµzinu DE [(P-1)]

i nad njom jednakostraniµcan trokut 4DEF (Propozicija 1) i potom AF [(P-

1)]. Tvrdimo da je kut \(��!AB;�!AC) sa �!AF podijeljen na dva jednaka dijela.

Promotrimo trokute 4ADF i 4AEF:

Propozicija 9

Po konstrukciji je DF = EF; AD = AE a AF je zajedniµcka stranica, pa su oni

sukladni (Propozicija 8). Prema tome je \DAF = \EAF:

Propozicija 10 Raspoloviti danu duµzinu.

Dokaz. Neka je AB dana duµzina. Nad njom konstruiramo jednakostraniµcan

trokut (Propozicija 1) i kut \ACB raspolovimo sa��!AD (Propozicija 9). Tvrdimo
da toµcka D raspolavlja duµzinu AB:

Propozicija 10

Promotrimo trokute 4ADC i 4BDC. Po konstrukciji je AC = BC; \ACD =

\BCD a CD je zajedniµcka stranica i po Propoziciji 4 slijedi da su trokuti

4ADC i 4BDC: Dobivamo, posebno, da je i AD = DB:

Propozicija 11 Iz dane toµcke na danom pravcu povúci pravac pod pravim ku-

tom prema danom pravcu.
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Dokaz. Neka je
 !
AB dani pravac i C dana toµcka na njemu.

Treba konstruirati okomicu na pravac
 !
AB u toµcki C:

Neka je D bilo koja toµcka AC i na CD odredimo toµcku E tako da je CD = CE

(Propozicija 3) i nad DE konstruirajmo jednakostraniµcan trokut 4DEF (1).

Spojimo F sa C [(P-1)]. Tvrdimo da je
 !
FC [(P-2)] traµzena okomica.

Propozicija 11

Promotrimo trokute4DCF i4ECF . Po konstrukciji jeDC = CE i FD = FE

a FC je zajedniµcka stranica pa su, po Propoziciji 8, ta dva trokuta sukladna.

Dakle i \DCF = \ECF: Susjedni kutovi, sukuti, koji su me�usobno jednaki
su pravi kutovi [(D-10)] i zaista je

 !
FC traµzena okomica.

Propozicija 12 Povúci okomicu na dani pravac iz dane toµcke koja ne leµzi na

danom pravcu.

Dokaz. Neka su dani pravac
 !
AB i toµcka C koja ne leµzi na njemu.

Treba konstruirati okomicu na
 !
AB koja prolazi toµckom C:

Odaberimo toµcku D s druge strane pravca
 !
AB i konstruirajmo kruµznicu k =

k(C;CD) [(P-3)] i sjeci�ta te kruµznice sa
 !
AB oznaµcimo sa G i E: Raspolovimo

toµckom H duµzinu GE (Propozicija 10) i povucimo CG; CH i CE [(P-1)].

Tvrdimo da je
 !
CH traµzena okomica, tj.

 !
CH ?  !AB:

Propozicija 12

Promotrimo trokute 4GHC i 4ECH: Po konstrukciji je CG = CE; GH =

HE; a CH je zajedniµcka stranica, pa su po Propoziciji 8 promatrani trokuti

sukladni. Slijedi \CHG = \CHE i po De�niciji (D-10) to su pravi kutovi.

Propozicija 13 Ako pravac povuµcen nad pravcem µcini kutove moraju ti kutovi

biti ili oba prava ili saµcinjavaju zajedno dva prava kuta.

Dokaz. Neka se pravci
 !
AB i neka

 !
CD sijeku u toµcki B i neka su kutovi \DBA

i \ABC susjedni kutovi.
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Tvrdimo da su kutovi \DBA i \ABC ili pravi ili saµcinjavaju zajedno dva prava
kuta.

Propozicija 13

Ukoliko su oni jednaki onda su po (D-10) i pravi. Ukoliko oni nisu jednaki tada u

toµcki B povucimo okomicu
 !
EB na pravac

 !
DC (Propozicija 11). Sada su kutovi

\DBE i \EBC pravi. Tada je \CBE = \CBA+ \ABE i dodavanjem kuta

\EBD dobivamo [(A-2)]

\CBE + \EBD = \CBA+ \ABE + \EBD:

Analogno je \DBA = \DBE + \EBA i dodavanjem kuta \ABC dobivamo

[(A-2)]

\DBA+ \ABC = \DBE + \EBA+ \ABC:
U dobivenim jednakostima desne strane su jednake pa je [(A-1)]

\CBE + \EBD = \DBA+ \ABC;

i kutovi \DBA; \ABC saµcinjavaju zajedno dva prava kuta.

Propozicija 14 Ako ma sa kojim pravcem u istoj toµcki na njemu dva polu-

pravca s razliµcitih strana ovog pravca grade susjedne kutove koji zajedno µcine

dva prava kuta ta dva polupravca moraju se nalaziti na istom pravcu.

Dokaz. Neka je dan pravac
 !
AB i neka su

��!
BC i

��!
BD polupravci s razliµcitih strana

pravca
 !
AB takvi da je zbroj \ABC +\ABD jednak dvama pravim kutovima.

Tvrdimo da
��!
BC i

��!
BD leµze na istom pravcu, tj.

 !
BC =

 !
BD.

Propozicija 14

U suprotnom, neka je
��!
BE onaj polupravac koji sa

��!
BC leµzi na istom pravcu. Po

Propoziciji 13 je zbroj kutova \ABC+\ABE jednak dvama pravim kutovima.
Po pretpostavci je i \ABC + \ABD jednak dvama pravim kutovima. Dakle,

mora biti \ABC + \ABE = \ABC + \ABD i oduzimanjem kuta \ABC
dobivamo \ABE = \ABD [(A-3)]. To znaµci da je dio, kut \ABE; jednak
cjelini, kutu \ABD; a to je u protuslovlju s Aksiomom (A-5). Dakle,

��!
BC i

��!
BD

leµze na istom pravcu.
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Propozicija 15 Ako se dva pravca sijeku, onda µcine me�usobno jednake vr�ne

kutove.

Dokaz. Neka se pravci AB i CD sijeku u toµcki E:

Treba dokazati da je \CEA = \DEB i \AED = \CEB:

Propozicija 15

Primjenom Propoziciji 13 na
�!
EA i

 !
CD dobivamo da je zbroj \DEA+ \CEA

jednak dvama pravim kutovima. Isto tako, primjenimo li istu propoziciju na
��!
ED

i
 !
AB dobivamo da je zbroj \DEA + \DEB jednak dvama pravim kutovima.

Slijedi \DEA+\CEA = \DEA+\DEB [(A-1)]. Oduzimanjem kuta \DEA
[(A-3)] dobivamo \CEA = \DEB:
Analogno se pokazuje i druga tvrdnja.

Propozicija 16 U svakom trokutu je vanjski kut dobiven produµzivanjem jedne

stranice véci od svakog od dva nesusjedna unutarnjeg kuta.

Dokaz. Neka je dan trokut 4ABC i produljimo jednu njegovu stranicu BC do
BD:

Treba dokazati da je \DCA véci od \BAC i od \ABC.

Propozicija 16

Konstruiramo polovi�te E duµzine AC (Propozicija 10) i spojimo E i B [(P-1)].

Produµzimo spojnicu BE [(P-2)] do toµcke F tako da je BE = EF (Propozicija 3)

i spojimo F sa C [(P-1)]. Tvrdimo da je \DCA > \ABC i \DCA > \BAC:
Promotrimo trokute 4BEA i 4ECF: Po konstrukciji je BE = EF; AE = EC,
a po Propoziciji 15 je \BEA = \CEF: Primjenom S-K-S pouµcka o sukladnosti

trokuta (Propozicija 4) slijedi da su 4BEA i 4ECF sukladni. Dakle mora
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biti i \BAE = \ECF: Kako je \ECD > \ECF [(A-5)], zaista je \ECD =

\DCA > \BAE = \BAC:
Analogno se dokazuje tvrdnja \DCA > \ABC:

Propozicija 17 U svakom trokutu je zbroj bilo koja dva kuta manji od dva

prava kuta.

Dokaz. Neka je dan trokut 4ABC:
Tvrdimo da je zbroj bilo koja dva kuta manji od dva prava kuta.

Propozicija 17

Izmimo bilo koja dva kuta, recimo \ABC i \ACB; i dokaµzimo da je \ABC +
\ACB: Produljimo BC do BD [(P-2)]. Po Propoziciji 16 je \ACD > \ABC:
Odavde, dodavanjem kuta \ACB dobivamo da je \ACD+\ACB > \ABC+
\ACB: Budúci je \ACD+\ACB jednako dvama pravim kutovima (Propozi-

cija 13) imamo da je zbroj \ABC + \ACB manji od dva prava kuta.

Propozicija 18 U svakom trokutu nasuprot véce stranice leµzi véci kut.

Dokaz. Neka je u trokutu 4ABC stranica AC véca od AB:
Treba dokazati da je \ABC > \BCA:

Propozicija 18

Konstruirajmo toµcku D na stranici AC tako da je AD = AB (Propozicija 3) i

spojimo D sa B [(P-1)]. Po Propoziciji 6 je vanjski kut \ADB trokuta 4BCD
véci od nesusjednog kuta \DCB: Kako je 4ABD jednakokraµcan trokut vrijedi

\ABD = \ADB (Propozicija 5). Dobili smo \ABC > \ABD = \ADB >

\DCB = \ACB; a to se i tvrdilo.

Propozicija 19 U svakom trokutu nasuprot vécem kutu leµzi véca stranica.

Dokaz. Neka je u trokutu 4ABC kut \ABC véci od \BCA:
Treba dokazati da je AC > AB:
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Propozicija 19

Prepostavimo suprotno. Tada je ili AC = AB ili AC < AB: Sigurno je

AC 6= AB jer bi u suprotnom, po Propoziciji 5, bilo \ABC = \BCA �to

je u protuslovlji s na�om pretpostavkom. Sigurno nije ni AC < AB jer bi tada,

po Propoziciji 18, bilo \ABC < \BCA �to je u protuslovlju s na�om polaznom

pretpostavkom.

Propozicija 20 U svakom trokutu zbroj bilo koje dvije stranice véci je od tréce

stranice.

Dokaz. Neka je dan trokut 4ABC:
Treba dokazati AB +BC > AC; AB +AC > BC i BC + CA > AB:

Propozicija 20

Produljimo stranicu BA do toµcke D tako da je AD = AC. Po Propoziciji 5 je

\ADC = \ACD: Dakle, vrijedi \BCD > \ADC [(A-4)]. Budúci je 4DCB
trokut kojemu je \BCD > \ADC; po Propoziciji 19 mora biti DB > BC;

odnosno BA+AC > BC:

Analogno se dokazuju i ostale tvrdnje.

Propozicija 21 Ako se u unutra�njosti trokuta iz krajnjih toµcaka jedne njegove

stranice trokuta povuku dva pravca koji se sijeku, suma povuµcenih duµzina bit će

manja od duµzina preostalih stranica trokuta,a kut kojeg one tvore bit će véci.

Dokaz. Neka je dan trokut 4ABC i pravci
 !
BD i

 !
CD gdje je D unutarnja

toµcka trokuta.

Treba dokazati da je BD +DC < AB +AC i \BDC > \BAC:



16

Propozicija 21

Neka je E sjeci�te pravaca
 !
BD i

 !
AC: U trokutu 4BAE je AB + AE > BE

(Propozicija 20). Dadavanjem EC dobivamo AB + AE + EC > BE + EC

[(A-4)]. Kako je AC = AE + EC slijedi da je i

AB +AC > BE + EC:

Isto tako, u trokutu 4CED je CE+ED > CD (Propozicija 20), i dadavanjem

BD dobivamo CE + ED + BD > CD + BD [(A-4)]. Po konstrukciji je ED +

DB = EB pa iz prethodne nejednakosti imamo

CE + ED > CD +BD:

Imamo BA + AC > BE + EC > CE + ED > CD + BD a to je i trebalo

dokazati.

Dokaµzimo i drugu tvrdnju \BDC > BAC: Promotrimo trokut 4DEC:
Vanjski kut trokuta \BDC je véci od \DEC (Propozicija 16): Isto tako za

trokut 4ABE je \BEC > \EAB: Slijedi da je \BDC > \DEC = \BEC >
\EAB = \CAB i tvrdnja je dokazana.

Propozicija 22 Od tri duµzine koje su jednake danim trima duµzinama naµciniti

trokut, pri tom zbroj bilo kojih dviju duµzina mora biti véci od tréce.

Dokaz. Neka su zadane tri duµzine a; b; c i neka je zbroj bilo kojih dviju duµzina
véci od tréce.

Treba konstruirati trokut kojemu su stranice jednake zadanim duµzinama.

Propozicija 22
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Uzmimo bilo koji polupravac
��!
DE i na njemu odredimo toµcke F; G i H tako da

je DF = a; FG = b i GH = c [(P-3)]: Opi�imo potom kruµznice k1 = k(F; a) i

k2 = k(G; c). Sjeci�te tih kruµznica oznaµcimo sa K i spojimo ga sa F i G: Kako

je DF = FK = a [(D-15)]; FG = b (po konstrukciji); GK = GH = c [(D-15)],

zaista je 4FGK traµzeni trokut.

Propozicija 23 Na danom pravcu u danoj toµcki na njemu konstruirati kut jed-

nak danom kutu.

Dokaz. Neka je dan pravac
 !
AB i neka je A dana toµcka na njemu. Neka je

� = \(d; e) dani kut. Uzmimo na polupravcu e toµcku E a na d toµcku D i

spojimo ih.

Propozicija 23

Konstruiramo potom trokut 4AGF kojemu AG = CE; AF = CD; GF = ED
(Propozicija 22). Trokuti 4DCE i 4FAG su sukladni (Propozicija 8) pa je

\FAG = \DCE = �:

Propozicija 24 Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednog jednake dvjema

stranicama drugog, a kutovi me�u njima nisu jednaki, tada je u onom trokutu

gdje je taj kut véci nasuprotna stranica véca.

Dokaz. Neka su dani trokuti4ABC i4DEF tako da je AB = DE, AC = DF
i \CAB > \FDE:
Treba dokazati da je BC > EF

Propozicija 24
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Budúci je \CAB > \FDE konstruirajmo \EDG nad ��!DE jednak kutu \BAC
(Propozicija 23) i na

��!
DG neka je G toµcka takva da je DG = AC. Spo-

jimo G sa D i E: Promotrimo trokute 4ABC i 4DEG: Po S-K-S pouµcku
o sukladnosti (Propozicija 4) oni sukladni pa je BC = EG: Budúci je trokut

4DGF jednakokraµcan imamo da je \DGF = \DFG (Propozicija 5). Dakle,

\DFG = \DGF > \EGF; pa je pogotovu \EFG > \EGF: Dakle, u trokutu
4EFG je \EFG > \EGF; pa je EG > EF (Propozicija 19). Kako je

EG = BC to je i BC > EF:

Propozicija 25 Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednake, a tréce stranice

nejednake, onda je u onom trokutu kojem je stranica véca nasuprotni kut véci.

Dokaz. Neka su 4ABC i 4DEF takvi da je AB = DE, AC = DF i BC >

EF .

Treba dokazati da je \BAC > \EDF .

Propozicija 25

Pretpostavimo suprotno. Mogúca su dva sluµcaja:

(1) \BAC = \EDF , i tada je (po Propoziciji 16) BC = EF; a to je u

protuslovlju s na�om pretpostavkom da je BC > EF ;

(2) \BAC < \EDF; i tada je (po Propoziciji 24) BC < EF; a to je u

protuslovlju s pretpostavkom da je BC > EF .

Dakle, mora biti \BAC > \EDF .

Propozicija 26 Ako su kod dva trokuta po dva odgovarajúca kuta jednaka i jed-

nake odgovarajúce stranice i to ili one uz ta dva kuta ili one nasuprot jednom od

odgovarajúcih kutova tada su i preostale odgovarajúce stranice i preostali kutovi

jednaki.

Dokaz. Neka su dani trokuti 4ABC i 4DEF tako da je BC = EF , \ABC =
\DEF i \BCA = \EFD.
Treba dokazati da se i preostali elementi trokuta jednaki, tj. AB = DE; AC =

DF i \BAC = \EDF:
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Propozicija 26

Pretpostavimo da je AB 6= DE. Tada je jedna od njih véca, uzmimo da je

AB > DE. Prenesimo duµzinu DE na AB od toµcke B i neka je G toµcka na

AB takva da je DE = BG. Tada je 4GBC �= 4DEF (Propozicija 4), dakle

i \GCB = \DFE: No, po pretpostavci je \DFE = \BCA pa bi bilo da je

i \BCG = \BCA: Dobili smo da je manji kut jednak vécemu kutu, �to je
nemogúce [(A-6)]. Dakle, mora biti AB = DE: Vrijedi 4ABC �= 4DEF (po

pretpostavci je BC = EF; \ABC = \DEF; a dokazali smo AB = DE; pa

moµzemo primijeniti Propoziciju 4), i odatle BC = EF:

Dokaµzimo drugi sluµcaj.

Neka su 4ABC i 4DEF takvi da je \ABC = \DEF , \BCA = \EFD i

AB = ED.

Treba dokazati da su i preostali elementi trokuta jednaki, tj. da je AC = DF;

BC = EF i \BAC = \EDF:
Pretpostavimo suprotno, tj. da je BC 6= EF i neka je BC > EF . Prenesimo

EF na BC od toµcke B i neka je H toµcka na BC takva da je BH = EF . Tada

je 4ABH �= 4DEF (AB = DE; \ABC = \DEF; BH = EF; primijen-

imo Propoziciju 4) odakle slijedi \BHA = \EFD. No, po pretpostavci je i
\EFD = \BCA: Dobili smo da je u trokutu 4AHC vanjski kut \BHA jed-
nak unutarnjem nesusjednom kutu \BCA �to je u kontradikciji s Propozicijom
16. Dakle, mora biti BC = EF: Sada imamo BC = EF; AB = ED i \BAC =
\EDF pa je 4ABC �= 4DEF (Propozicija 4) pa je i \BAC = \EDF:

Tvrdnja propozicije je poznati K-S-K pouµcak o sukladnosti.

Propozicija 27 Ako pravac sijeµce druga dva pravca i tvori s njima jednake

unutarnje, izmjeniµcne kutove onda su ta dva pravca paralelna.

Dokaz. Neka pravac
 !
EF sijeµce pravce

 !
AB i

 !
CD u toµckama E i F i neka su

izmeniµcni kutovi jednaki, tj. \AEF = \EFD (ili \BEF = \CFE):
Treba dokazati da su

 !
AB i

 !
CD paralelni pravci.
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Propozicija 27

Pretpostavimo suprotno, tj. da se polupravac
��!
EB sijeµce sa

��!
FD u toµcki G:

Promotrimo 4EFG. Kako je \AEF je vanjski kut za taj trokut to je \AEF >
\EFG (Propozicija 16), �to je u protuslovlju s pretpostavkom.
Sliµcno se dokazuje da

�!
EA ne sijeµce

��!
FC: Dakle,

 !
AB i

 !
CD paralele [(D-23)].

Za paralelne pravce
 !
AB i

 !
CD rabit ćemo oznaku

 !
AB k  !CD; a da je kut

\ABC pravi oznaku \ABC = R.

Propozicija 28 Ako pravac koji sijeµce dva pravca tvori s njima s iste svoje

strane vanjski kut jednak unutarnjem kutu ili dva unutarnja kuta jednaka dvama

pravim kutovima onda su ti pravci paralelni.

Dokaz. Neka pravac
 !
EF sijeµce pravce

 !
AB i

 !
CD u toµckama G i H; te neka je

ili \EGB = \GHD ili \BGH + \GHD = 2R:

Treba dokazati da je
 !
AB k  !CD:

Promotrimo prvi sluµcaj \EGB = \GHD.
Tada je \EGB = \AGH (Propozicija 15). Dakle, izmjeniµcni kutovi \EGB i

\GHD su jednaki pa je
 !
AB k  !CD (Propozicija 27).

Propozicija 28

Drugi sluµcaj: \BGH + \GHD = 2R:

Budúci je \AGH + \BGH = 2R (Propozicija 13) imamo \BGH + \GHD =

\AGH + \BGH: Oduzimanjem kuta \BGH dobivamo \GHD = \AGH:
Dakle, izmjeniµcni kutovi \GHD i \AGH su jednaki pa je

 !
AB k  !CD (Propozi-

cija 27).



21

Propozicija 29 Ako pravac sijeµce dva paralelna pravca onda on s njima tvori

jednake izmjeniµcne kutove, vanjski kut odgovara unuhtra�njem s iste strane i

dva unutra�nja kuta s iste strane su jednaka dvama pravim kutovima.

Dokaz. Neka pravac
 !
EF sijeµce paralelne pravce

 !
AB i

 !
CD u toµckama G i H:

Treba dokazati da je \AGH = \GHD; \EGB = \GHD i \BGH+\GHD =

2R:

Dokaµzimo prvu tvrdnju \AGH = \GHD.
Pretpostavimo suprotno, i neka je \AGH > \GHD: Dodavanjem kuta \BGH
dobivamo \AGH + \BGH > \GHD + \BGH:

Propozicija 29

Kako je \AGH + \BGH = 2R (Propozicija 13) dobili smo da je \GHD +

\BGH < 2R: To znaµci da se pravci
 !
AB i

 !
CD sijeku [(P-5)], a to je u kontradik-

ciji s pretpostavkom
 !
AB k  !CD: Dakle, mora biti \AGH = \GHD:

Odavde slijedi i druga tvrdnja \EGB = \GHD:
Dokaµzimo trécu tvrdnju \BGH + \GHD = 2R:

Kako je \AGH = \EGB (Propozicija 15), a po prvoj dokazanoj tvrdnji je

\AGH = \GHD; dobivamo da je \EGB = \GHD [(A-1)]. Dodavanjem kuta

\BGH dobivamo \EGB + \BGH = \GHD + \BGH: Budúci je \EGB +
\BGH = 2R (Propozicija 13) dobili smo \GHD + \BGH = 2R:

Propozicija 30 Pravci koji su paralelni istom pravcu paralelni su i me�usobno.

Dokaz. Neka je
 !
AB k  !EF i  !CD k  !EF .

Treba dokazati
 !
AB k  !CD:

Propozicija 30
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Presjecimo dane pravce nekim pravcem i neka ih on sijeµce u toµckama G; H i K.

Iz
 !
AB k  !EF slijedi \AGK = \GHF; a iz  !CD k  !EF slijedi \GHF = \GKD

(Propozicija 29). Dobili smo da je \AGK = \GKD [(A-1)] i dalje
 !
AB k  !CD

(Propozicija 27)

Propozicija 31 Kroz danu toµcku povúci pravac paralelan danom pravcu.

Dokaz. Neka je dana toµcka A van danog pravca
 !
BC:

Propozicija 31

Odaberimo na
 !
BC proizvoljnu toµcku D i spojimo AD. Uoµcimo kut \ADC.

Prenesimo \ADC uz AD s druge strane iz vrha A. Neka je tako dobiven

\EAD (Propozicija 23). Dobili smo da je
 !
EA traµzena paralela (Propozicija

27).

Propozicija 32 U svakom trokutu vanjski kut je jednak zbroju dvaju nesusjed-

nih unutarnjih kutova, a zbroj sva tri unutra�nja kuta jednak je dvama pravim

kutovima.

Dokaz. Neka je dan 4ABC. Odaberimo na ��!BC toµcku D. \ACD je vanjski

kut 4ABC:
Dokaµzimo \BAC + \ABC = \ACD:

Propozicija 32

Povucimo kroz C paralelu
 !
CE sa

 !
AB (Propozicija 31). Iz

 !
AB k  !CE i jer

 !
AC

sijeµce te pravce, slijedi \BAC = \ACE (Propozicija 29). Isto tako iz !AB k  !CE
i jer

 !
BD sijeµce te pravce, slijedi \ECD = \ABC (Propozicija 29). Sada je

\BAC + \ABC = \ACE + \ECD [(A-1)], tj. \BAC + \ABC = \ACD:
Time je dokazano da je vanjski kut trokuta jednak zbroju dva nesusjedna kuta

trokuta: \BAC + \ABC = \ACD:
Dodavanjem ovoj jednakosti kuta \BCA dobivamo da je \BAC + \ABC +
\BCA = \ACD +\BCA: Budúci je \ACD +\BCA = 2R (Propozicija 13),
zaista je zbroj sva tri unutra�nja kuta trokuta jednak 2R [(A-1)]:
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Propozicija 33 Duµzine koje spajaju s iste strane krajeve jednakih i paralelnih

duµzina i same su jednake i paralelne.

Dokaz. Neka su AB i CD paralelne duµzine i AB = CD.

Treba dokazati da je AC = BD i
 !
AC k  !BD:

Propozicija 33

Spojimo BC: Budúci je
 !
AB k  !CD i !BC sijeµce paralelne pravce izmjeniµcni kutovi

su jednaki: \ABC = \BCD (Propozicija 29). Trokuti 4ABC i 4BCD su

sukladni (AC = BD; \ABC = \BCD; BC zajedniµcka stranica, Propozicija

26). Iz sukladnosti trokuta slijedi prva tvrdnja BD = AC:

Dokaµzimo i drugu tvrdnju
 !
BD k  !AC:

Iz sukladnosti trokuta 4ABC i 4BCD slijedi i \ABC = \DCB: Budúci  !BC
sijeµce pravce

 !
AB i

 !
CD i µcini me�usobno jednake izmjeniµcne kutove zaista je

 !
AC k  !BD (Propozicija 27).

Propozicija 34 Kod paralelograma su nasuprotne stranice jednake, nasuprotni

kutovi su jednaki i dijagonala ga raspolavlja.

Dokaz. Neka je ACDB pralelogram, a BC njegova dijagonala.

Propozicija 34

Budúci je
 !
AB k  !CD i pravac

 !
CD ih presjeca imamo \ABC = \CBD (Propozi-

cija 29). Isto tako,
 !
AC k  !BD i

 !
CD ih presjeca pa je \ACB = \CBD: Slijedi

da su trokuti 4ABD i 4BCD sukladni (zajedniµcka stranica i jednaki kutovi

na njoj, Propozicija 26), tj. dijagonala raspolavlja paralelogram. Dakle, i ostali

elementi trokuta su jednaki: nasuprotni kutovi \CAB = \CDB; i nasuprotne
stranice AC = BD; AB = CD:

Budúci je \ABC = \CBD i \CAB = \CDB dobivamo \ABC + \CAB =

\CBD+\CDB [(A-2)]; odnosno preostali nasuprotni kutovi su jednaki \BAC =
\CDB:
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Propozicija 35 Paralelogrami s istom osnovicom izme�u istih paralela su jed-

naki (po povr�ini).

Dokaz. Neka su ABCD; EBCF paralelogrami na istoj osnovici i istim parale-

lama
 !
BC;

 !
AF:

Treba dokazati da je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EBCF:

Propozicija 35

Budúci su ABCD i EBCF paralelogrami imamo AD = BC i EF = BC

(Propozicija 34), pa je onda i AD = EF [(A-1)]: Dodavanjem duµzine DE dobi-

vamo AD+DE = EF+DE [(A-2)], tj. AE = DF: Vrijedi i AB = DC (ABCD

je paralelogram, Propozicija 34). Promotrimo trokute 4EAB i 4FDC. Oni su
sukladni jer je AD = EF; AB = DC; \FDC = \EAB (Propozicija 29). Kada
se od sukladnih trokuta 4EAB i 4FDC oduzme zajedniµcki dio trokut 4GBC
dobit ćemo jednake trapeze ABGD i EGCF [(A-3)]: Dodajmo tim trapezima

trokut4GBC; pa je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EBCF [(A-3)].

Propozicija 36 Paralelogrami s jednakim osnovicama izme�u istih paralela su

jednaki.

Dokaz. Neka su ABCD; EFGH paralelogrami s jednakim osnovicama BC;

FG i istim paralelama
 !
AH,

 !
BG:

Tvrdimo da je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EFGH:

Propozicija 36

Spojimo A sa H i B sa E. Budúci je BC = FG i FG = EH imamo BC = EH

[(A-1)]. Jednake stranice BC; EH su i paralelne i spajaju ih EB i HC pa su

i one jednake i paralelne (Propozicija 33). Dakle, EBCH paralelogram. Taj je

paralelogram jednak paralelogramu ABCD (Propozicija 35). Iz istog razloga je
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paralelogram EFGH jednak paralelogramu EBCH (Propozicija 35). Dakle, i

paralelogram ABCD jednak je paralelogramu EFGH [(A-1)].

Propozicija 37 Trokuti s istom osnovicom izme�u istih paralela su jednaki.

Dokaz. Neka su 4ABC; 4DBC trokuti s istom osnovicom BC i izme�u

paralela
 !
BC;

 !
AD:

Tvrdimo da je trokut 4ABC jednak trokutu 4DBC.

Propozicija 37

Konstruiramo paralelu kroz B sa
 !
CA; a kroz C paralelu sa

 !
BD (Propozicija

31): Sjeci�ta tih paralela sa
 !
AD oznaµcimo sa E i F: Dobili smo dva jednaka

paralelograma EBCA, DBCF (Propozicija 35). Trokut 4ABC je polovica

paralelograma, a trokut 4DBC je polovica paralelograma DBCF (Propozicija
36). Dakle, trokut 4ABC je jednak trokutu 4DBC:

Propozicija 38 Trokuti s jednakim osnovicama izme�u istih paralela su jed-

naki.

Dokaz. Neka su 4ABC i 4DEF trokuti dakvi da je BC = EF i BF k AD:
Trvdimo da su ti trokuti jednaki (po povr�ini).

Propozicija 38

Konstruiramao paralelu kroz B sa
 !
AC i paralelu kroz F sa

 !
DE (Propozi-

cija 31) i sjeci�ta dobivenih paralela sa
 !
AD oznaµcimo sa G i H: Dobili smo

dva jednaka paralelograma GBCA, DEFH (Propozicija 36). Trokut 4ABC
je polovica paralelograma GBCA; a trokut 4EFD polovica paralelograma

DEFH (Propozicija 34). Prema tome trokut4ABC je jednak trokutu4DEF:
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Propozicija 39 Jednaki trokuti s istom osnovicom i iste njezine strane leµze

izme�u istih paralela.

Dokaz. Neka su dani jednaki trokuti 4ABC i 4DBC s istom osnovicom BC

i s iste strane osnovice.

Tvrdimo
 !
BC k  !AD:

Propozicija 39

Pretpostavimo suprotno, tj. da pravci
 !
BC i

 !
AD nisu paralelni: Povucimo

toµckom A paralelu sa
 !
BC (Propozicija 31) i njeno sjeci�te sa

 !
BD oznaµcimo

E: Spojimo E sa C: Trokut 4ABC jednak je trokutu 4EBC (Propozicija 37).
No 4ABC jednak je i trokutu 4DBC pa imamo da je trokut 4BCE jednak

trokutu 4BCD [(A-1)]. Dobili smo da je véci trokut jednak manjemu, �to je

nemogúce [(A-5)].

Propozicija 40 Jednaki trokuti s jednakim osnovicama s iste strane od njih

leµze izme�u istih paralela.

Dokaz. Neka su 4ABC; 4CDE jednaki trokuti s jednakim osnovicama BC =
CE i s iste strane.

Tvrdimo de je
 !
BC k AD:

Propozicija 40

U suprotnom, povucimo kroz A paralelu sa
 !
BC (Propozicija 31) i njeno sjeci�te

sa
 !
CD oznaµcimo sa F: Spojimo F sa E: Trokut4ABC jednak je trokutu4FCE

(Propozicija 38). Kako su i trokuti 4ABC i 4DCE jednaki, dobivamo da je

trokut 4DCE jednak trokutu 4FCE; a to je nemogúce [(A-5)].

Propozicija 41 Ako paralelogram ima istu osnovicu s nekim trokutom i ako

leµze izme�u istih paralela, onda je paralelogram dva puta véci od trokuta.
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Dokaz. Neka paralelogram ABCD i trokut 4EBC imaju istu osnovicu i neka
leµze izme�u istih paralela. Trvdimo da je paralelogram ABCD dvostruko véci

od trokuta 4EBC.

Propozicija 41

Spojimo A sa C: Trokuti 4ABC, 4EDC su jednaki (Propozicija 37) i kako je
paralelogram ABCD dvostruko véci od trokuta 4ABC (Propozicija 34) zaista
je paralelogram ABCD dvostruko véci od trokuta 4EBC.

Propozicija 42 U danom pravocrtnom kutu konstruirati paralelogram jednak

danom trokutu.

Dokaz. Neka su dani trokut 4ABC i kut \D:

Propozicija 42

Raspolovimo BC i neka je E polovi�te, tj. BE = EC. Nanesimo kut \D iz

E tako da je \FEC = \D (Propozicija 23): Toµckom A povucimo paralelu s
 !
BC (Propozicija 31) i neka je F toµcka u kojoj ta paralela sijeµce

 !
EF . Toµckom

C povucimo paralelu s
 !
EF (Propoziija 23) i neka je G toµcka u kojoj ta paralela

sijeµce
 !
AF: Time smo dobili paralelogram FECG.

Tvrdimo da je to traµzeni paralelogram. Budúci je BE = EC trokuti 4ABE,
4AEC su jednaki jer leµze izme�u istih paralela (Propozicija 38). Dakle, trokut
4ABC je dvostruko véci od trokuta 4AEC: No, i paralelogram FECG je

dvostruko véci od trokuta 4AEC (Propozicija 41), pa je on jednak i danom

trokutu 4ABC:
Dakle, jer je \FEC = \D; paralelogram FECG je upisnan u dani kut i jednak
je danom trokutu 4ABC; �to se i tvrdilo.

Propozicija 43 U svakom paralelogramu dopune paralelogramima na dijago-

nali su jednake.
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Dokaz. Neka je ABCD dani paralelogram i AC njegova dijagonala.

Propozicija 43

Odaberimo na dijagonali toµcku K i povucimo njome paralele s
 !
AD i

 !
AB:

Presjeµcne toµcke tih paralela sa stranicama paralelograma oznaµcimo sa E; F; H;

G:

Paralelogrami EBGK; HKFD su dopune na dijagonali i treba dokazati da su

one jednake.

Budúci je AC dijagonala paralelograma ABCD trokuti 4ABC i 4ACD su

jednaki (Propozicija 34). Isto tako su trokuti 4AEK; 4AKH jednaki, te

4KGC;4KCF jednaki trokuti (Propozicija 34). Sada je zbroj trokuta4AEK
i 4KGC jednak zbroju trokuta 4AHK i 4KCF [(A-2)]. Budúci je trokut

4ABC jednak trokutu 4ADC preostala dopuna EBGH jednaka je preostaloj

dopuni HKFD [(A-3)].

Propozicija 44 Na danoj duµzini u danom pravocrtnom kutu konstruirati paralel-

ogram jednak danom trokutu.

Dokaz. Neka je AB dana duµzina, C dani trokut, a \D je dan pravocrtni kut.

Treba uz danu duµzinu AB u kutu jednakom D konstruirati paralelogram jednak

danom trokutu C:

Propozicija 44

Odaberimo proizvoljni pravac i na njemu nanesimo danu duµzinu AB: Produµzimo

AB i u vrhu B nanesimo kut \D i u njemu paralelogram BEFG jednak danom

trokutu 4C (Propozicija 42). Povucimo toµckom A paralelu s
 !
BG (Propozi-

cija 31) i presjek te paralele sa
 !
FG oznaµcimo sa H: Pravac

 !
FH je tansverzala

paralelnih pravaca
 !
FE i

 !
HA pa je \AHF + \HFE = 2R (Propozicija 29).

Slijedi \BHG + GFE < 2R; a to znaµci da se pravci
 !
HB i

 !
FE sijeku [(P-5)].
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Sjeci�te oznaµcimo sa K i njime povuµcimo paralelu sa
 !
EA (Propozicija 31) i sje-

ci�te te paralele sa
 !
HA oznaµcimo sa L: Dobili smo paralelogram HLKF kojemu

je dijagonala HK a paralelogrami LMBA; BEGB su dopune oko dijagonale

HK: Dopune su jednake (Propozicija 43) i kako je dopuna BEFG jednaka

trokutu 4C; to je i dopuna LMBA jednaka trokutu 4C [(A-1)]. Budúci je

\GBE = \ABM (Propozicija 15), a \GBE = \D; onda je i \ABM = \D:
Dakle, ALMB je traµzeni paralelogram.

Propozicija 45 U danom pravocrtnom kutu konstruirati paralelogram jednak

danom pravocrtnom liku.

Dokaz. Neka je ABCD pravocrtni lik i \E dani pravocrtni kut.

Propozicija 45

Spojimo toµcke B i D i pogledajmo trokut �ABD: Konstruiramo u danom kutu

\E paralelogram KHGF jednak trokutu 4ABD (P.1.42.). U kutu \GHM =

\E nadGH konstruiramo paralelogramGHML jednak trokutu4BDC (Propozi-
cija 44). Kutovi \HKH; \GHM su jednaki kutu \E pa su i me�usobno

jednaki [(A-1)]. Dodamo im kut \KHG pa dobivamo \HKF + \KHG =

\GHM + \KHG: Kako je \HKF + \KHG = 2R (Propozicija 29) to je i

\GHM + \KHG = 2R: Slijedi da toµcke K; H; M leµze na jednom pravcu

(Propozicija 14). Budúci da
 !
GH sijeµce paralelne pravce

 �!
KM i

 !
FG to su i izm-

jeniµcni kutovi \MHG;\HGF jednaki. Dodavanjem kuta \HGL dobivamo

\MHG + \HGL = \HGF + \HGL: Budúci je \MHG + \HGL = 2R

(Propozicija 29) to je i \HGF + \HGL = 2R [(A-1)]. Prema tome toµcke

F;G;L leµze na istom pravcu (Propozicija 14). Budúci su FK;HG jednake i

paralelne (Propozicija 34) te duµzine HG; ML jednake i paralelne, onda su i

duµzine KF; ML jednake i paralelne [po (A-1) i Propoziciji 30].

Dakle KFLM je paralelogram jednak danom pravocrtnom liku ABCD.

Propozicija 46 Na danoj duµzini konstruirati kvadrat.

Dokaz. Neka je AB dana duµzina.
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Propozicija 46

U toµcki A dignimo okomicu
 !
AC (Propozicija 11) i na njoj odredimo toµcku

D tako da je AB = AD: Toµckom D povucimo paralelu sa
 !
AB, a toµckom B

paralelu sa
 !
AD (Propozicija 31). Sjeci�te tih pravaca oznaµcimo sa E: Dobili

smo paralelogram ADEB; pa je AB = DE i AD = BE (Propozicija 34). Kako

je i AB = AD; paralelogram ADEB je jednakostraniµcan. Dokaµzimo da je on

i pravokutan. Budúci je
 !
AD transverzala paralelnih pravaca

 !
AB;

 !
DE vrijedi

\BAD + \ADE = 2R: Jer je \BAD = R; to je i \ADE = R: Budúci su

suprotni kutovi paralelograma jednaki, to su i \ABE; \BED pravi. Dakle,

ADEB je pravokutan i jednakostraniµcan, dakle i kvadrat.

Propozicija 47 U svakom pravokutnom trokutu kvadrat nad stranicom na-

suprot pravog kuta jednak je zbroju kvadrata nad stranicama uz pravi kut.

Dokaz. Neka je 4ABC pravokutni trokut s pravim kutom \BAC: Konstrira-
jmo nad stranicama danog trokuta kvadrate BDEF; ACKH; AGFB (Propozi-

cija 46). Iz A povucimo paralelu s
 !
BD i njeno sjeci�te s

 !
DE oznaµcimo sa L:

Spojimo A sa D; L; E, te F sa C i B sa K: Budúci su kutovi \BAC i \BAG
pravi, toµcke A; C; G leµze na istom pravcu (Propozicija 14). Iz istog rrazloga i

toµcke B; A; H leµze na istom pravcu. Budúci je \DBC = \FBA dodavanjem
kuta \ABC dobivamo da je \DBA = \FBC [(A-2)].
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Propozicija 47

Promotrimo trokute 4ABD; 4FBC: Oni imaju po dvije stranice jednake i
jednaki kut me�u njima pa su sukladni (Propozicija 4). Osim toga paralelo-

gram kojemu je BL dijagonala dvostruko je véci od trokuta 4ABD; jer imaju
istu osnovicu i leµze izme�u istih paralela (Propozicija 41). Isto tako i kvadrat s

dijagonalom GB dvostruko je véci od trokuta 4FBC (Propozicija 41). Dakle,

paralelogram s dijagonalom BL jednak je kvadratu s dijagonalom GB: Sliµcno

se dokazuje da ako spojimo E sa E i B sa K; da je tada paralelogram s dijago-

nalom CL jednak kvadratu s dijagonalom HC. Slijedi da je zaista kvadrat nad

stranicom nasuprot pravog kuta trokuta jednak zbroju kvadrata nad stranicama

uz pravi kut.

Propozicija 48 Ako je kod trokuta kvadrat nad jednom stranicom jednak zbroju

kvadrata nad drugim dvjema stranicama onda je kut izme�u tih dviju stranica

pravi.

Dokaz. Neka je 4ABC takav da zadovoljava uvjet, tj. neka je kvadrat nad

stranicom BC jednak zbroju kvadrata nad stranicama AB i AC: Tvrdimo da

je \BAC pravi.

Propozicija 48
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U toµcki A dignimo okomicu na
 !
AC i na toj okomici odaberimo toµcku D tako da

je DA = AB: Sada su kvadrati nad DA i AB jednaki. Dodajmo im kvadrat nad

AC: Zbroj kvadrata nad stranicam DA; AC jednak je zbroju kvadrata nad AB;

AC: Prvi zbroj je jednak kvadratu nad CD (Propozicija 47); a drugi zbroj je po

pretpostavci jednak zbroju kvadrata nad stranicama AB; AC. Dakle kvadrati

nad AD i CB su jednaki pa je AD = CB: Dobili smo da se trokuti 4ACD i

4ACB podudaraju u sve tri stranice, dakle sukladni su (Propozicija 8). Slijedi
\CAB = \CAD = R; a to se i tvrdilo.


