Euklid i njegovi
ELEMENTI

EUKLID

Euklid je zivio od oko 330.-275. pr.K. za vrijeme vladavine
Ptolomeja Sotera u Aleksandriji, kulturnom i znanstvenom
sredistu tadasnjeg svijeta. Jedan je od tri najveca gréka matem-
aticara (Euklid, Arhimed i Apolonije (3. st.pr.K.)) ¢ija su djela
ve¢im dijelom i sa¢uvana. Bio je pristasa Platonove filozofije.

Smatra se da je matematicko obrazovanje dobio u Ateni kod

Platonovih u¢enika. Svoju je nastavnu i znanstvenu djelatnost
Buklid razvio kao osnivac i sredi$nja licnost matematicke skole Museion

u Aleksandriji.

Euklidovi Elementi' objavljeni su oko 300. g.pr.K. Njihovo je
znacenje u tome $to je to bio toliko uspjesan pokusaj izlaganja elementarne
geometrije na aksiomatskoj osnovi, da su oni stolje¢ima bili nenadmasan uzor
stroge dedukcije.Sve do 18. st., a dijelom i u 19. st., oni su i osnovni udzbenik
geometrije. Nije se sa¢uvao izvorni tekst, niti tekstovi iz Euklidovih vremena
koji bi ukazivali na njih, ve¢ samo prijepisi iz kasnijih stoljeta u kojima su sas-
tavljac¢i unosili svoje primjedbe i poboljsanja. Na temelju postoje¢ih nezavisnih
tekstova su koncem 19. stoljeca J.L. Heiberg? i H. Menge® restaurirali origi-
originalu. To izdanje je osnova i za hrvatski prijevod prvih Set knjiga koji je
objavljen 1999. godine (Euklid, Elementi I-VI. Kruzak, Zagreb, 1999., prevela
Maja Hudoletnjak Grgi¢, pogovor Vladimir Volenec) . Heilbergovo izdanje u

Pored Elemenata sacuvana su Data (zbirka od 94 teorema iz Elemenata) i O dijeljenju
(zadatci o dijeljenju likova), a izgubljena su Pseudaria (o pogresnom zakljuc¢ivanju u matem-
atici), Porizmi, Cunjosjecnice, O plohama, Phaenomena (o astronomiji), Optika i katoptrika
(o perspektivi) i Sectio canonis (20 teorema o glazbenim intervalima).

2Johan Ludvig Heiberg, 1854.-1928., njemacki matematicar.

3H. Menge, njemacki lingvist.



egleskom prijevodu i s komentarima engleskog matematicara T.L. Heatha? se
najcesce koristi kada se govori o Euklidovim Elementima.

U danasnje vrijeme, poznavanje Elemenata nuzno je kako bi se razumjela daljnja
povijest matematike.

Elementi sastoje se od 13 knjiga:
e knjige 1 - 6 bave se planimetrijom,

e knjige 7 - 10 aritmetikom i teorijom brojeva u geometrijskoj formi (to¢nije

7 - 9 geometrijska teorija cijelih brojeva, a 10 iracionalnih brojeva),

e knjige 11 - 13 bave se stereometrijom.

Euklidovi FElementi u Europu su dosli preko prijevoda s arapskog pocetkom
12. stoljeta u kojima su prevoditelji dodavali svoje komentare. Prijevod na
latinski je napravio medu prvima Herman Dalmatinac koji je najvjerojatniji

prvi prijevod koji je nacinio Adelard iz Batha popravio.

SADRZAJ PRVE KNJIGE ELEMENATA

Za pitanja geometrijske aksiometike najvaznija je prva knjiga, jer su u njoj
skupljeni svi aksiomi na kojima se zasnivaju Elementi. Euklid zapocinje svaku
knjigu definicijama onih pojmova, kojima u toj knjizi mora operirati. Ukupno
u svim knjigama ima 118 definicija, a u prvoj knjizi ima ih 23. Poslije defini-
cija Euklid uvodi postulate (5) i aksiome (9). To su tvrdnje koje se usvajaju
bez dokaza, a onda se iz njih dokazuju propozicije (48).Nevodimo definicije,

postulate i aksiome prema hrvatskom prijevodu.
DEFINICIJE

(D-1) Toéka je ono $to nema djelova.

(D-2) Crta je duljina bez Sirine.

(D-3) Krajevi crte su tocke.

(D-4) Duzina je ona crta koja jednako lezi prema totkama na njoj..
(D-5) Ploha je ono $to ima samo duljinu i Sirinu.

(D-6) Krajevi plohe su crte.

41. Buklidovi Elementi mogu se na¢i na: http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/

elements/elements.html.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/index.html

2. T. L. Heath, The Thirteen Books of Euclid’s Elements with Introduction and Commen-
tata, Dover Publications, Inc., Mineola, New York, 1956.



(D-11)
(D-12)
(D-13)
(D-14)

(D-15)

(D-16)

(D-17)

(D-18)

(D-19)

(D-20)

(D-21)

Ravnina je ploha koja jednako lezi prema duZinama na njoj.

Kut u ravnini je nagib u ravnini jedne prema drugoj dviju crta koje se

medusobno doticu v koje ne leze u duzini.

Kada su crte koje obuhvataju kut ravne, kut se naziva ravnocrtnim?®.

Kada duzina uspravljena na duZinu ¢ini medusobno jednake susjedne ku-
tove, tada je svaki od jednakih kutova pravi, a duZina koja stoji naziva se

okomitom na onu kojoj stoji.

Tupi kut je onaj koji je veti od pravog.

Ostar® kut je onaj koji je manji od pravog.

Granica je ono $to je necemu kraj.

Lik je ono sto je obuhvaceno s jednom ili vise granica.

Krug je lik u ravnini koji je obuhvaéen jednom crtom takvom da su sve
duzine koje padaju na nju iz jedne tocke od onih koje leze unutar lika

medusobno jednake.
Ta se tocka naziva sredistem kruga.

Promjer kruga je bilo koja duZina povucena kroz srediste i ogranicena
s obje strane kruznicom kruga, a koja takoder sijete krug uw dva jednaka

dijela.

Polukrug je lik obuhvaéen promjerom i njime odrezanom kruinicom. A
srediste polukruga isto je ono koje je i srediste kruga.

Ravnocrtni su likovi oni koji su omedeni duZinama, oni obhvaceni s tri
su trostraniéni, oni obuhvaceni s cetiri Eetverostraniéni, a oni obuh-

vaceni s vise od cetiri duZine jesu mnogostraniéni likovi.

Od trostrani¢nih likova jednakostraniénan trokut jest onaj koji ima tri
iste stranice, jednakokracan onaj koji ima samo dvije jednake stranice,

a raznostraniénan onaj koji ima tri nejednake stranice.

Od trostranicnih likova jos je pravokutnan trokut onaj koji ima pravi
kut, tupokutan onaj koji ima tupi kut, a ostrokutan onaj koji ima tri

ostra kuta.

5Umjesto ravnocrtni rabit éemo pravolinijski .
6Umjesto ostar rabiti ¢emo Siljast.



(D-22) Od tetverostraniénih likova kvadrat je onaj koji je jednakostranican i pra-
vokutan, pravokutnik onaj koji je pravokutan, a nije jednakostranican,
romb onaj koji je jednakostranican, a nije pravokutan, a romboid je
onaj kojemu su masuprotne stranice i kutovi medusobno jednaki, a koji
nije ni jednakostranican ni pravokutan. A cetverostraniéni likovi pored tih

neka se nazovu trapezima.

(D-23) Paralelne su one duZine koje se w istoj ravnini i koji se, neogranic¢eno

produZene u oba smjera, medusobno ne sastaju ni u jednom smjeru.

POSTULATI
(P-1) Neka se postulira da se od svake tocke do svake totke povlaci duZina.
(P-2) I da se ogranicena duzina neprekinuto produZuje u duZini.
(P-3) I da se sa svakim sredistem i udaljenoséu opisuje krug.
(P-4) I da su svi pravi kutovi medusobno jednaki.
(P-5) I da ako duZina koja sijece dvije duZine &ini unutarnje kutove s iste strane

manjima od dva prava kuta, dvije duZine, neograniceno produzene, sastaju

se s one strane na kojoj su kutovi manji od dva prava kuta.
AKSIOMI

1) Stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake.

2) Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.

4) Stvari koje se jedna s drugom poklapaju medusobno su jednake.

(A-1)
(A-2)
(A-3) Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostatci su jednaki.
(A-4)
(A-5)

Cjelina je veta od dijela.

Nakon definicija, postulata i aksioma Euklid izlaZe propozicije rasporedujuéi ih
u red po logickoj zavisnosti, tako da se svaka tvrdnja moze dokazati na osnovu

prethodnih tvrdnji, postulata i aksioma.

Euklidova propozicija (uobicajilo se navoditi i Heatov komentar, to je tre¢i stu-
pac) podijeljena je na Sest etapa:
1. izricanje zadanoga (proteza);
2. isticanje zadanog - pretpostavke (eksteza);
3. isticanje tvrdnje ili onog $to se trazi (diorizma);
4. konstrukcija - u konstruktivnim zadatcima to je naprosto rjesenje
(kateskeva);



5. dokaz (apodeiskis);
6. zakljucak (simperazna) - ponovi se §to je trebalo dokazati i kako
se to napravi.

U prijevodima na latinski umjesto "A to je ono $to je trebalo uéiniti (dokazati).”
stavlja se u propozicijama u kojima treba naciniti konstrukciju Q.E.F. od latinske
fraze quod erat faciendum, a u ostalim propozicijama Q.E.D. od latinske fraze
quod erat demonstrandum. Danas je uobicajeno staviti znak [ ili H.
Promotrimo je prvu propoziciju (iz hrvatskog izdanja prvih Sest knjiga Eukli-
dovih Elemenata).

Propozicija 1.

1. Na danoj duZini konstruiraj jednakostranican trokut.

2. Neka je AB dana duzina.
Na duzini AB treba dakle konstruirati jednakostrani¢an
trokut.

4. Opisimo kruznicu BC'D sa sredistem u A i radijusa ABi  (P-3)
neka se, isto tako, sa sredistem B i radijusom BA opise

kruznica ACE (P-3)
i od tocke C' u kojoj se kruznice medusobno sijeku
neka se do toc¢aka A, B povuku duzine CA, CD. (P-1)

5. A buduéi da je tocka A srediste kruznice CDB,

AC je jednaka AB. (D-15)
Isto tako, buduéi da je tocka B srediste
kruznice CAE, BC je jednaka BA. (D-15)

A dokazano je takoder da je C'A jednaka AB.
Stoga je svaka od C A, CB jednaka AB.
A ono §to je jednako istom jednako je
i medusobno. (A-1)
Stoga je i C'A jednaka CB.
Prema tome, tri duzine CA, AB,
BC mudusobno su jednake.
6. Dakle, trokut ABC je jednakostrani¢an trokut
i konstruiran je na duzini AB.
A to je ono $to je trebalo uciniti.

Kako bi se lakse pratio prikaz Euklidove prve knjige Elemenata pisati cemo na

danas uobicajeni nac¢in koristeé¢i se standardnim oznakama.



PROPOZICIJE

Propozicija 1 Na danoj duZini konstruiraj jednakostranican trokut.

Dokaz. Neka je AB dana duzina. Treba konstruirati jednakostrani¢an trokut
AABC sa stranicom AB.

Konstruirajmo kruznice k; = k(A, AB) oko tocke A radijusa AB, te analogno
ky = k(B, AB) [primjenom Postulata (P-3)]. Neka je C' presjecna tocka tih
kruznica. Spojimo C's A i C s B [(P-1))].

C

Propozicija 1.

Time je nastao AABC za kojeg tvrdimo da je jednakostranican.

Zaista, jer je AC = AB, BC = AB [po Definiciji (D-15)] imamo AC = BC [po
Aksiomu (A-1)].

Ovim je dokazano AB = BC = AC, tj. AABC je jednakostranican. m

Propozicija 2 Iz dane tocke nanijeti duZinu jednaku danoj duZini.

Dokaz. Neka su dani tocka A i duzina BC.

Propozicija 2.

Treba odrediti tocku F tako da je AF = BC. Spojimo tocke A i B [(P-1)]. Nad
AB konstruirajmo jednakostrani¢an trokut AABD (primjenom Propozicije 1).
Konstruirajmo kruznicu k1 = k(B, BC) [(P-3)]. Neka su AD i BD pravci [(P-
2)] i neka je E tocka u kojoj ta kruznica sijece pravac BD. Opisimo kruznicu
ky = k(D,DE) [(P-3)] i neka je F tocka u kojoj ta kruznica sijece pravac AD.
Tvrdimo da je F trazena tocka, tj. AF je trazena duzina. Vrijedi [po (D-15) i
konstrukeijil:
BE =BC, DE=DF, DA=DB.



Primjenom aksioma (A-3) imamo

AF =DA—-DF = DB - DE = BE.
Dobili smo je AF = BC' i BE = BC,ipo (A-1) AF = BC, tj. AF je trazena
duzina. m

Propozicija 3 Ako su dane dvije nejednake duZine, na vetu prenijeti manju.

Dokaz. Neka su dane nejednake duzine AB i CD. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da je AB > CD. Treba odrediti tocku E duzine AB tako
da je AE = CD.

Propozicija 3.

Primjenom Propozicije 2 na to¢ku A i duzinu CD, dobivamo to¢ku F tako da
je AF = CD. Ako je F tocka duzine AB, stavimo E = F. Ako F nije tocka
duzine AB, opigimo kruznicu k(A, AF) [(P-3)] i neka je E tocka u kojoj ta
kruznica sijece AB. E je trazena tocka. Zaista, jer je AC = AF i AF = CD,
po Aksiomu (A-1), slijedi da je AF = CD. m

Propozicija 4 Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednog jednake duvjema
odgovarajucim stranicama drugog, a kutovi izmedu tih stranica jednaki, tada su

i trokuti jednaki (tj. jednake su i preostale stranice i preostali kutovi).
Dokaz. Neka su dani trokuti AABC i ADEF tako da vrijedi:
AB=DE, AC=DF, /A= /D.

Treba dokazati da su AABC i ADEF jednaki. Kako je ZA = ZD polozimo ZA
na /D tako da se tocka A poklopi s tockom D, krak AB s krakom DFE, a krak
AC s krakom DF. Tvrdimo da se pri tom polaganju tocka B mora poklopiti s
tockom F, a tocka C' s tockom F'.

A B D E

Propozicija 4.



Pretpostavimo suprotno, tj. da je pri postupku polaganja tocka B pala u tocku
E' na DE i E # E'. Dakle vrijedi DE’ < DE ili DE < DE’. No kako je
AB = DFE’ i AB = DE, po Aksiomu (A-1), slijedi DE = DE'. Dakle, E = E’
, a to je u protuslovlju s nasom pretpostavkom. Analogno se pokazuje da se
tocka C' mora poklopiti s tockom F'.

Dokazimo sad da je svaka tocka duzine BC pala u to¢ku duzine EF. Pret-
postavimo suptrotno, tj. da tocka G duzine BC pri polaganju nije pala u tocku
duzine FF. Neka je to tocka G’. Dobili smo da dvije duzine EF i E(G')F
omeduju podrucje a to je nemoguce. Time je BC = EF [(A-4)], a onda i
/B=/Fi/ZC=/F. =

Propozicija 5 Kod jednakokracnih trokuta su kutovi uz osnovicu jednaki, a ako

se produze jednake stranice i kutovi pod osnovicom su jednaki.

Dokaz. Neka je dan jednakokraéni trokut AABC s osnovicom BC. Produzimo
AB preko B i na tom produzetku odaberemo proizvoljnu tocku D [Postulat (P-
2)]. Produzimo AC preko C' i na tom produzetku odredimo toc¢ku E tako da je
BD = CE (primjena Propozicije 3). Treba dokazati da je ZABC = ZACB i

/ZDBC = ZBCE.
A

Propozicija 5
Spojimo D i C, te B i E [(P-1)] i promotrimo trokute ADCA i ABEA. Vrijedi

AD = AFE (po konstrukciji), ZA = ZA, AB = AC (po pretpostavci), pa je po
prethodnoj Propoziciji 4, ADCA = ABEA. Posebno je i

BE =DC, ZADC = /AEB, /ACD = /ABE.

Uocimo trokute ABDC i ABEC. Primjenom Propozicije 4 dobivamo da je
ABDC = ABEC, pa je ZDBC = ZBCE (to je druga tvrdnja koju treba
dokazati) i ZBCD = ZCBE. Sada je ZABE — /CBE = LACD — Z/BCD
(primjena Aksioma (A-3)) i zaista je ZABC = ZACB. m

Propozicija 6 Ako su u trokutu dva kuta jednaka, onda su jednake i stranice

koje leze nasuprot jednakih kutova.

Dokaz. Neka je AABC trokut kojemu je /B = ZC. Treba pokazati da je
AB = AC.



B C

Propozicija 6

Pretpostavimo suprotno, tj. neka je AB veca od AC. Na vec¢oj odredimo tocku
D tako da je DB = AC (Propozicija 3). Spojimo D sa C [(P-1)]. Promotrimo
trokute AABC, ADBC. Vrijedi AC = DB, BC = CBi /BDC = ZCDB paje
AABC = ADBC (Proporzicija 4). Time smo dosli do protuslovlja s Aksiomom
(A-6): cjelina (trokut AABC) bila bi jednaka svom dijelu (trokutu ADBC).
Dakle, mora biti AB = AC. m

Propozicija 7 Nije moguce iz dvije razlicite tocke koje se nalaze s iste strane
duzine povuci na krajngim tockama dvije duZine tako da duZine s istim krajevima

budu medusobno jednake.

Dokaz. Neka je dana duzina AD i razlicite tocke C' i D s iste strane duzine.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je AC = AD i BC = BD. Po Propoziciji 5
je trokut AACD jednakokracan pa je LZACD = ZADC i pogotovo ZBCD <

ZDCB.
c

A B

Propozicija 7

Isto tako, trokut ACBD je jednakokracan pa je i ZBCD = ZDCB. No to je
nemoguce jer smo dokazali da je /ZBCD < ZDCB. m

Propozicija 8 Ako dva trokuta imaju dvije stranice jednake odgovarajucim dv-
jema stranicama i osnovice su im jednake, onda ¢e imati i jednake kutove koje

cine jednake stranice.

Dokaz. Neka su AABC i ADEF trokuti kojima je AB = DE, AC = DF, te
neka su im i osnovice jednake BC' = EF. Trvdimo da je ZBAC = ZEDF.

A D c

B C e

Propozicija 8
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Polozimo trokut AABC u trokut ADEF tako da to¢ka B padne u F i duzina
BC u duzinu EF. Tvrdimo da ¢e i tocka A pasti u tocku D. U suprotnom,
ako tocka A padne u tocku G razlicitu od D imali bi dvije tocke i duzinu EF i
vrijedilo bi ED = EG, FD = FG - a to je nemoguée po Propoziciji 7. m

Propozicija 9 Raspoloviti dani pravolinijski kut.

Dokaz. Neka je ZBAC dani pravolinijski kut. Treba da podijeliti na dva
jednaka dijela. Odaberimo proizvoljnu tocku D na AB i neka je D tocka na
AC takva je je AE = AD (Propozicija 3). Konstruiramo duzinu DE [(P-1)]
i nad njom jednakostrani¢an trokut ADEF (Propozicija 1) i potom AF [(P-
1)]. Tvrdimo da je kut A(A_B),A_C>’) sa AF podijeljen na dva jednaka dijela.
Promotrimo trokute AADF i AAFEF.

A

Propozicija 9
Po konstrukciji je DF = EF, AD = AE a AF je zajednicka stranica, pa su oni
sukladni (Propozicija 8). Prema tome je ZDAF = /ZEAF. m

Propozicija 10 Raspoloviti danu duZinu.

Dokaz. Neka je AB dana duzina. Nad njom konstruiramo jednakostrani¢an
—

trokut (Proporzicija 1) i kut ZAC B raspolovimo sa AD (Propozicija 9). Tvrdimo

da toc¢ka D raspolavlja duzinu AB.

A D B
Propozicija 10
Promotrimo trokute AADC i ABDC. Po konstrukciji je AC = BC, ZACD =

ZBCD a CD je zajednicka stranica i po Propoziciji 4 slijedi da su trokuti
AADC i ABDC. Dobivamo, posebno, da jei AD = DB. m

Propozicija 11 Iz dane tocke na danom pravcu povuéi pravac pod pravim ku-

tom prema danom pravcu.
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Dokaz. Neka je AB dani pravac i C' dana tocka na njemu.
Treba konstruirati okomicu na pravac AB u tocki C.
Neka je D bilo koja to¢ka AC i na CD odredimo tocku E tako da je CD = CE
(Propozicija 3) i nad DE konstruirajmo jednakostrani¢an trokut ADEF (1).
Spojimo F sa C [(P-1)]. Tvrdimo da je FC [(P-2)] trazena okomica.

F

A D C E B

Propozicija 11

Promotrimo trokute ADCF i AECF. Po konstrukciji je DC = CEi FD = FE
a F'C je zajednicka stranica pa su, po Propoziciji 8, ta dva trokuta sukladna.
Dakle i ZDCF = ZECF. Susjedni kutovi, sukuti, koji su medusobno jednaki

<~
su pravi kutovi [(D-10)] i zaista je F'C trazena okomica. m

Propozicija 12 Povuéi okomicu na dani pravac iz dane tocke koja ne lezi na

danom pravcu.

Dokaz. Neka su dani pravac AB i tocka C koja ne lezi na njemu.
—>
Treba konstruirati okomicu na AB koja prolazi tockom C.
—
Odaberimo tocku D s druge strane pravca AB i konstruirajmo kruznicu k =
—

k(C,CD) [(P-3)] i sjecista te kruznice sa AB oznacimo sa G i E. Raspolovimo
totkom H duzinu GE (Propozicija 10) i povucimo CG, CH i CE [(P-1)].

> > —
Tvrdimo da je CH trazena okomica, tj. CH L AB.

A G\ﬂ,//E B
D
Propozicija 12
Promotrimo trokute AGHC i AECH. Po konstrukciji je CG = CE, GH =

HE, a CH je zajednicka stranica, pa su po Propoziciji 8 promatrani trokuti
sukladni. Slijedi ZCHG = ZCHE i po Definiciji (D-10) to su pravi kutovi. m

Propozicija 13 Ako pravac povucen nad pravcem &ini kutove moraju ti kutovi

biti ili oba prava ili satinjavaju zajedno dva prava kuta.

Dokaz. Neka se pravci AB i neka C<’_>D sijeku u tocki B i neka su kutovi ZDBA
i ZABC susjedni kutovi.
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Tvrdimo da su kutovi ZDBA i ZABC! ili pravi ili sac¢injavaju zajedno dva prava
kuta.

D B C
Propozicija 13
Ukoliko su oni jednaki onda su po (D-10) i pravi. Ukoliko oni nisu jednaki tada u
to¢ki B povucimo okomicu EB na pravac DC (Propozicija 11). Sada su kutovi
/DBEFE i ZEBC pravi. Tada je ZCBE = ZCBA + ZABFE i dodavanjem kuta
Z/EBD dobivamo [(A-2)]

LCBE+ /EBD = Z/CBA+ ZABE + ZEBD.

Analogno je ZDBA = /DBE + ZEBA i dodavanjem kuta ZABC dobivamo
[(A-2)]
/DBA+ /ABC = /DBE + /EBA + ZABC.

U dobivenim jednakostima desne strane su jednake pa je [(A-1)]
/CBE + /ZEBD = Z/DBA+ ZABC,
i kutovi LDBA, ZABC saginjavaju zajedno dva prava kuta. m

Propozicija 14 Ako ma sa kojim pravcem u istoj tocki na njemu dva polu-
pravea s razlicitih strana ovog pravca grade susjedne kutove koji zajedno Cine

dva pravae kuta ta dva polupravea moraju se nalaziti na istom pravcu.

— —_— ——
Dokaz. Neka je dan pravac AB ineka su BC'i BD polupravci s razli¢itih strana
>
pravca AB takvi da je zbroj ZABC + ZABD jednak dvama pravim kutovima.
. — —
Tvrdimo da BC' i BD leze na istom pravcu, tj. BC = BD.

A E

C B D

Propozicija 14

U suprotnom, neka je BE onaj polupravac koji sa B_C>’ lezi na istom pravcu. Po
Propoziciji 13 je zbroj kutova ZABC + ZABFE jednak dvama pravim kutovima.
Po pretpostavci je i ZABC + ZABD jednak dvama pravim kutovima. Dakle,
mora biti LZABC + ZABE = ZABC + ZABD i oduzimanjem kuta LABC
dobivamo ZABE = ZABD [(A-3)]. To znadi da je dio, kut ZABE, jednak
cjelini, kutu ZABD, a to je u protuslovlju s Aksiomom (A-5). Dakle, BCiBD

leze na istom pravcu. m
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Propozicija 15 Ako se dva pravca sijeku, onda ¢ine medusobno jednake vrsne

kutove.

Dokaz. Neka se pravci AB i CD sijeku u tocki F.
Treba dokazati da je ZCEA=/DEB i ZAED = /CEB.

A

Propozicija 15

Primjenom Propoziciji 13 na EA i CD dobivamo da je zbroj /ZDEA+ Z/CEA
jednak dvama pravim kutovima. Isto tako, primjenimo li istu propoziciju na ED
i AB dobivamo da je zbroj ZDEA 4+ ZDEB jednak dvama pravim kutovima.
Slijedi /ZDEA+ ZCEA = ZDEA+ Z/DEB [(A-1)]. Oduzimanjem kuta ZDEA
[(A-3)] dobivamo ZCEA = ZDEB.

Analogno se pokazuje i druga tvrdnja. m

Propozicija 16 U svakom trokutu je vanjski kut dobiven produZivanjem jedne

stranice veti od svakog od dva nesusjedna unutarnjeg kuta.

Dokaz. Neka je dan trokut AABC i produljimo jednu njegovu stranicu BC do
BD.
Treba dokazati da je ZDCA veé¢i od ZBAC i od ZABC.

A F

G

Propozicija 16

Konstruiramo poloviste E duzine AC (Propozicija 10) i spojimo E i B [(P-1)].
Produzimo spojnicu BE [(P-2)] do to¢ke F tako da je BE = EF (Propozicija 3)
i spojimo F sa C [(P-1)]. Tvrdimo da je ZDCA > ZABC i /DCA > /BAC.
Promotrimo trokute ABEA i AECF. Po konstrukciji je BE = EF, AE = EC,
a po Propoziciji 15 je ZBEA = ZCEF. Primjenom S-K-S poucka o sukladnosti
trokuta (Proporzicija 4) slijedi da su ABEA i AECF sukladni. Dakle mora
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biti i ZBAE = ZECF. Kako je ZECD > LECF [(A-5)], zaista je ZECD =
/DCA > /BAF = /BAC.
Analogno se dokazuje tvrdnja Z/DCA > ZABC. m

Propozicija 17 U svakom trokutu je zbroj bilo koja dva kuta mangi od dva

prava kuta.

Dokaz. Neka je dan trokut AABC.
Tvrdimo da je zbroj bilo koja dva kuta manji od dva prava kuta.
A

o]

C

Propozicija 17

Izmimo bilo koja dva kuta, recimo ZABC i ZACB, i dokazimo da je ZABC +
/ACB. Produljimo BC do BD [(P-2)]. Po Propoziciji 16 je ZACD > Z/ABC.
Odavde, dodavanjem kuta ZAC'B dobivamo da je ZACD+ ZACB > ZABC +
ZACB. Buduéi je ZACD + ZACB jednako dvama pravim kutovima (Propozi-
cija 13) imamo da je zbroj ZABC + ZAC B manji od dva prava kuta. ®

Propozicija 18 U svakom trokutu nasuprot vete stranice lezi veti kut.

Dokaz. Neka je u trokutu AABC stranica AC ve¢a od AB.
Treba dokazati da je ZABC > Z/BCA.
A

B C

Propozicija 18

Konstruirajmo toc¢ku D na stranici AC tako da je AD = AB (Propozicija 3) i
spojimo D sa B [(P-1)]. Po Propoziciji 6 je vanjski kut ZADB trokuta ABCD
veti od nesusjednog kuta ZDC B. Kako je AABD jednakokracan trokut vrijedi
ZLABD = ZADB (Propozicija 5). Dobili smo ZABC > ZABD = ZADB >
/DCB = /ZACB, a to se i tvrdilo. m

Propozicija 19 U svakom trokutu nasuprot vecem kutu leZi veta stranica.

Dokaz. Neka je u trokutu AABC kut ZABC veti od Z/BCA.
Treba dokazati da je AC > AB.
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C

Propozicija 19

Prepostavimo suprotno. Tada je ili AC = AB ili AC < AB. Sigurno je
AC # AB jer bi u suprotnom, po Propoziciji 5, bilo ZABC = /BCA sto
je u protuslovlji s nagom pretpostavkom. Sigurno nije ni AC < AB jer bi tada,
po Propoziciji 18, bilo ZABC < ZBC A &to je u protuslovlju s nasom polaznom
pretpostavkom. m

Propozicija 20 U svakom trokutu zbroj bilo koje dvije stranice veti je od trece

stranice.

Dokaz. Neka je dan trokut AABC.
Treba dokazati AB + BC > AC, AB+ AC > BC i BC +CA > AB.

D

Propozicija 20

Produljimo stranicu BA do tocke D tako da je AD = AC. Po Propoziciji 5 je
/ZADC = LACD. Dakle, vrijedi ZBCD > ZADC [(A-4)]. Buduéi je ADCB
trokut kojemu je ZBCD > ZADC, po Propoziciji 19 mora biti DB > BC,
odnosno BA + AC > BC.

Analogno se dokazuju i ostale tvrdnje. m

Propozicija 21 Ako se u unutrasnjosti trokuta iz krajngjih tocaka jedne njegove
stranice trokuta povuku dva pravca koji se sijeku, suma povulenih duZina bit ¢e

manga od duzina preostalih stranica trokuta,a kut kojeg one tvore bit e veci.

<~ >
Dokaz. Neka je dan trokut AABC i pravci BD i CD gdje je D unutarnja
tocka trokuta.
Treba dokazati da je BD + DC < AB + AC i /BDC > /BAC.
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Propozicija 21

Neka je E sjeciste pravaca BD i 1(4—0) U trokutu ABAE je AB + AE > BE
(Propozicija 20). Dadavanjem EC dobivamo AB + AE + EC > BE + EC
[(A-4)]. Kako je AC = AE + EC slijedi da je i

AB+ AC > BE+ EC.

Isto tako, u trokutu ACED je CE + ED > CD (Propozicija 20), i dadavanjem
BD dobivamo CE + ED + BD > CD + BD [(A-4)]. Po konstrukciji je ED +
DB = EB pa iz prethodne nejednakosti imamo

CE+FED>CD+ BD.

Imamo BA + AC > BE + EC > CE + ED > CD + BD a to je i trebalo
dokazati.

Dokazimo i drugu tvrdnju Z/BDC > BAC. Promotrimo trokut ADEC.
Vanjski kut trokuta ZBDC je veti od ZDEC (Propozicija 16). Isto tako za
trokut AABE je ZBEC > LEAB. Slijedi da je £ZBDC > /DEC = /BEC >
/EAB = ZCAB i tvrdnja je dokazana. =

Propozicija 22 Od tri duZine koje su jednake danim trima duZinama naciniti

trokut, pri tom zbroj bilo kojih dviju duZina mora biti veci od trece.

Dokaz. Neka su zadane tri duzine a, b, ¢ i neka je zbroj bilo kojih dviju duzina
veti od trece.

Treba konstruirati trokut kojemu su stranice jednake zadanim duzinama.

Propozicija 22
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Uzmimo bilo koji polupravac DE ina njemu odredimo tocke F, G i H tako da
je DF = a, FG = b i GH = c [(P-3)]. Opigimo potom kruznice k1 = k(F,a) i
ky = k(G, ¢). Sjecigte tih kruznica ozna¢imo sa K i spojimo ga sa F i G. Kako
je DF = FK = a [(D-15)], FG = b (po konstrukciji), GK = GH = ¢ [(D-15)],
zaista je AFGK trazeni trokut. m

Propozicija 23 Na danom pravcu u danoj tocki na njemu konstruirati kut jed-

nak danom kutu.

Dokaz. Neka je dan pravac AB i neka je A dana tocka na njemu. Neka je
a = Z(d,e) dani kut. Uzmimo na polupravcu e totku F a na d totku D i
spojimo ih.

Propozicija 23

Konstruiramo potom trokut AAGF kojemu AG = CE, AF = CD, GF = ED
(Propozicija 22). Trokuti ADCE i AFAG su sukladni (Propozicija 8) pa je
/FAG=2/4DCE=a. =

Propozicija 24 Ako su kod dva trokuta dvije stramice jednog jednake duvjema
stranicama drugog, a kutovi medu njima nisu jednaki, tada je u onom trokutu

gdje je taj kut veti nasuprotna stranica veca.

Dokaz. Neka su dani trokuti AABC i ADEF tako daje AB = DE, AC = DF
i/CAB > /FDE.
Treba dokazati da je BC > EF

A D

(o} G F

Propozicija 24
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Buduéi je ZOAB > ZFDFE konstruirajmo ZE DG nad DE jednak kutu ZBAC
(Propozicija 23) i na DG neka je G tocka takva da je DG = AC. Spo-
jimo G sa D i E. Promotrimo trokute AABC i ADEG. Po S-K-S poucku
o sukladnosti (Propozicija 4) oni sukladni pa je BC' = EG. Buduéi je trokut
ADGF jednakokrac¢an imamo da je ZDGF = ZDFG (Propozicija 5). Dakle,
/DFG = Z/DGF > ZEGF, pa je pogotovu ZEFG > /EGF. Dakle, u trokutu
AEFG je /ZEFG > /EGF, pa je EG > EF (Propozicija 19). Kako je
EG=BCtojei BC>FEF. m

Propozicija 25 Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednake, a trece stranice

nejednake, onda je u onom trokutu kojem je stranica veta mnasuprotni kut veci.

Dokaz. Neka su AABC i ADEF takvi da je AB = DE, AC = DF i BC >
EF.
Treba dokazati da je ZBAC > ZEDF.

B C E F

Propozicija 25

Pretpostavimo suprotno. Moguca su dva slucaja:

(1) ZBAC = ZEDF, i tada je (po Propoziciji 16) BC = EF, a to je u
protuslovlju s nasom pretpostavkom da je BC > EF;

(2) LBAC < ZEDF, i tada je (po Propoziciji 24) BC < EF, a to je u
protuslovlju s pretpostavkom da je BC > EF.
Dakle, mora biti ZBAC > /ZEDF. m

Propozicija 26 Ako su kod dva trokuta po dva odgovarajuta kuta jednaka i jed-
nake odgovarajuce stranice i to ili one uz ta dva kuta ili one nasuprot jednom od
odgovarajucih kutova tada su i preostale odgovarajuce stranice i preostali kutovi

jednaksi.

Dokaz. Neka su dani trokuti AABC i ADEF tako da je BC = EF, ZABC =
/DEFi/BCA=/ZEFD.

Treba dokazati da se i preostali elementi trokuta jednaki, tj. AB = DE, AC =
DF i /BAC = /EDF.
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B H C E F

Propozicija 26

Pretpostavimo da je AB # DE. Tada je jedna od njih veéa, uzmimo da je
AB > DE. Prenesimo duzinu DE na AB od tocke B i neka je G tocka na
AB takva da je DE = BG. Tada je AGBC = ADEF (Propozicija 4), dakle
i ZGCB = ZDFE. No, po pretpostavci je ZDFFE = ZBCA pa bi bilo da je
i ZBCG = ZBCA. Dobili smo da je manji kut jednak vetemu kutu, $to je
nemoguée [(A-6)]. Dakle, mora biti AB = DE. Vrijedi AABC = ADEF (po
pretpostavci je BC = EF, ZABC = /DEF, a dokazali smo AB = DE, pa
mozemo primijeniti Propoziciju 4), i odatle BC = EF.

Dokazimo drugi slucaj.
Neka su AABC i ADEF takvi da je ZABC = /DEF, /BCA = /ZEFD i
AB =ED.
Treba dokazati da su i preostali elementi trokuta jednaki, tj. da je AC = DF,
BC =FEFi /BAC = ZEDF.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je BC # EF i neka je BC > EF. Prenesimo
EF na BC od toctke B i neka je H tocka na BC takva da je BH = EF. Tada
je NAVABH = ADEF (AB = DE, /ABC = /DEF, BH = EF, primijen-
imo Propoziciju 4) odakle slijedi ZBHA = ZEFD. No, po pretpostavci je i
/EFD = ZBCA. Dobili smo da je u trokutu AAHC vanjski kut ZBH A jed-
nak unutarnjem nesusjednom kutu ZBC' A §to je u kontradikciji s Propozicijom
16. Dakle, mora biti BC' = EF. Sada imamo BC = EF, AB=FED i /BAC =
ZEDF paje ANABC =2 ADEF (Propozicija 4) pa jei ZBAC = ZEDF. m

Tvrdnja propozicije je poznati K-S-K poucak o sukladnosti.

Propozicija 27 Ako pravac sijece druga dva pravca i tvori s mjima jednake

unutarnje, izmjenicne kutove onda su ta dva pravca paralelna.

< > <
Dokaz. Neka pravac EF sijece pravce AB i CD u tockama F i F i neka su
izmeniéni kutovi jednaki, tj. ZAEF = ZEFD (ili /ZBEF = ZCFE).
Treba dokazati da su AB i CD paralelni pravci.
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(@)

/ F i
Propozicija 27

Pretpostavimo suprotno, tj. da se polupravac EB sijece sa FD u tocki G.
Promotrimo AEFG. Kako je ZAEF je vanjski kut za taj trokut to je ZAEF >
ZEFG (Propozicija 16), $to je u protuslovlju s pretpostavkom.

e — — <
Sliéno se dokazuje da EA ne sijece FC. Dakle, AB i CD paralele [(D-23)]. m

— — — “—
Za paralelne pravece AB i C'D rabit ¢emo oznaku AB || CD, a da je kut
/ABC pravi oznaku ZABC = R.

Propozicija 28 Ako pravac koji sijece dva pravca tvori s njima s iste svoje
strane vanjski kut jednak unutarnjem kutu ili dva unutarnja kuta jednaka dvama

pravim kutovima onda su ti pravci paralelni.

< —> >
Dokaz. Neka pravac FF' sijece pravce AB i C'D u tockama G i H, te neka je
ili /EGB=/GHD ili /BGH + /GHD = 2R.

> >
Treba dokazati da je AB || C'D.
Promotrimo prvi slucaj LZEGB = ZGHD.
Tada je ZEGB = ZAGH (Propozicija 15). Dakle, izmjeni¢ni kutovi ZEGB i
/GHD su jednaki pa je AD | CD (Propozicija 27).

E
A \G B

H

\FD

Propozicija 28

(@)

Drugi sluc¢aj: ZBGH + ZGHD = 2R.

Buduéi je ZAGH + Z/BGH = 2R (Propozicija 13) imamo /BGH + ZGHD =
/AGH + ZBGH. Oduzimanjem kuta /BGH dobivamo /GHD = ZAGH.
Dakle, izmjeni¢éni kutovi ZGHD i ZAGH su jednaki pa je AB | D (Propozi-
cija 27). m
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Propozicija 29 Ako pravac sijece dva paralelna pravca onda on s njima tvori
jednake izmjenicne kutove, vangski kut odgovara unuhtrasnjem s iste strane i

dva unutrasnja kuta s iste strane su jednaka dvama pravim kutovima.

Dokaz. Neka pravac EF sijece paralelne pravce AB i CD u tockama G i H.
Treba dokazati da je ZAGH = /GHD, /EGB =/GHD i /BGH+/GHD =
2R.

Dokazimo prvu tvrdnju ZAGH = ZGHD.

Pretpostavimo suprotno, i neka je ZAGH > Z/GHD. Dodavanjem kuta /BGH
dobivamo ZAGH + /BGH > /GHD + /BGH.

Propozicija 29

Kako je ZAGH + /BGH = 2R (Propozicija 13) dobili smo da je ZGHD +
ZBGH < 2R. To znagi da se pravci ABiCD sijeku [(P-5)], a to je u kontradik-
ciji s pretpostavkom AB I CD. Dakle, mora biti ZAGH = ZGHD.

Odavde slijedi i druga tvrdnja ZEGB = ZGHD.

Dokazimo tre¢u tvrdnju ZBGH + ZGHD = 2R.

Kako je ZAGH = ZEGB (Propozicija 15), a po prvoj dokazanoj tvrdnji je
/AGH = ZGHD, dobivamo da je ZEGB = ZGHD [(A-1)]. Dodavanjem kuta
/BGH dobivamo L/ZEGB + /BGH = ZGHD + ZBGH. Buduéi je ZEGB +
ZBGH = 2R (Propozicija 13) dobili smo ZGHD + /BGH =2R. m

Propozicija 30 Pravci koji su paralelni istom pravcu paralelni su i medusobno.

> — > <

Dokaz. Neka je AB || EF i CD || EF.
— >
Treba dokazati AB || CD.

A o/
E H / F

ow

Propozicija 30
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Presjecimo dane pravce nekim pravcem i neka ih on sijece u tockama G, H i K.
— < < <~
Iz AB || EF slijedi ZAGK = ZGHF, aiz CD || EF slijedi Z/GHF = ZGKD
— >
(Propozicija 29). Dobili smo da je ZAGK = ZGKD [(A-1)] i dalje AB || CD
(Propozicija 27) m

Propozicija 31 Kroz danu tocku povuéi pravac paralelan danom pravcu.

Dokaz. Neka je dana tocka A van danog pravca <B_C)Y
E A F

B D C
Propozicija 31
Odaberimo na BC proizvoljnu tocku D i spojimo AD. Uoc¢imo kut ZADC.
Prenesimo ZADC uz AD s druge strane iz vrtha A. Neka je tako dobiven

ZEAD (Propozicija 23). Dobili smo da je FA trazena paralela (Propozicija
27). =

Propozicija 32 U svakom trokutu vanjski kut je jednak zbroju dvaju nesusjed-
nth unutarngih kutova, a zbroj sva tri unutrasnja kuta jednak je dvama pravim

kutovima.

Dokaz. Neka je dan AABC. Odaberimo na B—C>’ tocku D. ZACD je vanjski
kut AABC.

Dokazimo /BAC + LZABC = LACD.
A E

B C D
Propozicija 32

Povucimo kroz C' paralelu CE sa AB (Propozicija 31). Iz AB I CE i jer AC
sijece te pravce, slijedi ZBAC = ZACE (Propozicija 29). Isto tako iz AB | CE
ijer BD sijece te pravce, slijedi ZECD = ZABC (Propozicija 29). Sada je
/BAC + LABC = LACE + ZECD [(A-1)], tj. £LBAC + LABC = LACD.
Time je dokazano da je vanjski kut trokuta jednak zbroju dva nesusjedna kuta
trokuta: /BAC + Z/ABC = ZACD.

Dodavanjem ovoj jednakosti kuta Z/BCA dobivamo da je ZBAC + ZABC +
/BCA=/ACD+ £ZBCA. Buduéi je ZACD + £/BCA = 2R (Propozicija 13),

zaista je zbroj sva tri unutragnja kuta trokuta jednak 2R [(A-1)]. =



23

Propozicija 33 DuZine koje spajaju s iste strane krajeve jednakih i paralelnih

duzina i same su jednake i paralelne.

Dokaz. Neka su AB i C'D paralelne duzine i AB = CD.
JE— _ < <
Treba dokazati da je AC'= BD i AC || BD.
B A

Propozicija 33

—_ — >
Spojimo BC. Buduéi je AB || CD i BC sijece paralelne pravce izmjeniéni kutovi
su jednaki: ZABC = ZBCD (Propozicija 29). Trokuti AABC i ABCD su
sukladni (AC' = BD, ZABC = ZBCD, BC zajedni¢ka stranica, Propozicija
26). Iz sukladnosti trokuta slijedi prva tvrdnja BD = AC.
> —
Dokazimo i drugu tvrdnju BD || AC.
<—
Iz sukladnosti trokuta AABC i ABCD slijedi i ZABC = ZDCB. Buduéi BC
— >
sije¢e pravce AB i CD i ¢ini medusobno jednake izmjeni¢ne kutove zaista je
< <
AC || BD (Propozicija 27). =

Propozicija 34 Kod paralelograma su nasuprotne stranice jednake, nasuprotni

kutovi su jednaki i dijagonala ga raspolavija.

Dokaz. Neka je ACDB pralelogram, a BC njegova dijagonala.
A B

Propozicija 34

Buduéi je AB I CDi pravac CD ih presjeca imamo LZABC = ZCBD (Propozi-
cija 29). Isto tako, Ac I BDiCD ih presjeca pa je ZACB = ZCBD. Slijedi
da su trokuti AABD i ABCD sukladni (zajednicka stranica i jednaki kutovi
na njoj, Propozicija 26), tj. dijagonala raspolavlja paralelogram. Dakle, i ostali
elementi trokuta su jednaki: nasuprotni kutovi ZCAB = ZC'DB, i nasuprotne
stranice AC = BD, AB = CD.

Buduéi je ZABC = Z/CBD i Z/CAB = ZCDB dobivamo LZABC + ZCAB =
ZCBD+/CDB [(A-2)], odnosno preostali nasuprotni kutovi su jednaki ZBAC =
/CDB. m
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Propozicija 35 Paralelogrami s istom osnovicom izmedu istih paralela su jed-

naki (po pouvrsing).

Dokaz. Neka su ABCD, EBCF paralelogrami na istoj osnovici i istim parale-
lama (B—C)', AF.
Treba dokazati da je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EBCF.

A D E F

B C

Propozicija 35

Buduéi su ABCD i EBCF paralelogrami imamo AD = BC i EF = BC
(Propozicija 34), pa je onda i AD = EF [(A-1)]. Dodavanjem duzine DE dobi-
vamo AD+DFE = EF+DE [(A-2)], tj. AE = DF'. Vrijedii AB = DC (ABCD
je paralelogram, Propozicija 34). Promotrimo trokute AEAB i AFDC'. Oni su
sukladni jer je AD = EF, AB = DC, /FDC = /EAB (Propozicija 29). Kada
se od sukladnih trokuta AEAB i AFDC oduzme zajednicki dio trokut AGBC
dobit ¢emo jednake trapeze ABGD i EGCF [(A-3)]. Dodajmo tim trapezima
trokut AGBC, pa je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EBCF [(A-3)].
|

Propozicija 36 Paralelogrami s jednakim osnovicama izmedu istih paralela su

jJednaki.

Dokaz. Neka su ABCD, EFGH paralelogrami s jednakim osnovicama BC,
—_ > =
F@ iistim paralelama AH, BG.
Tvrdimo da je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EFGH.
A D E H

Propozicija 36

Spojimo A sa H i B sa E. Buduéi je BC = FG i FG = EH imamo BC = EH
[(A-1)]. Jednake stranice BC, EH su i paralelne i spajaju ih EB i HC pa su
i one jednake i paralelne (Propozicija 33). Dakle, EBC H paralelogram. Taj je
paralelogram jednak paralelogramu ABC D (Propozicija 35). Iz istog razloga je
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paralelogram FFGH jednak paralelogramu EBCH (Propozicija 35). Dakle, i
paralelogram ABCD jednak je paralelogramu EFGH [(A-1)]. =

Propozicija 37 Trokuti s istom osnovicom izmedu istih paralela su jednaki.

Dokaz. Neka su AABC, ADBC trokuti s istom osnovicom BC i izmedu
paralela <B_C>', AD.
Tvrdimo da je trokut AABC jednak trokutu ADBC.

E A D F

B C

Propozicija 37

Konstruiramo paralelu kroz B sa C(’_>A, a kroz C paralelu sa BD (Propozicija
31). Sjecista tih paralela sa jﬁl—D> ozna¢imo sa E i F. Dobili smo dva jednaka
paralelograma EBCA, DBCF (Propozicija 35). Trokut AABC' je polovica
paralelograma, a trokut ADBC je polovica paralelograma DBCF (Propozicija
36). Dakle, trokut AABC je jednak trokutu ADBC. m

Propozicija 38 Trokuti s jednakim osnovicama izmedu istih paralela su jed-

naki.

Dokaz. Neka su AABC i ADEF trokuti dakvi da je BC = EF i BF || AD.
Trvdimo da su ti trokuti jednaki (po povrgini).

G A D H

Propozicija 38

Konstruiramao paralelu kroz B sa AC i paralelu kroz F sa DE (Propozi-
cija 31) i sjecista dobivenih paralela sa AD oznacimo sa G i H. Dobili smo
dva jednaka paralelograma GBCA, DEFH (Propozicija 36). Trokut AABC
je polovica paralelograma GBCA, a trokut AFEFD polovica paralelograma
DEFH (Proporzicija 34). Prema tome trokut AABC je jednak trokutu ADEF.
]
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Propozicija 39 Jednaki trokuti s istom osnovicom i iste njezine strane leze

izmedu istih paralela.

Dokaz. Neka su dani jednaki trokuti AABC i ADBC' s istom osnovicom BC'
i s iste strane osnovice.

e >
Tvrdimo BC || AD.

oe)
(@]

Propozicija 39

Pretpostavimo suprotno, tj. da pravci B<—C>’ i ﬁ nisu paralelni. Povucimo
totkom A paralelu sa BC' (Propozicija 31) i njeno sjeciste sa BD oznacimo
E. Spojimo E sa C. Trokut AABC jednak je trokutu AEBC (Propozicija 37).
No AABC jednak je i trokutu ADBC pa imamo da je trokut ABCE jednak
trokutu ABCD [(A-1)]. Dobili smo da je veéi trokut jednak manjemu, §to je
nemoguce [(A-5)]. m

Propozicija 40 Jednaki trokuti s jednakim osnovicama s iste strane od mjih

leze izmedu istih paralela.

Dokaz. Neka su AABC, ACDE jednaki trokuti s jednakim osnovicama BC =
CE is iste strane.

— _—
Tvrdimo de je BC || AD.

B C E

Propozicija 40

U suprotnom, povucimo kroz A paralelu sa B(—d (Propozicija 31) i njeno sjeciste
sa CD oznacimo sa F. Spojimo F' sa E. Trokut AABC jednak je trokutu AFCE
(Propozicija 38). Kako su i trokuti AABC i ADCE jednaki, dobivamo da je
trokut ADCE jednak trokutu AFCE, a to je nemoguce [(A-5)]. m

Propozicija 41 Ako paralelogram ima istu osnovicu s nekim trokutom i ako

leze izmedu istih paralela, onda je paralelogram dva puta veti od trokuta.
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Dokaz. Neka paralelogram ABCD i trokut AEBC imaju istu osnovicu i neka
leze izmedu istih paralela. Trvdimo da je paralelogram ABCD dvostruko veci
od trokuta AEBC.

Propozicija 41

Spojimo A sa C. Trokuti AABC, AEDC su jednaki (Propozicija 37) i kako je
paralelogram ABCD dvostruko veéi od trokuta AABC (Propozicija 34) zaista
je paralelogram ABCD dvostruko veéi od trokuta AEBC. m

Propozicija 42 U danom pravocrtnom kutu konstruirati paralelogram jednak

danom trokutu.

Dokaz. Neka su dani trokut AABC' i kut ZD.

A F G
D

B E Cc

Propozicija 42

Raspolovimo BC i neka je E poloviste, tj. BE = EC. Nanesimo kut ZD iz
E tako da je LZFEC = ZD (Propozicija 23). Tockom A povucimo paralelu s
<B_C>Y (Propozicija 31) i neka je F' toc¢ka u kojoj ta paralela sijece EF. Tockom
C povucimo paralelu s EF (Propoziija 23) i neka je G tocka u kojoj ta paralela
sijece AF. Time smo dobili paralelogram FECG.

Tvrdimo da je to trazeni paralelogram. Buduéi je BE = EC trokuti AABE,
AAEC su jednaki jer leze izmedu istih paralela (Propozicija 38). Dakle, trokut
NAABC je dvostruko veéi od trokuta AAEC. No, i paralelogram FECG je
dvostruko veéi od trokuta AAFEC (Proporzicija 41), pa je on jednak i danom
trokutu AABC.

Dakle, jer je ZFEC = £D, paralelogram FECG je upisnan u dani kut i jednak
je danom trokutu AABC, §to se i tvrdilo. =

Propozicija 43 U svakom paralelogramu dopune paralelogramima na dijago-

nali su jednake.
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Dokaz. Neka je ABCD dani paralelogram i AC njegova dijagonala.
A H D

E K /F

Propozicija 43

Odaberimo na dijagonali tocku K i povucimo njome paralele s AD i AB.
Presjecne tocke tih paralela sa stranicama paralelograma oznacimo sa E, F, H,
G.

Paralelogrami EBGK, HKF D su dopune na dijagonali i treba dokazati da su
one jednake.

Budu¢i je AC dijagonala paralelograma ABCD trokuti AABC i AACD su
jednaki (Propozicija 34). Isto tako su trokuti AAEK, AAKH jednaki, te
AKGC, AKCF jednaki trokuti (Propozicija 34). Sada je zbroj trokuta AAEK
i AKGC jednak zbroju trokuta AAHK i AKCF [(A-2)]. Buduéi je trokut
AABC jednak trokutu AADC preostala dopuna FBGH jednaka je preostaloj
dopuni HKFD [(A-3)]. =

Propozicija 44 Na danoj duZzini v danom pravocrtnom kutu konstruirati paralel-

ogram jednak danom trokutu.

Dokaz. Neka je AB dana duzina, C dani trokut, a ZD je dan pravocrtni kut.
Treba uz danu duzinu AB u kutu jednakom D konstruirati paralelogram jednak

danom trokutu C.

Propozicija 44

Odaberimo proizvoljni pravac i na njemu nanesimo danu duzinu AB. Produzimo
AB iu vrhu B nanesimo kut ZD i u njemu paralelogram BEFG jednak danom
trokutu AC' (Propozicija 42). Povucimo totkom A paralelu s BG (Propozi-
cija 31) i presjek te paralele sa ﬁ oznacimo sa H. Pravac FH je tansverzala
paralelnih pravaca FEiHA pa je ZAHF + /ZHFE = 2R (Propozicija 29).
Slijedi ZBHG + GFE < 2R, a to znaci da se pravci HB i FE sijeku [(P-5)].
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Sjeciste oznacimo sa K i njime povuc¢imo paralelu sa EA (Propozicija 31) i sje-
ciste te paralele sa }Ti oznacimo sa L. Dobili smo paralelogram H LK F' kojemu
je dijagonala HK a paralelogrami LM BA, BEGB su dopune oko dijagonale
HK. Dopune su jednake (Propozicija 43) i kako je dopuna BEFG jednaka
trokutu AC, to je i dopuna LM BA jednaka trokutu AC [(A-1)]. Buduéi je
/GBE = ZABM (Propozicija 15), a ZGBE = /D, onda je i ZABM = /D.
Dakle, ALM B je traZeni paralelogram. =

Propozicija 45 U danom pravocrtnom kutu konstruirati paralelogram jednak

danom pravocrtnom liku.

Dokaz. Neka je ABCD pravocrtni lik i ZFE dani pravocrtni kut.
D

C

/1

Propozicija 45

Spojimo tocke B i D i pogledajmo trokut AABD. Konstruiramo u danom kutu
ZFE paralelogram K HGF jednak trokutu AABD (P.1.42.). U kutu ZGHM =
/E nad GH konstruiramo paralelogram G H M L jednak trokutu ABDC' (Propozi-
cija 44). Kutovi ZHKH, ZGHM su jednaki kutu ZFE pa su i medusobno
jednaki [(A-1)]. Dodamo im kut ZKHG pa dobivamo ZHKF + /KHG =
/GHM + Z/KHG. Kako je ZHKF + ZKHG = 2R (Propozicija 29) to je i
/GHM + /ZKHG = 2R. Slijedi da totke K, H, M leze na jednom pravcu
(Propozicija 14). Buduéi da G<—})I sijece paralelne pravce W i 1?}’ to su i izm-
jenic¢ni kutovi ZMHG, ZHGF jednaki. Dodavanjem kuta /HGL dobivamo
/MHG + /ZHGL = /HGF + ZHGL. Buduéi je ZMHG + ZHGL = 2R
(Propozicija 29) to je i ZHGF + ZHGL = 2R [(A-1)]. Prema tome tocke
F,G, L leze na istom pravcu (Propozicija 14). Buduéi su FK, HG jednake i
paralelne (Propozicija 34) te duzine HG, ML jednake i paralelne, onda su i
duzine KF, ML jednake i paralelne [po (A-1) i Propoziciji 30].

Dakle K FILM je paralelogram jednak danom pravocrtnom liku ABCD. m

Propozicija 46 Na danoj duZzini konstruirati kvadrat.

Dokaz. Neka je AB dana duzina.
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C
D E
A B

Propozicija 46

U tocki A dignimo okomicu ac (Propozicija 11) i na njoj odredimo toc¢ku
D tako da je AB = AD. Tockom D povucimo paralelu sa 1(4_>B, a tockom B
paralelu sa AD (Propozicija 31). Sjeciste tih pravaca oznac¢imo sa E. Dobili
smo paralelogram ADEB, pa je AB = DE i AD = BE (Propozicija 34). Kako
je i AB = AD, paralelogram ADFEB je jednakostrani¢an. Dokazimo da je on
i pravokutan. Buduéi je AD transverzala paralelnih pravaca 1<4—>B, DE vrijedi
/BAD + ZADFE = 2R. Jer je /ZBAD = R, to je i ZADE = R. Buduéi su
suprotni kutovi paralelograma jednaki, to su i ZABE, /BED pravi. Dakle,
ADEB je pravokutan i jednakostrani¢an, dakle i kvadrat. m

Propozicija 47 U svakom pravokutnom trokutu kvadrat nad stranicom na-

suprot pravog kuta jednak je zbroju kvadrata nad stranicama uz prave kut.

Dokaz. Neka je AABC pravokutni trokut s pravim kutom ZBAC. Konstrira-
jmo nad stranicama danog trokuta kvadrate BDEF, ACKH, AGF B (Propozi-
cija 46). Iz A povucimo paralelu s BD i njeno sjeciste s DE oznagimo sa L.
Spojimo A sa D, L, E, te F' sa C i B sa K. Buduéi su kutovi ZBAC i ZBAG
pravi, tocke A, C, G leze na istom pravcu (Propozicija 14). Iz istog rrazloga i
tocke B, A, H leze na istom pravcu. Buduéi je ZDBC = /FBA dodavanjem
kuta ZABC' dobivamo da je ZDBA = ZFBC [(A-2)].
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D L E

Propozicija 47

Promotrimo trokute AABD, AFBC. Oni imaju po dvije stranice jednake i
jednaki kut medu njima pa su sukladni (Propozicija 4). Osim toga paralelo-
gram kojemu je BL dijagonala dvostruko je veéi od trokuta AABD, jer imaju
istu osnovicu i leze izmedu istih paralela (Propozicija 41). Isto tako i kvadrat s
dijagonalom G'B dvostruko je ve¢i od trokuta AFBC (Propozicija 41). Dakle,
paralelogram s dijagonalom BL jednak je kvadratu s dijagonalom GB. Sli¢no
se dokazuje da ako spojimo E sa F i B sa K, da je tada paralelogram s dijago-
nalom CL jednak kvadratu s dijagonalom HC. Slijedi da je zaista kvadrat nad
stranicom nasuprot pravog kuta trokuta jednak zbroju kvadrata nad stranicama
uz pravi kut. m

Propozicija 48 Ako je kod trokuta kvadrat nad jednom stranicom jednak zbroju
kvadrata nad drugim dviema stranicama onda je kut izmedu tih dviju stranica

pravi.

Dokaz. Neka je AABC takav da zadovoljava uvjet, tj. neka je kvadrat nad
stranicom BC jednak zbroju kvadrata nad stranicama AB i AC. Tvrdimo da
je ZBAC pravi.

D A B

Propozicija 48
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U tocki A dignimo okomicu na AC ina toj okomici odaberimo tocku D tako da
je DA = AB. Sada su kvadrati nad DA i AB jednaki. Dodajmo im kvadrat nad
AC. Zbroj kvadrata nad stranicam DA, AC jednak je zbroju kvadrata nad AB,
AC. Prvi zbroj je jednak kvadratu nad C'D (Propozicija 47), a drugi zbroj je po
pretpostavci jednak zbroju kvadrata nad stranicama AB, AC. Dakle kvadrati
nad AD i CB su jednaki pa je AD = CB. Dobili smo da se trokuti AACD i
AACB podudaraju u sve tri stranice, dakle sukladni su (Propozicija 8). Slijedi
/CAB = /ZCAD = R, atoseitvrdilo. m



