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PREDGOVOR

Ovaj materijal namijenjen je studentima preddiplomskog studija matematike na
Prirodoslovno-matematickom fakultetu Sveuéilista u Splitu. Njegova je svrha
pomoc¢i studentima da sto lakse i uspje$nije usvoje propisani sadrzaj kolegija
Osnove geometrije koji se slusa u 4. semestru studija. Radi se o temeljnom
matematickom kolegiju u kojemu se studenti susrecu s cjelovitim aksiomatskim
zasnivanjem neke matematicke teorije - u ovom slucaju geometrije, tocnije

planimetrije.

Prvo poglavlje daje povijesni pregled zasnivanja geometrije na aksiomatskim
temeljima. Centralno je pitanje je li Peti Euklidov postulat zavisan o ostalim
postulatima i aksiomima? Dani su poku$aji od starogrékih matematicara, preko
arapskih pokusaja, do istaknutih radova predotkrivaca neeuklidske geometrije.
ZavrSava s otkrivac¢ima neeuklidske geometrije. Tu je vazna i Prva knjiga

Euklidovih Elemenata pa je ona dana u Dodatku A.

U Drugom poglavlju dan je sistem aksioma na kojima Hilbert zasniva geometriju.
Detaljno su izlozene posljedice svake grupe aksioma u obimu potrebnom za
daljnji rad. Sadrzaj ovoga poglavlja ¢ini Apsolutnu geometriju i odatle nje-
gov naziv. Dan je i odjeljak Aksiom o paralelama u kojem je pokazano da je
Peti euklidov postulat zaista pravi aksiom. Na koncu poglavlja dani su zadaci
za, vjezbu ¢ijim Ce rjeSavanjem studenti bolje usvojiti taj sadzaj.

Euklidskom geometrijom se posebno ne bavimo smatraju¢i da su geometrijska
znanja usvojena u prethodnom gkolovanju dovoljana.

Trete poglavlje posveteno je Hiperbolickoj geometriji. To je geometrijski
sadrzaj s kojim se studenti nisu u dosadasnjem gkolovanju susreli. Na koncu

je izlozen i Poincareov model hiperbolitke geometrije. I ovo poglavlje sadrzi

odjeljak s odabranim zadacima za vjezbu.

U Splitu, sije¢nja 2014. godine Branko Cervar, Goran Erceg, Ivan Leki¢
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OZNAKE

A =€ a - totka A lezi na pravcu a, pravac a prolazi tockom A,
A >¢ « - tocka A leZi u ravnini «,

P € a - pravac p lezi u ravnini «,

T =axb-tocka T je sjeciste pravaca a i b,

AB - duzina odredena tockama A i B,

AABC - trokut s vrthvima A, B i C,

|AB|, |AB| - duljina duzine,

AB = OD - jednake duzine

p(A, B), AB - pravac odreden tockama A i B,

hOM - pravac kojemu su h i h polupravci s pocetnom tockom O.

A—é - polupravac s poc¢etnom tockom A,

a(A, B,C) - ravnina odredena tockama A, B i C,
a(A,p) - ravnina odredena tockom A i pravcem p,
a(a,b) - ravnina odredena pravcima a 1 b,

(A-B-C) - totka B lezi izmrdu tocaka A i C,
(a~b-c) - polipravac b lezi izmedu polupravaca a i ¢,
Z/AOB - kut s vrhom u tocki A i krakovima OA i O—B>,
ZAOB = ZA’O'B’ - jednaki kutovi,

ZhOk - kut s vrthom O i krakovima h i k,

ZA - kut u vrhu A,

a + B + v - zbroj kutova trokuta,

s(AABC) - zbroj kutova trokuta AABC),

R - pravi kut,

a 1 b - okomiti pravci,

a || b - paralelni pravci,

a ) (b - razilazi pravci,
T

q || p - paralela ¢ tockom T' s pravcem p u smjeru od A ka B,
AB

T
q||p - paralela g tockom T s pravcem p prema kraju K,
K

vii



viii UVOD

q||p - paralelni pravci ¢ i p prema kraju K,
EK— kongruencija,

AABC = NA'B’C’ - kongruentni trokuti,
2 - sukladnost,

ANABC = NA'B'C’ - sukladni trokuti,

~ - sli¢nost,

NABC ~ NA'B'C’ - sli¢éni trokuti,

7(l) - kut paralelnosti duzine [,

7 - funkcija Lobacevskog,

A - inverzna funkcija Lobacevskog,

A(a) - distanca paralelnosti kuta a,

k(O, AB) - kruznica sa sredistem O polumjera AB,
PQK - jednokrajnik,

PKL - dvokrajnik,

LMN - trokrajnik,

ABCD - cetverokut



Poglavlje 1

POVIJESNI PREGLED

1.1 EUKLID I NJEGOVI ELEMENTI

Geometrijske (opéenito matematicke) ideje ponikle su u veoma davna vremena.
Njihovo pocetno oformljenje obi¢no se dovodi u vezu sa prastarim kulturama
Egipta i Babilona 20. st. pr. Kr. U egipatskim papirusima nalazi se mnostvo
matematickih ¢injenica, ali ni u jednom slu¢aju nisu dana nikakva obrazlozenja
(ili neki dokaz u danagnjem smislu). Iz sacuvanih dokumenata geometrija je
bila ¢isto prakti¢nog oblika i to na zavidnom nivou. Poznavali su formule za
povrsinu trokuta, pravokutnika i trapeza, povrsinu kruga su izra¢unavali s dosta
velikom to¢no$¢u pomocu povrsine kvadrata stranice % promjera kruga (broj =
je aproksimiran sa 3.16), znali su i formulu za izra¢un volumena krnje piramide.

Slicno Egipéanima, i Babilonci su imali razvijenu geometriju.

Greci su geometriju, u relativno kratkom vremenu, izgradili kao pravu znanost.
Prva matematicka znanja preuzeli su od Egip¢ana. Naime, poznato je da je
Tales iz Mileta (7. st. pr. Kr.), jedan od sedam grékih mudraca, duze vrijeme
zivio u Egiptu i da je prenio geometriju u Gréku. Kazu da je on dao i prvi
dokaz u povijesti matematike. Dokazao je da promjer dijeli krug na dva jednaka
dijela. Jednostavna i ¢ini se oc¢ita tvrdnja, ali genijalnost ideje dokazivanja i jest
u tome da je dokaz i takvih, jednostavnih tvrdnji, i mogu¢ i potreban.

U razdoblju od Talesa do Euklida (3. st. pr. Kr.) grcéki su matematicari
sakupili dotadasnja znanja, pronasli nova i izogtrili svoje istrazivacke metode.
Npr., Pitagora i pripadnici njegove skole (6. st. pr. Kr.) nagli su tvrdnju o
zbroju kutova trokuta, otkrili pravilne poliedre, otkrili vezu medu stranicama
pravokutnog trokuta (¢uveni Pitagorin pouc¢ak), otkrili nesumjerljive veli¢ine.

Platon (5. st. pr. Kr.) u geometriju unosi deduktivnost i strogu logi¢nost.
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Aristotel (4. st. pr. Kr.), koji je osniva¢ formalne logike, dao je teorijske

osnove na kojima se mogla zasnovati stroga deduktivnost geometrije.

Sto su znali iz formalne logike?
Znali su $to su to sudovi i algebru sudova, tj. osnovne logicke operacije (logicka
pravila): negaciju (znak —), konjunkciju (A), disjunkciju (V), ekskluzivnu dis-
junkciju (Y), implikaciju (=), ekvivalenciju (&), kvantifikatore (za svaki V,
postoji 3).
Sto je to matematicka tvrdnja'? Svi matematicki teoremi su oblika:

Ako [pretpostavka (ili hipoteza)], onda [zakljucak (ili konkluzija)].
Izrazeno simbolima, to je tvrdnja oblika

P=qQ
gdje je P pretpostavka, a @) zakljucak.
U nekim sluc¢ajevima teorem se sastoji samo od zakljucka. Na primjer, takav je
teorem:

Dijagonale romba su okomite.
Isticanjem pretpostavke i zakljucka lako te teoreme pretvaramo u oblik P = Q.
Tako je u prethodnoj tvrdnji pretpostavka P = {¢etverokut je romb}, a zakljucak
Q = {dijagonale romba su okomite} pa ju moZemo izre¢i na nacin:

Ako je dani ¢etverokut romb, tada su njihove dijagonale okomite.

Kada je tvrdnja P = @ istinita?

rlalro

R
FofH e |
R

Sjetimo se: ako su P i @ sudovi, onda P = @ (Eitamo: p povladi q) oznacava
sud koji je lazan to¢no onda kada je sud P istinit, a sud @ lazan.
Sto ¢ini dokaz te tvrdnje? Razlikujemo dvije vrste dokaza: indirektni i di-
rektni. Indirektni dokaz teorema P = () sastoji se u tome da se dokaze da je
tvrdnja =@ lazna. Medu indirektnim dokazima se vrlo ¢esto primjenjuju

e dokaz po kontrapoziciji i

e dokaz svodenjem na kontradikciju.
Dokaz po kontrapoziciji zasniva se na ekvivalenciji sudova

P=Q i -Q=-P

IKoristit éemo naziv teorem, a koristi se jo§ i propozicija, stavak, poucak, kao i ko-

rolar za tvrdnju koja je neposredna posljedica teorema, te lema za pomoc¢ni teorem.
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Dakle, u dokazu po kontrapoziciji, pretpostavljamo da vrijedi tvrdnja —@Q), te
nizom logickih koraka treba dokazati da je istinita tvrdnja —P.

Tlustrirajmo takvu vrstu dokaza primjerima.

Primjer. Ako je a® paran broj, onda je i broj a paran.

Dokaz. Pretpostavka P tvrdnje glasi: {broj a® je paran}. Zakljucak Q tvrdnje
glasi: {broj a je paran}.

Prepostavimo da vrijedi =Q = {broj a nije paran}. Treba dokazati da vrijedi
—P = {broj a® nije paran}. Ako a nije paran, tada je on oblika a = 2k — 1,
k € N. Tada je a® = 4k? — 4k + 1 = 2(2k? — 2k) + 1, tj. a? je neparan, &to je i

trebalo dokazati.

Primjer. DokaZite da je funkcija f: R — R, f(x) = 2z + 1 injekcija.

Dokaz. Treba pokazati da za svaka dva razlicita realna broja x; i zo vrijedi
f(x1) # f(x2). Ovdje pretpostavka P glasi: {realni brojevi x1 i xo su razlicit}.
Zakljucak @ glasi: {f(z1) # f(x2)}. Pretpostavimo da je f(x1) = f(z2). Tada
je 2x1 +1=2x2+ 1, 227 = 222, 1 = x2. Dakle, iz =Q dobili smo —P, ¢ime je

pocetna tvrdnja dokazana po kontrapoziciji.

Napomenimo da ukoliko je prepostavka tvrdnje oblika konjunkcije P = Py A Ps,
tada je kontrapozicija oblika (P; A Q) = =Py ili (P; A =Q) = —P;. Uvjerimo
sedaje [([PANAPy) = Qe [(PLN-Q) = Py

|

‘ PIAPy | (PIAP)=Q ‘ PiA-Q ‘ - P,

)
oy
J

Q

(PiA-Q)=>—P

R RN

RN
S I T e T T N

RN

e L L L i T T

O T e e
O TS T T S T T I
I
e N T I T T

Primjer. Neka se pravei a i b sijeku u tocki T. Ako pravac ¢ sijece i pravac a
1 pravac b, a nije komplanaran s njima, onda on prolazi tockom T.
Dokaz. Ovdje su pretpostavke:
Py = {pravac c sijece i pravac a i pravac b},
Py, = {pravac ¢ nije komplanaran s pravcima a i b},
a zakljucak:

Q = {pravac ¢ prolazi to¢kom T}.
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Pretpostavimo P; i =Q = {pravac ¢ ne prolazi totkom T}. Ozna¢imo s M i N
presjek pravca c s pravcima a i b redom. Tocke M, N i T su razli¢ite. Pravac
¢ ne prolazi tockom T, pa se ni M niti N ne mogu podudarati s tockom T.
Takoder i tocke M i N su medusobno razli¢ite tocke jer kad bi bile jednake
to bi znacilo da je to tocka presjeka sva tri pravca, posebice, to bi bio presjek
pravaca a i b, tj. radilo bi se o tocki T, a upravo smo u prethodnoj recenici
obrazlozili da se ni M niti N ne mogu podudarati s tockom T. Uz to, te su
tocke i nekolinearne jer je ¢ = MN a totka T ne lezi na pravcu c. Dakle, te tri
razli¢ite nekolinearne tocke odreduju jednu ravninu 7 kojoj pripadaju pravci a,
b1ic. Dakle, ¢ je komplanaran s pravcima a i b. Time smo dobili =P, = {pravac ¢
nije komplanaran s pravcima a i b}. Dakle, po progirenoj kontrapoziciji, vrijedi

tvrdnja dana u primjeru.

Dokaz svodenjem na kontradikciju (ili dokaz kontradikcijom) (lat. re-
ductio ad absurdum) zasniva se na ekvivalencijama sudova
(P=Q)N(P-Q)=(AN-A) ii P=2QA(PA-Q)=F
gdje je s F oznacen neistinit (engl. false) sud. Dakle, u dokazu kontradikcijom,
pretpostavljamo da vrijedi tvrdnja (P A =@Q), te nizom logi¢ih koraka dolazimo
do neke tvrdnje koja je lazna ili do absurda, tj. situacije da istovremeno vrijede
i tvrdnja A i njezina negacija —A.
Provjerimo prethodno spomenute ekvivalencije. Buduéi da je AA—A lazan sud,
dovoljno je provjeriti da je
(P = Q)& [(PA-Q) = F]

tautologija.
’ Ll ‘ Q ‘ P=Q ‘ F ‘ -Q ‘ Pr-Q ‘ (PA-Q)=F | (P=Q)&(PA-Q)=F)
TI|T T L] L L T T
T L 1 | T T 1 T
LT T L] L i T T
LT T LT 1 T T

Tlustirajmo dokaz kontradikcijom primjerima.

Primjer. Ako je a = p1ps - - px, umnoZak razlicitih prostih brojeva, tada je v/a
tracionalan.

Dokaz. Ovdje je P = {a = pipa---px je umnoZak razlicitih prostih brojeva"}
a Q = {V/a je iracionalan"}. Pretpstavimo da je a = pipy...pr umnozak ra-
zli¢itih prostih brojeva te da je y/a racionalan broj (to je sud P A =@Q). Tada
postoje prirodni brojevi m i n takvi da je

m
\/afg
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i da je M(m,n) = 1. (Ulogu tvrdnje A iz gore opisane ekvivalencije imat ¢e
upravo tvrdnja da je M(m,n) =1.)

Tada je m? = an?, tj. n?pips---pr = m>. Prost broj p; dijeli lijevu stranu
jednakosti pa dijeli i desnu, tj. p; dijeli m?2, dakle i m. Slijedi da je m oblika
m = pit. Sada je npips - --pr = p3t?, sto nakon dijeljenja s p; poprima oblik
n%py---pr = p1t?. Sada zakljuéujemo da p; dijeli desnu stranu jednakosti pa
dijeli i lijevu, a buduéi su p; razliciti prosti brojevi slijedi da p; dijeli n?, dakle
i n. Dakle, mjera brojeva m i n je barem p; > 1, tj. dobili smo da istovremeno
vrijedi i negacija tvrdnje M (m,n) = 1. Drugim rije¢ima imamo absurd. Dakle,

suprotna tvrdnja —(@ nije istinita pa je istinita tvrdnja Q.

Primjer. Dokazimo da se broj 101010 ne moze predstaviti u obliku razlike
kvadrata dva prirodna broja.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi =@, tj. da postoje dva prirodna broja a i b
takva da je a® — b* = 101010. Tada je 101010 = (a — b)(a + b). Buduéi 2 dijeli
101010, slijedi da 2 dijeli umnozak (a — b)(a + b). Buduéi da je 2 prost broj, on
dijeli ili broj a — b ili broj a + b. Brojevi a — b i a + b su iste parnosti (ili oba
parna ili oba neparna) i u ovom slu¢aju oba su parni brojevi. No to znaci da je
umnozak (a — b)(a + b) djeljiv s 4. Sada imamo da je broj 101010 djeljiv s 4, a
to je neistinita tvrdnja. Dakle, pokazali smo da iz P A =Q slijedi F' = {"broj 4
dijeli 101010"}, tj. dosli smo do kontradikcije.

Vratimo se direktnom dokazu.
Kod direktnog dokaza neke tvrdnje ) polazimo od prepostavke P i nizom
pravilnog zakljuc¢ivanja dolazimo do tvrdnje Q.
Razmotrimo direktni dokaz teorema:

Dijagonale romba su okomite.
Pretpostavka ovog teorema je da je promatrani ¢etverokut romb. Definicija
romba glasi: romb je paralelogram jednakih stranica. Buduéi da je romb para-
lelogram i za njega vrijedi svojstvo da mu se dijagonale raspolavljaju. Neka
je dan romb ABCD i tocku presjeka dijagonala oznac¢imo sa S. Promotrimo
trokute AABS i ABCS. Imaju zajednicku stranicu SB, a za ostale stranice
vrijedi: |AB| = |BC| (romb ima jednake stranice), |AS| = |SC| (dijagonale mu
se raspolavljaju). Dakle, prema poucku S-S-S o sukladnosti trokuta, trokuti
ANABS i ABCS su sukladni, pa su i kutovi ZASB i ZBSC jednaki. Buduéi su
to susjedni (suplementarni) kutovi, slijedi da se radi o pravim kutovima. Dakle,
AC 1 BD, sto je i trebalo dokazati.
Da li je dokaz korektan? Jest ako su nam poznate definicije romba, paralelo-
grama i pravog kuta, te ako znademo da su istinite tvrdnje:

- digagonale paralelograma se raspolavijaju,
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- S-S-S poucak o sukladnosti trokuta.
Dakle, ukoliko sve to znademo dokaz je valjan. Tu se javlja problem. Zelimo li se
uvjeriti da je neka tvrdnja (77) istinita mi mozemo pokazati da ona logicki slijedi
iz neke tvrdnje (7%) koja je vet¢ dokazana. Ukoliko nije, ili nemamo dokaz te
tvrdnje posluzit éemo se tvrdnjom (73) i pokazati da tvrdnja (7T5) logicki slijedi
iz tvrdnje (T3). Opet ostaje utvrditi istinitost tvrdnje (T3). Nastavljanjem ovog
postupka negdje moramo stati i kona¢no neku tvrdnju uzeti kao istinitu - tu
kljuénu ulogu igraju aksiomi (ili postulati) - praistine. Ne moze se reéi koju
tvrdnju treba prihvatiti kao aksiom no potreba za njima je nesumljiva. Treba

prihvatiti dva zahtjeva kako bi dokaz bio korektan:

e prihvacanje odredenih tvrdnji, koje nazivamo aksiomima ili postula-

tima, koje ne provjeravamo i uzimamo da su istinite;
e prihvacanje odredenih logickih pravila.

Sli¢no tome, pojmove u nekoj teoriji uvodimo definicijom preko drugih pojmova
¢ije nam je znacCenje poznato. No i njih je potrebno odrediti preko jednos-
tavnijih pojmova. Dakako i ovdje negdje moramo stati i neke pojmove moramo

jednostavno prihvatiti bez svodenja na neke jednostavnije. Dakle,

e u svakoj teoriji moramo krenuti od osnovnih (nedefiniranih) pojmova i

preko njih definirati sve ostale izvedene pojmove.

Sumirajmo §to znaci aksiomatsko zasnivanje neke matematicke teorije. Treba
utvrditi osnovne pojmove, koji su "ocigledno jasni" i ne trebaju se definirati, po-
tom odabrati osnovne tvrdnje (aksiomi, postulati), tj. tvrdnje koje se dogovorno
uzimaju za istinite i ne dokazuju se, a zatim se iz aksioma izvode i dokazuju

tvrdnje (teoremi, propozicije, stavci, poutci, leme, korolari).

Aksiomatska metoda je nacin ispitivanja kojim se utvrduje valjanost do-
bivenih rezultata. Kako matemati¢ari dolaze do njih misteriozno je, ne zabo-
ravimo da su neki vazni rezultati u matematici dani bez valjanog dokaza, ili s
nepotpunim dokazom - nije vazno, korektni dokazi su dani kasnije (katkada i
puno kasnije). Kako se dolazi do matematickih otkri¢a ne znamo, no znademo
sto je dokaz: to je niz tvrdnji (iskaza, koraka) zajedno s potvrdom istinitosti za
svaku, takvih da na koncu dobijemo trazeni zakljucak. Sest je tipova iskaza u
dokazu:

- Po pretpostavci . ..

- Po aksiomu ...

- Po teoremu ... (prethodno dokazanom)
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- Po definiciji . . .

- Po (prethodnom) koraku ... (koji je dokazan)

- Po logickom pravilu. ..
Ne mozemo odgovoriti na pitanje kako otkriti teorem, no mozemo nauciti kako
naciniti dokaz. Glavna je tehnika ucenje i praksa stecena analizom dokaza drugih
autora. Nema univerzalne metode za nalazenje dokaza matematicke tvrdnje.
Ipak, nekoliko sugestija moze pomo¢i u nalazenju dokaza: prvo, treba utvrditi
razumiju li se jasno svi pojmovi u iskazu teorema, ako je potrebno zapisati
te definicije; drugo, treba jasno razumijeti $to su pretpostavke i §to se treba
dokazati; trece, mozda ¢e pomoci prethodno dokazani teoremi; ¢etvrto, ukoliko
je naden teorem koji se moze primijeniti, provjeriti pazljivo moze li se on zaista
primijeniti; peto, nacrtati sliku, mozda ona pomogne (bar ¢ée se vizualizirati
problem).
Bilo je pokusaja da se sistematizira i aksiomatizira golemo
matematicko znanje i prije Euklida, ali tek je njemu to usp-
jelo, za tadasnje uvjete gotovo savrSeno, i stolje¢ima je nje-
govo ¢uveno djelo Elementi ostalo nepromijenjeno. Euklid
je zivio od oko 330. - 275. pr. Kr. u Aleksandriji, kulturnom
i znanstvenom sredistu tadasnjeg svijeta. Uz Arhimeda

i Apolonija jedan je od tri najveta grcka matematicara.

Bio je pristasa Platonove filozofije. Smatra se da je mate-

maticko obrazovanje dobio u Ateni kod Platonovih uc¢enika.

Svoju je nastavnu i znanstvenu djelatnost razvio kao osnivac

Euklid

i sredi$nja licnost matematicke skole Museion u Aleksandriji.

Euklidovi Elementi® su bili toliko uspjesni u izlaganju ele-
mentarne geometrije na aksiomatskoj osnovi, da su stolje¢ima bili nenadmagan
uzor stroge dedukcije. Sve do 18. stoljeta, a dijelom i u 19. stoljetu, oni su i
osnovni udzbenik geometrije. Nije se sa¢uvao izvorni tekst, niti tekstovi iz Eukli-
dovih vremena koji bi ukazivali na njih, ve¢ samo prijepisi iz kasnijih stoljeca u
kojima su sastavlja¢i unosili svoja poboljsanja i primjedbe. Euklidovi Elementi
u Europu su dosli preko prijevoda s arapskog pocetkom 12. stoljec¢a. Smatra
se da je prvi prijevod nac¢inio Adelard iz Batha®, a medu prvima je i pri-

jevod Hermana Dalmatinca? (koji je popravio upravo Adelardov prijevod).

20stali Euklidovi radovi su Data (zbirka od 94 teorema iz Elemenata), O dijeljenju (zadaci
o dijeljenju likova), Pseudaria (o pogresnom zaklju¢ivanju u matematici), Porizmi, Cunjos-
jeenice, O plohama, Phaenomena (o astronomiji), Optika i katoptrika (o perspektivi) i Sectio
canonis (20 teorema o glazbenim intervalima).

3Adelard iz Batha (lat. Adelardus Bathensis, 1080. - 1152.), engleski matematicar.
4Herman Dalmatinac (1100. - 1160.), hrvatski matematicar.
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Koncem 19. stolje¢a J.L. Heiberg® i H. Menge’ na temelju postoje¢ih neza-
visnih tekstova restauriraju originalni Euklidov tekst i danas se njihovo izdanje
jevod prvih et knjiga koji je objavljen 1999. godine (Euklid, Elementi I-VI.
Kruzak, Zagreb, 1999. g.; prevela M. Hudoletnjak Grgi¢, pogovor V. Volenec).
Engleski prijevod Heilbergovog izdanja s komentarima engleskog matematicara
T.L. Heatha” (T.L. Heath, The Thirteen Books of Euclid’s Elements with In-
troduction and Commentata, Dover Publications, New York, 1956.) najceste se
koristi kada se govori o Euklidovim FElementima.

U danasnje vrijeme, poznavanje Elemenata nuzno je kako bi se razumjela povi-
jest matematike.

Elementi se sastoje od 13 knjiga: knjige 1 - 6 bave se planimetrijom; knjige 7 - 10
aritmetikom i teorijom brojeva u geometrijskoj formi (to¢nije u knjigama 7 - 9
dana je geometrijska teorija cijelih brojeva, a knjiga 10 posveéena je iracionalnm

brojevima); knjige 11 - 13 bave se stereometrijom.

1.2 SADRZAJ PRVE KNJIGE ELEMENATA

Za pitanja aksiomatskog zasnivanja geometrije najvaznija je prva knjiga, jer su
u njoj skupljeni svi aksiomi na kojima se zasnivaju Elementi. Euklid zapocinje
svaku knjigu definicijama onih pojmova kojima se sluzi u toj knjizi. Ukupno u
svim knjigama ima 118 definicija, a u prvoj knjizi ima ih 23. Poslije definicija
Euklid navodi postulate (5) i aksiome (5), a onda se iz njih dokazuju propozicije
(48).

Navedimo neke definicije (od njih 23) iz hrvatskog prijevoda:

D-1) Tocka je ono §to nema djelova.

Crta je duljina bez sirine.

Krajevi crte su tocke.

(
(D-2)
(D-3)
(D-4) Duzina je ona crta koja jednako lezi prema totkama na njoj.
(D-5) Ploha je ono $to ima samo duljinu i Sirinu.

(D-6) Krajevi plohe su crte.

(D-7) Ravnina je ploha koja jednako lezi prema duZinama na njoj.
Promotrimo s danasnjeg stajalista ulogu definicija. Rekli smo: svi pojmovi neke
aksiomatske teorije moraju se strogo podijeliti na osnovne pojmove, koji se
ne definiraju, a ¢ija su svojstva implicitno dana aksiomima, i na izvedene

pojmove koji se definiraju na temelju osnovnih pojmova.

>Johan Ludvig Heiberg (1854. - 1928.), danski povjesnicar matematike.
6H. Menge, njemacki lingvist.
7Sir Thomas Little Heath (1861. - 1940.), engleski matematicar.
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Euklidove definicije su u tom smislu jedno od najslabijih mjesta. On zZeli defini-
rati sve geometrijske pojmove, pa nema istaknutih osnovnih pojmova.
Nadalje, u definicijama (D-1), (D-2) i (D-5) pojmovi tocke, crte i plohe (rav-
nine) definiraju se pomo¢u pojmova dio, duljina, Sirina, za ¢iju bi definiciju
bili potrebni novi pojmovi, a to je logicki nedopustivo. U definicijama (D-1)
i (D-3) pojam tocke definira se na dva razli¢ita nacina a nigdje nije dokazana
ekvivalentnost tih definicija. Definicije (D-4) i (D-7) su nejasne. Euklidove
definicije tocke, pravca (duzine) i ravnine ne omogucavaju logicko izvodenje
svih svojstava tih pojmova. Izgleda da je i sam Euklid bio svjestan logicke
nedopustivosti prvih sedam definicija - on ih i ne rabi. Prema tomu, taj logicki
nedostatak Euklidove aksiomatike lako je uklonjiv: treba te definicije ispustiti,
a da se pojmovi

e tocka,

e pravac i

e ravnina

uzmu za osnovne pojmove. Ostale definicije su ispravne ili preodredene.

Potom Euklid navodi postulate i aksiome:

P-1) Neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duZina.
I da se ogranicena duzina neprekinuto produiuje u duZina.
I da se sa svakim sredistem i udaljenoscu opisuje krug.
I da su svi pravi kutovi medusobno jednaks.
I da ako duzina koja sijece dvije duZine ¢int unutarnje kutove s iste strane
manjima od dva prava kuta, dvije duZine, neograniceno produzene, sastaju
se s one strane na kojoj su kutovi mangi od dva prava kuta.
Stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake.
Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.
Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostatci su jednaki.
Stvari koje se jedna s drugom poklapaju medusobno su jednake.
A-5) Cjelina je veta od dijela.
Nije jasno kakva je razlika izmedu postulata i aksioma osim u ¢injenici da su
postulati geometrijske tvrdnje, a aksiomi opée tvrdnje. Danas su to sinonimi i mi
¢emo rabiti aksiom. Bitni nedostatak Euklidove aksiomatike jest nepotpunost
tog sustava, koja se ogleda u ¢injenici da se u dokazima Euklid koristi i odnosima
na slikama - koristi se tvrdnjama osnovanim na zornosti, a koje se ne mogu
dokazati na temelju njegove aksiomatike. Na primjer Euklid ¢esto rabi izraze:
"tocke A, B, C leze na istom pravcu",
"tockom A povuci pravac",

"tocka C' lezi izmedu tocaka A i B”,
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i intuitivno je jasno o ¢emu se radi. Da bi se razumijeli ti pojmovi potrebno
je opisati (aksiomima) pojmove incidencija i poredak. Isto tako intuitivno je
jasno §to bi znagcili izrazi

"duzina AB jednaka duzini CD",

"polozimo kut ZBAC na kut ZEFG",

"polozimo trokut AABC na trokut AEFG".

Na neki su nacin i razumljivi ako Aksiom (A-4) shvatimo kao definiciju "kon-
gruentnosti (sukladnosti) preko gibanja". Nesto je potrebno uzeti za osnovni
pojam: bilo gibanje - pa definirati kongruentnost, bilo kongruentnost - pa defini-
rati gibanje. Nadalje, vidjet ¢emo da se ve¢ u prvoj propoziciji pretpostavlja
da se kruznice sijeku - $to je nedokazivo iz njegove aksiomatike. U dokazu te
tvrdnje lezi svojstvo neprekidnosti kruznice, a neprekidnost (kao i poredak) je
aksiomatizirana tek krajem 19. stolje¢a. Dug je put do kona¢nog aksiomatskog
zasnivanja geometrije - to je uéinio D. Hilbert® 1999. godine u djelu Grund-
lagen der Geometrie. Hilbertovom aksiomatikom ¢emo se posebno baviti i na-
glasimo da on za osnovne pojmove, pored tocke, pravca (i ravnine) uzima za
osnovne pojmove relacije

e incidencije

e poretka i

e kongruencije.
Nakon definicija, postulata i aksioma Euklid izlaze propozicije rasporedujuéi ih
u red po logickoj zavisnosti, tako da se svaka tvrdnja moze dokazati na osnovu
prethodnih tvrdnji, postulata i aksioma.
Euklidova propozicija podijeljena je na Sest etapa: izricanje zadanoga (pro-
teza), isticanje zadanog - pretpostavke (eksteza), isticanje tvrdnje ili onog
sto se trazi (diorizma), konstrukeija - u konstruktivnim zadatcima to je naprosto
rjesenje (kateskeva), dokaz (apodeiskis), zakljucak (simperazma) - ponovi se
§to je trebalo dokazati i kako se to napravi.

U prijevodima na latinski umjesto "A to je ono §to je trebalo uciniti (doka-

zati)."

stavlja se u propozicijama u kojima treba naciniti konstrukciju Q.E.F.
(od latinske fraze quod erat faciendum), a u ostalim propozicijama Q.E.D. (od
latinske fraze quod erat demonstrandum). Danas je uobi¢ajeno staviti znak O
ili W

Promotrimo prvu propoziciju (iz hrvatskog izdanja prvih Sest knjiga Euklidovih
Elemenata). Dan je prikaz koji prikazuje podjelu na Sest dijelova, i osim toga,

uobicajilo se navoditi i Heatov komentar (to je tre¢i stupac).

8David Hilbert (1862. - 1943.), njemacki matematicar.
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Propozicija 1.

1. Na danoj duZini konstruiraj jednakostranican trokut.

2.  Neka je AB dana duzina.

3. Na duzini AB treba dakle konstruirati jednakostranican t rokut.
4

Opisimo kruznicu BC'D sa sredistem u A i radijusa AB i (P-3)
neka se, isto tako, sa sredistem B i radijusom BA opige

kruznica ACE (P-3)
i od tocke C u kojoj se kruznice medusobno sijeku

neka se do tocaka A, B povuku duzine CA, CD. (P-1)

5. A buduéi da je tocka A srediste kruznice CDB,

AC je jednaka AB. (D-15)
Isto tako, buduéi da je tocka B srediste
kruznice CAE, BC je jednaka BA. (D-15)

A dokazano je takoder da je C'A jednaka AB.
Stoga je svaka od CA, CB jednaka AB.
A ono §to je jednako istom jednako je i medusobno. (A-1)
Stoga je i C'A jednaka CB. Prema tome, tri duzine CA, AB, BC'
mudusobno su jednake.

6. Dakle, trokut ABC je jednakostrani¢an trokut i konstruiran je
na duzini AB. A to je ono §to je trebalo uciniti.

Euklidova prva knjiga Elemenata dana je u prilogu i napisana je na danas uo-

bic¢ajeni nac¢in koristeé¢i se standardnim oznakama. Tamo je ta propozicija:

Propozicija 1. Na danoj duZini konstruiraj jednakostranican trokut.

Dokaz. Neka je AB dana duzina. Treba konstruirati jednakostrani¢an trokut

AABC sa stranicom AB.
C

k1 k2

Propozicija 1.

Konstruirajmo kruznicu k; = k(A, AB) oko tocke A radijusa AB te analogno
ke = k(B,AB) [primjenom Postulata (P-3)]. Neka je C' presjecna tocka tih
kruznica. Spojimo C sa A i C sa B [(P-1))]. Time je nastao trokut AABC za
kojeg tvrdimo da je jednakostranican.

Zaista, jer je AC = AB, BC = AB [po Definiciji (D-15)] vrijedi AC = BC [po
Aksiomu (A-1)].
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Ovim je dokazano da vrijedi AB = BC = AC, tj. trokut AABC je jednako-

stranican. |

U dokazu koristi samo definicije, postulate i aksiome. Redosljed narednih propozi-
cija pomno je izabran tako da se dokazu svake propozicije provodi preko defini-

cija, postulata, aksioma i prethodno dokazanih propozicija. Ilustrirajmo to.
Propozicija 10. Raspoloviti danu duZinu.

Dokaz. Neka je AB dana duzina. Nad njom konstruiramo jednakostranican
trokut AABC (Propozicija 1.) i kut ZACB raspolovimo sa CD (Propozicija
9.). Tvrdimo da tocka D raspolavlja duzinu AB.

C

A D B

Propozicija 10.

Promotrimo trokute AADC i ABDC. Po konstrukciji je AC = BC, ZACD =
/BCD, a CD je zajednicka stranica i, po Propoziciji 4., slijedi da su trokuti
AADC i ABDC jednaki. Dobivamo, posebno, da jei AD = DB. |

Vidimo da Euklid koristi slike. Geometrija jest disciplina u kojoj se objekti
mogu vizualizirati i korektne slike pomazu da se razumije dokaz. Ne samo
to, pomazu i u otkrivanju novih rezultata. Euklidova Propozicija 47 je ¢uveni

Pitagorin poucak.

Propozicija 47. U svakom pravokutnom trokutu kvadrat nad stranicom na-

suprot pravog kuta jednak je zbroju kvadrata nad stranicama uz prave kut.

Dokaz. Neka je AABC pravokutni trokut s pravim kutom ZBAC. Konstruira-
mo nad stranicama danog trokuta kvadrate BDEC, ACKH i AGF B (Propozi-
cija 46.).

Iz A povucimo paralelu s pravcem BDi njeno sjeciste s pravcem DE oznacimo
sa L. Spojimo A sa D, L, E, te F sa C i B sa K. Buduéi su kutovi ZBAC' i
ZBAG pravi, totke A, C i G leze na istom pravcu (Propozicija 14.). Iz istog
razloga i totke B, A i H leze na istom pravcu. Buduéi je ZDBC = ZFBA
dodavanjem kuta ZABC dobivamo da je ZDBA = ZFBC [(A-2)].
Promotrimo trokute AABD i AFBC. Oni imaju po dvije jednake stranice
jednaki kut medu njima pa su sukladni (Propozicija 4.). Osim toga paralelogram

kojemu je BL dijagonala dvostruko je veéi od trokuta AABD, jer imaju istu
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osnovicu i leze izmedu istih paralela (Propozicija 41). Isto tako i kvadrat s
dijagonalom GB dvostruko je ve¢i od trokuta AFBC (Propozicija 41.).
Dakle, paralelogram s dijagonalom BL jednak je kvadratu s dijagonalom GB.

Propozicija 47.

Sliéno se dokazuje da ako spojimo A sa E i B sa K, da je tada paralelogram
s dijagonalom CL jednak kvadratu s dijagonalom HC. Slijedi da je zaista
kvadrat nad stranicom nasuprot pravog kuta trokuta jednak zbroju kvadrata

nad stranicama uz pravi kut. ]

Slika koja ilustrira Pitagorin poucak kod Euklida je komplicirana. Pomo¢ne
crte pomazu da se lakse razumije njegov dokaz. Povlacenjem drugacijih crta
dokaz se moze provesti i puno jednostavnije. Koje crte povuéi umijete je onoga
koji smislja dokaz. Mnogo je razlic¢itih dokaza Pitagorinog poucka. Neki su
jednostavni i slikom vrlo sugestivni. Napomenimo, bez obzira na "oc¢ite odnose

koje slika daje", dokaz treba paizljivo provesti.

65 = 647

Na primjer, Slika 65 = 647 je jako sugestivna, ali vodi pogresnom zakljucku.
Naime, izrezemo li dijelove pravokutnika i "preslozimo li ih na kvadrat" do-
bivamo da je 65 = 64. Ocita pogreska, nase oko nije u stanju vidjeti da se

preslagivanjem izgubio jedan mjerni kvadrat.
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1.3 PETI EUKLIDOV POSTULAT

Receno je da za aksiome i postulate treba uzeti one tvrdnje koje bez proble-
ma mozemo prihvatiti da su istinite. Euklidovi aksiomi se lako usvajaju. Kod
postulata najvise je pozornosti izazvao je Peti postulat (P-5). Naime, prva etiri
postulata lako se prihvacaju jer su apstrahiranja empirijskih ¢injenica. Prva dva
opisuju postupke koje omoguéava ravnalo. Mozemo ih izre¢i na nacin:

(P-1) Za svake dvije razlicite tocke postoji jedinstven pravac koji njima prolazi

(ili, s dvije razlicite tocke jednoznatno je odreden pravac);
(P-2) Za svaka dva segmenta jedan od njih se moze produZiti u segment kongru-
entan drugome.

Treéi postulat (P-3) opisuje Sestar, tj. za svaku tocku O (srediste kruznice) i
svaku tocku A razlicitu od O postoji kruznica k(O,OA) sa sredistem u tocki
O i radijusa OA. Cetvrti postulat (P-4) je apstrahiranje empirijske ¢injenice da
mozemo mjeriti pravi kut (kut koji je kongruentan svom suplementu je pravi
kut, suma mjera suplementarnih kutova je 180°, svaki pravi kut ima mjeru 90°).
Da je kut ZA pravi oznacavat ¢emo sa /A = R.

Peti postulat (P-5) je drugaciji jer ne mozemo empirijski ustanoviti kada se dva
pravca sijeku: imamo samo duzine, a ne i pravce. Mozemo produziti duzinu i
opet imamo duzinu, ali ne i pravac. Mozemo li indirektno utvrditi da se pravci
sijeku? Euklidova je sugestija da se povuce transverzala (pravac E<—1)7) i ako je
suma kutova « i  manja od 2R, tada ¢e se produzene duzine s iste strane

transverzale gdje leze kutovi a i 3 sijeci.

~.C E

Peti postulat.

Primjetimo da kad bismo znali da se pravci sijeku, mozemo dokazati da se sijeku
s one strane gdje je zbroj promatranih kutovi manji od 2R. Naime, kad bismo
pretpotstavili da se sijeku s druge strane, mogli bismo promatrati suplementarne
kutove o’ i 8'. Kako je a + o’ = 2R, 3+ 3 = 2R imamo a+ o’ + 8+ 3’ = 4R.
Po pretpostavci je a+ 3 < 2R, pa mora biti o +/3 > 2R a to je u kontradikeiji
s Propozicijom 17 (zbroj bilo koja dva kuta trokuta je manji od 2R)”.

9Vidi dodatak ELEMENTI.

Poziv na propozicije odnosi se na Euklidove propozicije.
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Moguce je da je i sam Euklid pokusavao dokazati Peti postulat (tj. da je on
zavisan s drugim tvrdnjama). Izgleda da je Euklid nastojao primjenu tog pos-
tulata odgoditi sve dok se njegova primjena ne pokaZe neophodnom - u prvih
28 propozicija on ga ne koristi. Danas se umjesto Euklidovog petog postulata

uzima njemu ekvivalentna tvrdnja koja je poznata i kao Playfairov postulat'®:

(PP) Neka je a proizvoljni pravac, A tocka van njega, tada u ravnini odredenoj
njima, kroz totku A moZemo povuéi totno jedan pravac koji ne sijece dani

pravac.

Pokazimo da su (P-5) i (PP) ekvivalentne tvrdnje. Napomenimo §to su to
ekvivalentne tvrdnje. Neka su M i N dvije tvrdnje u teoriji koja je odredena
aksiomima {A;, As, ..., A, }. Kazemo da su tvrdnje M i N ekvivalentne tvrdnje
obzirom na navedeni sustav ako i samo ako vrijedi

{Al,AQ,...,An,M}iN i {A17A2,...,AH,N}:>M.

Nazovimo teoriju dobivenu iz svih Euklidovih postulata izuzev Petog Euklidovog
postulata (P-5) neutralnom geometrijom. To znadi da smijemo koristiti sve
Euklidove postulate osim postulata (P-5), kao i prvih 28 propozicija iz Prve
knjige Elemenata (u njima Euklid ne koristi postulat (P-5)). Da su (P-5) i
(PP) ekvivalentne tvrdnje obzirom na neutralnu geometriju treba dokazati:

(a) {neutralna geometrija} A (PP) = (P-5) i

(b) {neutralna geometrija} A (P-5) = (PP).
(a) Neka su dani pravac a i to¢ka M van njega. Neka pravac b prolazi totkom
M ineka je a + 5 < 2R. Konstruirajmo pravac d koji prolazi tockom M tako
da s pravcem c zatvara kut 3 = 2R — a.

Po Propoziciji 27. i Propoziciji 28 pravci a i d se ne sijeku.

Pokazimo da su b i d razli¢iti pravci. Zaista, jer je 3 < 2R —a i 8/ = 2R — «
imamo da je 8 < /', pa su zaista d i b razli¢iti pravci. Buduéi d ne sijece a, a po
postulatu (PP) on je i jedini takav pravac, slijedi da pravac b mora sjei pravac
a, dakle vrijedi postulat (P-5).

—
(b) Neka je M tocka van pravca a i neka je M P okomica iz M na a.U tocki M

dignimo okomicu b na M P (Propozicija 11). Pravci a i b se ne sijeku. Naime,

10John Plaifaire (1748.-1819.), skotski matematicar).
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ukoliko bi se sjekli, recimo u toc¢ki @, dobili bi trokut AM PQ u kojemu bi zbroj
dvaju kutova bio 2R. To je u protuslovlju s Propozicijom 17 (koja kaze da je u

svakom trokutu zbroj bilo koja dva kuta manji od dva prava kuta).

M b
B
C
.
P a

Ostaje pokazati da je b i jedini takav pravac. Pretpostavimo suprotno, da postoji
jos jedan pravac c koji prolazi tockom M i ne sijeCe pravac a. Sada je § <
R i po postulatu (P-5) pravci a i ¢ se sijeku, §to je u protuslovlju s nasom
pretpostavkom. Dakle, b jest jedini pravac koji prolazi tockom M van pravca a

i ne sijece pravac a, tj. dokazali smo da vrijedi postulat (PP).

Navedimo neke od pokusaja da se dokaze zavisnost.

Jedan od najznacajnijih komentatora Euklidovih Elemenata je Proklo!''. Nje-
govi komentari su glavni izvor informacija o starogrékoj geometriji. Prisjetimo
se da je Euklid paralelnim pravcima smatrao one koji se ne sijeku, tj. one koji
nemaju zajednickih toc¢aka. Ve¢ su anticki matematicari pokusavajuci dokazati
Peti postulat predlagali nove definicije paralelnih pravaca. Tako u Proklovim ko-
mentarima nalazimo da je Posidon'? predlagao da se paralelni pravei definiraju
kao oni koji itmaju konstantan razmak. Dakako, ovdje bi tek trebalo dokazati da
je skup svih tocaka s iste strane i jednako udaljenih od danog pravca takoder

pravac - a to je tvrdnja ekvivalentna Petom postulatu.

Proklo je dao sljede¢i "dokaz" Petog postulata.

Proklov "dokaz".

Neka su a, b, ¢ dani pravci kao na slici, dakle a4+ 8 < 2R. Nanesimo na pravcu ¢
u tocki B kut « i neka je tako dobiveni pravac d. Tada je b # d (u protivnom
bi bilo a + 8 = 2R, po Propoziciji 13). Po Propoziciji 28 su a i d paralelni

11Proklo (410. - 485.), jedan od posljednjih ucitelja u atenskoj skoli.
12Posidon iz Rhodosa (135. pr. Kr. - 51. pr. Kr.), gréki filozof, astronom i matematicar.

Osnovao gkolu u Rhodosu.
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pravci. Kako je f < 2R — « to je b unutar kuta Z(d,c). Uo¢imo na pravcu b
tocku T i sa N oznacimo noziste okomice iz T na d. Neka tocka T putuje po
pravcu b udaljavajuci se od tocke B. Tada udaljenost od T' do pravca d, duljina
duzine TN, raste do +o0o i poprima svaku pozitivnu vrijednost. U nekom casu
tocka T' je udaljena od pravca d tocno onoliko koliko je razmak izmedu pravaca
a i d. Dakle, T lezi na pravcu a, tj. a i d se ne sijeku. Greska u "dokazu" je
pretpotstavka da pravci a i d imaju ogranic¢eni razmak, a za dokaz te ¢injenice

potreban je Peti postulat.

Kako Prokla, tako i Euklida potom preuzimaju Arapi'® (i samo oni) koji ga
u 8. 1 9. stoljetu prevode i komentiraju. Dakako, i u tim "dokazima" previd
je u koristenju neke tvrdnje koja je ekvivalentna Petom postulatu. Tako je
npr. Nasir al-Din Tusi'* pokusao dokazati Peti postulat pretpostavljajuéi
egzistenciju pravokutnika. Tek koncem 15. i pocetkom 16. stoljeta europski
matematicari usvojili su sva arapska matematicka znanja i zapoceli s novim
otkri¢ima. Tako je Tusijeve rezultate objelodanio je John Wallis'®, koji i sam
pokusava "dokazati" Peti postulat. On se koristi aksiomom ( Wallisov postulat):
e Postoje slicni trokuti.

Dakako, to je jos jedan ekvivalent Petom postulatu.

Direktni dokazi su bili neuspjesni pa se krenulo na indirektni dokaz. Posebno su
zanimljivi pokusaji Saccherija!® i Lamberta!” jer su oni otvorili sasvim nove

vidike u geometriji.

Saccheri je promatrao ABCD u kojemu je /A= /B = Ri AC = BD.

A # — 5

Saccherijev ¢erverokut.

13 Arapska matematika nastala je na podruéju koje su osvojili Arapi u razdoblju od 8. do 13.
stoljeca. U njenom razvoju sudjeluju i ostali narodi arapske drzave (Iranci, Tadzici, Egip¢ani,
Uzbeci, Mauri, Zidovi. . .)

14Pravo ime Aub-Jafar Muhamed ben Hasan at-Thusi (1201. - 1274.), perzijski erudit,
bavio se geometrijom, astronomijom, geografijom, filozofijom. Dao tumacenje prvih 12 knjiga
Euklidovih Elemenata.

15John Wallis (1616. - 1703.), engleski matematicar.

16Giovanni Gerolamo Saccheri (1667. - 1733.), talijanski matematicar.

17Johann Heinrich Lambert (1728. - 1777.), svicarski matematicar, fizicar i astronom.
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U cetverokutu ABCD (tzv. Saccherijev éetverokut) stranica uz koju su pravi
kutovi je donja baza, nasuprotna stranica je gornja baza, a dvije jednake

stranice uz pravi kut su krakovi.

Neka je E poloviste donje baze i u njoj konstruirajmo okomicu na AB. Neka
ona sijece CD u tocki F' (u protivnom, imali bi protuslovlje s Propozicijom
17). Trokuti AAEF i AEBF su jednaki (po Propoziciji 4) pa je AF = BF i
/FAE = /FBE. No, onda su (opet primjenom Propozicije 4) trokuti AAFC
i ABDF jednaki, pa je /C = /D i DF = FC, tj. F je poloviste gornje baze i
CD. Jer je ZEFC = LAFE+ L/AFC = /EFB+ /BFD = ZAFD, imamo da
je EF okomica na C'D. Ovim je dokazao i jo§ jednu vaznu tvrdnju: simetrala
donje baze Saccherijevog cetverokuta ujedno i simetrala gornje baze, te da su

kutovi uz gornju bazu jednaksi.
Potom pokazuje da u Saccherijevom etverokutu vrijedi:
ako je /C = /D = R, onda je CD = AB,;
ako je /C' = /D < R, onda je CD > AB;
ako je ZC' = /D > R, onda je CD < AB.
U prvom slucaju je ABC'D pravokutnik, a to se ne moze dokazati bez petog
postulata. Ako Peti postulat nije posljedica drugih Euklidovih pretpostavki,

onda moze postojati Saccherijev ¢etverokut u kojemu su kutovi ZC = ZD tupi
ili giljasti. Sada Saccheri razmatra tri slucaja:
/C=/D=R, /ZC=4D>R, /ZC=/D <R,

koje nazivamo redom hipoteza pravog kuta, hipoteza tupog kuta i hipoteza
siljastog kuta. Uvjeren u hipotezu pravog kuta, da je Fuklidov postulat istinit,
ispituje posljedice hipoteza tupog i siljastog kuta nastojeci do¢i do protuslovlja.
Navedimo neke njegove rezultate: ako je jedna od ovih hipoteza istinita za
jedan Saccherijev cetverokut onda je ona istinita za svaki Saccherijev ¢etverokut;
postavljene hipoteze ekvivalentne su sa sumom kutova u trokutu, prva sa ZA +
/B+/C =2R,drugasa ZA+/B+ /C > 2R, tretasa LA+ /B+ /C < 2R;
okomica na jedan krak giljastog kuta neko vrijeme sijece drugi krak, a potom
viSe ne sijece; tockom van pravca prolazi beskonaéno mnogo pravaca koji dani
pravac sijeku i beskona¢no mnogo koji ga ne sijeku i postoje dva grani¢na pravca
koja odvajaju ove dvije klase pravaca; skup toc¢aka jednako udaljenih od danog

pravca nije pravac; pravci koji se ne sijeku imaju zajednicku okomicu.

Vjera da je hipoteza pravog kuta ona prava, zavela ga je na pogresne zakljucke,
pa je tako on "oborio" hipotezu tupog kuta (nju lakse) i hipotezu &iljastog kuta
(nju daleko teze). Rezultati do kojih je dosao Saccheri doista su bili neobi¢ni i

on ih nije mogao prihvatiti.
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Lambert, sli¢cno Saccheriju, promatra ¢etverokut koji ima tri prava kuta (tzv.
Lambertov éetverokut - polovica Saccherijevog Getverokuta), a za ¢etvrti uzima

da moze biti pravi, tupi ili siljasti.

D C

A B

Lambertov ¢erverokut.

Tako i on postavlja tri hipoteze:

/=R, /ZC>R, ZC<R,
koje opet nazivamo hipoteza pravog kuta, hipoteza tupog kuta i hipoteza sil-
jastog kuta. Sli¢no Saccheriju dokazuje da ako je jedna od ovih hipoteza is-
tinita za jedan Lambertov cetverokut tada je ona istinita za svaki Lambertov
cetverokut, te da je hipoteza pravog kuta ekvivalentna Petom postulatu. U zelji
da obori hipoteze tupog i siljastog kuta, razmatra posljedice kako bi dosao do
protuslovlja. U sluc¢aju hipoteze tupog kuta, ne lako, dolazi do kontradikcije.
No, dokazujuéi hipotezu siljastog kuta, slicno kao i Saccheri, dolazi do za njega
¢udnih posljedica.
Navedimo neke njegove rezultate: ne postoje sli¢ni trokuti; u svakom je trokutu
zbroj kutova (a + 8 + 7) manji od 2R; povriina trokuta proporcionalna je
njegovom defektu § = 2R — (a + 8 + 7); postoji apsolutna jedinica mjere.
Lambert je svjestan da svoju teoriju o paralelama nije zavrsio - da nije dosao
do toliko trazenog protuslovlja'®.
Vazan doprinos dao je i Legendre!'”. On je 1794. godine objavio knjigu "Os-
nove geometrije” - udzbenik koji je trebao nadomjestiti Euklidove Elemente. U
tome je bio veoma uspjesan, taj je udzbenik krasila jasnoca, elegancija i kratkoca
dokaza. Dakako da je centralno mjesto opet bio Peti postulat. On dokazuje:
ako je suma kutova u trokutu o + g + v = 2R tada vrijedi Peti postulat; suma
kutova u trokutu je a + 8 + v < 2R; ako je suma kutova u jednom trokutu
a+ 8+ v < 2R, tada je suma kutova u svakom trokutu o + 8 + v < 2R.
Sada mu je cilj naci trokut u kojem je a + S+~ = 2R. U narednim izdanjima
udzbenika (12 izdanja) daje nekorektne dokaze, ali njegova je zasluga da je

nakon kraceg gubljenja interesa, opet aktualiziran problem Petog postulata.

187a njegova zivota nije ni objavljena Teorija o paralelama, veé ju je nakon njegove smrti

publicirao §vicarski matematicar Johan (III) Bernoulli (1744. - 1807.).
19 Adrien-Marie Legendre (1752. - 1833.), francuski matematicar.
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Svo troje, Saccheri, Lambert, Legandre bili su uvjereni da se Peti postulat moze
dokazati. Pocetkom 19. stoljeca pojavljuju se prva razmisljanja da je Peti
postulat nezavisan.

Medu prvima i najznacajni je svakako Gauss?.

Gauss se vrlo rano zainteresirao za problem Petog postulata. Godine 1815.
dolazi na ideju da se Peti postulat ne da dokazati, tj. da nije zavisan o ostalim
aksiomima. Godine 1816. dolazi do zakljucka da je neeuklidska geometrija
neproturje¢na. Ne zele¢i proturjeciti dotadagnjim rezultatima, svoje radove ne
objavljuje - o njima znademo iz njegova dnevnika koji je je poc¢eo voditi u svojoj
19. godini.

Evo njegove definicije paralelnih pravaca: KaZemo da je pravac AM paralelan
s pravcem BN ako oba pravea leze u istoj ravnini © ne sijeku se ali svaki pravac
povucen tockom A izmedu pravaca m 1 1(4—B> sijece pravac B<—]>V .

Navedimo neke njegove rezultate. Dokazao je: definicija paralelnih pravaca ne
ovisi o izboru tocaka A i B; da je relacija "biti paralelan" simetri¢na i tranzi-
tivna; svakom tockom izvan danog pravca prolaze dvije paralele s tim pravcem,
jedna prema jednom kraju, a druga prema drugom kraju; limes kruznica kojima
r — oo (tj. srediste — 00), a koje uvijek prolaze kroz istu odabranu tocku nije
pravac nego krivulja - paracikl; geometrijsko mjesto tocaka jednako udaljenih
od danog pravca s iste strane nije pravac nego krivulja - hipercikl; postoji ap-
solutna jedinica duljine (tj. geometrijskim na¢inom mozemo definirati duzinu
kojom mjerimo ostale); u euklidskoj geometriji mjerenje kutova je apsolutno
dok mjerenje duzina nije; uvodi konstantu k koju moze geometrijski definirati;
ako k — oo, onda na limesu dobivamo euklidsku geometriju; pokazuje da je za
danu kruznicu radijusa 7 njezin opseg O = 27k sh 1, trokut s kutovima «, 81y

ima je povrginu P = k% [ — (a + B +7)] = k?6.

Napokon je pocetkom 19. stoljeca problem paralela rijesen gotovo istovremeno.
Izgradena je nova geometrija, jednakovrijedna kao euklidska geometrija. Zasluga

je to dvojice: J. Bolyaija®' i N.I. Lobaéevskog??.

Janos je sin takoder poznatog matematicara Farkasa, koji je boravio u Gottin-
genu i prijateljevao i dopisivao se s Gaussom. I Farkas se bavio problemom Petog
postulata i smatra se jednim od preteca osnivaca neeuklidske geometrije. Janos
je dobio prve poduke iz matematke od oca, i ve¢ zarana pokazala se njegova
izuzetna nadarenost (a bio je i dobar glazbenik i vjest macevalac). S petnaest

godina otac ga namjerava poslati na studij kod Gaussa u Gottingen, a kada

20Johann Carl Friedrich Gauss (1777. - 1855.), veliki njemacki matematicar.
21J4nos Bolyai (1802. - 1860.), madarski matematicar.
22Nikolaj Ivanovié Lobacevski (1792. - 1856.), ruski matematicar.
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to nije uspjelo odlazi na studij u Be¢. Vet kao student javlja ocu da je uspio
dokazati Peti postulat - otac ga je odvracao od tog rada jer je sam potrosio
dvadesetak godina svog Zivota na tom problemu. Uvidio je brzo pogresku u
svom radu i pocinje naslucivati da je aksiom o paralelama nezavisan. 1823.
godine javlja ocu da je na3ao relaciju izmedu kuta paralelnosti i duzine koja
mu odgovara - otkrivena je neeuklidska geometrija. Bilo mu je tada tek 21 go-
dina i pitanjem paralela bavio se tek 3-4 godine. Dakako, pomoglo je i kriticko
promisljanje njegova oca. Godine 1829. predocio je ocu potpuni nacrt svoje
teorije koji ovaj nije razumio i kada je uvidio da oca nije pridobio za svoje ideje
predlaze da rad posalju na prosudbu Gaussu - znao je da ¢e otac uvaziti njegovo
misljenje. Zbog toga, 1831. godine, pise rad kao dodatak ocevom radu Tanta-
men?3. Taj rad je imao 26 strana - glasoviti Appendiz - i otac ga salje Gaussu
na prosudbu. Gaussov odgovor, u kojem je pohvalio rad i da se izlozene ideje
u potpunosti podudaraju s njegovim rezultatima starim ve¢ tridesetak godina,
jako je obradovao oca, ali ne i Jdnosa. On nije mogao niti htio vjerovati da je
Gauss samostalno i prije njega dosao do neeuklidske geometrije - ukratko mislio
je da je pokraden. Poslije se uvjerio da nije tome tako - ali ostalo je ogorcenje
sto Gauss nije javno istaknuo vaznost njegova rada. I s radom Lobacevskog bio
je upoznat. Na jedan rad Lobacevskog upozorio je Gauss njegova oca, a ovaj
njega. Isprva se divi tom radu i kako se on podudara s njegovim Appendizom,
potom opet sumnja da je pokraden. Daje i neke ostroumne primjedbe - od nekih

bi i odustao da je poznavao ostale radove Lobacevskog.

Lobacevski je bio visegodisnji profesor i rektor univerziteta u Kazanu. U pocetku
je i sam pokusavao dokazati Peti postulat. 1823. godine zavrsio je rukopis
udzbenika za geometriju koji nije nikada tiskan. Iz pronadenog rukopisa vidljivo
je da znade da su svi dotadagnji pokusaji dokazivanja Petog postulata bili neusp-
jesni. U periodu 1823. - 1825. izradio je potpuno rjesenje problema i 1826. go-
dine Lobacevski izlaze nacrt svoje nove geometrije. Taj je rukopis izgubljen i nije
nikad pronaden ali je objavljen u ¢asopisu "Kazanski vjesnik" (za godiste 1829.-
1830.) pod naslovom "O osnovama geometrije”. Ovom publikacijom pretekao
je Jédnosa Bolayija - njegov je Appendixz objavljen 1931. godine. Od 1835. do
1838. radi na novom udzbeniku geometrije. Lobacevski je talentiran nastavnik:
udzbenik je pisan jasno i precizno. Zeleéi svoj rad uciniti pristupa¢nim i mate-
mati¢arima izvan Rusije objavljuje 1840. godine u Berlinu rad Geometrische

Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien.

238kaceno od Tentamen iuventutem studiosam in elementa matheseos purae elementaris

ac sublimioris methodo intuitiva evidentiaque huic propria introducenti.
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Navedimo neke rezultate Bolayija i Lobacevskog: definicija paralelnosti; kut
paralelnosti TI(z); konstrukcija kuta paralelnosti; graniéna kruznica i grani¢na
sfera; pridruzeni trokuti; neeuklidska trigonometrija; izra¢unavanje funkcije IT(x);
uvodenje hiperbolnih funkcija; opseg kruga; zbroj kutova u trokutu, defekt

trokuta; veza povrsine trokuta i defekta; povrsina pruge medu paralelama.

Nazalost, niti rad Bolayija niti rad Lobacevskog nije izazvao gotovo nikakva
odziva u znanstvenim krugovima. Na razvoj geometrije gotovo da oni ne utjecu.
Od zaborava ih je spasio Gauss. Kako on u javnosti nije raspravljao o paralelama
to nije spominjao njihove radove kojima se divio i uvazavao. Objavom njegovih
pisama i njegovog dnevnika iz kojih se vidjelo da je ne samo cijenio njihov rad vec
se i sam bavio neeuklidskom geometrijom, znanstvena javnost je pridobivena.
Njihova istrazivanja su prevedena i na druge jezike, dovedena su u vezu s drugim

geometrijskim teorijama.

U drugoj polovici 19. stolje¢a pocelo je zZivlje zanimanje za ova pitanja. Tako je
Rieman?®* 1851. godine objavio rad "O osnovnim pretpostavkama geometrije”.
>t (dwi)?
4/, =f ’

za « < 0 imamo hiperboli¢ku geometriju (geometriju Lobacevskog), a za o > 0

On polazi od elementa luka ds = gdje je a zakrivljenost prostora, i
imamo elipticku geometriju (Riemenovu geometriju). Beltrami?® objavljuje
1868. godine rad u kojem dokazuje neprotuslovnost hiperbolicke geometrije.
Klein?® je 1869. godine dao model neeuklidske geometrije, a u radu "O takozva-
noj neeuklidskoj geometriji" dokazuje neprotuslovnost hiperbolicke geometrije.

Poznat je i Poincareov?” model hiperbolicke geometrije.

Izgradnjom geometrije Lobacevskog i Bolyaija utvrdena je nezavisnost Petog
postulata od drugih postulata i aksioma - taj postulat u Euklidovom sistemu
je zaista pravi aksiom. Analogno se raspravlja i o ostalim aksiomima euklidske
geometrije: treba utvrditi njihovu nezavisnost, koju zada¢u imaju u sistemu i
prema tomu odrediti im pravo mjesto. Potrebno je postaviti aksiome koji su
nuzni i dovoljni za izgradnju euklidske geometrije. U tom smislu se poseban su
doprinos dali M. Pasch?®, G. Peano?’, M. Pieri®’, G. Veronese’!.

Neki su matematicari koristili razlicite izbore osnovnih pojmova - odabir os-
novnih pojmova je proizvoljan. Tako je Pieri rabio samo dva osnovna pojma i

dakako da je dobivena veoma komplicirana aksiomatika. Odabir osnovnih poj-

24Georg Friedrich Bernhard Rieman (1826. - 1866.), njemacki matematicar.
25Eugenio Beltrami (1835. - 1900.), talijanski matematicar.

26Felix Klein (1849. - 1925.), njemacki matematicar.

2"Henri Poincaré (1854. - 1912.), francuski matematicar.

28Moritz Pasch (1843. - 1930.), njemacki matematicar.

29Giusepe Peano (1858. - 1932.), talijanski matematicar.

30Mario Pieri (1860. - 1913.), talijanski matematicar.

31Giuseppe Veronese (1854. - 1917.), talijanski matematicar.



1.4. NACELA AKSIOMATIKE 23

mova koji je na¢inio D. Hilbert?®? je najpopularniji, jer se njime elegantno gradi
geometrija na slican nac¢in na koji je to uc¢inio Euklid. Hilbert je taj je posao
dovrsio kada je 1899. godine objavio ¢uvenu knjigu Grundlagen der Geometrie.
Time je problem aksiomatizacije geometrije kona¢no rijesen i mozemo reé¢i da

od tada zapocinje pravi aksiomatski pristup matematickim teorijama.

1.4 NACELA AKSIOMATIKE

Najteze je bilo rijesiti se zornosti u geometriji koja ¢esto pomaze, ali je u aksiom-
atiziranju geometrije bila smetnja. Zor je svoju ulogu odigrao kod izdvajanja
osnovnih pojmova, kod uocavanja tvrdnji koje treba dokazati, ali kod samog
dokazivanja se mora potpuno eliminirati. Kod Hilbertove aksiomatike zor je
potpuno eliminiran, slike nisu potrebne. Hilbert radi potpuno apstraktno.

Aksiomatsko zasnivanje bilo koje matematicke teorije u pocetku trazi da se
odrede osnovni pojmovi i osnovne tvrdnje - aksiomi. Osnovnim pojmovim i
aksiomima odredili smo aksiomatiku te matematicke teorije. Pomoc¢u osnovnih
pojmova definiraju se svi ostali izvedeni pojmovi te teorije, a sve tvrdnje se
izvode iz aksioma. Za sistem aksioma, koji se moze proizvoljno odabrati, moraju
vrijediti sljedeta nacela: nacelo neprotuslovnosti, nacelo potpunosti i nacelo

nezavisnosti.

1.4.1 Nacelo neprotuslovnosti

Nacelo neprotuslovnosti treba shvatiti u sljede¢em smislu: za sistem aksioma
{Ay, ..., A, } teorije A kazemo da je neprotuslovan ako se iz tih aksioma ne mogu
dokazati medusobno suprotne tvrdnje T' i =7, tj. istinita je to¢no jedna od
tvrdnji

{A1,.., A} =T, {A,.., A} =T

30-ih godina 20. st. K. Godel (1906. - 1978., austrijski matematicar) je
dokazao da unutar matematickih teorija postoje tvrdnje koje se ne mogu ni
dokazati niti opovrgnuti koristeéi se sredstvima koja dopusta ta teorija, pa se ne-
protuslovnost neke aksiomatike unutar same te teorije ne moze dokazati. Dakle,
jedna teorija se mora uzeti kao istinita i pomocéu nje se dokazuje neprotuslovnost
druge teorije. Postupak je sljedeci: zelimo li ustanoviti neprotuslovnost teorije
A pomotu teorije B treba u teoriji B konstruirati model teorije A, tj. osnovne
pojmove teorije A interpretirati pomoc¢u nekih pojmova iz B, a aksiome teorije

A interpretirati kao teoreme u teoriji B. Tim modelom je ostvareno da je teorija

32David Hilbert, 1862. - 1943., njemacki matematicar.
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A barem toliko neprotuslovna koliko je neprotuslovna teorija B.
Najceste se za istinitu teoriju uzima teorija aritmetike prirodnih brojeva ili

teorija skupova.

1.4.2 Nacelo potpunosti

Postoje dva shvatanja nacela potpunosti.

Po starijem shvacanju se smatra da je aksiomatika potpuna ako se za neki
teorem te teorije, koji se da formulirati moze pokazati da je istinit ili neistinit.
Ovo shvatanje nije lose, ali je prestrogo. Naime, pitanje je da li se svi teoremi
mogu formulirati, a ako se i mogu formulirati ponekad se ne moze dokazati jesu
li istiniti ili neistiniti.

Po novom shvaéanju ovog nacela, koji se ponekad zove i nacelo kategoric-
nosti, smatra se da je aksiomatika potpuna ako su svaka dva modela te teorije
izomorfna. Dakle, problem se svodi na to da se odgovori na pitanje da li postoji
jedan jedini model te teorije. Ako postoje dva neizomorfna modela smatra se

da sistem aksioma nije potpun (npr. teorija grupa).

1.4.3 Nacelo nezavisnosti

Nacelo nezavisnosti znaci da se svaki aksiom ne da izre¢i pomocu ostalih, tj.
svaki aksiom mora biti neizvediv od ostalih. Dakle, {41, ..., A, } je nezavisan
ako vrijedi
Al,...7141‘,1714LZ‘+1,...,An3@>Ai7 t=1,...,n.

Nezavisnost aksioma A; u sistemu aksioma {Aj, ..., A,} obi¢no se provjerava
tako da se nade neki model takav da u njemu vrijede svi aksiomi osim njega t;j.
sistem aksioma {Aj,..., Ai—1, Ait1,..., Ap}.

Primjetimo da ovaj princip nije neophodan jer se zavisnim sistemom aksioma
deduktivna snaga teorije ne mijenja obzirom na teoriju zasnovanu samo neza-

visnim aksiomima: zavisni aksiom je teorem te teorije.



Poglavlje 2

APSOLUTNA
GEOMETRIJA

U Hilbertovoj aksiomatici euklidske geometrije osnovni objekti su:

e tocke,

e pravci,

e ravnine.
Tocke oznacavamo velikim tiskanim slovima A, B,C, ..., a skup svih tocaka
sa 7, pravce oznacavamo malim tiskanim slovima a,b,c, ..., a skup svih pra-
vaca sa P, ravnine oznac¢avamo grckim slovima «, 3,7, ..., a skup svih ravnina
sa R.

Nadalje, osnovne relacije su:

¢ relacija incidencije,

e relacija poretka,

e relacija kongruencije.
Dakle, mozemo re¢i da u Hilbertovoj aksiomatici Euklidske geometrije koristimo
6 osnovnih pojmova: tri osnovna objekta (tocka, pravac, ravnina) i tri osnovne
relacije (incidencija, poredak, kongruencija). Ovi osnovni pojmovi se ne defini-
raju, ali su opisani aksiomima. Kod Hilberta postoji 20 aksioma razvrstanih u
5 grupa:

e (I) prva grupa - aksiomi incidencije I;_s;

e (II) - aksiomi poretka IT;_4;

e (IIT) - aksiomi kongruencije I11;_s;

e (IV) - aksiomi neprekidnosti IV _s;

e (V) - aksiom paralelnosti Vg

Naga razmatranja ograni¢it ¢emo na planimetriju i kada govorimo o geometriji

25
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uvijek ¢emo razmisljati o geometriji ravnine. Tako ¢emo i u navodenju aksioma

naglasiti koji su to ravninski, a koji prostorni aksiomi.

U prvom odjeljku ovog poglavlja navodimo aksiome incidencije i dokazujemo
one tvrdnje koje su nam neophodne u daljnoj izgradnji geometrije. U drugom
odjeljku navodimo aksiome poredka i dokazujemo neke tvrdnje koje su nam
potrebne. Te tvrdnje posljedica su prvih dviju grupa aksioma. Isto tako, treci
odjeljak govori o aksiomima kongruencije i tamo dokazane tvrdnje posljedica su
prethodnih grupa aksioma i aksioma kongruencije. Kona¢no, uzimajucii ¢etvrtu
grupu aksioma sagradili smo geometriju koju nazivamo apsolutna geometrija.
Dakle, to je geometrija kojoj je aksiomatika dana aksiomima (I), (II), (I11)
i (IV). Pokazat ¢e se da u toj geometriji tockom van danog pravca prolazi
bar jedan pravac koji ga ne sijete. To znaci da ako zelimo izgraditi Euklidsku

geometriju moramo dodati aksiom

AKSIOM (Vg) Tockom van pravea prolazi najvise jedan pravac koji ga ne
sijece.

Time je pokazano da je Peti postulat zaista pravi aksiom.

Dodamo li aksiomima apsolutne geometrije aksiom

AKSIOM (Vg) Totkom van pravca prolaze bar dva pravea koji ne sijeku

taj pravac.

dobivamo aksiomatiku hiperboli¢ke geometrije i o njoj se detaljnije govori u
tre¢em poglavlju.

Napomenimo da su sve tvrdnje apsolutne geometrije istinite i u euklidskoj
geometriji i u hiperbolickoj geometriji. Tako je npr. tvrdnja apsolutne geometrije

n

"2broj kutova trokuta nije veéi od dva prava kuta ", ili krace zapisano a+S+v <
2R, jest istinita i u Euklidskoj geomeriji i u hiperboli¢koj geometriji. Ta tvrd-
nja u Euklidskoj geometriji glasi o + 8 + v = 2R, a u hiperboli¢koj geometriji

a+ B+ <2R.

Krenemo li pak u izgradnji geometrije s pretpostavkom da vrijedi aksiom
AKSIOM (Vg) Svaka dva pravea se sijeku.

i potom izgradimo geometriju u kojoj vrijede i prve ¢itiri grupe aksioma do-
bivamo geometriju koja se naziva elipicka geometrija. Model te geometrije
je sferna geometrija. Eliptickom geometrijom se netemo posebno baviti ve¢
samo ukazati na neke tvrdnje apsolutne geometrije koje u njoj nisu istinite. Npr.,
ranije izrecena tvrdnja apsolutne geometrije o zbroju kutova trokuta u eliptickoj

geometriji nije istinita. U eliptickoj geometriji vrijedi tvrdnja o + 5 + v > 2R.
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2.1 AKSIOMI INCIDENCIJE

Aksiomi incidencije govore o relaciji incidencije I. Relacija incidencije I je
binarna relacija I C (7 x P)U (7 x R). Da je (4,a) € I znaci tocka A je
incidentna pravcu « (ili tocka A lezi na pravcu q, ili pravac a prolazi
tockom A - koristimo i oznaku A 3¢ a), a da je (A, «) € I znadi da je tocka
A incidentna s ravninom « (ili to¢ka A lezi u ravnini «, ili ravnina «
sadrzi tocku A - koristimo i oznaku A 3¢ «).

Napomenimo da kada kazemo "dvije tocke", "tri tocke" uvijek razumijevamo
da se radi o razli¢itim tockama. Nadalje za tri tocke koje su incidentne s istim
pravcem kazemo da su kolinearne, a ako ne da su nekolinearne. Isto tako
ako Cetiri tocke leze u istoj ravnini tada govorimo da su one komplanarne, a

ako ne leze u istoj ravnini da su nekomplanarne.

AKSIOM (I1). Za svake dvije tocke postoji pravac koji prolazi njima.

AKSIOM (Iy). Za svake dvije tocke postoji najvise jedan pravac koji prolazi

njima.

NAPOMENA 2.1.1 Iz aksioma (I;) i (I2) slijedi poznata ¢injenica da je
pravac u potpunosti odreden svojim dvjema razlicitim tockama. Jedinstveni

pravac koji odreduju razli¢ite totke A i B oznatavamo sa p(A, B) ili AB.

AKSIOM (I3). Na svakom pravcu leZe bar dvije totke; postoje bar tri nekoli-

nearne tocke.

AKSIOM (I4). Za svake tri nekolinearne tocke postoji ravnina u kojoj leze te

tocke. U svakoj ravnini leZi bar jedna tocka.

AKSIOM (I5). Za svake tri nekolinearne totke postoji najvise jedna ravnina

u kojoj leze te tocke.

NAPOMENA 2.1.2 Iz aksioma (I) i (I5) slijedi da je sa tri nekolinerne
tocke u potpunosti odredena ravnina. Ravninu odredenu tockama A, B i C

oznacavamo sa (A, B, C).

AKSIOM (Ig). Ako dvije totke pravca leze u ravnini onda sve tocke tog pravea

leze u toj ravnini.

DEFINICIJA 2.1.3 Reti tcemo da je pravac a incidentan s ravninom o
(kazemo i da pravac a lezi u ravnini «), i pisati a € «, ako je svaka totka

tog pravca incidentna s ravninom «.
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AKSIOM (I7). Ako dvije ravnine imaju jednu zajednicku tocku onda one imaju

jo$ bar jednu zajednicku tocku razlicitu od prove.

AKSIOM (Ig). Postoje bar ¢etiri nekomplanarne tocke.

Aksiomi (I1) - (I3) nazivaju se ravninskim aksiomima incidencije, a aksiomi
(I4) - (I3) nazivaju se prostornim aksiomima incidencije.
Ranije smo spominjali model u kojem =zadane aksiome interpretiramo.

Geometriju zasnovanu na aksiomima (I1), (I2) i (I3) nazovimo geometrija

incidencije'.

Navedimo nekoliko modela te geometrije.

Elipticka geometrija incidencije triju tocaka.

Promotrimo skup {4, B,C} od tri elementa koje nazovimo "tockama".

c

B
A

Elipticka geometrija incidencije triju tocaka.

Sve dvoclane podskupove {4, B}, {B,C} i {A, C} nazovimo "pravcima" a inci-
denciju interpretirajmo na nacin: "tocka" lezi na "pravcu" ako je ona element
"pravca". Npr., "tocka" A lezi na "pravcu" {A, B} jer je A € {A, B}, a ne
lezi na "praveu" {B,C} jer A ¢ {B,C}. Ocito su ispunjeni aksiomi incidencije.
Buduéi se svaka dva pravca sijeku, tj. vrijedi aksiom (Vg), zaista se radi o
eliptickoj geometriji.

Elipticka geometrija incidencije triju pravaca.

Promotrimo skup {a,b,c} i njegove elemente nazovimo "pravcima'". "Tocke"
neka su svi dvoclani poskupovi: {a,b}, {b,c} i {a,c}. Neka je incidencija opet
interpretirana inkluzijom. Npr., "tocka" {a,b} je incidentna sa "pravcem" a i
"pravcem" b. Ovaj model je izomorfan modelu elipticke geometrije incidencije
triju tocaka. Taj izomorfizam je dan sa

A+——{a,b} {A,B} b

B« {bc} {B,C}+—c

C+——{a,c} {AC}+—a
Primjetimo da "tocka" A lezi samo na "pravcima" {A, B} i{A, C}ida pridruzena
"tocka" {a,b} lezi na pridruzenim "praveima" a i b. Sliéno se provjerava da je

incidencija sacuvana i za "tocke" B i C.

IGeometrija incidencije sa kona¢no mnogo toc¢aka naziva se konaéna geometrija.
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Euklidska geometrija incidencije Cetriju tocaka.

Neka su elementi skupa {A, B,C, D} "tocke", svi njegovi dvoclani podskupovi
"pravci" (dakle, imamo Sest "pravaca") neka je incidencija interpretirana inklu-

zijom.

A

Euklidska geometrija incidencije ¢etriju tocaka.

Opet se lako provjeri da su ravninski aksiomi incidencije ispunjeni. Ovaj model
jest euklidska geometrija incidencije jer se lako provjeri da vrijedi aksiom (Vg).
Npr., "tocka" C je van "pravca" {A, B} i njom prolazi najvise jedna paralela,
to je "pravac" {C, D}.

Hiperbolicka geometrija incidencije pet tocaka.

°E

Hiperbolicka geometrija incidencije pet tocaka.

Neka su sada "tocke" elementi skupa {A, B,C, D, E} i kao i do sada neka su
"pravci" svi dvoclani podskupovi (deset "pravaca") i incidencija interpretirana
inkluzijom. Lako se provjeri da to jest ravninska geometrija incidencije. Osim
toga, ovdje vrijedi aksiom (V). Npr., "tockom" C van "praveca" {A, B} prolaze
dvije paralele {C, D} i {C, E}.

Prethodni primjeri pokazuju da je bilo koji aksiom paralelnosti nezavisan o
ravninskim aksiomima incidencije. Ovdje je nezavisnost dokazana egzistencijom
modela. Npr. za svaki aksiom paralelnosti imamo dva modela, jedan u kojemu
on vrijedi i drugi u kojemu on ne vrijedi. Osim toga, incidentna geometrija je

nepotpuna, jer postoje neizomorfni modeli.

Afina i projektivna ravnina.

Oznac¢imo sa a)(b €injenicu da se pravci a i b ne sijeku. Tada kazemo da su

pravci a i b razilazni (ili divergentni).
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Afina ravnina je bilo koji model euklidske geometrije incidencije. Primjer
afine ravnine je Euklidska geometrija incidencije ¢etriju tocaka. Projektivna
ravnina je model elipticke geometrije incidencije u kojemu svaki pravac sadrzi
najmanje tri razlicite tocke. Najmanja projektivna ravnina (ona sadrzi 7 tocaka
i 7 pravaca koji sadrze tocno tri tocke), nazivava se Fanova geometrija® i

prikazana je na narednoj slici.

Fanova geometrija.

Oznacimo sa A bilo koju afinu ravninu i definirajmo na skupu svih pravaca
relaciju ~ na nagin:
a~bsa=bilia)(d

tj. pravci a i b su u relaciji ~ ako su ili jednaki ili se ne sijeku. Nije tesko
dokazati da je ~ relacija ekvivalencije. Refleksivnost i simetri¢nost relacije ~
su ocite. Dokazimo tranzitivnost. Neka su a ~ b i b ~ c. Ukoliko je a = b
ili b = ¢ odmah slijedi a ~ ¢ pa stoga pretpostavimo da su a, b i ¢ razliciti
pravci. Treba dokazati da se pravci a i ¢ ne sijeku. Pretpostavimo suprotno,
da se pravci a i ¢ sijeku u tocki P. Tocka P ne lezi na pravcu b jer je a)(b.
To znaci da tockom P prolaze dva razli¢ita pravca a i ¢ koji ne sijeku pravac
b, sto je u protuslovlju s Aksiomom (Vg). Kvocijentni skup .4/ ~ skupa svih
pravaca afine ravnine A sastoji se od klasa ekvivalencije. Klasa ekvivalencije [a]
pravca a je skup koji se sastoji od pravca a i svih pravaca koji ne sijeku pravac
a. Model geometrije incidencije A* kojemu je skup toc¢aka jednak skupu tocaka
totaka modela A, a skup pravaca kvocijentni skup A/ ~ postaje elipticki model

" znaci da P lezi na

incidencije. Relacija incidencije "tocka P lezi na pravcu [a]
nekom pravecu b € [a].

Ovaj postupak mozemo interpretirati i na sljede¢i nacin (koji je lakse vizua-
lizirati). Model A* dobivamo iz modela A tako da svakom pravcu a dodamo
novu totku A, (beskona¢na tocka pravca a), to je pravac [a] iz A*, i da skupu
pravaca dodamo novi pravac I koji sadrzi sve beskonacne tocke pravaca iz A*.
Za model A* kazemo da je projektivno upotpunjenje modela A.

Provjerimo da su u modelu A* ispunjeni aksiomi incidencije.

2Gino Fano (1871.-1952.), talijanski matematicar.
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Pokazimo da dvije P i @ tocke iz A* odreduju jedinstveni pravac ﬁ) Ako su P
i @ dvije razlicite tocke iz A (Aksiomi (I7) i (I2) vrijede), onda postoji pravac
koji prolazi njima (i koji je razli¢it od l,). Ako je P tocka iz A a QQ beskonacna
tocka pravca [q] tada ili P lezi na ¢ pa je I% = ¢, ili, po Aksiomu (Vg) tocka P
lezi na jedinstvenom pravcu p, p)(¢. Kako i @ lezi na p (po definiciji incidencije
za beskonacne tocke) imamo da je <P—>Q = p. Ukoliko su P i @ beskonacne tocke
one leze na l,.

Osim toga, izgradnja modela A* jaméi da na svakom pravcu, razlicitom od .,
leze bar tri razlicite tocke. Pokazimo da i na [, leze bar tri razlicite tocke.
Buduéi da A postoje tri nekolinearne tocke A, B i C' (po Aksiomu (I3) za A)
njima su jednoznac¢no odredena tri razli¢ita pravca p = ﬁ, q= B<—(>7 ir= C<'—1)4
Lako se pokaze da su nihove beskonac¢ne tocke P, Qo 1 R tri razlicite tocke
pravea loo.

Kona¢no, lako se pokazuje da i Aksiom (I3) u A* vrijedi.

Napomenimo da Euklidsku geometriju incidencije Cetriju toc¢aka, to je i afina
ravnina, mozemo ilustrirati punim crtama na narednoj slici. Njezino projektivno
upotpunjenje (tu su beskonac¢ne tocke E, F'1 G, a pravac l, je crtkana kruznica)

je Fanova geometrija.

TEOREM 2.1.4 Dva razlicita pravea ili nemaju zajednickih tocaka ili imaju

totno jednu zajednicku tocku.

DOKAZ. Neka su a i b dva razlicita pravca. Treba dokazati da a i b imaju
najvise jednu tocku zajednicku. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dvije
razlicite tocke zajednicke pravcima a i b. Tada po Aksiomu (I3) postoji najvise
jedan pravac incidentan sa tockama A i B, pa je a = b, $to je u protuslovlju s

nasom pretpostavkom a # b. [

Za pravce koji imaju to¢no jednu zajednicku tocku kazemo da se sijeku, a tu
tocku nazivamo sjecistem tih pravaca. Cinjenicu da je tocka T sjeciste pravaca

aib zapisujemo sa T = a X b.

TEOREM 2.1.5 Duvije razlicite ravnine ili nemaju zajednickih tocaka ili imaju

zajednicks pravac na kojem leze sve mjihove zajednicke tocke.
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DOKAZ. Pokazimo da dvije razli¢ite ravnine « i 5 u kojima lezi tocka C' imaju
zajednicki pravac.

(1) Po Aksiomu (I7) postoji jos jedna tocka D razlicita od C, koja lezi u ravn-
inama a i 3.

(2) Tada je jednoznacno odreden pravac p na kojemu leze tocke C' 1 D (Aksiomi
(I) i (I2), Napomena 2.1.1).

(3) Po Aksiomu (Ig) pravac p leziiu aiu 8.

(4) Dokazimo da je p i jedini takav pravac, tj. da ravnine « i 8 nemaju drugih
zajednickih tocaka.

Pretpostavimo da postoji tocka E van pravca p koja lezi u ravninama « i 5.
Uocimo da su tocke C, D, E razli¢ite i nisu incidentne istom pravcu, i po
Aksiomima (1) i (I5) (Napomena 2.1.2), postoji to¢no jedna ravnina v u kojoj
leze te tocke. No iravnine i 8 sadrze tocke C, D, E. To znadi da je vy = a = f3,

$to je u protuslovlju s polaznom pretpostavkom a # 3. [

TEOREM 2.1.6 Ravnina i pravac koji s njom nije incidentan ne mogu imati

vige od jedne zajednicke tocke.

DOKAZZ. Pretpostavimo da pravac p ne lezi u ravnini « i da sa njom ima zajed-
nicku tocku A. Pokazimo da osim tocke A ne postoji jos jedna toc¢ka incidentna
s ravninom « i pravcem p. U suprotnom, ako osim tocke A postoji jo$ jedna
tocka B (razli¢ita od A) koja je incidentna s ravninom « i pravcem p, imamo da
je (po Aksiomu (Ig)) pravac p incidentan s ravninom «, a to je u protuslovlju s

nasom pretpostvkom. ]

TEOREM 2.1.7 Kroz pravac i tocku koja me lezi na njemu prolazi jedna i

samo jedna ravnina.

DOKAZ. Neka su dani pravac p i tocka A koja ne lezi na njemu. Treba dokazati
da postoji jedna jedina ravnina u kojoj leze dana tocka A i dani pravac p.

(1) Po Aksiomu (I3) postoje dvije razli¢ite tocke B i C' na pravcu p.

(2) Tocke A, B, C ne leze na jednom pravcu.

U suprotnom, postojao bi pravac ¢ na kojemu one leze, dakle imali bi da tocke
B i C leze na q, i po Aksiomu (I3) bilo bi p = g. Slijedi da je i A tocka koja lezi
na pravcu p, a to je u protuslovlju s nasom pretpostavkom.

(3) Tockama A, B, C je jednozna¢no odredena ravnina « koja ih sadrzi (Napom-
ena 2.1.2).

(4) Ravnina « sadrzi pravac p.

Kako ravnina « sadrzi dvije razlicite tocke B i C pravca p, po Aksiomu (Ig),
ona sadrzi i pravac p.

(5) Ravnina « je jedina takva ravnina.
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Zaista, ukoliko bi postojala jos jedna ravnina f, razli¢ita od ravnine « u kojoj
leze A i p, imali bi da i tocke B i C leze u ravnini 5. Dakle, tocke A, B i C' leze
u ravnini 3, a kako je « bila jedina takva ravnina, mora biti « = [ - protivno

nasoj pretpostavci da su « i § razlicite iste ravnine. [

Ravninu iz Teorema 2.1.7 oznatavamo sa (A4, p).

TEOREM 2.1.8 Kroz dva razli¢ita pravea, koji imaju jednu zajednicku tocku,

prolazi tocno jedna ravnina.

DOKAZ. Neka su a i b razli¢iti pravci i neka je C' njihova zajednicka tocka.
(1) Po Aksiomu (I3) postoji tocka A pravca a razlic¢ita od C te totka B pravca
b razlicita od C.

(2) Tvrdimo da su A, B i C nekolinearne tocke.

Pretpostavimo suprotno, tj. da su A, B i C kolinearne tocke. Neka je p pravac
koji prolazi njima. Buduéi da totke A, C' leze i na pravcu a i na pravcu p, po
Aksiomu (I3) mora biti @ = p. Isto tako, jer totke B i C leze na pravcu b i
na pravcu p, mora biti b = p. Dobili smo ¢ = p = b, a to je u protuslovlju s
polaznom pretpostavkom da su a i b razlic¢iti pravci.

(3) Nekolinearne tocke A, B i C jednoznaéno odreduju ravninu « (Napomena
2.1.2).

(4) Ravnina « sadrzi pravee a i b (po Aksiomu (Ig)).

(5) Pokazimo da je « i jedina takva ravnina.

Zaista, ukoliko je i 8 ravnina koja sadrzi pravce a i b, ona bi sadrzavala i tocke

A, B, C. No, « je bila jedina takva ravnina, dakle mora biti a = 3. [

Ravninu iz Teorema 2.1.8 oznac¢avamo sa «(a, b).

TEOREM 2.1.9 U svakoj ravnini leze bar tri nekolinearne tocke.

DOKAZ. Neka je dana ravnina «. Po Aksiomu (I;) u ravnini « postoji bar
jedna tocka A. Po Aksiomu (I35) postoje tocke B i C takve da A, B i C ne leze
na istom pravcu.

Razlikujemo slucajeve:

(a) Tocke B i C leze u ravnini o. Dokaz je gotov: pronasli smo tri trazene tocke
ravnine a.

(b) Bar jedna od tocaka B i C' lezi u ravnini «. Recimo da B lezi u ravnini
«. Sada imamo dvije totke A i B u ravnini « i treba treba pokazati da postoji
treca. Egzistencija te tocke slijedi iz dokaza treteg slucaja.

(c) Toctke B i C ne leze u ravnini .

(c1) Nekolinerne tocke A, B i C odreduju jedinstvenu ravninu S koja ih sadrzi

(Napomena 2.1.2).
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(c2) Tocka A lezi i u ravnini « i u ravnini 8, pa po Aksiomu (I7), te ravnine
imaju jos jednu zajednic¢ku tocku D. Time smo pokazali da u ravnini « postoje
dvije tocke A i D (to je slucaj (b)).

Teorem 2.1.9.

(€3) Po Aksiomu (Ig) postoji tocka M koja ne lezi u ravnini 3.

(c4) Ukoliko je M tocka ravnine o dokaz je gotov. Tocke A, D i M su trazene
tocke ravnine «.

(c5) Ukoliko M nije tocka ravnine «, tada tocke A, C'1 M ne leze na istom
pravcu, pa postoji jedna jednina ravnina -y odredena tim totkama (Napomena
2.1.2).

(c6) Buduéi da ravnine « i y imaju jednu zajednicku tocku A, po Aksiomu (I7)
one imaju jos jednu zajednicku tocku F.

(c7) Time smo odredili tri tocke A, D i F ravnine a.

Ostaje dokazati da su to trazene tocke, tj. da ne leze na istom pravcu.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji pravac p koji prolazi tim tockama.
Buduéi da pravac p prolazi tockama A i D, a te tocke leze u ravnini 3, po
Aksiomu (Ig) i pravac p lezi u ravnini (. Isto tako, tocke A i F' leZe na pravcu
p, a tocke A i F leze u ravnini -, dakle i pravac p lezi u ravnini . Dobili smo
da pravac p lezi i u ravnini 8 i u ravnini . Buduéi da B ne lezi u ravnini o, a
pravac p lezi, tocka B ne lezi na pravcu p. Dobili smo da to¢ka B i pravac p leze
u ravninama (i vy pa je, po Teoremu 2.1.7, 8 = 7, a to je protuslovlje jer tocka

M lezi u ravnini v, ali ne i u ravnini 5. [

2.2 AKSIOMI PORETKA

Ovi aksiomi govore o relaciji "biti izmedu". To je ternarna (troslozna) relacija
na skupu tocaka 7 i za "tocka B je izmedu tocaka A i C" koristit ¢emo
oznaku oznaku (A-B-C).

AKSIOM (II,) Ako tocka B lezi izmedu tocaka A i C, tada su A, B i C

razlicite tocke jednog pravca i tocka B lezi izmedu tocaka C i A.
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AKSIOM (I1,) Ako su A i B dvije razlicite totke, onda postoji tocka C
takva da je (A-B-C).
AKSIOM (II5) Od tri razlicite tocke jednog praveca najvise jedna je izmedu
preostalih dviju.
DEFINICIJA 2.2.1 Neka su A i B razlicite totke. Dvoclani skup { A, B} nazi-
vamo duzinom i oznatavamo AB (ili BA). Totke A i B nazivamo krajevima
duzine, tocke koje leze izmedu A i B unutarnjim tockama, a sve ostale
tocke pravea AB vanjskim toékama duine AB. Kalemo da pravac p sijeée
duzinu AB, ako postoji totka C pravca p takva da je (A-C-B).
Aksiomi (II), (II3) i (II3) nazivaju se linearnim aksiomima poretka.
Primjetimo da aksiomi (IIy), (II3) i (II3) ne osiguravaju egzistenciju triju
tocaka jednog pravca, niti postojanje unutarnje tocke duzine AB. Aksiom (I15)
daje egzistenciju vanjske tocke duzine AB i jasno je da niti jedna konacna
geometrija ne moze biti model geometrije u kojoj vrijede i aksiomi poredka.
Neka su A, B i C tri razli¢ite nekolinearne to¢ke. Njima je jednoznaéno odredena
ravnina « koja ih sadrzi pa je potpuno odreden i trokut AABC. Tocke A, B i

C su vrhovi tog trokuta, a duzine AB, BC i AC njegove stranice.

AKSIOM (I1I,) (Paschov aksiom) Neka je dan trokut AABC i pravac p u istoj
ravnini koji ne prolazi niti jednim njegovim vrhom. Ako p sijece stranicu

AB onda p sijece toéno jednu od preostalih dviju stranica trokuta.

Paschov aksiom.

Aksiom (I1,) se naziva ravninskim aksiomom poretka.

TEOREM 2.2.2 Ako su A i C dvije razlicite tocke, onda postoji tocka B takva
da vrijedi (A-B-C).

DOKAZ. Neka su A i C dvije razlicite tocke.

(1) Po Aksiomu (I3) postoji tocka D koja ne lezi na pravcu AC.

(2) Po Teoremu 2.1.7 pravac 1(4_C>’ i tocka D jednoznacno odreduju ravninu «
koja sadrzi tocke A, C'i D.

(3) Na pravcu AD postoji tocka E takva da vrijedi (A-D-E) (po Aksiomu (I13).
Tocka E takoder lezi u ravnini « (po Aksiomu (Ig)).

(4) Na pravcu EC postoji tocka F' takva da je (E-C-F) (po Aksiomu (I13)).

Tocka F' takoder lezi u ravnini « (po Aksiomu (Ig)).
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(5) Pravac DF lezi u ravnini a.
Tocke D i F' leze u ravnini a pa po Aksiomu (Ig) i pravac odreden tim to¢kama

lezi u toj ravnini.

Teorem 2.2.2.

() Pravci DF i ED leze u istoj ravnini i razliiti su.

Naime, ukoliko je DF = ED = a tada tocke D, E i F leze na pravcu a. Buduéi
je (A-D-E), postoji pravac b koji sadrzi tocke A, D i E. Dobili smo da razli¢ite
totke D i E leze na pravcu a i na pravecu b, i po Aksiomu (/;), imamo a = b. Time
smo dobili da su D, A i C kolinearne tocke, a to je u protuslovlju s pokazanim
u (1): tocka D ne lezi na pravcu AC.

(7) Pravac DF ne sijece duzinu EC.

Pretpostavimo suprotno, tj. da pravac D<—}>7 sije¢e duzinu EC. To znaéi da postoji
tocka G pravca DF takva da je (E-G-C). Vrijedi da tocka G pripada pravcu EC
i G # F. No sada razlicite GG, F' pripadaju razli¢itim pravcima <D—Z)?, BF = R’,
$to je u protuslovlju s Teoremom 2.1.4.

(8) Pravac DF sijece duzinu AC' u nekoj tocki unutarnjoj tocki B.
Primjenimo Aksiom (/1) na trokut AACE i pravac DF. Pravac DF sijece
stranicu AE (po (3)) i ne sijece stranicu EC (po (7)) pa mora sje¢i stranicu AC
u nekoj unutarnjoj tocki B.

Dakle, postoji tocka B takva da je (A-B-C). [

TEOREM 2.2.3 Od tri razlicite tocke pravca jedna i samo jedna je izmedu
ostalih dviju.

DOKAZ. Neka su A, B i C tri razlicite tocke jednog pravca. Prema
Aksiomu (I73) najvige je jedna izmedu ostale dvije. Treba dokazati da je bar
jedna izmedu ostalih dviju.

Pretpostavimo da vrijedi =(B-A-C) i =(A-C-B) i dokazimo da je (A-B-C).
(1) Po Aksiomu (I3) postoji tocka D koja ne lezi na pravcu AC.

(2) Po Teoremu 2.1.7 postoji jedinstvena ravnina « u kojoj leze to¢ka D i pravac
AC. U njoj lezi i tocka B.

(3) Po Aksiomu (I15) postoji tocka G takva da je (B-D-G). I tocka G lezi u
ravnini a.

(4) Postoji tocka E tako vrijedi (C-E-G).
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Primjenimo Aksiom (I/I4) na trokut ABCG i pravac AD. Pravac AD sijece
stranicu BG u unutarnoj toc¢ki D (po (3)) i ne sijece stranicu BC (lako se

pokaze!) pa mora sjeéi stranicu CG u unutarnjoj tocki E, tj. (C-E-G).

Teorem 2.2.3.

(5) Postoji tocka F' tako da vrijedi (A-F-G).
Primjenimo Aksiom (II4) na trokut AAGB i pravac CD. Pravac CD sijece
stranicu BG i ne sijece stranicu AB (lako se pokaze!), pa mora sjec¢i stranicu
AG u unutarnjoj tocki F, tj. mora biti (A-F-G).
(6) Vrijedi (A-D-E).

> —— JE—
Primjenimo Aksiom (II4) na trokut AAGE i pravac CF'. Pravac CF sijece AG
u unutarnjoj to¢ki F (po (5)) i ne sijece GE (lako se pokaze!), pa mora sjeci
AFE u unutarnjoj tocki, dakle mora biti (A-D-E).
(7) Vrijedi (A-B-C).

e < JE—
Primjenimo Aksiom (I14) na trokut AACE i pravac BG. Pravac BG sijece AE
u tocki unutarnjoj tocki D (po (6)) i ne sijece stranicu CE (lako se pokaze!) pa

mora sjeéi stranicu AC u unutarnoj tocki, dakle mora biti (A-B-C). ]

TEOREM 2.2.4 Ako totka B leZi izmedu totaka A i C, a tocka C leZi izmedu
tocaka B i D, tada tocke B i C leZe izmedu tocaka A i D.

DOKAZ. Neka vrijedi (A-B-C) i (B-C-D). Treba dokazati da je (A-C-D) i
(A-B-D). Dokazimo tvrdnju®
(A-B-C)
(B-C-D)
(analogno se dokazuje tvrdnja da je (A-B-D)).

} = (A-C-D)

(1) Tocke A, B, C'i D leze na jednom pravcu p.
Po Aksiomu (I17) tocke A, B, C su kolinearne i isto tako sui A, C, D kolinearne
tocke, a buduéi su tim pravcima A i C' zajednicke tocke, sve promatrane tocke

leZe na istom pravcu p.

3Tvrdnje teorema mozemo zapisati i na nacin
(A-B-C) (A-B-@)
(B-C-D) (B-¢-D)

pa se ovaj teorem katkada naziva Prvi teorem o kraéenju.

} = (A-C-D), } = (A-B-D)
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(2) Postoji tocka E van pravca p (po Aksiomu (I3)).
(8) Postoji vanjska tocka duzine EC, tj. postoji tocka F koja lezi na pravcu
BEC i vrijedi (C-E-F) (primjena Aksioma (I13))

F
E
G
H
A B C D
Teorem 2.2.4.

(4) Postoji tocka G tako da vrijedi (B-G-F).

Primjenimo Aksiom (I1;) na trokut ABCF i pravac AE. Pravac AE sijece
stranicu CF u unutarnjoj tocki E (po (3)) i ne sijece stranicu BC (lako se
pokaze: ako bi pravac AE sijekao stranicu BC' u unutarnjoj tocki I imali bi da
su toc¢ke A, I, B kolinearne, a buduéi su i tocke A, I, E kolinearne moralo bi biti
E = C - a to je protivno s (3)), pa mora sje¢i stranicu BF u nekoj unutarnjoj
tocki G, dakle mora biti (B-G-F).

(5) Postoji tocka H takva da vrijedi (G-H-D).

Primjenimo Aksiom (I1y) na trokut AGBD i pravac FC. Pravac FC sijece
stranicu BD u unutarnjoj tocki C' (po polaznoj pretpostavci (B-C-D)) i ne
sijece stranicu BG (lako se pokaze!) pa mora sjec¢i stranicu GD u unutarnjoj
tocki H, dakle vrijedi (G-H-D).

(6) Vrijedi (A-G-E).

Primjenimo Aksiom (II) na trokut AAEC i pravac BF. Pravac BF sijece
stranicu AC u unutarnjoj tocki B (po polaznoj pretpostavci je (A-B-C)) i ne
sijece stranicu EC (lako se pokaze!), mora sje¢i preostalu stranicu AFE, i zaista
je (A-G-E).

(7) Konacéno, vrijedi (A-C-D).

Primjenimo Aksiom (I14) na trokut AAGD i pravac FC. Buduéi pravac FC
sijece stranicu GD u unutarnjoj tocki H (po (5)) i ne sijece stranicu AG (lako se
pokaze!), zaklju¢ujemo da on mora sje¢i stranicu AD u unutarnjoj tocki, dakle
vrijedi (A-C-D). |

TEOREM 2.2.5 Ako tocka B lezi izmedu tocaka A i C, a tocka C izmedu
tocaka A i D, tada C lezi izmedu B i D, a B izmedu A i D.

DOKAZ. Neka vrijedi (A-B-C) i (A-C-D). Treba dokazati (B-C-D) i
(A-B-D).
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Dokazimo tvrdnju?
(A-B-C)
(A-C-D)

(1) Tocke A, B, C'i D leze na jednom pravcu p.

Po Aksiomu (I17) iz (A-B-C) slijedi da su A, B i C kolinearne tocke, a iz (A-

C-D) da su A, C i D kolinearne tocke. Ti pravci imaju dvije zajednicke tocke

} = (B-C-D).

—>
pa sve tocke A, B, C i D leze na istom pravcu AD, oznacimo ga sa p.

F

Teorem 2.2.5.

(2) Postoji tocka F koja ne lezi na pravcu p (po Aksiomu (I3)).
(3) Postoji unutarnja tocka G duzine BF, tj. vrijedi (B-G-F) (po Teoremu
2.2.2).
< —
(4) Dokazimo da je CF # FB.
< <
Naime, kad bi bilo CF = FB onda bi tocke B,G,F i C lezale na pravcu
C<'_Z>7 - FB. No, s druge strane tocke B i C' leze na pravcu p pa bi zbog Aksioma
(I2) 1 tocka F lezala na pravcu p, $to je u protuslovlju s (2).
> >

(5) Po izboru tocke F' je CF # AD = p.
(6) Pravac CF ne sijece duzinu AB.
Naime, u protivnom bi postojala tocka K na pravcu C<'_Z>7 i vrijedilo bi (A-K-B).
No to bi znacilo da se razliciti pravci CFiAD sijeku u dvije razlicite tocke K
i C, a to je nemoguce.

< —_
(7) Pravac C'F ne sijete duzinu BG.

v d <

U protivnom se razli¢iti pravci CF i F'B sijeku u dvije razli¢ite tocke, a to je
nemoguce.
(8) Pravac CF ne sije¢e ni duzinu AG.
U protivnom bi, primjenom Aksioma (/1) na trokut AABG i pravac C<’—>F, dobili
da pravac CF mora sjec¢i ili AB ili BG, a pokazali smo ve¢ u (6) i (7) da to nije
istina.
(9) Postoji tocka H takva da je (D-H-G).
Primjenimo Aksiom (I1y) na trokut AADG i pravac CF. Pravac OF sijece
stranicu AD u unutarnjoj tocki (po polaznoj pretpostavci je (A-C-D)) i ne

(4-B-¢)
(4--D)

(A-B-C)
(A-C-D)

Drugi teorem o kracenju.

4Zapis tvrdnji } = (B-C-D), } = (A-B-D) sugerira naziv
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sijece stranicu AG (po (8)) pa zaklju¢ujemo da sijece stranicu DG u unutarnjoj
tocki. Dakle, postoji tocka H takva da je (D-H-G).

(10) Kona¢no, vrijedi (B-C-D).

Primjenimo Aksiom(/I) na trokut ABDG i pravac C('—F>' Pravac C('—F>' sijece
stranicu GD u unutarnjoj tocki H (po (9)) i ne sijece stranicu BG (po (7)) pa
mora sjeti stranicu BD unutarnjoj tocki, dakle vrijedi (B-C-D).

Time je dokazana prva tvrdnja, tj.da vrijedi (B-C-D).

Iz dokazane tvrdnje (B-C-D) i polazne pretpostavke (A-B-C'), po Teoremu
2.2.4, slijedi i druga tvrdnja (A-B-D). ]

KOROLAR 2.2.6 Izmedu bilo kojih dviju tocaka pravca leZi prebrojivo mnogo

tocaka.

DOKAZ. Prebrojivi niz unutarnjih tocaka duzine definira se induktivno prim-
jenom Teorema 2.2.2 i Teorema 2.2.5. [
Da izmedu tocaka A i B, A # B, postoji neprebrojivo mnogo unutarnjih tocaka

mozemo dokazati tek ako pretpostavimo da vrijede Aksiomi neprekidnosti.

DEFINICIJA 2.2.7 Neka je p pravac i O tocka na pravcu p. Za svake dvije
tocke A, B pravca p za koje je (A-O-B) kaZemo da leZe na pravcu p s raz-
licitih strana od O. Ako O ne lezi izmedu A i B tada katemo da A i B leze

na pravcu p s iste strane od O.

TEOREM 2.2.8 Svaka tocka O pravca p dijeli skup svih tocaka pravca p ra-
zlicitih od O w dvije klase tako da svake dvije tocke iz iste klase leze s iste strane

tocke O, a svake dvije tocke iz razlicitih klasa leze s razlicitih strana tocke O.

DOKAZ. Odaberimo to¢ku A pravca p razli¢itu od O (takva postoji po Ak-
siomu (I3)) i neka su
K{ ={B: B1i Aleze s iste strane tocke O} = {A} U {B : =(4-O-B)},
K4 ={B: Ai B leze s razlicitih strana tocke O} = {B : (A-O-B)}.
(1) Pokazimo da proizvoljna tocka C' # O pravca p lezi u toéno jednoj od tih
klasa.
Ako je C' = A, onda je C € Kit.
Ako je C # A, onda je ili (A-O-C) ili ~(A-O-C) pa je C € K{tili C € K3
(2) Neka su F i F proizvoljne tocke iz Ki'. Treba dokazati da su E i F s iste
strane tocke O.
Ako je E = F, tvrdnja je ocita.
Ako je E # F i bar jedna od tih tocaka je A, tvrdnja je ocita.
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Neka je E# F i E, F' # A. To znaci -(A-O-E) i =(A-O-F). Sada

-(A-O-FE) = (0O-A-E) ili (A-E-0) i

—(A4-O-F) = (O-A-F) ili (A-F-0).
Moze se dogoditi: ili (O-A-E),(0O-A-F) ili (O-A-E),(A-F-0) ili (A-E-O),
(O-A-F) ili (A-E-O),(A-F-0). U svim sluéajevima dobivamo da su totke E
i F s iste strane tocke O.
(3) Neka su E i F proizvoljne tocke iz K4'. Treba dokazati da su E i F s iste
strane tocke O.
Po definiciji klase K4' za tocke E i F vrijedi (A-O-E) i (A-O-F). Akoje E = F,
onda su po definiciji £ i F' s iste strane. Ako su E i F razlicite tocke iz klase K3
onda iz (A-O-FE) i (A-O-F) (po T. 2.2.5) slijedi (O-E-F) odnosno —(E-O-F), i
zaista su tocke E' i F' s iste strane tocke O.
(4) Neka su E € K{ i F € K4 proizvoljne tocke. Treba dokazati da su tocke E
i F' s razlicitih strana tocke O.
Tvrdnja je ocita u slucaju E = A. Pretpostavimo da vrijedi £ # A. Kako je
E € K{ vrijedi =(A-O-E) pa je ili (O-A-E) ili (O-E-A). Jer je F € K4 imamo
(A-O-F). Sada je

O-A-FE E-A-O
( VL EAO) Lrazs b o py o
(A-O-F) (A-O-F)
O-E-A -E-O
( VL B0 Urees g py,
(A-O-F) (A-O-F)
pa su u oba slucaja tocke E i F' s razlicitih strana tocke O. ]

DEFINICIJA 2.2.9 Duije klase iz Teorema 2.2.8 nazivaju se polupravci prav-

ca p s potetkom u tock: O.

Primjetimo da tocka O ne pripada polupravcima. Iz Teorema 2.2.8 slijedi da
svaka tocka pravca dijeli taj pravac na dva polupravca. No trebali bi jo§ pokazati
sljedece:

(a) Ako su A i B razli¢ite tocke s iste strane tocke O, onda su klase dobivene
podjelom pravca jednom koriste¢i tocku A, a drugi put tocku B, jednake, tj.
KL= KB, Kt = K8;

(b) Ako su A i B dvije tocke s razlicitih strana tocke O onda vrijedi K{ = KB
te Kyt = KB,

Tvrdnje (a) i (b) pokazuju da rastav na klase ovisi samo o toc¢ki O, a ne i o

tocki A, tj. definicija klasa (polupravaca) je korektna.

DEFINICIJA 2.2.10 Neka tocke A, B i pravac p leze u ravnini « te neka A i

B ne leze na p. Kazemo da su A i B s iste strane pravca p ako je ili A= B



42 POGLAVLJE 2. APSOLUTNA GEOMETRIJA

ili p ne sijece AB. Kazemo da su A i B s razli¢itih strana pravca p ako p
sijete AB.

Definicija 2.2.10.

TEOREM 2.2.11 Swaki pravac p ravnine « dijeli sve tocke te ravnine koje ne
leze na praveu p na dvige klase tako da su svake dvije tocke iz iste klase s iste
strane pravea p, a svake dvije tocke iz razlicitih klasa su s razlicitih strana prav-

ca p.

DOKAZ. Odaberimo tocku A ravnine « koja ne lezi na pravcu p. Definirajmo
klase
K{ ={T: AiT sus iste strane pravca p} = {A} U {T : p ne sijece AT}
K& ={T: AiT sus razlicitih strana pravca p} = {T : p sijece AT} .
K4 i K4 su dobro definirane i neprazne klase. Pokazimo da su to trazene klase.
(A) Dokazimo: ako su B, C' € K{* tada B i C leze s iste strane pravca p.
U slucajevima dasu A= B =Cili A= B ili A = C tvrdnja je ocita.
Pretpostavimo B # C i B # A # C. To zna&i da pravac p ne sijec¢e duzine AB
i AC.
Treba dokazati da pravac p ne sijeée BC.
Razlikujemo sljedeée slucajeve:

(A1) Tocke A, B i C su kolinearne, tj. leze na nekom pravcu a u ravnini .

Teorem 2.2.11 - (A1).

Tvrdimo da p ne sijece BC.
U sluc¢aju da pravac a ne sijece pravac p, tvrdnja je ocito ispunjena. Ako pravac
a sijece pravac p, neka je O njihova presjecna tocka.
Vrijedi:
A1 B su s iste strane pravca p = A i B su s iste strane od O te
A i C su s iste strane pravca p = A i C su s iste strane od O.
Po Teoremu 2.2.8 tocke B i C su s iste strane od O pa pravac p ne sijece BC.

Dakle, B i C su s iste strane pravca p.
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(A2) Tocke A, B i C su nekolinearne.

Teorem 2.2.11 - (A2).

Pretpostavimo suprotno tvrdnji, tj. neka p sijece BC. Tada primjenom Aksioma
(I14) na trokut AABC i pravac p zaklju¢ujemo da p sijece ili AC ili sijece AB,
sto je nemogucée jer smo posli od pretpostavke da pravac p ne sijece niti AB ni
AC.

(B) Dokazimo: ako su B,C € K4 tada B i C leze s iste strane pravca p.

Iz B,C € K4 slijedi da pravac p sijece i duzine AB i AC.

Slucaj B = C je ocit pa pretpostavimo da je B # C' i promotrimo sljedete
slucajeve:

(B1) A, BiC su kolinearne tocke.

A a
¢)
B

c

Teorem 2.2.11 - (B1).

Neka pravac p sijece AB u tocki O. Tada vrijedi (A-O-B) i (4-O-C). No onda
po Teoremu 2.2.8 tocke B i C leze s iste strane od O, vrijedi —(B-O-C), i pravac
p ne sijece BC. Dakle, tocke B i C su s iste strane pravca p.

(B2) A, B i C su nekolinearne tocke.

Teorem 2.2.11 - (B2).

Primjenom Aksioma (I1) na trokut AABC' i pravac p dobivamo da p ne sijece
BC. Dakle, B i C su s iste strane pravca p.
(C) Neka su B € K4 i C € K4 proizvoljno odabrane tocke. Treba dokazati da
su tocke B i C' s razlicitih strana pravca p.
Ako je B € K{1 i C € K4 tada pravac p ne sijece duzinu AB, ali sijece duzinu

AC. Razlikujemo dva slucaja:



44 POGLAVLJE 2. APSOLUTNA GEOMETRIJA

(C1) Tocke A, B i C su kolinearne.

Neka je O tocka u kojoj pravac p sijece AC. Tada vrijedi (A-O-C) te =(A-O-B).
Po Teoremu 2.2.8 slijedi (B-O-C), tj. psijece BC, pasu B i C s razlicitih strana
pravca p.

(C2) Tocke A, B i C nisu kolinearne.

Neka p ne sijece AB i neka p sijece AC. Po Aksiomu (1) primjenjenom na
prokut AABC i pravac p slijedi da pravac p sijeéce BC. Dakle, B i C su s
razli¢itih strana pravca p.

Time smo pokazali da svaki pravac dijeli sve tocke ravnine koje ne leze na tom

pravcu na dvije klase s trazenim svojstvima. ]

DEFINICIJA 2.2.12 Duvije klase iz Teorema 2.2.11 nazivaju se poluravni-

nama ravnine o s rubom p.

Nije tesko pokazati da su klase iz Teorema 2.2.11 neovisne o izboru to¢ke A pa
je definicija poluravnine korektna. Time smo pokazali, nama poznatu ¢injenicu

da svaki pravac p ravnine « dijeli tu ravninu na dvije poluravnine.

Sliéno se uvodi pojam polupostora:

1. Definiramo pojam biti s iste strane (s razli¢itih strana) ravnine:
Neka je « ravnina, te A i B tocke koje ne leze u toj ravnini. Kazemo da
su tocke A i B s iste strane ravnine « ako je A = B ili AB ne sijece
ravninu «. KaZemo da su tocke A i B s razli¢itih strana ravnine «
ako duzina AB sijece ravninu a.

2. Potom se dokaze tvrdnja:
Svaka ravnina « dijeli sve tocke prostora, koje ne leze u ravnini «, na dvije
klase tako da proizvoljne dvije tocke iz iste klase leze s iste strane ravnine
a, a svake dvije tocke iz razlicitih klasa leze s razlicitih strana ravnine a.

3. Svaka od tih klasa naziva se poluprostorom s rubom « (tj. svaka

ravnina « dijeli prostor na dva poluprostora).

DEFINICIJA 2.2.13 Kut je par polupravaca {h, k} s istim pocetkom O i koji
ne leze na istom pravcu. Taj kut oznacavamo LhOFk ili ZkOh. Polupravci h, k

nazivaju se krakovima kuta, a tocka O vrhom kuta.

Ako je A tocka na kraku h, a B tocka na kraku k tada kut oznacavamo sa
ZAOB ili sa ZBOA.

DEFINICIJA 2.2.14 Neka je dan ZhOk. Dopunimo polupravce h i k do

pravaca polupravcima h i k. Te pravce oznatavamo sa hOh i kOk. Sve tocke
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ravnine koja prolazi tim pravcima, razlicite od vrha kuta O i koje ne leZe na
polupravcima h i k podijeljene su kutom ZhOk na dva podrucja:

(1) sve totke koje leze s iste strane pravca hOh kao i k, a ujedno leze s iste
strane pravea kOk kao i h nazivaju se unutarnjim podruéjem kuta ZhOk;

(2) sve ostale tocke ravnine nazivamo vangskim podruéjem kuta ZLhOk.

c Ah
Definicija 2.2.14.

Lako se pokazuje da pravci hOh i kO dijele ravninu na Getiri medusobno dis-
junktna podruc¢ja. Ta podru¢ja su unutarnja podruéja kutova ZhOk, ZhOk,
ZhOk i ZhOk. Nadalje, lako se pokazuje da vrijedi sljedeci teorem.

TEOREM 2.2.15 Ako su A i B unutarnje tocke kuta ZhOk onda je i svaka
totka duzine AB unutarnja totka kuta ZhOk. Ako je totka A na polupravcu
h, a B na polupraveu k, onda je svaka unutarnja totka od AB unutarnja totka
kuta ZhOk. Ako je A unutarnja tocka, a B vanjska totka kuta ZhOk, onda AB

sijece ili h ili k ili sadrzi tocku O.

DEFINICIJA 2.2.16 Neka su h, k, I tri polupravca s istim pocetkom O. Ako
l lezi u unutarnjem podrucju kuta ZhOk, onda kaiemo da polupravac | leZzi

izmedu polupravaca h i k i pisemo (h-l-k) ili (k-I-h).

TEOREM 2.2.17 Neka je dan kut ZhOk. Svaki polupravac | koji je izmedu
h ik sijece svaku du¥inu AB za koju je A € h i B 3€ k. Vrijedi i obrat: svaki
polupravac 1 s potetnom totkom u vrhu kuta ZhOk koji sijete svaku du¥inu AB,

za koju je A > h, B >¢ k, je izmedu h i k.

DOKAZ. Neka je (h-I-k) i AB proizvoljna duzina za koju je A > h, B 3¢ k.
(A) Treba dokazati da polupravac [ sije¢e duzinu AB.

Teorem 2.2.17 - (A).

Odaberimo totku C 3¢ h.
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Promotrimo trokut AABC i pravac [Ol. Po Aksiomu (I1;) pravac [OI sijece
ili BC ili AB. Prema Teoremu 2.2.15 svaka unutarnja tocka duzine BC je
unutarnja tocka kuta ZkOh. Kako lOIl lezi u unutarnjem podrucju kutova
ZhOk i ZhOk mora pravac (Ol sjeci duzinu AB.

(B) Dokazimo obrat.

Teorem 2.2.17 - (B).

Neka je | polupravac s po¢etkom u vrhu kuta ZhOk sa svojstvom da sijece svaku
duzinu AB, A ¢ h, B > k i neka je S tocka presjeka polupravca [ i duzine
AB. Treba dokazati da vrijedi (h-I-k).

Ocito je S unutarnja tocka kuta ZhOk (po Teoremu 2.2.15). Odaberimo pro-
izvoljnu tocku M > I, M # O, S.

Moguéa su dva slucaja: (O-M-S) i (O-S-M).

(1) U prvom sluéaju (O-M-S) tocke B i S leze s iste strane pravca hOh (u
protivnom bi pravci <B_L)5’ i hOh imali osim tocke A jos jednu zajednicku tocku
- nemoguée). Nadalje, tocke M i S su s iste strane pravca hOh (u protivhom
bi se pravci MS i hOh sijekli u tocki koja je razli¢ita od zajednicke tocke O
- nemoguée). Kako su B i S s iste strane pravca hOh te M i S s iste strane
pravca hOh, onda su po Teoremu 2.2.11 i tocke M i B s iste strane pravca hOh.
Analogno se pokaze da tocke A i S te tocke M i S leze s iste strane pravca kOk,
a onda po Teoremu 2.2.11 slijedi da su i tocke A i M s iste strane pravca kOk.
Ova razmatranja pokazuju da je M unutarnja tocka kuta ZhOk.

(2) Slucaj (O-S-M) - na potpuno isti nacin se pokazuje da je M unutarnja
tocka kuta ZhOk.

Konacno, iz (1) i (2) slijedi da je (h-I-k), a to je i trebalo dokazati. |

NAPOMENA 2.2.18 Nije tesko dokazati sljede¢u tvrdnju (dokaZite, korisna
vjezba): Neka je dan kut LZAOB i neka tocka C leZi na praveu AB. Totka C
lezi u nutring kuta ZAOB onda i samo onda ako je (A-C-B).

Neka je sada dan kut ZhOk, unutarnja tocka C' tog kuta te tocka A na kraku h.
Ne mozemo sada zakljuciti da postoji tocka B na kraku k takva da je (A-C-B).
Tlustrirajmo to (ravninskim) modelom koji se naziva Kleinov disk. To je hiper-
bolicki model (vrijede aksiomi incidencije poretka i svakom to¢kom van danog

pravca prolaze bar dva pravca koji ne sijeku dani pravac). Tocke u tom modelu
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su sve unutarnje tocke kruznice, a pravci sve tetive te kruznice (dakako, bez
rubnih tocaka). Incidenciju i poredak interpretiramo na standardni (euklidski)

nacin.

Kleinov disk.

Na prethodnoj slici je dan kut Zhk, unutarnja tocka C, tocka A na kraku h i
ne postoji tocka B na kraku k tako da je (A-C-B).

Za vijezbu pokazite da vrijedi i ovaj teorem.

TEOREM 2.2.19 Od tri polupravca h, k il sa zajednickim vrhom O koji koje
leze u jednoj poluravnini odredenoj pravcem kroz tocku O, samo jedan lezi izmedu

preostala dva.

Na koncu ovog odjeljka navedimo geometriju u kojoj su ispunjeni (ravninski) ak-
siomi incidencije i aksiomi poretka. Tocke neka su svi uredeni parovi racionalnih
brojeva, tj. 7 = Q x Q, a skup svih pravaca P neka su tvore skupovi oblika
p={(x,9) €EQxQ| Az +By+C=0, A, B,Cc€Q, A2+ B? #0}

Ova se geometrija naziva Euklidskom racionalnom planimetrijom. Inci-
dencija je definirana na nacin: toc¢ka T = (z,yo) lezi na pravcu p ako vrijedi
Azg + Byp + C = 0. Nadalje, kazemo da je tocka T = (x,y) izmedu tocka
Ty = (z1,y1) i Ta = (22, y2) ako postoji racionalan broj ¢, 0 < ¢ < 1, takav da
je (z,y) = (1 + ¥ (x2 — 1), y1 + H(y2 — y1)). Lako se provjeri (korisna vjezbal)
da su aksiomi incidencije i poretka ispunjeni. Napomenimo da su u ovom mod-
elu ispunjeni svi Euklidovi postulati, no u njemu nije istinita Propozicija 1, sto

potvrduje da je njegova aksiomatika geometrije nepotpuna.

2.3 AKSIOMI KONGRUENCIJE

”

Aksiomi kongruencije govore o binarnoj relaciji 7 = ” na skupu svih duzina D i

na skupu svih kutova K.

AKSIOM (III;) (Aksiom o prenosenju duzina) Neka je dana duzina AB i
neka je A’ pocetak polupravca h'. Tada postoji tocka B’ > h' tako da je
AB = A'B’. Uvijek je AB = BA.
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(I1I;) - aksiom o prenosenju duzina.

AKSIOM (II1;). I» AB=A'B’ i AB = A"B" slijedi A’B' = A"B" .

AKSIOM (I113). Ako je (A-B-C) i (A-B'-C") te AB = A'B' i BC = BT,
onda je AC = A'C".

AKSIOM (I11l4). (Aksiom o prenosenju kutova) Neka je dan kut ZhOk u
ravnini o te neka je dana ravnina o, pravac a’ u ravnini o i tocka O’
pravcu a’, jedan od polupravaca h' pravca a’ s poéetkom u O’ te jedna od
poluravnina B’ ravnine o s rubom a'. Tada postoji jedinstveni polupravac
h' s pocetkom u O' u poluravnini B’ takav da je ZhOk = £LW O'K'. Uvijek
je ZhOk = ZhOk i ZhOk = ZkOh.

(II14) - aksiom o prenosenju kutova.

AKSIOM (I11I5). Ako je AB = A/B’, AC = A'C" i ZCAB = /C'A'B', onda
je /OBA= /C'B'A'

Aksiome (I11),(II15) i (I113) nazivamo linearnim aksiomima kongruen-
cije. Aksiome (I114) i (I1I5) nazivamo ravninskim aksiomima kongruen-

cije.
TEOREM 2.3.1 Tocka B’ iz Aksioma (I117) je jedinstveno odredena.

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno, tj. neka su B’ i B” razlicite tocke na
polupravcu b/ takve da vrijedi AB = A’B'i AB = A’B".

(1) Po Aksiomu (I3) postoji tocka C koja ne lezi na pravcu AB.

(2) Postoji ravnina « koja sadrzi tocke A, B i C' i postoji ravnina o’ koja sadrzi
polupravac h'.

(3) Primijenimo sada Aksiom (III4): postoji polupravac k' u ravnini o tako
da vrijedi ZW A’k = ZBAC. Posebno je ZC'A'B' = LZCAB = LC'A'B".

(4) Po Aksiomu (I11;) na polupravcu k' postoji tocka C’ tako da vrijedi A’C’ =
AC.



2.3. AKSIOMI KONGRUENCIJE 49

(5) Tocke C’, B’ i B” leze u ravnini o’ (Aksiom (Ig)) pa stoga i duzine C'B’ i

C’'B" leze u ravnini o'.

Teorem 2.3.1.

(6) Primijenimo dva puta za redom Aksiom (I115). Vrijedi :

AB=AB

AC = AC = /ACB = ZLA'C'B’ te (a)
/BAC = /B'A'C’

AB=AB"

AC = AC = /ACB = ZA'C'B". (b)
/BAC = /B"A'C’

(7) Iz (a) i (b), po Aksiomu (I11y), slijedi da C' B’ = C’'B”, $to je u protuslovlju

s polaznom pretpostavkom. [
TEOREM 2.3.2 Relacija” =7 je relacija ekvivalencije na D x D.

DOKAZ. Treba dokazati (a) refleksivnost, (b) simetri¢nost i (c) tranzitivnost
relacije 7 = 7.

(a) Neka je AB bilo koja duzina. Po Aksiomu (I11;) je AB = BA. Dokazimo
da vrijedi AB = AB

Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi AB # AB. Po Aksiomu (I11;) postoji
totka B’ na pravcu AB s iste strane tocke A kao i B i vrijedi AB = AB’. Po
Aksiomu (I113) vrijedi BA = AB’. Sada je BA = AB’ i BA = AB, $to je u
protuslovlju s prethodnim teoremom.

(b) Treba dokazati: ako je AB = A’B’, onda je A’B’ = AB.

Po (a) je AB = AB. Sada iz AB = ABi AB = A’B’ po Aksiomu (I115) slijedi
A'B’ = AB.

(c) Treba dokazati: ako je AB= A'B’' i /B’ = A”B”, onda je AB = A"B".
Iz AB = A’B’, po (b), slijedi A’B’ = AB i jer je po pretpostavcii A’B’ = A”B"
imamo, po Aksiomu (I115), da vrijedi AB = A" B’ |

TEOREM 2.3.3 Ako su B i C tocke na istom polupravcu s pocetkom u tocki
A, a B i C' totke na istom polupravcu s pocetkom u A’ tada iz AB = A'B' i
AC = A'C slijedi BC = B'C’. Ako je pri tome (A-B-C) onda je i (A’-B-'C").
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DOKAZ. Neka su ispunjene pretpostavke teorema, tj. neka je AB = A’B' i
AC = A7 i neka vrijedi (A-B-C).
C
B
CII
Bl
Al
Teorem 2.3.3.

(1) Na polupravcu b’ = A’B’ odaberimo tocku C” tako da je BC = B'C” i
(A’-B’-C"). Totke B’ i C" su s iste strane tocke A’.

(2) Imamo (A-B-C) i (A’-B’-C") te AB= A'B’ i BC = B’C" pa po Aksiomu
(I113) slijedi AC = A’C".

(3) Kako je po pretpostavei AC = A’C” i jer je AC = A’C" (po (2)), to po
Teoremu 2.3.1 slijedi ' = C”, tj. BC = B'C" i (A’-B'-C"). |

Trokut AABC ima Sest odredbenih elemenata: tri stranice AB, AC, BC' i tri
kuta ZCAB, ZABC, ZACB koja temo oznacavati redom sa LA, /B, Z/C.

DEFINICIJA 2.3.4 Za dva trokuta NABC i ANA'B'C" kasemo da su kon-
gruentni i pisemo ANABC = NA'B'C’, ako vrijedi AB = A'B’', AC = A'C’,
BC=BC, /A=/A, /B=/B i /C=/C.

TEOREM 2.3.5 (S-K-S pouc¢ak) Ako je AB=A'B', AC=A'C" i LZA= LA
onda je NABC = NA'B'C’.

DOKAZ. Po Aksiomu (II15) odmah slijedi /B =/B"i £C = £(".

Preostaje jos dokazati BC = B'C".
G G
CII

A i B A
Teorem 2.3.5.

Pretpostavimo suprotno, tj. BC # B'C’.
(1) Po Aksiomu (III;) na polupravcu s potetkom u B’ postoji tocka C” tako
da C” i C' budu s iste strane tocke B’ i da vrijedi BC = B'C".
—> >
(2) Vrijedi C" # C” pa su i pravei A'C" i A'C” razliciti.
—> —>
Zaista, kada bi bilo A’C' = A’C”, tocke A’, C' i C" lezale bi na nekom pravcu

p, a buduéi i tocke B’, C' i C” leze na nekom pravcu ¢, ta bi dva pravca bila
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jednaka (imaju dvije zajednicke tocke, Aksiom (Il3)). To znac¢i da bi tocke
A’, B" i C' lezale na nekom pravcu, a to je nemoguce.

(3) Za trokute AABC i AA’B'C" vrijedi AB= A’B’, BC = B'C", /B = /B’
i po Aksiomu (I1I5) slijedi ZA=ZC"A'B’.

(4) Kona¢no, imamo da je LA = LCO"A'B"i LA = ZC'"A’B’ pa polupravci
s istim pocetkom u A’ koji prolaze razli¢itim tockama C’ i C” s iste strane
polupravca W odreduju isti kut, §to je u protuslovlju s Aksiomom (I71y).
Dakle, mora biti ' = C”, tj. BC = B'C". [ ]

TEOREM 2.3.6 (K-S-K poucak) Ako za dva trokuta AABC i AA’B'C’ vri-
jedi AB=A'B', /A= /A" i /B = /B, onda je NABC = ANA'B'C".

DOKAZ. Dokazimo da je AC = A’C".
Pretpostavimo suprotno, tj. AC # A’C".

C C

Teorem 2.3.6.

(1) Po Aksiomu (II1;) postoji totka C” s iste strane tocke A’ kao i C” takva
da vrijedi AC = A'C".

(2) Tada je ocito C" # C”, a onda je i BC" + B'C.

(3) Za trokute AABC i AA'B'C" vrijedi AB = A'B’, AC = A/C" i LA = /A
i po Aksiomu (I115) slijedi £B = LA’B'C".

(4) Kako jei ZB = ZA'B’C’ dosli smo u protuslovlje s Aksiomom (I11y).
Dakle, AC = A’C’ pa primjenom prethodnog teorema zaklju¢ujemo AABC =
NA'B'C. [

TEOREM 2.3.7 U jednakokratnom trokutu su kutovi uz osnovicu kongru-

entni.

DOKAZ. Neka je AABC jednakokracan trokut AC = BC.
Dokazimo da vrijedi LA = ZB.

A B
Teorem 2.3.7.
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Promotrimo trokute AABC i ABAC. Za te trokute vrijedi AC = BC, BC =
AC i ZACB = /BCA. Sada po Aksimu (II15) imamo /A = /B.

TEOREM 2.3.8 Ako je ZhOk = /h'O'K' onda je ZhOk = /W O'K'.

DOKAZ. Neka su dani kongruentni kutovi ZhOk i ZW O'K'.

K

Teorem 2.3.8.

(1) Na polupravcima h, k, h, K, k" ik odaberimo redom totke A, B, C, A’,
B' i C' tako da vrijedi OA = 0’4", OB=0'B"i OC = O'C".

(2) Uocimo trokute AOAB i AO'A'B’. Buduéi je ZhOk = LW O'K', OA =
O'A’, OB = O’ B’ ti su trokuti kongruentni (po Teoremu 2.3.5), pa je posebno
LA=/A"i AB=A'B.

(3) Buduéi da je (C-O-A), (C'-0'-A"), CO = C'0’ i OA = O’ A’, po Aksiomu
(I113) je CA = C"A’.(4) Uocimo sada trokute ACAB i AC'A’B’. Buduéi da je
CA=C'A', AB=AB'i /A= /A, po Teoremu 2.3.5 je ACAB = AC'A'B’
i posebno Z/C = £C" i BC = B'C".

(5) Sada primjenimo Teorem 2.3.5 na trokute ACOB i AC'O'B’ (jer je OC
O'C’", BC = B'C"i £C = ZC"). Dobili smo ACOB = AC'O'B’ paje ZCOB
LC'O'B', tj. LhOk = /B O'K'.

DEFINICIJA 2.3.9 Kutovi ZhOk i ZhOk nazivaju se vrini kutovi, a kutovi
ZhOk i ZhOk nazivaju se sukuti.

TEOREM 2.3.10 Vrini kutovi su kongruentni.

DOKAZ. Neka su ZhOk i ZhOFE vrsni kutovi. Vrijedi ZhOk = ZkOh i po
Teoremu 2.3.8 je ZhOk = Z/kOh. ]

TEOREM 2.3.11 Neka su h, k il polupravci s istim potetkom O u ravnini
a, a b, K 11 polupravci s istim pocetkom O’ u ravnini o'. Neka pri tome h
i k leze s iste strane ili s razlicite strane od | ¢ istodobno h', k' ili s iste ili
s razlicite strane od l'. Ako je LhOl = ZWO'l'! i LkOl = LK'O'l', onda je
ZhOk = /0 Ok .
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DOKAZ. (a) Neka su polupravci h, k s iste strane od [, a polupravei b/, k" s

iste strane od [’.

Teorem 2.3.11 - (a).

(al) Odaberimo tocke A > h, C 3¢ I, A’ > I 1 C" 3¢ I’ tako da vrijedi
OA=0'Ai0C=07C".

(a2) Po Teoremu 2.2.17 polupravac k sijece duzinu AC u tocki B (dakle, vrijedi
(A-B-C)) i polupravac k’ sijece duzinu A’C” u tocki B’ (dakle, vrijedi (A’-B’-
).

(a3) Uocimo trokute AOAC i AO’A'C’. Po Teoremu 2.3.5 su trokuti AOAC
i AO'A'C’ kongruentni pa je ZC = £C', LZA= /A1 AC = A'C'.

(a4) Sada mozemo primjeniti Teorem 2.3.6 na trokute AOBC i AO'B'C’
(K-S-K poucak: ZC = £C', ZkOl = ZK'O'l',OC = O'C"). Oni su kongru-
entni pa je BC = B'C', ZCOB = £C'0'B'i OB =0'B'.

(a5) Primjenom Teorema 2.3.3 iz AC = A/C’" i CB = C"F’ slijedi da je AB =
A'B.

(a6) Kako je OA = O'A’, LA = /A1 AB = A'B’ (po (ab)) slijedi da je
ANOAB = AO'A'B’ (S-K-S poucak, Teorem 2.3.5) i dalje ZBOC = £ZB'0O'C”,
tj. ZhOk = /W O'K .

(b) Polupravci h, k su s razli¢ite strane od [ i polupravci A/, k' su s razli¢ite

strane od .

h|
(h-1-K) (h-Ik')
K k'
Teorem 2.3.11 - (b).
Po Teoremu 2.3.8 je ZkOl = /K'O'l'. Po prvom dijelu dokaza je ZhOk =
Zh'O'k' i po Teoremu 2.3.8 slijedi ZhOk = £h'O’k’, a onda ponovnom prim-
jenom Teorema 2.3.8 imamo ZhOk = LW O'K'. ]

TEOREM 2.3.12 (S-S-S poucak) Ako za dva trokuta ANABC i AA'B'C’ vri-
jedi AB=A'B’, AC = A'C" i BC = B'C’, onda je NABC = ANA'B'C".
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DOKAZ. (1) Nanesimo kut ZA u to¢ki A’, ali sa suprotne strane pravca A’ B’
nego §to je C’ (Aksiom (I11;)). Neka je C" odabrana tako da vrijedi AC = A’C”
(po Aksiomu (I11)).

Teorem 2.3.12.

(2) Po Teoremu 2.3.5 vrijedi AABC = AA'B'C”.
Primjetimo da su tocke C’ i C"'sa suprotnih strana pravca A’'B’ pa pravac A’B’
—>
sjece pravac C'C" u tocki D i vrijedi (C’-D-C").
(3) Promotrimo trokut AA’C"C’. Jer je A/C' = AC = A’C” taj je trokut
jednakokracan pa vrijedi LA'C'C" = LA'C"C".
nalogno vrijedi =BC = pa je trokut jednakokracan

4) Analog ijedi C"B' = BC = B'C" kut AC"” B'C’ jednakok

i vrijedi ZC'C"B' = /B'C'C".
(5) Sada mozemo primjeniti Teorem 2.3.5 na trokute AA’B'C" i AA’B’'C". Ti
su trokuti kongruentni pa je Z/B'A'C" = Z/B'A'C".
(6) Dokazimo da jei LA = 4B A'C".
6a) Pretpostavimo suprotno tvrdnji, tj. da vrijedi ZA # ZB'A'C’.
J1, U i)

6 rimjenom sioma, 4) 1 1) odaberimo tocku s iste strane
(6b) Primj Aksioma (I11;) i (II1;) odaberi ku O s i
pravca A’B’ kao i tocka C’ tako da vrijedi A’C"" = AC' i LC""A'B' = LA.

c a 1 smijemo primjenitl Teorem 2.3.5. 11 su trokuti
6¢) Na AABC i AA’B'C" smij imjeniti T 2.3.5. Ti kuti
kongruentni, pa je B'C"" = BC. Primjetimo da vrijedi A’C" # A’C"".

6 adalje, primjetimo da su trokuti 1 ongruentni
(6d) Nadalje, primjetimo d kuti AA'B'C" i AA'B'C" kong i
(S-K-S poucak) pa je A/C7 = AC = A'C", B'C™ = BC = B'C7, LA/C"'B =
LA'C"' B i posebno £LB'A'C" = £LB'A'C".

(6€) Dobili smo ranije (u (5)) dajei £B'A'C' = ZB'A'C". Dakle, ZB'A'C" =
/B'A'C" i time smo dosli u protuslovlje s jedinstvenim preno$enjem kuta
(Aksiom (I11y)).

(7) Konaéno, jer je AB = A’B’, AC = A'C" i /BAC = /B'A’C’ imamo
(po S-K-S poucku) da vrijedi AABC = AA’B'C". ]

LEMA 2.3.13 Ako je ZhOk = ZWO'K i ZhOk = Zh'O"K" onda je
LWO'K = LW'O"K".
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DOKAZ. (1) Odaberimo totke A > h i B >¢ k na proizvoljni nacin.

(2) Zatim odaberimo totke A’ 3¢ 1/, B’ > k', A” > h" i B” 3¢ k" tako da
vrijedi OA = O'A’, OA=0"A", OB=0'B'i OB=0"B".

(3) Vrijedi O’A’ = O" A" 1 O'B' = 0" B".(4) Po Teoremu 2.3.5 imamo AOAB =
ANO'A'B" i NAOAB = NO"A"B".

kl

B B'
N s SN
0] A h o' A
Lema 2.3.13.

(5) Tadaje AB = A’B’'i AB = A” B” papo Teoremu 2.3.2 slijedi A’B’ = A" B”.
(6) Sada smijemo primjeniti Teorem 2.3.12 pa vrijedi AO’A’B' = AO" A" B".
Iz kongruencije ovih trokuta slijedi trazena tvrdnja Zh'O'k' = Zh"O"k". ]

TEOREM 2.3.14 Relacija” =7 je relacija ekvivalencije na skupu K.

DOKAZ. (a) Refleksivnost relacije 7 =7 slijedi iz Aksioma (I11y).

(b) Dokazimo simetri¢nost relacije , tj. da vrijedi: ako je ZhOk = Zh'O'K
onda je ZW'O'kK' = ZhOk.

Vrijedi ZhOk = ZW'O'K' 1 ZhOk = £ZhOk (po Aksiomu (I114)) pa primjenom
prethodno dokazane Leme 2.3.13 dobivamo Zh'O'k' = ZhOk.

(c) Dokazimo tranzitivnost, tj. da vrijedi: ako je ZhOk = ZWO'K' i ZWO'K =
ZRO'E", onda je ZhOk = /K" O"k.

Relacija ” = 7 je simetric¢na, pa iz ZhOk = Zh/'O'K slijedi Zh'O'K' = ZhOk.
Sada imamo LW O’k = ZhOk i ZWO'K = Zh"O"K" i po Lemi 2.3.13 slijedi
ZhOk = Zh"O"K". |

DEFINICIJA 2.3.15 Za kut kongruentan svom sukutu kaZemo da je pravi

kut. Pravci na kojima leze krakovi pravog kuta nazivaju se okomitim pravcima.
TEOREM 2.3.16 Postoji pravi kut.

DOKAZ. (1) Odaberimo proizvoljni kut ZhOk.

(2) Po Aksiomu (111,) mozemo s druge strane od h nego je k odabrati polupravac
[ tako da je ZhOk = ZhOL.

(3) Odaberimo proizvoljnu to¢ku A na polupravcu k i potom tocku B na
polupraveu [ tako vrijedi OA = OB.

(4) Po Teoremu 2.2.17 pravac hOh sijece AB u tocki C' (vrijedi (A-C-B)).

(5) Razlikujemo tri slucaja za polozaj tocke C.



56 POGLAVLJE 2. APSOLUTNA GEOMETRIJA

Teorem 2.3.16.

(5a) Tocka C lezi na h.

Vrijedi OA = OB, OC = OC i ZLAOC = ZCOB pa je po Teoremu 2.3.5
AOCA = AOBC'iposebno ZOCA = ZOCB. No, ZOCB je sukut kuta ZOC' A
pa smo dobili pravi kut.

(5b) Tocka C' lezi na h.

U ovom slucaju po Teoremu 2.3.8 slijedi ZhOk = ZhOl pa je situacija kao u
slucaju (5a).

(5¢) Slucaj C = 0.

Tada je (A-O-B) il = k pa je kOl pravac i vrijedi ZhOk = ZhOl, dakle, ZhOk

jest pravi kut. ]
TEOREM 2.3.17 Svaka dva prava kuta su kongruentna.

DOKAZ. Neka su dana dva prava kuta ZhOk i ZR'O’K’ i dokazimo ZhOk =
ZWO'K.

hl

=]
=
=

Teorem 2.3.17.

Dokaz ¢emo provesti svodenjem na kontradikciju pa pretpostavimo suprotno, tj.
da vrijedi ZhOk # Zh'O'k'.

(1) Kutovi ZhOk i Zh'O'K' su pravi pa je ZhOk = ZhOk i ZWO'K = /W O'K'.
(2) Prema Aksiomu (I114) postoji jedinstveni polupravac ! s pocetkom u tocki
O tako da je ZW'O'K' = ZhOI. Ocito je | # k.

Moguca su dva slucaja: (h-I-k) ili (h-k-l).

Dokazimo prvi sluc¢aj (h-I-k) (drugi se analogno dokazuje).

(3) Primjenom Aksioma (I11;) postoji polupravac m tako da je (I-k-m) i
ZI0k = /mOk.
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(4) Jer je ZhOk = ZhOk i ZIOk = /ZmOk imamo da su [ i h s jedne strane od
k, amih s druge strane od k.

(5) Iz (4), primjenom Teorema 2.3.11, zaklju¢ujemo da je ZhOl = ZhOm i pri
tom je (h-m-k).

(6) Iz (1),(2) i (5) primjenom Teorema 2.3.14 slijedi ZhOm = WO’k =
ZNO'K.

(7) Kako je ZhOm = Zh/O'K’, po Teoremu 2.3.8, slijedi ZhOm = LW O'k'.
(8) Dobili smo LW O’k = £ZhOl (po (2)) i LW O'K' = ZhOm (po (7)). Odavde
slijedi da su dva razli¢ita kuta kongruentna $to je u protuslovlju s Aksiomom
(I11y) |

TEOREM 2.3.18 Svaka duZina se moze raspoloviti i to na jedinstveni nacin.

DOKAZ. Neka je AB proizvoljna duzina. Treba dokazati da postoji jedin-
stvena tocka E na AB takva da vrijedi (A-E-B) i AE = EB.
(1) Nanesimo proizvoljni kut ZCAB, a zatim ZC AB prenesimo u tocki B i to

s druge strane pravca AB nego li je tocka C.

Teorem 2.3.18.

(2) Odaberimo tocku D tako vrijedi AC = BD i ZCAB = ZABD.

(3) Primjenom Teorema 2.3.5 zaklju¢ujemo da je AABC = AABD pa je i
AD = BC.

(4) Kako su totke C' i D sa suprotnih strana pravca 1<4_B> to jﬁl_B) sijece CD, tj.
postoji tocka E na AB i (C-E-D).

(5) Promotrimo trokute AADC i ADBC. Kako je CD = CD, AC = BD i
AD = BC po Teoremu 2.3.12 zaklju¢ujemo da je AADC = ADBC pa je onda
i/CDB = ZACD.

(6) Iz AC = BD, /CAB = /ABD i ZAEC = /BED (vréni kutovi) slijedi,
po Teoremu 2.3.5, da je AAEC = ABED pajei AE = EB.

(7) Da bismo dokazali da je to¢ka E poloviste duzine AB preostaje jos dokazati
(A-E-B).

U suprotnom, tj. ako je —~(A-E-B) mora biti ili (E-A-B) ili (A4-B-E). Pret-
postavimo da je (A-B-E). Sada imamo AE = EB i AE = EA, dakle i
EA = FEB, ato je u protuslovlju s Teoremom 2.3.1.
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Analogno dokazujemo slucaj (E-A-B).

(8) Dokazimo i drugu tvrdnju teorema: jedinstvenost tocke E.

Pretpostavimo da postoji jos jedna tocka E’ s traZenim svojstvima i E # E’.
Dakle, neka vrijedi AE’ = E'B i (A-E'-B).

(8a) Promotrimo trokute AAE'C i AE'BD. Po Teoremu 2.3.5 oni su kongru-
entni pa je posebno i ZAE'C = /BE'D.

(8b) Pokazimo da su C, E’ i D su kolinearne tocke.

Pretpostavimo suprotno, tj. C, E' i D su nekolinearne tocke. Odaberimo tocku
F tako da se nalazi s druge strane tocke E’ nego li tocka D obzirom na AB
idasu E', DiF kolinearne tocke. Tada vrijedi ETIJ“ #* ETC: Po Teoremu
2.3.10 su vrsni kutovi jednaki, /ZDE'B = ZAE'F. No, s druge strane je i
/ZDE'B = ZAE'C (po (8a)) sto je protuslovlje s Aksiomom (I114). Dakle, C,
E’ i D su kolinearne tocke.

(8c) Dobili smo dva razlicita pravea CED i CE'D koji prolaze dvjema tockama
C i D, a to je u protuslovlju s Aksiomom (I3). Dakle, mora biti £ = E’ i

jedinstvenost je dokazana. ]

KOROLAR 2.3.19 Svaka duzina moze se razdijeliti na 2™ (m € N) kongru-

entnih duZina.
TEOREM 2.3.20 Svaki se kut moZe raspoloviti na jedinstveni nacin.

DOKAZ. Neka je ZhOFk dani kut.

Teorem 2.3.20.

(1) Na h odaberimo proizvoljnu tocku A i potom na k odredimo tocku B tako
da vrijedi OA = OB.

(2) Neka je C poloviste duzine AB i oznacimo sa | = oc.

(3) Vrijedi AOCA = AOCB (S-S-S poucak) pa vrijedi ZBOC = LAOC i
polupravac [ raspolavlja kut ZhOk. ]
Za dani trokut na standardni nac¢in (poznat iz osnovne i srednje gkole) definiraju

se pojmovi tezisnice, visine i simetrale. Tako za dani trokut AABC imamo:

tezignica (iz vrha C) je duzina C'P, gdje je P poloviste stranice AB; visina (iz



2.3. AKSIOMI KONGRUENCIJE 59

vrha C) je duzina C'S, gdje je S tocka na stranici AB i vrijedi ZACS = /SCB;
visina (iz vrha C) je duzina CN, gdje je N tocka na pravcu 1<4—B) i pri tome su

> S
AB i CN okomiti pravci.

KOROLAR 2.3.21 U jednakokracnom trokutu simetrala kuta naspram os-

novice je ujedno i tezisnica i visina trokuta.
DOKAZ. Trvdnja korolara slijedi iz prethodnog teorema. ]

TEOREM 2.3.22 Svakom tockom ravnine prolazi jedinstvena okomica na dani

pravac te ravnine.

DOKAZZ. Neka su dani pravac p i tocka T.

h

TR
Teorem 2.3.22.

(1) Neka tocka T lezi na pravcu p.

Po Teoremu 2.3.16 postoji pravi kut pa ga prenesimo u toc¢ku 7' tako da jedan
krak lezi na pravcu p. Jedinstvenost okomice slijedi iz Teorema 2.3.17. Naime
ako postoji jos jedna okomica pomocu Teorema 2.3.17 dolazimo do kontradikcije
s Aksiomom (I11y).

(2) Neka tocka T ne lezi na praveu p.

Odaberimo proizvoljnu tocku A na pravcu p te ozna¢imo ﬁ = h. Prenesimo
kut ZhAp s druge strane pravca p : dolazimo do kuta Zh’/Ap. Odredimo tocku
T' na h' tako da vrijedi AT = AT".

Neka pravac p sijece TT" u tocki B. Tada su trokuti AABT i AABT’ kongru-
entni (/TAB = /T'AB, AT = AT’, AB = AB pa primijenimo Teorem 2.3.5)
pa vrijedi i /ZTBA = /T'BA.

—
Dakle, TT" je traZena okomica. ]

NAPOMENA 2.3.23 Napomenimo da ova tvrdnja ukoliko je toc¢ka T van
pravca p, nije istinita u eliptickoj geometriji. Ilustrirajmo to. Za model elipticke

geometrije uzmimo sfernu geometriju.
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Tocke u toj geometriji su tocke na euklidskoj sferi uz identifikaciju antipodalnih
tocaka (tocaka na sferi ¢ija spojnica prolazi sredistem sfere), a pravci su glavne
kruznice te sfere (tj. kruznice dobivene kao presjek te sfere s ravninama koje
prolaze sredistem te sfere). Za dani takav p pravac tocka P je njegov pol ako je

svaki pravac kroz P okomit na p.

Sferna geometrija.

Na slici je pravac p ekvator sfere, a totka P van njega je sjeverni pol. Svaki

pravac kroz pol P je okomit na ekvator.

TEOREM 2.3.24 Ako su dva pravca okomita na treéi pravac, onda se ta dva

pravea ne sijeku.

DOKAZ. Neka su b i ¢ razliciti pravci koji su okomiti na pravac a. Pret-
postavimo da se b i ¢ sijeku i neka je njihovo sjeciste tocka T. Tada bi se iz tocke
T mogle povuéi dvije razli¢ite okomice na a, $to je u protuslovlju s prethodnim

teoremom. ]

TEOREM 2.3.25 Ako dva pravca sijeku treti pravac i tvore s njime kongru-

entne izmjenictne kutove, tada se ta dva pravca ne sijeku.

DOKAZ. Neka c sije¢e a i b u tockama A i B i neka su izmjeni¢ni kutovi
kongruentni. Neka je D poloviste duzine AB (Teorem 2.3.18) i spustimo iz D
okomicu na a (Teorem 2.3.22).

(1) Ako je E = A onda je pravac ¢ okomit na pravce a i b pa tvrdnja slijedi iz
Teorema 2.3.24.

B F

Teorem 2.3.25.
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(2) Ako je E # A onda prenosenjem duzine EA u tocki B na b dolazimo do
tocke F.

Sada je AEAD = ABDF (S-K-S poucak) pa je ZEDA = ZBDF. Po Teoremu
2.3.10 su to vrsni kutovi pa su E, D, F kolinearne tocke. Dobili smo da su
pravci a i b okomice na pravac EF pa se opet pravci a i b ne sijeku (Teorem
2.3.24). ]

TEOREM 2.3.26 Ako su u ravnini o dani pravac a i tocka A van njega, onda
postoji bar jedan pravac b u ravnini a koji prolazi tockom A i ne sijece dani pra-

vac a.

DOKAZZ. Neka je dan pravac i neka je na njemu odabrana proizvoljna tocka
B. Zapigimo taj pravac u obliku aBa gdje su a i @ polupravci koje odreduje
tocka B.

b A/ b

Q|

/B a

Teorem 2.3.26.

Neka je A(A—B), b) prenesen kut 4(3—1)4, a) i to tako da su a i b s razlicitih strana
pravca jﬁl—B> . Promotrimo pravac bAb. Po prethodnom teoremu zakljuéujemo da

se pravci aBa i bAb ne sijeku. ]

DEFINICIJA 2.3.27 (a) Neka su dane dusine AB i A’B’. KaZemo da je
duzina AB veéa od duzine A'B’ (i pisati AB > A'B’ ili AB’ < AB) ako
postoji tocka C' takva da je (A-C-B) i AC = A’B’.

(b) Neka su dana dva kuta ZhOk i ZWO'K'. Kazemo da je kut ZhOk veéi
od kuta ZWO'K' (i pisati ZhOk > LW O'K' ili ZWOK < ZhOk), ako postoji
polupravac | s pocetkom w ishodistu polupravaca h i k tako da je (h-l-k) 1 ZhOl =
ZhO'K.

TEOREM 2.3.28 (a) Za svake dvije du¥ine AB i CD wvijek vrijedi jedna i
samo jedna od sljedete tri relacije: ili AB = CD ili AB < CD ili AB > CD
(pravilo trihotomije).

(b) Ako je AB < A'B' i A’B’ < A”B” onda je AB < A"B" (tranzitivnost

relacije "biti mangi").

NAPOMENA 2.3.29 Iz prethodnog teorema slijedi da je skup svih duzina D
potpuno ureden skup. Nadalje, moze se uvesti zbrajanje i oduzimanje duzina

i pokazati da vrijedi:



62 POGLAVLJE 2. APSOLUTNA GEOMETRIJA

(a) Ako je AB=A'B'i CD < C'D’ onda je AB+ CD < A/B’ + C'D/;

(b) Ako je AB > CD onda je QL -AB > QL -CD, za svaki n € N.

Slicne tvrdnje mogu se dokazati i za kutove i onda se mogu definirati tupi i
giljasti kut: siljasti kut je onaj koji je manji od pravog, a tupi kut je onaj

koji je veti od pravog.

TEOREM 2.3.30 Vanjski kut trokuta veci je od svakog nesusjednog unutarnjeg
kuta.

DOKAZ. Neka je dan trokut AABC i odaberimo tocku F' tako vrijedi je
(A-B-F) (takva postoji po Aksiomu (I13)).

C

Teorem 2.3.30.

Dokazimo da vrijedi ZCBF > ZACB.

(1) Neka je D poloviste stranice BC' (to mozemo po Teoremu 2.3.18).

(2) Na pravcu AD odredimo tocku F' s druge strane tocke D nego §to je A tako
da vrijedi AD = DE (prenosenje duzine).

(3) Promotrimo trokute AADC i ABDE. Primjenom Teorema 2.3.10 do-
bivamo ZADC = ZEDB (vrsni kutovi) i po Teoremu 2.3.5 (S-K-S poucak)
zaklju¢ujemo da su trokuti AADC i ABDE sukladni. Slijedi da jei ZACB =
/DBE.

(4) Kako je (A-B-F), to pravac CB sijece duzinu AF u unutarnjoj tocki pa su
tocke A i F s razlicitih strane od BC.

(5) Analogno, jer vrijedi (A-D-FE) to pravac BC sije¢e duzinu AE u unutarnjoj
tocki pa su A i E s razli¢itih strana od BC.

(6) Po Teoremu 2.2.11 iz (4) i (5) slijedi da su F i F s iste strane pravca BC.
(7) Vrijedi (C-D-B) pasu C' i D s iste strane pravca AB.

(8) Vrijedi (A-D-FE) pasu D i E s iste strane pravca AB.

(9) Prema Teoremu 2.2.11 iz (7) i (8) slijedi da su tocke C' i E s iste strane
pravca AB.

(10) Pokazali smo da F lezi s iste strane pravca AF kao i C (po (9)) ida FE
lezi s iste strane pravca CBkaoiF (po (6)). Time je pokazano da je tocka E
unutarnja tocka kuta ZCBF.



2.4. AKSIOMI NEPREKIDNOSTI 63

(11) Odaberimo proizvoljnu tocku T' na polupravcu h = BE razlicitu od E
(mogu¢ je poredak (B-T-E) ili (B-E-T)). Slicno prethodnom dokazuje se da je
i T unutarnja tocka kuta ZCBF (dokazite, korisna vjezba).

(12) Time smo dokazali da je h unutar kuta ZCBF pa vrijedi ZCBF >
Z(BC, h). Buduéi vrijedi Z(BC,h) = ZACB dobili smo da je zaista ZOBF >
LACB.

Analogno se dokazuje da je vanjski kut ZCBF veéi i od drugog nesusjednog
kuta ZC AB (dokazite, korisna vjezbal). ]

TEOREM 2.3.31 Ako su dvije stranice jednog trokuta kongruentne odgovara-
Juéim dvjema stranicama drugog trokuta, a kutovi izmedu tih stranica nisu kon-

gruentni, tada nasuprot veteg od tih kutova leZi veta stranica ¢ obratno.

DOKAZ. Vrijedi Euklidov dokaz (Propozicija 24). ]
Dokazite prethodni teorem u ovoj aksiomatici pomo¢u ve¢ dokazanih tvrdnji

(korisna vjezbal).

Pojmovi poznati iz elementarne geometrije, kao §to su kruznica, tetiva, trokutu
upisana i opisana kruznica, sredi$nji i obodni kut, na prirodni nacin se definiraju.

Navedimo definiciju kruznice.

Neka je u ravnini o dana tocka O. Skup svih tocaka M ravnine a za koje
OM kongruentno jednoj danoj duini AB naziva se kruinica sa sredistem O
i radijusom AB i oznatava sa k(O,r) gdje je r = AB. Skup svih totaka M
ravnine o za koje je OM < AB naziva se skup unutrasnjih totaka kruinice
k(O,r) (ili nutrina od k(O,r)), a skup svih tocaka M ravnine « za koje je
OM > AB naziva se skup vanjskih tocaka kruznice k(O,r) (ili vanjstina od
k(O,r)).

2.4 AKSIOMI NEPREKIDNOSTI

Aksiomi neprekidnosti su:

AKSIOM (IV;). (Arhimedov aksiom). Neka su AB i CD proizvoljne duzine
i neka su na polupravcu AB s pocetkom u tocki A, odabrane totke Aj,
Ag, As, ... tako da vrijedi (A-A1-Ag), (A1-As-A3), ... i sve duzine AAj,
A1 Ay, AyAs, ... su kongruentne du¥ini CD. Tada postoji n € N takav da
je (A-B-A,).

Arhimedov aksiom tvrdi da postoji n € N takav da je n - CD > AB. Bez

smanjenja opéenitosti mozemo staviti n- CD > AB.
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AKSIOM (IV3). (Cantorov aksiom). Neka je dan niz duZina
AlBl, AQBQ, ceey Aan, Ce

od kojih je svaka osim prve sadriana u prethodnoj i neka ne postoji duzina koja
bi bila sadrzana u svakoj duZini iz niza. Tada postoji jedna i samo jedna

tocka koja je sadrzana u svakoj duZini.

Cantorov aksiom tvrdi da postoji jedna jedina tocka C (tzv. Cantorova tocka)
takva da je (A,-C-B,,), za svaki n € N.

Poznato je da su Arhimedov aksiom i Cantorov aksiom ekvivalentni Dedekin-

dovom aksiomu.

AKSIOM (IV) (Dedekindov aksiom) Ako sve totke duzine AB ukljuéujuéi

i krajeve podijelimo u dvije klase tako da vrijedi:

(a) Svaka tocka je u jednoj i samo jednoj klasi, totka A je u prvoj, a B u
drugoj klasi;

(b) Swvaka tocka prve klase, razli¢ita od A, leZi izmedu A i bilo koje tocke druge
klase;
onda postoji jedna i samo jedna totka C du¥ine AB takva da svaka totka
koja se malazi izmedu A i C pripada prvoj klasi, a svaka tocka koja se
nalazi izmedu C' ¢ B pripada u drugoj klasi. Totka C pripada ili prvoj ili
drugoj klasi. Tocku C nazivamo graniénom tockom tih klasa, tockom

prereza ili Dedekindovom tockom.

NAPOMENA 2.4.1 (a) U iskazu Dedekindovog aksioma moze se izostaviti
jedinstvenost tocke C. Naime, dosta jednostavno se moze dokazati da je tocka
C s trazenim svojstvima jedinstvena.

(b) Ako se iskaz s duzine AB prenese na pravac A<—)B dobija se Dedekindov aksiom

Za pravac.

Da bi pokazali da su Arihimedov i Cantorov aksiom ekvivalentni Dedekindovom

aksiomu treba dokazati tvrdnje narednog teorema.

TEOREM 2.4.2 (a) Iz Hilbertovih aksioma (I), (II), (I11I) i Dedekindovog

aksioma slijedi Arhimedov aksiom.
(b) Iz Hilbertovih aksioma (I), (II), (III) i Dedekindovog aksioma slijedi

Cantorov aksiom.

(¢) Iz Hilbertovih aksioma (I), (IT), (I1I), Arhimedovog aksioma i Cantorovog

aksioma slijedi Dedekindov aksiom.
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DOKAZ. Dokazimo tvrdnju (a). Tvrdnje (b) i (c¢) navedene su u zadacima i
korisna je vjezba dokazati ih.
Pretpostavimo suprotno tvrdnji Arhimedovog aksioma, tj. neka je (Vn € N) ili
n-CD < AB ili n- CD = AB. Definirajmo klase:
Ki={X:(3neN) n-CD>AX}U{A},
Ko={Y:(VneN)n-CD<AY}.
(1) Primjetimo da su Ky i Ky disjunktni i neprazni skupovi (tocke Ay, ..., An, ...
iz. Aksioma (IV7) sadrzane su u K1, tocka B pripada klasi K3) koji pokrivaju
segment AB.
(2) Klase Ky i Ky udovoljavaju i drugom uvjetu Dedekindovog aksioma.
Odaberimo proizvoljnu tocku X € Ky \ {A}. To znaci da postoji ng € N takav
da je ng-CD > AX. Nadalje, za proizvoljnu tocku Y € Ky je za taj ng ispunjeno
no-CD < AY. Tada je AX < ng-CD < AY, pa je ispunjeno (A-X-Y). Dakle,
svaka tocka X iz Ky razli¢ita od A lezi izmedu A i proizvoljne tocke Y iz Ks.
(3) Po Dedekindovu aksiomu postoji jedinstvena tocka E takva da je za (4-X-F)
¢im je X € K1 i (E-Y-B) ¢m je Y € Ky i pri tome sama tocka E pripada bilo
prvoj bilo drugol klasi.
(4) Toctka FE ne pripada klasi ;.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je E € ;..
To znaéi da postoji n € N takav da je n- CD > AE. No, to zna¢i da vrijedi
(A-E-A,,). Odavdeslijedi (E-A,,-B) . Dobili da je 4,, € K2, a to je u protuslovlju
s nagom pretpostavkom (sa (1)) .
(5) Toctka FE ne pripada klasi ICs.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je E € Ks.
To znaci da je n - CD < AE za svaki n € N . Neka je tocka F' odabrana
tako da je FE = CD i (A-F-E). Cinjenica da vrijedi (A-F-E) povlaci da je
F € K, pa postoji n € N takav da je n- CD > AF, tj. (A-F-A,). No, onda
je AE = AF + FE < AA, +CD = (n+1) - CD. Dakle, (A-E-A,11) pa je
E € K4, sto je u protuslovlju s (4).
Iz (4) i (5) slijedi protuslovlje sa Dedekindovim aksiomom (tocka E ne lezi ni
u K ni u Ky) pa polaznu pretpostavku moramo mijenjati - Arhimedov aksiom

vrijedi. [

TEOREM 2.4.3 Pravac koji leZi v istoj ravnini sa kruZnicom i prolazi un-

utarnjom tockom te kruznice sijece tu kruznicu u dvjema tockama.

DOKAZ. Neka je dana kruznica k (O, ) i neka pravac p sijece k(O,r) u un-

utarnjoj tocki P.
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Pretpostavit ¢emo da pravac p ne prolazi kroz srediste O kruznice (naime tada
se pomoc¢u Aksioma (II1;) lako dokazuje da pravac p sijece k (O, r) u dvjema

totkama).

Teorem 2.4.3

(1) Iz tocke O spustimo normalu na pravac p i neka je noziste ozna¢imo sa A.
Ili je OA = OP ili OA < OP < r. U oba slucaja je OA < r, tj. A je unutarnja
to¢ka kruznice k (O, r). Odredimo na pravcu AP tocku B tako da je AB >r.
Kako je AAOB pravokutan to je OB > AB > r. Dakle, B je vanjska tocka
kruznice k (O, 7).
(2) Podijelimo sve tocke duzine AB u sljedece klase:
Ki={X € AB:0X <r},
Ko ={Y € AB:0Y >r}.
(3) Rastav segmenta AB na klase K1 i Ko udovoljava uvjetima Dedekindovog
aksioma.
Svaka tocka segmenta AB pripada samo jednoj klasi, to¢ka A pripada klasi K1,
a tocka B klasi Ky. Neka je X € K1\ {A} i Y proizvoljna tocka iz Ks. To znaci
OX <7i0Y >r. Tadaje OY > OX. Onda je AY > AX pajei (A-X-Y).
Po Dedekindovom aksiomu postoji jedinstvena tocka prereza C (Dedekindova
tocka) za koju je (A-X-C) ¢im je X € K1 i (C-Y-B) ¢im je Y € Ky. Sama tocka
C pripada bilo skupu K1, bilo skupu Ks.
(4) Dokazimo da tocka C pripada u klasi Cs.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je C € K;. Tada je OC < r. Odredimo tocku E
segmenta AB tako da je (C-E-B) i CE =r — OC. Kako je (C-E-B) imamo da
je E € K. No vrijedi OE < OC + CE = r pa je E € K;. Time smo dosli do
protuslovlja: tocka pripada i skupu Iy i skupu Cs.
Dakle C € Ko, a to znaéi da je ili OC = r ili pak OC > r.
(5) Vrijedi OC = r, tj. tocka C pripada kruznici k(O, 7).
U suprotnom, ako je OC > r, mozemo na segmentu AB odabrati tocku F tako
da vrijedi (A-F-C) i FC = OC —r. Kako je (A-F-C) imamo F € K;. No vrijedi
OF + FC > OC, tj. OF > OC — FC = r, paje F € Ky - §to je nemoguce
(tocka F' bi pripadala i skupu Ky i skupu Ca).
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(6) Odredimo na pravcu p tocku C1, a s druge strane nego $to je tocka C tako da
vrijedi AC = AC;. Tada su trokuti AOAC i AOAD kongruentni (po Teoremu
2.3.5) pa je OC; = OC = r, dakle i C; je tocka kruznice k (O, ).

(7) Treteg sjecista nema.

Pretpostavimo suprotno da postoji jos jedna tocka T na pravcu p i kruznici
k (O, ). Tocka T moze biti s iste strane od A kao i tocka C, ili pak s iste strane
od A kao i tocka C. Neka je T s iste strane tocke A kao i C. Promotrimo trokute
ANOAC i AOAT. To su pravokutni trokuti koji su kongruentni pa je AT = AC,
tj. T =C. ]

2.5 AKSIOM O PARALELAMA

Rezultate dobivene na osnovu sistema aksioma (I), (II), (II1I) i (IV) nazvali
smo apsolutnom geometrijom i neovisni su o tome da li tockom van pravca
mozemo povuéi jedan i samo jedan ili pak vise pravaca koji ne sijeku dani
pravac. Naime, po Teoremu 2.3.24 barem jedan takav pravac postoji i da bi
osigurali da je to i jedini pravac, dakle i aksiomatizirali euklidsku geometriju

potreban je i aksiom o paralelnosti.

AKSIOM (Vg) Tockom van pravea prolazi najvise jedan pravac koji ga ne
sijece.
Dakle, Euklid je bio u pravu, Peti postulat jest pravi aksiom. Teorem 2.3.24 i
Aksiom (Vg) daju uobicajenu formulaciju aksioma o paralelama:
Tockom van pravca prolazi totno jedan pravac koji ga ne sijece.
(za koji smo pokazali da je ekvivalentan Petom Euklidovom postulatu). Taj
jedinstveni pravac nazivat ¢emo paralelom i da su pravci a i b paralelni oz-

nacavat ¢emo sa a || b.

Naveli smo veé neke tvrdnje ekvivalentne Petom euklidovom postulatu (odnosno
Aksiomu (Vg)). Ponovimo neke od njih (dokazite da su one ekvivalentne tvrdnje
s Petim Euklidovim postulatom, korisna vjezba) :
e Pravac koji sijece jedan od dva pravca u istoj ravnini koji se ne sijeku,
sijece 1 drugi od ta dva pravca (Proklov ekvivalent).
e Udaljenost izmedu dva pravca koji leze u istoj ravnini a ne sijeku se je
konacna. (kod Proklova dokaza ve¢ nalazimo ovu formulaciju).
e Geometrijsko mjesto toc¢aka koje leze s istih strana danog pravca i imaju
istu udaljenost od njega je opet pravac (Posidonije).
e Suma kutova trokuta jednaka je 2R (Saccheri, Lambert, Legendre).
e Za svaku tocku unutar zadanog kuta moze se pronaci pravac koji sijece

oba kraka (Legendre).
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e Dva pravca od kojih je jedan okomit a drugi kos prema tretem pravcu se
sijeku (Legendre).

e Kroz tri nekolinearne tocke moze se uvijek povuéi kruznica (F. Bolyai).

Sve tri visine trokuta sijeku se u jednoj tocki.
e Postoji trokut sa po volji velikom povrsinom.

e Postoje sliéni trokuti (Wallisov postulat).

Navedimo model Euklidske planimetrije - to je realna ravnina R?. Tocke su e-
lementi skupa R2, a pravci skupovi p = {(z,y) € R? | ax+by+c =0, a,b,c € R,
a® + b? # 0}. Pravce oznacavamo i sa p = [a, b, ¢]. Incidencija je interpretira na
nac¢in: tocka T = (x0,y0) lezi na praveu p = [a,b,c] ako je T € p, tj. ako
je axg + byp + ¢ = 0. Poredak mozemo interpretirati na nacin: tocka Tb lezi
izmedu tocaka Ty i T3 ako vrijedi d(T1,T3) = d(T1,T2) + d(T»,T3), gdje je d
standardna metrika na R2. Konaé¢no, kongruenciju interpretiramo preko grupe
gibanja. To je grupa kojoj skup izvodnica ¢ine sve osne simetrije, a grupna
operacija je kompozicija. Poznata je ¢injenica da su to izometrije ravnine i
da grupu gibanja tvore nama poznata preslikavanja: osne simetrije, translacije,
poluokreti i rotacije. Kongruencija se interpretira na nacin: dvije figure su
kongruentne ako postoji gibanje koje jednu figuru preslikava na drugu. Ko-
risna je vjezba provjeriti da ovaj model udovoljava svim aksiomima Euklidske

planimetrije.

2.6 ZADACI ZA VJEZBU

1. Nadite model u kojemu vrijede aksiomi (1), (I2), ali ne i (I3).

Dokazite:

Postoji tri razli¢ita pravca koji ne prolaze istom tockom.

Za svaki pravac postoji najmanje jedna tocka koja ne lezi na njemu.
Za svaku tocku postoji najmanje jedan pravac koji ne prolazi njom.
Za svaku tocku postoji najmanje dva pravca koji prolaze njom.

Svaka ravnina incidentna je s najmanje tri tocke.

o ot W

Za svaki pravac a postoji pravac b takav da pravci a i b ne leze u istoj

ravnini.

8. Neka su "tocke" jednoclani poskupovi skupa {A,B,C,D,E,F} a
"pravci" troclani skupovi {4, B,C}, {C,D,E}, {E,F,A}, {B,D,F} i
neka je incidencija interpretirana inkluzijom. Npr. "tocka" A lezi na
"praveu" {A, B,C} jer je {A} C {A, B,C}. Dokazite da se radi o elip-

tickom modelu geometrije incidencije.
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. Neka su "tocke" sve tocke na listu papira, "pravci" sve kruZznice koje

moZzemo nacrtati na tom listu, a "incidencija" znac¢i da tocka lezi na
kruznici. Provjerite jesu li su ispunjeni aksiomi incidencije i ako jesu koji
je aksiom o paralelama ispunjen.

Neka je dan model geometrije incidencije u kojem na svakom pravcu leze
najmanje tri razlicite tocke. Koliko najmanje tocaka i najmanje pravaca
taj model moze imati. Ako je model euklidski, pokazite da on mora imati
najmanje 9 toc¢aka i najmanje 12 pravaca.

Model geometrije incidencije ima 5 tocaka. Nacinite ga tako da za razlicite
izbore "pravca" [ i "tocke" P vrijedi drugaciji aksiom paralelnosti.

Neka je "tocka" uredeni par realnih brojeva (z,y) € R?, a "pravac" [ skup
svih tocaka (x,y) koji zadovoljavaju jednadzbu az + by + ¢ = 0, gdje su
a,b realni brojevi takvi da je a? + b2 > 0, tj.

I={(x,y) ERxR:ax+by+c=0,a,beR, a®+b*>>0}

Tocka (z,y) lezi na pravcu [ ako koordinate te tocke udovoljavaju jed-
nadzbu pravca. Dokazite da je ovaj model, nazivamo ga realna ravnina
i oznacavamo sa R?, predstavlja model geometrije incidencije. Pokazite
da je to afina ravnina (stoga se ovaj model naziva i realna afina ravn-
ina) i odredite njezino projektivno upotpunjenje (koje nazivamo realna
projektivna ravnina).

Neka su "tocke" sve tocke jediniéne sfere 22 + 32 + 22 = 1 (uobicajena
je iznaka S?), a "pravci" glavne kruznice (tj. kruznice kojima je srediste
ujedno i srediste sfere). Opet interpretiramo incidenciju na uobicajeni
nac¢in. Dokazite da je to model geometrije incidencije.

Neka su "tocke" sve tocke unutar kruga z? + y? < 1, a "pravci" sve
tetive. Neka incidencija znaci da tocka lezi na tetivi u uobic¢ajenom smislu.
Pokazite da i je to model geometrije incidencije (naziva se i Kleinov
disk). Koji aksiom paralelnosti vrijedi?

Ispitajte da li su ispunjeni svi aksiomi incidencije u Fanovoj geometriji.
Dokazite:

Neka su A, B, C, D i M kolinearne tocke te neka vrijedi (A-C-B), (A-D-B)
i (C-M-D). Dokazite da je (A-M-B).
Neka su A, B, C' i D, kolinearne tocke. Dokazite:

(a) =(B-A-C) A =(B-A-D) = —=(C-A-D).
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(b) (B-A-C) A (B-A-D) = —=(C-A-D).

Skup S je konveksan ako za svake dvije tocke A i B tog skupa i duzina
AB pripada tom skupu. Prazan skup je konveksan skup. Dokazite da je
presjek konac¢nog broja konveksnih skupova konveksan skup. Je li pres-
jek beskona¢no mnogo konveksnih skupova konveksan skup? Je li unija
beskona¢no mnogo konveksnih skupova konveksan skup?
Dokazite da je definicija polupravca korektna, tj. da klase IC; i Ko ne ovise
o izboru tocke A.
Dokazite da je definicija poluravnine korektna, tj. da klase K1 i Ko ne
ovise o izboru tocke A.
Dokazite da je definicija poluprostora korektna, tj. da klase Ky i Ko ne
ovise o izboru tocke A.
Dokazite Teorem 2.2.15.

Dokazite Teorem 2.2.19.
Dokazite:

U svakom trokutu nasuprot veéoj stranici lezi veéi kut i obratno, nasuprot
vetem kutu lezi veca stranica.

Suma bilo kojih dvaju kutova trokuta manja je od dva prava kuta.

U svakom trokutu najvise jedan kut moze biti pravi ili tupi i bar dva
siljasta (dokazati koriste¢i teorem o vanjskom kutu trokuta).

Suma svih kutova trokuta nije veta od dva prava kuta.

Vanjski kut trokuta veci je ili jednak zbroju dvaju nesusjednih unutarnjih
kutova.

Suma kutova ¢etverokuta nije veta od Cetiri prava kuta.

Kutovi uz gornju osnovicu Saccherijevog cetverokuta i ¢etvrti kut Lam-
bertovog ¢etvrokuta nisu tupi.

Ako za trokut AABC vrijedi ZA = ZB onda je AC = BC, tj. trokut je
jednakokracan.

Ako su tezi$nica i visina iz istog vrha trokuta kongruentne, onda je taj
trokut jednakokracan.

Ako je simetrala jednog unutragnjeg kuta trokuta jednaka njegovom polu-
opsegu onda je taj trokut jednakokracan.

Ako je p bilo koji pravac i T bilo koja toc¢ka koja ne lezi na njemu i N
noziste okomice iz T na p i € bilo koji dani kut tada na pravcu p postoji
tocka A tako da je LZNAT < e.

Ako za trokute AABC i AA'B'C’ vrijedi AB = A/B’', AC = A/C', /B =
/B’ i ako je AB > AC onda je ANABC = NA'B'C’ (S-S-K> poucak o

sukladnosti).
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Ako za trokute AABC i AA'B’C’ vrijedi da su im kongruentne dvije
stranice i kut nasuprot jednoj od njih onda vrijedi AABC = AA'B'C".
Neka je dan trokut AABC i neka je A; njegova tezi$nica. Dokazite tvrd-
nju: ZBAA; > ZCAA; ako i samo ako je AB < AC.

Ako je M u unutragnjosti trokuta AABC, onda je ZAMB > ZACB.
Pravac sijece kruznicu u najvige dvije tocke.

Dvije kruznice mogu imati najvise dvije zajednicke tocke.

Dokazite da obodni kut nije ve¢i od polovine sredi$njeg kuta nad istom
tetivom kruznice.

Dokazite da obodni kut nad promjerom kruznice nije ve¢i od pravog kuta.
Kongruentnim sredisnjim kutovima kruznice kongruentne su odgovarajuce
tetive.

Pravac koji prolazi jednom toc¢kom kruznice i okomit je na spojnicu te
tocke sa sredistem kruznice nema vise niti jednu zajednicku tocku s tom
kruznicom (taj je pravac ustvari tangenta kruznice u toj tocki).

Krug je konveksan skup.

U svaki trokut moze se upisati jedinstvena kruznica.

Dokazite tvrdnju (b) iz Teorema 2.4.2.

Dokazite tvrdnju (c) iz Teorema 2.4.2.

Iskazite 1 dokazite Arhimedom aksiom za kutove.

Iskazite i dokazite Cantorov aksiom za kutove.

Iskazite i dokazite Dedekindov aksiom za kutove.

Dokazite tvrdnju: Ako dvije kruZnice leze u istoj ravnini i jedna od njih
prolazi kroz jednu unutarnju i jednu vanjsku to¢ku druge kruznice, tada
se te dvije kruznice sijeku u to¢no dvije tocke. Dokazite!

Dokazite tvrdnju: Za svaku duzinu AB i svaki n € N postoji duzina AD
takva da je n- AD = AB (AD = % - AB - pooptenje tvrdnje iz Korolara
2.3.19).
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POGLAVLJE 2. APSOLUTNA GEOMETRIJA



Poglavlje 3

HIPERBOLICKA
GEOMETRIJA

3.1 AKSIOM O PARALELAMA

Dodamo li aksiomima apsolutne geometrije kao aksiom paralelnosti
AKSIOM (Vg) To¢kom van pravea prolaze bar dva pravca koji ne sijeku

taj pravac.
dobivamo hiperbolicku geometriju. Dakako, sve tvrdnje apsolutne geometrije
istinite su i u hiperboli¢koj geometriji (i u euklidskoj geometriji). One tvrdnje
hiperbolicke geometrije gdje se u dokazu koristi aksiom (Vp) nisu istinite
u euklidskoj geometriji. Ilustrirajmo to primjerom. Tvrdnja apsolutne
geometrije da je suma a+ 3+ kutova trokuta manja ili jednaka 2R (2.6. Zadaci
za vjezbu, Zadatak 28) istinita je i u euklidskoj geometriji i u hiperbolickoj
geometriji. U euklidskoj geometriji se pokazuje da vrijedi a + 8 + v = 2R.
Pokazimo da ta tvrdnja a+ 3+ < 2R (apsolutne geometrije) prelazi u tvrdnju
a+ B+ v < 2R (hiperbolicke geometrije).

TEOREM 3.1.1 Suma s = a +  + v kutova trokuta manja je od 2R.

DOKAZZ. Pretpostavimo da je s = 2R.

Promotrimo sada pravac p i tocku T izvan njega. Spustimo okomicu iz T na
pravac p i noziste ozna¢imo sa N. Zatim u tocki T' dignimo okomicu na pravac
ﬁ. Oznac¢imo tu okomicu sa g. Pravci p i ¢ se ne sijeku. To smo dokazali u
apsolutnoj geometriji.

Neka je sad r proizvoljni pravac kroz T' koji je razlicit od q.

Tvrdimo da on mora sje¢i pravac p.

73
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Oznacimo sa e = Z(q,r). Neka je A tocka na pravcu p tako da vrijedi ZTAN < ¢
(2.6. Zadaci za vjezbu, Zadatak 35.).

T q

Teorem 3.1.1.

Trokut ANT A je pravokutan pa je zbog nase pretpostavke /NT A+ /NAT =
R. Kako je ZTAN < € onda je ZNTA > R — ¢. Nadalje A(ZW,T) =R —¢,
dakle r je unutar kuta ZNTA pa pravac r sijece NA, a onda i p. Vidimo da je
q jedini pravac kroz T koji ne sijece p, §to je u protuslovlju s Aksiomom (V).

Dakle, mora biti s < 2R. n

TEOREM 3.1.2 Vanjski kut trokuta veti je od sume dvaju nesusjednih un-

utarnjih kutova.

DOKAZ. Neka je 5" vanjski kut trokuta AABC.

c
Y
o p'
A B
Teorem 3.1.2.

Tada je 8+ 3 = 2R. Prema Teoremu 3.1.1je a4+ 3+ < 2R pajea+ B+~ <
B+B,t. B >a+y. "

TEOREM 3.1.3 Suma kutova ¢etverokuta manja je od ¢etiri prava kuta.
Dakle u ovoj geometriji nema "kvadrata", niti "pravokutnika'.

TEOREM 3.1.4 Kutovi uz gornju osnovicu Saccherijevog ¢etverokuta i cetrvrti

kut Lambertovog tetverokuta su Siljasti.
TEOREM 3.1.5 Suma kutova trokuta nije ista za sve trokute.

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno, tj. da svi trokuti imaju istu sumu kutova.

Promotrimo AABC i odaberimo untragnju toc¢ku D na stranici BC.
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Teorem 3.1.5.

Prema pretpostavci vrijedi (a1 + a2) + 6+ v = a1 + S+ 1. Slijedi ag +v =
01 = 2R —§2 i dalje ag +7v+ 62 = 2R, no to je u protuslovlju s Teoremom 3.1.1
(primjenjenom na trokut AADC). |

TEOREM 3.1.6 Dwva su trokuta kongruentna ako su im svi kutovi u parovima

kongruentni.

DOKAZ. Neka su dani trokuti AABC i AA’ B’C’ kojima su kutovi u parovima

kongruentni: a« = o/, =6, y=4".

Dovoljno je dokazati da je AB = A’B’. Naime, tvrdnja ¢e izi¢i primjenom
S-K-K poucka o sukladnosti.

Pretpostavimo suprotno, tj. AB # A’B’. Prema pravilu trihotomije vrijedi
AB < A'B’ili A’B’ < AB. Pretpostavimo da vrijedi AB < A’B’ (drugi slucaj
posve analogno).

Odredimo tocku A” tako da vrijedi AB = A”B’ i (A’-A"-B’).

Prenesimo duzinu BC na B’C’ i neka je C" tocka takva da je B'C" = BC.
Moze se dogoditi:

1 cCcr=c.

A' A" B\
Teorem 3.1.6 (1).

Tada je AABC = AA”B'C"” (po S-K-S poucku). No, onda je vy = LA'C"B' =
LA"C"B', a to je u protuslovlju s Aksiomom (I11y).
(2) (B-C’-C"™).

A ) B A A" B'
Teorem 3.1.6 (2).
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Promotrimo trokut AA’B’C’ i pravac A Primjenom Aksioma (I1y), pravac
ancn sije¢e stranicu A’C’ trokuta AA’B’'C’' u unutrasnjoj tocki O. Vrijedi
NA"B'C” (s-gS) AABC. Promotrimo sada trokut AOC’C”. Dobili smo da je
vanjski kut ZA'C’' B’ = ~ trokuta AOC’C" kongruentan nesusjednom unutarn-
jem kutu ZOC"C’ = ~, §to je u protuslovlju s Teoremom 2.3.30.

(3) (B’-C"-C").

()
T,

A B A A" B
Teorem 3.1.6 (3).

-K-S
= ) AABC pa je zbog kongruentnosti ispunjeno:

Vrijedi AA”B'C” 5
/B'A"C" = /ZBAC = «,
LA"C"B' = ZACB = ~.

Promotrimo sada ¢etverokut A’A”C”C’. Imamo da je

S(A’A"C"C") = o+ (2R — @) + (2R —7) + 7 = 4R,

$to je u protuslovlju s Teoremom 3.1.3. [
D C
A B

Pseudokvadrat.

Dakle, u neeuklidskoj geometriji nema pojma sli¢nih trokuta. Prema Teoremu
3.1.3 slijedi da u hiperboli¢noj geometriji nema ni kvadrata niti pravokutnika,
ali postoji pseudokvadrat: to je cetverokut koji ima kongruentne stranice i
svi kutovi su mu $iljasti.

Isto tako, u hiperbolickoj geometriji ne vrijedi poucak o obodnom i sredignjem
kutu i posebno Talesov poucak (obodni kut nad promjerom kruznice je pravi).

Vrijedi medutim njegov analogon.
TEOREM 3.1.7 Obodni kut nad promjerom kruznice je Siljasti.

DOKAZ. Neka je AB promjer kruznice k(O, ). Promotrimo AABC. Spojimo
tocku C' s tockom O. Trokut AAOC je jednakokracan jer je AO = OC = r.
I trokut AOBC je jednakokracan. Sada je ZACO = LZCAO = «ai ZOCB =
ZOBC = g.
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Teorem 3.1.7.

Po Teoremu 3.1.1 je a+S+7v < 2R i, jer je v = a+ 3, imamo da je 2a+25 < 2R,
tj. a+ 8 < R. Dakle, ZACB < R. (]

3.2 PARALELE I RAZILAZNI PRAVCI

Pojam paralela u hiperbolickoj geometriji nije isti kao u euklidskoj geometriji.
Naime, po Aksiomu (V) to¢kom izvan zadanog pravca prolaze bar dva pravca

koja ne sijeku dani pravac.

>
TEOREM 3.2.1 Neka je dana tocka T van pravca p i neka je T'N okomica iz
tocke T na pravac p. Ako pravci a i b koji prolaze tockom T zatvaraju kongru-
entne kutove s okomicom ﬁ, tada pravci a i b istovremeno oba ili sijeku ili ne

siyjeku pravac p.

DOKAZ. Neka je dan pravac p, tocka T van njega i oznaimo sa N noziste
okomice iz T na p. Neka su a i b pravci koji prolaze tockom T i neka vrijedi
Z(a,TN) = Z(b,TN).

T
ﬁ\
\\ p
A N B >~.
Teorem 3.2.1.

Neka pravac a sijece p i u tocki A. Uo¢imo duzinu AN. Odredimo to¢ku B
tako da vrijedi (A-N-B) i AN = NB. Trokuti AANT i AT N B su kongruentni
pa je ZATN = /BTN, tj. Z(a,ﬁ) = /BTN i é(a,’lT)V) = Z(b, ZTV) i zbog
jedinstvenosti mora biti b = %—B>, tj. pravac b sijece p.

Pretpostavimo sada da pravac a ne sijece p. Tvrdimo da pravac b ne sijece p.
Naime, kad bi pravac b sijekao p onda bi, prema prethodnom, i pravac a sijekao

p - suprotno nasoj pretpostavci. [ |

TEOREM 3.2.2 Ako je TN okomica iz totke T na pravac p 1 A varijabilna
tocka jednog polupravea od p s pocetkom u N, onda kut ZNT A monotono raste

ostajuti wvijek Siljasti ukoliko duZina N A monotono raste.
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DOKAZ. Neka je NA; < NA,y. Tvrdimo da je ZNTA; < ZNTA,.

T
N o
N A1 Az

Teorem 3.2.2.

Kako je NA; < N A, vrijedi (N-A1-As) pa je TA; unutarnji polupravac kuta
/NTAs, tj. ZNTA; < ZNTA,. Nadalje kako je suma kutova u trokutu manja
od 2R i /N = R zakljucujemo da je ZNT Ay siljasti kut. [

TEOREM 3.2.3 Ako udaljenost noZista N okomice TN iz T na pravac p od
sjecista A pravca p s varijabilnim pravcem a kroz T meograniteno raste, tada
kut Z(IT}\Ca) konvergira odredenom kutu w koji je manji od R. Svaki pravac a
koji prolazi kroz T i s polupravcem ﬁ tvori kut ¢ < w sijece p, a svaki pravac

b kroz T koji s polupravcem TN tvori kut p > w, ¢ < R ne sijece p.

DOKAZ. Promotrimo niz polupravaca s po¢etkom u tocki T koji sijeku pravac
p. Neka su to polupravci aq,...,a,,... i sjecista tih polupravaca s pravcem
p oznacimo sa Ai, As,..., Ay, ... 1 neka udaljenosti od A; do N neograniceno
rastu. Oznacimo sa ¢, = ZNTA,, n € N. Prema Teoremu 3.2.2, kutovi ¢,
monotono rastu, tj. ¢, < ¢, ivrijedi ¢, < R za svaki n € N. Dakle, (¢,) je
monotono rastuci i odozgo omedeni niz pa postoji nlin;o v, =wiw<R.

Neka je q pravac za koji je A(ZTV, q) = w. Neka je a pravac kroz T sa svojstvom
da je A(T—]\)f,a) =p<w.

Teorem 3.2.3.

(1) Pravac a sijece p.

Kako je w = nlLH;C ., postoji ng € N takav da je ¢ < ¢, < w, ¢im je n > ng.
Dakle, za gotovo sve n € N je Z(ITJV, a) = ¢ < @, tj. a je unutarnja zraka kuta
©n, 1 > ng. Kako je ¢, = ZNT A, tj. a je unutarnji polupravac kuta ZNT A,,,
mora a sije¢i N A, dakle postoji tocka A na pravcu a i (N-A-A,,) (po Teoremu
2.2.17).

(2) Pravac ¢ ne sijece p.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji zajednicka tocka () pravaca p i q. Kako

duzina NA,, n € N, stalno raste mora postojati n € N tako da vrijedi NQ <
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NA,. No, to bi povlacilo da je ZNTQ < ZNTA,, tj. w < ¢, - $to je u
protuslovlju s ¢injenicom da je ¢,, < w, za svaki n € N.

(3) Proizvoljni pravac b koji prolazi totkom T i za koji vrijedi A(T—ﬁ, b) =i
w < ¢ < R ne sijece p.

Kad bi pravac b sjekao p onda bi pogotovo pravac g morao sjeti p, $to je u
protuslovlju s prethodno dokazanom tvrdnjom.

(4) Preostaje dokazati da je w < R.

Pretpostavimo suprotno, tj. w = R. Tada bi svaki pravac a sa svojstvom
A(T_N',a) < w sjekao pravac p pa bi g bio jedini pravac koji ne sijece p Sto
je u protuslovlju s Aksiomom (V) koji kaze da postoje barem dva razli¢ita
takva pravca. [ |

Iz prethodna dva teorema slijedi da vrijedi sljede¢i teorem.

TEOREM 3.2.4 Ako je T bilo koja tocka koja nije na pravceu p tada postoje
totno dva pravea q © qa tockom T, simetricna obzirom na okomicu iz T na p,
koji ne sijeku pravac p i itmaju svojstvo da svaki pravac koji prolazi tockom T
unutar onog kuta Z(q1,qz2) u kojem je okomica iz T na p, sijete pravac p, a svi
ostali pravci tockom T ne sijeku pravac p.

T

N A p
Teorem 3.2.4.

DEFINICIJA 3.2.5 Neka je p bilo koji pravac i T bilo koja tocka izvan njega
te P i A bilo koje tocke pravca p. Tada temo pravac q koji prolazi tockom T zvati

paralelom s pravcem p kroz tocku T w smjeru od P prema A, i pisati
T

q || p, ako pravac q ne sijete p i ako svaki polupravac unutar kuta Z(T—J)j,q) u

PA
kojem lezi tocka A sijece pravac p.
T

P A p

Definicija 3.2.5.

U Euklidskoj geometriji se govorilo da paralelni pravci imaju beskona¢no daleku
zajednicku tocku. Slicno tomu se i u hiperbolickoj geometriji govori - sada

imamo dvije zajednicke tocke u beskonacnosti, dva kraja, pa ima smisla pisati

T
q||p - paralela g sa p kroz T prema kraju K.
K



80 POGLAVLJE 3. HIPERBOLICKA GEOMETRIJA

T
TEOREM 3.2.6 Ako je q||p i T # T proizvoljna toéka pravea q razli¢ita od
K

T/
T, onda je i q|| p.
K

T/
DOKAZ. Da bismo dokazali da je ¢ || p treba dokazati da se ¢ i p ne sijeku (to
K

je istinito), i da za proizvoljnu odabranu to¢ku P na pravcu p svaki polupravac
— —
TS unutar kuta Z(T'P, q) sijete pravac p. Razlikujemo dva moguéa slucaja:
(T-T'-K) i (T'-T-K).
(A) Prvi slucaj: (T-7'-K).

— —
(1) Odaberimo proizvoljni polupravac 7"S unutar kuta Z(T"P,q) gdje je S s

iste strane pravca p kao 1 7. Ukoliko S lezi na pravcu p tada je dokaz gotov, a

ako T" i S leze s razlicitih strana pravca p tada TS sijece p i je opet je dokaz
gotov.

. . . —
(2) Dokazimo da je S unutarnja tocka Z(TP,q).

Tl

Teorem 3.2.6 (A).

(2a) Buduéi je S unutarnja tocka kuta Z(ﬁ,q), S je s iste strane pravca ¢
kao i P. Dakle, tocka S je s iste strane pravca ¢ kao i polupravac TP.

(2b) Treba jos pokazati da je S s iste strane pravca TP kao i kraj K.
Pretpostavimo suprotno, tj. neka su S i K su sa suprotnih strana 1(1—P>
Primjenimo Paschov aksiom (I14) na trokut APTT’ i pravac SK - pravac SK
sije¢e duzinu TP (tocke S i K su sa suprotnih strana pravca ﬁ) i ne sijece
duzinu TT" (protuslovlje s pretpostavkom (T-1"-K)) pa mora sje¢i PT". To
znadi da tocka S lezi sa suprotne strane pravca (ﬁ; nego polupravac ﬁ - §to

je u protuslovlju s pretpostavkom da je S unutarnja tocka kuta /PT'K.
T

(3) Dokazali smo da je S unutarnja tocka A(T_P>7 q) pa zbog q||p postoji tocka
K

. . -2 .
A u kojoj polupravac T'S sijece p.

(4) Dokazimo da polupravac 775' sije¢e duzinu PA u nekoj tocki A’.

Po Teoremu 2.2.17 polupravac T—S' sijece PT’" u nekoj unutarnjoj tocki R, tj.
(P-R-T") i R lezi na TS. Vrijedi (R-S-A), jer bi u suprotnome, ako je (S-
R-A), totka S bi bila vanjska tocka kuta Z(ﬁ,q) - protuslovlje s nasom
pretpostavkom. Primjenimo sada Paschov aksiom (II4) na trokut APRA i

—_— R
polupravac 7”5 : on mora sjeci stranicu PA u nekoj tocki A’.
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T/
Dakle, u ovom slucaju je zaista ¢ || p.
K
(B) Drugi slucaj: (T"-T-K).
. . . . .. —_— — .
Odaberimo proizvoljni unutarnji polupravac 7’5 kuta Z(T"P,T'K). Slu¢aj kad
je S na pravcu p i slucaj kada je S sa suprotne strane pravca p nego §to je T”

su o¢iti. Razmotramo stoga slu¢aj kad su 77 i1 S s iste strane pravca p.

Teorem 3.2.6 (B).

(1) Prema Teoremu 2.2.17 polupravac T's sijece duzinu PT u nekoj unutarnjoj
tocki S’.

(2) Odaberimo tocku R sa suprotne strane od 7" nego §to je S, tj. neka vrijedi
(R-T'-S").

(3) Oznacimo sa @ tocku za koju je (P-T-Q) i sa Q' tocku za koju je (R-T-Q’).
(4) R je unutarnja tocka kuta ZT'TQ pa je TR je unutarnji polupravac kuta
/T'TQ.

Tocke R 17T leze s iste strane pravca PT (u protivnom bi vrijedilo (R-S'-T")),
tocke R i P su s razli¢itih strana pravca W =g¢q (R i 5’ su sa razlicitih strana
od ¢, a P15’ su s iste strane od ¢) i zaista je R je unutarnja tocka kuta ZT'TQ.
(5) Slijedi da komplementaran polupravac ﬁ lezi unutar kuta Z/PTK.

T —
(6) No, po pretpostavci je ¢||p pa polupravac T'Q’ sije¢e p u nekoj tocki A.
K

<
(7) Promotrimo sada trokut APT A i pravac RS. Po Paschovom aksiomu (I14)
taj pravac mora sjeéi duzinu PA u nekoj unutarnjoj tocki A’.
T/
Dakle, i u ovom slucaju je ¢ || p. ]
K
Iz prethodnog teorema proizlazi da se uloga tocke T' moze bez poteskoca zane-

mariti pa ima smisla nova oznaka ¢ || p.
K
TEOREM 3.2.7 Ako je q| p, onda je i p|q.
K K

DOKAZ. Odaberimo proizvoljnu tocku P na pravcu p proizvoljnu toc¢ku @ na

pravcu ¢. Da je p|| ¢ treba pokazati da p i ¢ nemaju zajednickih tocaka (sto je
K

ispunjeno jer je po pretpostavci ¢||p) i da svaki unutarnji polupravac P—é’ kuta

K
/QPK sijece pravac q.
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Slucaj kada S lezi na ¢ i slucaj kada je S sa supotne strane od ¢ nego je p su
o¢iti. Zato promotrimo slucaj kada su P i S s iste strane pravca q.
(1) Neka je N noziste okomice iz P na g. Odaberimo kut

a < min {ANPQ, %ASPK} .
(2) Nanesimo kut « i u jednu i u drugu poluravninu odredenu pravcem PN s
vrhom u tocki P. Sjecista krakova sa pravcem ¢ oznac¢imo sa B i C.
(3) Bududéi je o < ZNPQ vrijedi i (N-C-Q).
(4) Promotrimo trokute APNB i APNC. Oni su kongurentni po (K-S-K)
poucku o sukladnosti. Dakle, vrijedi PB = PC i /PBC = /PCB < R (trokut

A PBC je jednokracan pa su mu kutovi uz osnovicu siljasti).

Teorem 3.2.7.

(5) Promotrimo sada kut ZPCK. On je sukut kuta ZPC B pa vrijedi
LPCK > R > /PBC = ZPCB.
(6) Prenesimo sada kut ZPBC na CP s vthom u C prema K. Time smo dobili
unutarnji polupravac kuta ZPCK, a buduéi je q| p taj polupravac sijete p u
nekoj tocki D. "
(7) Prenesimo sada duzinu CD od tocke B prema K i neka je E takva tocka
da vrijedi CD = BE.
(8) Promotrimo trokute APBE i APCD. Oni su kongurentni (po S-K-S poucku).
Dakle, /BPE = ZCPD.
(9) Kona¢no imamo
/DPE =/DPC - /EPC = /EPB — /EPC = Z/CPB =2a < /SPK
pa je P—;)S' unutarnji polupravac kuta ZEPB i stoga on sijece duzinu BE.
Dakle, p | g. ]
K

TEOREM 3.2.8 Ako je al|c i b||c onda je a||b.
K K K

DOKAZ. Primjetimo da se a i b ne sijeku.

.
b .k
\
K
J C
c

K

Teorem 3.2.8.
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Naime kad bi sjekli, tj. postojala zajednicka tocka T pravaca a i b (vidi
prethodnu sliku) onda bi @ bio unutarnji polupravac kuta 4(T—6>’, b) pa bi sjekao

pravac ¢, a to je u protuslovlju s nagom pretpostavkom a|| c.
K

Razlikujemo dva slucaja.
(A) Pravci a i b su s iste strane pravea c.
Najprije, bez smanjenja opcenitosti, mozemo uzeti da su pravci a i ¢ sa suprotnih

strana od b. Dokazimo da vrijedi a||b. Odaberimo proizvoljne tocke A >€ a i
K

B > b. Treba dokazati da svaki unutarnji polupravac A—g kuta /BAK sijece
pravac b. Razmotrimo jedini netrivijalni slucaj kada su tocke A i S s iste strane

pravca b. Odaberimo proizvoljnu tocku C' pravca c.

Mogu nastupiti tri slucaja.

\s»
C C'\
Teorem 3.2.8 (1).

(1) Tocke A, B iC su kolinearne, tj. ZKCB = ZKCA.
Unutarnji polupravac AS kuta Z/BAK je unutarnji polupravac kuta ZCAK pa,

jer je po pretpostavci al| ¢, polupravac A—S’ sijete pravac c u tocki C’. Kako su
K

—
sada A i C' sa suprotne strane od pravca b to polupravac AC’ sijece pravac b u

nekoj tocki B'.

\\
C C'\
Teorem 3.2.8 (2).

(2) Tocke A, B iC nisu kolinearne i neka je ZKCB < ZKCA. Tada je CB

—
unutarnji polupravac kuta ZKCA i, jer je c|la, imamo da CB sijece pravac a
K

u nekoj tocki A’. Sada su A’, B i C kolinearne tocke i da je al| b, tj. al||b (po
K K
Teoremu 3.2.6) slijedi iz prethodnog slucaja.
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(3) Tocke A, B iC nisu kolinearne i neka je ZKCA < ZKCB.

\\
C C' \\
Teorem 3.2.8 (3).

Sada je C—1)4 unutarnji polupravac kuta ZKCB 1i jer je c||b mora C—1)4 sijeci
K

pravac b u nekoj tocki B’. Neka je AS unutarnji polupravac kuta ZBAK. Ako
je ZSAK < /B’AK onda radimo kao u sluéaju (1). Trivijalni je slucaj i kada
je tocka S na AB’. Ako je ZSAK > /B'AK, onda je SA unutarnji polupravac
kuta ZBAB' pa sijece BB’ (po Teoremu 2.2.15).

Dakle, u svim moguéim slucajevima smo pokazali da je a||b.
K
(B) Neka su sada a i b sa suprotnih strana pravca cinekasu A >€ ai B2€b

proizvoljne tocke. Tada pravac c sijece AB u nekoj tocki C.

B B'\
Teorem 3.2.8 (3).

(1) Neka je A—A)S' unutarnji polupravac kuta ZBAK. Tada je A—é' unutarnji polupravac

i kuta ZCAK i jer je a| c on sije¢e pravac ¢ u nekoj tocki C'.
K

(2) Pokazimo da polupravac AS prolazi nutrinom kuta Z/BC'K.
(2a) Odaberimo bilo koju tocku D tako da je (A-C’-D) i bilo koju tocku E tako
da je (C-C'-E).
(2b) Pokazimo da je D unutarnja tocka kuta ZBC'K.
Buduéi su A i D sa suprotne strane pravca ¢ te B i D s iste strane pravca c,
—
imamo da je tocka D s iste strane pravca ¢ kao i C’B. Nadalje, C' i A su sa
. — . . > .
iste strane pravca C'B te C' i E sa suprotnih strane pravca C'B pasu Ai E
—

sa suprotnih strana pravca C’B. Dobili smo da su tocke A i E te Ai D sa

. —> . _— . >
suprotnih strana pravca C’'B pa su stoga D i C'K s iste strane pravca C'B.
Dakle, D je unutarnja to¢ka kuta Z/BC'K.

s

(3) Time smo pokazali da je C’D unutarnji polupravac kuta ZBC'K i, zbog

c||b, on sijece pravac b u nekoj tocki B’.
K

Dakle, i A—5>’ sijece b u tocki B, a to je i trebalo dokazati. [
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NAPOMENA 3.2.9 Buduéi se refleksivnost podrazumijeva, iz prethodnih

teorema slijedi da je "biti paralelan" relacija ekvivalencije medu pravcima.
Nije tesko dokazati i tvrdnju narednog teorema (dokazite, korisna vjezbe!)

TEOREM 3.2.10 Ako je a||b te pravci a i b leze sa suprotnih strana pravca
K

¢, onda je c|la i c||b.
K K

DEFINICIJA 3.2.11 Za dva pravca u istoj ravnini koji se ne sijeku i nisu

paralelni katemo da su razilazni.
Za razilazne pravece a i b koristit ¢emo oznaku a )(b.

NAPOMENA 3.2.12 U hiperbolnoj geometriji postoji pravac koji sijece

dvije paralele, ali tre¢u paralelu ne sijece.

Opisimo tu konstrukciju. Neka je a|[bib]|c.
K K

Napomena 3.2.12.

Odaberimo proizvoljne tocke A > a i C > ¢. Buduéi su A i C sa suprotnih
strana pravca b to postoji tocka B 3¢ b u kojoj b sijece AC. Tockom B povucimo

paralelu o’ || c. Paralela b’ sijece pravace b i a, a ne sijece pravac c.
K/

TEOREM 3.2.13 Ako su a i b okomiti na pravac ¢ onda su oni razilazni.

DOKAZ. Povucimo tockom B paralelu ¢ s pravcem a, ¢|la. Neka je w =
K
/ABK.

Teorem 3.2.13.

Vrijedi w < R, jer po Teoremu 3.2.2 imamo da se pravci a i b ne sijeku. Osim

toga b nije paralelan sa a. Dakle, a i b su razilazni pravci. [
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TEOREM 3.2.14 Ako pravac ¢ sijece pravce a i b i tvori s njima kongruentne

izmgjenicne kutove, onda su pravct a 1 b razilazni.

DOKAZ. Odredimo poloviste P duzine AB. Iz tocke P spustimo okomicu na
a s nozistem A’ i okomicu na b s nozistem B’.

AL A/

P

/B |Bl
Teorem 3.2.14.
Promotrimo trokute APAA’ i APBB’. Po pretpostavci je /A = /B, po kon-
strukciji je ZA' = /B’ = Ri PA = PB pa po K-K-S poucku o sukladnosti
imamo APAA’ = APBB’. Posebno jei ZAPA' = /BPB’ pa su to vréni kutovi
itocke P, A’ i B’ su kolinearne. Dobili smo da TB’ sijeGe pravac ¢ u tocki P pa
su A’ i B’ sa suprotnih strana pravca c. Sada je W pravac sa svojstvom da
su pravci a i b okomiti na njega i primjenom prethodnog teorema zaklju¢ujemo
da su pravci a i b razilazni. [
Neka su sada a i b pravci sa svojstvom da ih pravac c sijete u tockama A i B

i tvori jednake izmjeni¢ne kutove. Povucimo tockom A paralelu ¢’ s b prema
kraju K.

L AL a_,|
a 1]
Kt -

Teorem 3.2.15.

Po pretpostavci je ZABK = ZBAL’. Budu¢i je ZBAL' + /BAL = 2R, vrijedi
/ABK + Z/BAL = 2R. Nadalje, iz a )(b imamo da je ZBAL > /BAK. Dakle,
vrijedi ZBAK + ZABK < 2R. Dobili smo: ako je o ||b, onda vrijedi ZBAK +
/ABK < 2R. Time smo dokazali tvrdnju koja je rf((agacija Petog Euklidovog

postulata.

TEOREM 3.2.15 Pravac c koji sijece dva paralelna pravea a i b u tockama A

1 B tvori sa njima unutrasnje kutove Ciji je zbroj mangi od 2R.

3.3 ASIMPTOTSKI TROKUTI

DEFINICIJA 3.3.1 Figuru koju ¢ine dvije tocke P i Q, njihova spojnica PQ
i polupravei PK 1 QK paralelni prema kraju K zovemo jednokrajnikom. Fig-

g —_— —
uru koju ¢ine tocke P, dva kraja K ¢ L, pravac KL i polupravei PK i PL
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>
paralelni s pravcem KL prema njihovim krajevima K i L, nazivamo dvokra-
.. . . . . < — . <— .
jnikom. Figuru koju ¢ine tri praveca KL, KM i LM paralelna u parovima
prema krajevima K, L © M, ali ne sva tri paralelna istom kraju, ta tri kraja K,

L i M nazivamo trokrajnikom.

Jednokrajniku PQK tocke P i @ su konacni vrhovi, K kraj ili beskonacni vrh,
PQ kona¢na stranica, a ZKPQ i ZKQP kutovi jednokrajnika. Dvokrajniku
PKL tocka P je kona¢ni vrh, K i L su beskonac¢ni vrhovi, a ZK PL kut dvokra-

jnika. Trokrajnik K LM nema kutova, ima tri beskonac¢na vrha i tri beskona¢ne

stranice.
P
K

Q

Jednokrajnik.

K
/é\
L K
Le——>M

Dvokrajnik. Trokrajnik.

Jednokrajnici, dvokrajnici i trokrajnici se krace nazivaju asimptotskim troku-

tima.

TEOREM 3.3.2 Ako pravac a ne prolazi niti jednim vrhom asimptotskog tro-
kuta, a sijece jednu mjegovu stranicu, onda a sijece jos tocno jednu stranicu tog

trokuta.

DOKAZ. Dajemo dokaz samo za jednokrajnik. Neka su dani jednokrajnik
PQK i pravac a. Razlikujemo dva slucaja:

(A) Pravac a sijece konacnu stranicu, tj. neka a sijece stranicu PQ u tocki A,
tj. neka vrijedi (P-A-Q).

(1) Povucimo tockom A paralelu ¢ sa pravcem C<2_I>( prema kraju K.

Tada pravac a prolazi nutrinom kuta ZQAK ili pak nutrinom kuta /PAK.

Primjetimo da je a # ¢, jer bi u tom slu¢aju a prolazio vrhom K.

Teorem 3.3.2 - (A).
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(2) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZPAK, onda zbog q||ﬁ( on si-
K

—
jete polupravac PK.
(3) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZQAK, onda zbog q||Q<—I>{ on si-
— K
jece polupravac QK.

(B) Pravac a sijece beskona¢nu stranicu PK u tocki A.

Teorem 3.3.2 - (B).

(1) Spojimo A sa Q. Tada pravac a ili prolazi nutrinom kuta ZPAQ ili nutrinom
kuta ZQAK. Ne moze biti na spojnici AQ, jer bi u tom slu¢aju pravac a prolazio
vrhom Q.

(2) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZPAQ, onda on po Teoremu 2.2.17
sijece PQ.

>
(3) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZQAK, onda zbog PK| QK si-
_ K

jete QK. [

TEOREM 3.3.3 Vangski kut jednokrajnika veci je od nesusjednog unutrasnjeq
kuta.

DOKAZ. Prema Teoremu 3.2.15 je a + 8 < 2R.

Teorem 3.3.3.

No, s druge strane je a + o' = 2R, tj. a+ 8 < a+ . Slijedi 8 < o/, &to je i
trebalo dokazati. [

DEFINICIJA 3.3.4 Za dva jednokrajnika kazemo da su kongruentni ako su

im kongruentne konacne stranice te ako su im odgovarajuci kutovi kongruentni.

TEOREM 3.3.5 Duva su jednokrajnika kongruentna:
(a) ako su im kongruentne konatne stranice i jedan kut;

(b) ako su im kongruentni kutovi.
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DOKAZ. (a) Neka su dani jednokrajnici PQK i P'Q'K’ takvi da vrijedi PQ =
PQi/P=/P.

A /// A

Q Q

Teorem 3.3.5 - (a).

Tvrdimo da je ZQ = ZQ’.

Pretpostavimo suprotno, tj. ZQ < ZQ" ili ZQ > ZQ’. Razmotrimo slu¢aj kada
je £Q > 20

(1) Prenesimo kut ZQ’ s vrhom u @ duz Cﬁ prema kraju: dolazimo do kuta
/P'Q'K’ koji je kongruentan kutu ZPQA.

(2) Po definiciji paralelnosti preneseni krak mora sijeci polupravac PK u nekoj
tocki A.

(3) Odredimo sada tocku A’ na P'K’ tako da vrijedi PA = P’A’ i (P-A-K).
(4) Sada je APQA = AP'Q’'A’ (po S-K-S poucku). Slijedi da je ZP'Q'A" =
/PQA.

(5) Po konstrukeiji je ZP'Q'K' = ZPQA, a po (4) imamo /P'Q'A’ = ZPQA
paje ZP'Q K = /ZP'Q A, §to je u protuslovlju s Aksiomom (I11y).

(b) Neka su dani jednokrajnici PQK i P'Q'K’ takvi da vrijedi ZP = ZP' i

Q= /Q'.
P P’
Q)& ) K\K-
Q Q'
)

Teorem 3.3.5 - (b).

Tvrdimo da je PQ = P'Q’. Pretpostavimo suprotno, tj. PQ < P'Q’ ili P'Q’ <
PQ. Razmotrimo slucaj P'Q’ < PQ.

(1) Odredimo tocku Q" tako da vrijedi (P-Q"-Q) i PQ" = P'Q’.

(2) Tockom Q" povucimo paralelu s <Q_I>( prema K.

(3) Dobili smo novi jednokrajnik PQ”K i prema tvrdnji (a) vrijedi da je
PQ'K =P QK pajeiZQ" = /Q’.

(4) No, po pretpostavei je ZQ = ZQ’ pa je £Q" = £Q.

(5) Pogledajmo sada jednokrajnik QQ”K. Njemu je ZPQ"K = ZQ" vanjski
kut i kongruentan je nesusjednom unutragnjem kutu Z@), sto je u protuslovlju

s Teoremom 3.3.3. [}
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3.4 FUNKCIJA LOBACEVSKOG

Neka je dan pravac p i tocka T' van njega. Povucimo tockom T paralelu g sa p

prema kraju K i neka je N noziste okomice iz tocke T" na p.

T

Definicija 3.4.1.

DEFINICIJA 3.4.1 Kut Z/NTK naziva se kutom paralelnosti duzine TN,
a duzina TN distancom paralelnosti kuta /NTK.

TEOREM 3.4.2 Ako je TN = T'N’, onda je /NTK = /N'T'K', tj. kon-

gruentnim duZinama odgovaraju kongruentni kutovi paralelnosti.

DOKAZ. Neka su TNK i T"N'K’ jednokrajnici kojima je ZN = N' = R i
TN =T'N'".

N N'
Teorem 3.4.2.

Po Teoremu 3.3.5 (a) jednokrajnici TNK i T"N'K’ su kongruentni §to znadi da
je ZNTK = /N'T'K’, tj. i kutovi paralelnosti su kongruentni. ]
Prethodni teorem pokazuje da je za danu duzinu ! jednozna¢no odreden pripadni
kut paralelnosti, oznacimo ga sa w = w(1).

Funkciju 7 : RT — (0, R) nazivamo funkcijom Lobaé&evskog.
TEOREM 3.4.3 Funkcija Lobacevskog je bijekcija.

DOKAZ. (A) Funkcija Lobacevskog je injekcija.

Neka su dani jednokrajnici TNK i T'"N'K’ i neka je ZNTK = ZN'T'K’ (v.
sliku Teorem 3.4.2.). Jednokrajnici TNK i T'N’'K’ imaju kongruentne kuteve
pa su, po Teoremu 3.3.5 (b), oni kongruentni, dakle kongruentne su i duzine
paralelnosti TN = T'N'.

(B) Funkcija Lobacevskog je surjekcija.

Neka je w = ZLOK proizvoljan &iljasti kut. Treba odrediti duzinu OC takvu
da je 7(OC) = w.
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(a) U tockama kraka OK dignimo okomice i dokazimo da sve te okomice ne
mogu sjeci drugi krak ﬁ

Pretpostavimo suprotno, tj. da sve okomice na jedan krak sijeku drugi krak.
(al) Odaberimo proizvoljnu tocku A na kraku OF i neka okomica u tocki A
na OK sijece OL u tocki B. Odaberimo tocku Ay tako da vrijedi (O-A-A;)
i OA = AA,. Neka okomica u totki 4; na O—Ié sijece ﬁ u tocki Bi. Sada
odredimo to¢ku A, tako da je (O-A;-As) i OA; = A; Asy. Sjeciste okomice u Ay

sa drugim krakom oznac¢imo s By. Nastavimo dalje istim postupkom.

B2 AL

]
o A A A
Teorem 3.4.3 - (al).

(a2) Znamo da vrijedi s(AOAB) < 2R. Stavimo
sS(AOAB)=2R —¢,0<e < 2R.
(a3) Vrijedi s(AOA,B,) < 2R — 2", n €N.
Racéunamo
s(AOA1By) = s(AOAB) + s(AAA1B) + s(ABA1By) — 4R.
Kako su AOAB = AAA;B (po S-K-S poucku), to je
s(AOAB) = s(AAA1B) = 2R —«.
Dakle,
$(AOA1B1) <2R—e¢+2R—€¢+2R—4R=2R — 2.
Nadalje,
S(AOA3Bs) = s(AOA1By) + s(AA1A2B1) + s(AB1AsBs) — 4R <
<2R—-2e+2R—-2c+2R—-4R=2R — 4e.
Nastavljanjem postupka dobivamo da je zaista s(AOA, B,) < 2R—2"¢ za svaki
n € N.
(a4) Primjenimo Arhimedov aksiom: postoji ng € N takav da je 2"°¢ > 2R.
Sada imamo
s(AOAp,Bp,) < 2R —2™¢ <0,
to je trazeno protuslovlje.
Dakle, nije istina da svaka okomica na krak OK sijece krak ﬁ, tj. postoji
okomica na krak O_I)( koja ne sijece krak ﬁ i neka je A tocka na O—I)( tocno s

tim svojstvom.
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(b) Egzistencija tocke C.

K

o] X YA
Slika 3.4.3 - (b).
(b1) Uocimo sada duzinu OA. Sve tocke duzine OA podijelimo u dvije klase
na slijedeé¢i nacin:
— —

K1 = {X : okomica na OK u tocki X sijece OL} U {O},

Ko = {Y : okomica na OK u tocki Y ne sijece (ﬁ/}
(b2) K; i K2 su neprazni skupovi, jer je O € K1, A € K.
(b3) Dokazimo da rastav udovoljava uvjete Dedekindovog aksioma, tj. da je
(O-X-Y) za bilo koje totke X € K1 1Y € Ks.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je (O-Y-X).

L

o) Y A X
Slika 3.4.3 - (b3).

Neka okomica u tocki X na krak OK sijeCe krak OL u tocki B. Primijenimo
Paschov aksiom na trokut AOX B i okomicu na O—I)( u tocki Y. Kako ta okomica
ne sijece krak O_li mora sje¢i duzinu X B u unutarnjoj tocki B’. No, tada bi
trokut AY X B’ imao dva prava kuta $to je nemoguée. Dakle, doista vrijedi
(O-X-Y).
(b4) Primjenom Dedekindovog aksioma postoji Dedekindova tocka C' takva da

(O-X-C)=Xek;i

(C-Y-A) =Y € K..
(c) Tvrdimo da je C € KCs.

O cCDh A
Slika 3.4.3 - (c).



3.4. FUNKCIJA LOBACEVSKOG 93

Kako je C € K; ili C € K43 dovoljno je dokazati C ¢ ;.

(c1) Pretpostavimo suprotno, tj. C € K;. Neka okomica u tocki C' na O—I>(
sijece OL u tocki C'.

(c2) Odaberimo tocku D’ na OL tako da vrijedi (O-C’-D").

(c3) Spustimo iz D’ okomicu na OK i neka je noziste tocka D.

(c4) Dobili smo da je (C-D-A) i D € K; i, po svojstvu tocke C, vrijedi D € Ko,
§to je traZeno protuslovlje. Dakle, C € /Cz.‘% .

(d) Tvrdimo da je okomica u to¢ki C' na OK paralelna sa OL.

Slika 3.4.3 - (d)

(d1) Buduéi da je C' € K3 ta okomica ne sijece OL.

(d2) Preostaje jos pokazati svojstvo da svaki unutarnji polupravac CS kuta

ZOCL sijece OL. Jedini netrivijalni slucaj je kada su tocke C'i S s iste strane

pravca OL.

(d3) Spustimo iz S okomicu na OK i neka je S’ noziste te okomice. Vrijedi

(O-5'-C). Naime kad bi bilo (O-C-S"), onda bi u trokutu ASCS’ suma kuteva

bila veta od 2R.

(d4) Kako je (0-S’-C) imamo da je S’ € Ky pa ta okomica sijece OL u nekoj

tocki S”'.

(d5) Primjenimo Pacshov aksiom na trokut AOS’S” i CS: CS sijeGe stranicu

S7S" 1 unutarnjoj tocki pa mora sjeéi i stranicu OS”.

Dakle, SC sijete OS” u unutragnjoj tocki C’.

Ovim smo pokazali da je CL I OL. Dakle, 7(OC) = w. |
L

Inverznu funkciju funkcije Lobacevskog oznatavamo sa
7 1=A:(0,R) — R".
Neka se pravci p i ¢ sijeku u tocki S i neka je Z(p, q¢) < R. Ortogonalna projekcija

pravca ¢ na pravac p interval duljine 2A(«).

q

S /o
AN Alo) P

p

K'

Ortogonalna projekcija pravca.
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TEOREM 3.4.4 Funkcija Lobatevskog m : RY — (0, R) je monotono pada-

juta, neprekidna funkcija za koju vrijedi llim m(l)=01 llir%ﬂ (I) = R.
DOKAZ. (a) Neka je I3 < I, tj. NT1 < NT;. Pokazimo da je m (I1) > 7 (l2).

Ts p
T, W

Teorem 3.4.4.

Promotrimo jednokrajnik 7571 K. Tada je ZNT\K = 7 (l;) = w; vanjski kut
jednokrajnika T»T1 K pa je, po Teoremu 3.3.3, ZNT\K = 7 (l1) > LW T2 K =
7 (I3) = we. Dakle, 7 je monotono padajuca bijekcija pa je i neprekidna.

(b) Dokazimo da je llirgow (l)=o.

Pretpostavimo suprotno, tj. llir& 7 (1) = e > 0. Odaberimo proizvoljni w takav
da je 0 < w < . Buduéi je funkcija m bijekcija, postoji I € (0, 00) takav da je
7 (l) =w < € - §to je u protuslovlju sa llirgow (1) = e. Dakle, llirgow (1) =0.

(c) Dokazimo da je llir%w (I) = R.

Promotrimo niz Iy > lp > -+ > I, > --- za koji je lim (In) = 0. Prema
prethodnom je 7 (1) < 7w (l2) < -+ < w(l,) < ---. Dakle, to je uzlazni niz i

omeden odozgo sa R pa postoji zhi%w (I) < R. Dokazimo da je }iilg)w(l) = R.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je llgr(l)w (1) = ¢ < R. Tada postoji w takav da je
¢ < w < R. Zbog surjektivnosti funkcije = postoji [ > 0 takav da je 7 (I) = w.
No, onda je nllngow(ln) = ¢ < w = 7(l) pa imamo da je 0 < I < [, za svaki

n € N, sto je protuslovlje sa pretpostavkom lim (I,,) = 0. ]
n—oo

TEOREM 3.4.5 Za svaki kut a < 2R postoji jednoznacéno odreden pravac
koji je paralelan s krakovima tog kuta prema njihovim krajevima, tj. postoji

dvokragnik.

DOKAZ. Neka je ZKOK' = a. Kako je « < 2R to je § =w < R.
0]

K' K

N

L

Teorem 3.4.5.
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Neka je I € (0,00) takav da vrijedi 7 (I) = w. Na simetrali OL kuta ZKOK’
odredimo to¢ku N tako da je ON = [. U tocki N dignimo okomicu na (ﬁi
Time smo dobili trazeni dvokrajnik KOK'. ]

Neposredna posljedica prethodnog teorema je:

TEOREM 3.4.6 Postoji trokrajnik.

Na koncu ovoga odjeljka navedimo (bez dokaza) konstrukciju paralela, odnosno

_ —>
kostrukciju kuta paralelnosti w za danu duzinu TN = [. Neka je p = KK’
okomica na ﬁ u tocki N i a okomica na ﬁ\f u tocki T. Odaberimo bilo koju

tocku D 3€ a i iz nje spustimo okomicu b na pravac p te noziste oznac¢imo sa C.

Konstrukcija paralele.

Neka je k kruznica sa sredistem u 7" radijusa NC te neka su P; i Ps sjecista te

< >
kruznice i pravca b. Pravci TPy i TPy su trazene paralele.

3.5 DVOPRAVOKUTNI CETVEROKUTI

DEFINICIJA 3.5.1 Cetverokut sa dva susjedna prava kuta naziva se dvo-

pravokutnim &etverokutom.

Dvopravokutnom ¢etverokutu ABCD za kojega vrijedi /A = /D = R stranicu
AD nazivamo donjom bazom, stranice AB i DC krakovima, a stranicu BC
gornjom bazom.

Primjeri dvopravokutnika su Saccherijev ¢etverokut i Lambertov ¢etverokut.

Saccherijev ¢etverokut.
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Saccherijev ¢etverokut je dvopravokutnik kojemu su krakovi kongruentni. Pokazali

smo da vrijedi:
e U Saccherijevom cetverokutu je /B = £C.
Pokazimo da vrijedi i obrat:
o Duvopravokutni cetverokut je Saccherijev, ako su mu nepravi kutovi kon-

gruentni.
Neka je dan dvopravokutni ¢etverokut ABCD kojemu su nepravi kutovi kon-

gruentni ZB = ZC i dokazimo da je tada BA = CD.

U suprotnom, ako je AB > CD tada prenosenjem manje duZine na veéu
dolazimo do totke B’ tako vrijedi B'’A = CD i (A-B’-B). Sada je B’ADC
Sacherijev ¢etverokut pa vrijedi ZAB'C = £ZDCB’. Zbog (A-B’-B) imamo
/DCB' < /DCB = ZABC.

BI

A D

Dobili smo da je u trokutu ABB’C vanjski kut ZAB’C manji od nesusjednog
unutarnjeg kuta Z/BB'C (= ZABC), a to je nemoguce.
Nadalje, istaknimo i tvrdnju koju ¢emo cesto koristiti:

o U Saccherijevom cetverokutu je spojnica polovista baza ujedno i simetrala

baza.

DEFINICIJA 3.5.2 Kazemo da su dva dvopravokutna cetverokuta kongru-

entna ako su im u parovima kongruentni sve Cetiri stranice i oba kuta.

Umjesto "u parovima kongruentne stranice (kutovi)" uobi¢ajilo se "podudarne

stranice (kutovi)".

TEOREM 3.5.3 Duva su dvopravokutna cetverokuta kongruentna ako se podu-

daraju u jednoj bazi i oba kraka.

DOKAZ. (A) Neka su ABCD i A’B’'C'D’ dvopravokutni ¢etverokuta takva
da su im krakovi kongruentni, AB = A’B’ i CD = C"D’ te neka se podudaraju
u donjoj bazi AD = A’D’. Treba dokazati da vrijedi ZB = £ZB’.
B B:
C C

A D A ‘D
Teorem 3.5.3 (A).
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(1) Trokuti AABC i AA’B’C’ su kongruentni (po S-K-S poucku) pa je BD =
B'D'i /ADB = /A'D'B'.

(2) Sada imamo /BDC = R— ZADB = R— LA'D'B' = /B'D'C’ pa su
trokuti ABDC i AB'D'C’ kongruentni (po S-K-S poucku). Slijedi DC =
D'C", BC=BD i /C = /C".

(3) Buduéi je ZABD = ZA'B'D' i ZDBC = /D'B'C" slijedi /B = /B

(B) Neka se dvopravokutni ¢etverokuti ABCD i A’B'C’'D’ poduraju u gornjoj
bazi. Dokazimo da su tada kongruentne donje baze pa tvrdnja slijedi kao i u
prethodnom slucaju.

Pretpostavimo suprotno, recimo AD > A’D’.

D|

Slika 3.5.3 (B).

(1) Prenosenjem manje duzine na veéu dolazimo do totke D".

(2) U tocki D" dignimo okomicu i na nju nanesimo C’D’. Dolazimo do tocke
C" za koju vrijedi D"C" = C'D’ = DC.

(3) Po prethodnom sluéaju je ABC"” D" = A’B'C'D' pa je BC" = B'C' = BC.
(4) Primjetimo da vrijedi (A-D”-D) i da su C' i C” s iste strane pravca AB.
(5) Tocke B, C'i C" nisu kolinearne pa ¢ine trokut koji je jednakokracan. Slijedi

da i simetrala baze prolazi vthom B.

(6) Sada je C" D" DC Saccherijev i simetrala donje baze je ujedno i simetrala
gornje baze pa mora prolaziti vthom B jednakokra¢nog trokuta ABC”C.

(7) Dobili smo protuslovlje - imamo dvije razli¢ite okomice kroz tocku B na
AD (to su AB i okomica kroz poloviste duzine D" D).

Dakle, mora biti AD = A’D’. [

NAPOMENA 3.5.4 Dvopravokutni ¢etverokuti koji se poduraju u obje baze

i jednom kraku ne moraju biti kongruentni.

Napomena 3.5.4
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Naime, ako u Lambertovom ¢etverokutu ABC'D nanesemo u C' duzinu manju
od CD dolazimo to¢aka C; i Cs i do dva dvopravokutna éetverokuta ABC:D i
ABC5D koja nisu kongruentna.

TEOREM 3.5.5 Duva su dvopravokutna ¢etverokuta kongruentna ako se podu-

daraju u jednom kutu, donjoj bazi i jednom kraku.

DOKAZ. (A) Neka su ABCD i A’B'C’D' dvopravokutni ¢etverokuti takvi da
vrijedi /B = /B', AB=A'B"i AD = A'D'.

N

DA'

Teorem 3.5.5 (

(1) Trokuti AABD i AA’B’D’ su kongruentni (S-K-S poucak) pa je BD =
B'D', /ABD = /A'B'D' i /ADB = /A'D'B.

(2) Slijedidaje /ZBDC = /B'D'C"i /DBC = /D' B’'C’ pasuitrokuti ABDC
i AB'D'C’ kongruentni (S-K-S poucak).

(8) Iz kongruentnosti trokuta slijedi DC' = D’C” pa su dvopravokutnici ABC'D
i A'B'C'D’ kongruentni po Teoremu 3.5.3.

(B) Neka su ABCD i A'B'C'D’ dvopravokutni Getverokuti takvi da vrijedi
/B=/B',CD=C'D'i AD=A'D".

1L

DA'

Teorem 3.5.5 (

(1) Sada su trokuti AADC i AA'D'C’ kongruentni (S-K-S poucak) pa je
AC = A'C', LCAD = LC'A'D' i ZADC = LA'D'B'.

(2) Slijedi da je ZBAC = ZB'A’C’ pa su trokuti ABAC i AB’A’C’ kongru-
entni (K-K-S poucak).

(3) Dakle, AB = A’B’ i po prethodnom slu¢aju su ABCD i A’B'C'D’ kongru-

entni. [ ]

TEOREM 3.5.6 Dva su dvopravokutna cetverokuta kongruentna ako se podu-

daraju u gornjoj bazi, jednom kutu ¢ kraku uz njega.
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DOKAZ. Neka su ABCD i A’B’'C’ D’ dvopravokutni ¢etverokuti takvi da vri-
jedi /B= /B, AB=A'B i BC = B'C".

B B!

A D A D'

Teorem 3.5.6.

(1) Sada su trokuti AACB i AA’C’ B’ kongruentni (S-K-S poucak) pa je AC =
AC.

(2) Slijedi da su trokuti AADC i AA'D'C’ kongruentni, a odatle slijedi kon-
gruentnost donjih baza.

(3) Po Teoremu 3.5.5 su ABCD i A’B’C'D’ kongruentni dvopravokutni Getve-

rokuti. ]

TEOREM 3.5.7 Dva su dvopravokutna cetverokuta kongruentna ako se podu-

daraju u jednoj stranici ¢ oba kuta.

DOKAZ. Neka su ABCD i A’B’'C’D’ dvopravokutni ¢etverokuti takvi da vri-
jedi /B=/B'"i/C=2/C".

(A) Neka se u promatranim dvopravokutnim Getverokutima podudaraju donje
baze.

Dovoljno je dokazati AB = A’B’ (po Teoremu 3.5.5).

B,

Teorem 3.5.7 (A).

(1) Pretpostavimo suprotno i ako je AB > A’B’ prenoSenjem manje na veéu
dolazimo do tocke B” tako da vrijedi AB” = A'B’.

(2) Nanesimo kut /B = /B’ u vth B”.

(3) Drugi krak kuta /B" ne sijece BC.

(4) Ne sijece ni AD.

Naime, ako bi sjekao donju bazu u nekoj to¢ki E, tada prenosenjem duzine AE
na A’D’ dolazimo do tocke E”. Sada su trokuti AB”AE i AB' A’ E' kongruentni.
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Slijedi da je ZAB"E = LZA'B'E' = LA'B'C’, a to je protuslovlje s Aksiomom
(II11,).

(5) Paschov aksiom vrijedi i za etverokute (dokazite!) pa drugi krak mora sjeci
stranicu C'D u nekoj tocki C”.

(6) Dobili smo dvopravokutni ¢etverokut AB”C” D koji je po Teoremu 3.5.5
kongruentan dvopravokutnom éetverokutu A’B’'C’D’.

(7) Slijedi Z/C = /B"C"D = /C".

(8) Sada je s(BB"C"C) = 4R &to je nemoguée. Dakle, mora biti AB = A'B’.
(B) Neka se u promatranim dvopravokutnim ¢etverokutima podudaraju gornje
baze.

Dovoljno je dokazati AB = A’B’ (po Teoremu 3.5.5).

(1) Pretpostavimo suprotno i ako je AB > A’B’ prenogenjem manje na veéu
od B prema A dolazimo do tocke A” tako da vrijedi BA” = B’A’.

(2) U tocki A” dignimo okomicu na AB.

(3) Iz tocke C spustimo okomicu CD" na okomicu iz A” na AB (sa D" oznagcili
smo presjek tih okomica).

(4) Dobili smo dvopravokutni éetverokut BA” D”C' koji je, po Teoremu 3.5.6,
kongruentan ¢etverokutu A’B'C'D’.

(5) Slijedi da je ZBCD" = ZC" = ZBCD pa su tocke C, D" i D kolinearne.

B B!
C C'
A"
A D A D

Teorem 3.5.7 (B).

(6) Time smo dobili pravokutnik AA” D" D - $to je nemoguée (pravokutnik ne
postoji u hiperbolickoj geometriji).
(C) Neka se u promatranim dvopravokutnim ¢etverokutima podudaraju krakovi
AB=A'DB'.
Dovoljno je dokazati da se podudaraju gornje baze (po Teoremu 3.5.6).

B B

C"
C C'

A Dvl D Al D'

Teorem 3.5.7 (C).
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(1) U suprotnom ako je BC > B’C’ nanogenjem manje na ve¢u od B prema C
dolazimo do tocke C” za koju vrijedi BC” = B'C’.

(2) Spustimo okomicu iz C" na AB i noziste oznacimo sa D",

(3) Dobili smo dvopravokutni ¢etverokut ABC” D" koji je, po Teoremu 3.5.6,
kongruentan dvopravokutnom éetverokutu A’B’'C’D’.

(4) Slijedi da je ZBC"D" = £C" = £C.

(5) Sada je s(C""D"DS) = 4R, a to je nemoguée. Dakle, BC = B'C". [

TEOREM 3.5.8 Duva su dvopravokutna cetverokuta kongruentna ako se podu-

daraju u obje baze i jednom kutu.

DOKAZ. Neka su ABCD i A’B'C'D’ dvopravokutni ¢etverokuti takvi da je
AD=A'D', BC=B'C'i /B = /B

Dovoljno je dokazati da je CD = C"D’ (po Teoremu 3.5.5).

(1) Pretpostavimo suprotno, da je recimo CD > C’D’. Prenesimo duzinu D’C”
od D prema C. Dolazimo do tocke C" takve vrijedi D'C’" = DC".

(2) Iz tocaka C i C” spustimo okomice na AB i nozista oznacimo E i E".

(3) Bududi je (D-C"-C) to je i (A-E"-FE).

(4) Neka je B” tocka na AB takva da vrijedi ZC"B"A = /B’ = /B.

B B:
E" C C‘
E" C"

A : D A 1 D'

Teorem 3.5.8.

(5) Dvopravokutni ¢éetverokuti AB”C"”D i A’B'C'D’ su kongruentni (po Teo-
remu 3.5.5) pa je B"C"” = B'C' = BC.

(6) Sada su trokuti ABCE i AB"”C"E" kongruentni pa imamo CE = C"E".
('7) Dobili smo da je CEE"”C" Saccherijev ¢etverokut pa je ZCC"E" < R.
(8) Slijedi ZDC”E" > R &to je nemoguce jer bi imali s(E”ADC") > 4R.
Dakle, mora biti CD = C'D’. n

TEOREM 3.5.9 Dwva su dvopravokutna ¢etverokuta kongruentna ako se podu-

daraju u oba kraka i kutu nasuprot vecem od njih.

DOKAZ. Neka su ABCD i A’B'C'D’ dvopravokutni ¢etverokuti kojima je
AB=A'B'<CD=C'D'i /B= /B
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C c 03
B B'

A D'D A D'
Teorem 3.5.9.
Dovoljno je dokazati da vrijedi AD = A’D’.
(1) U suprotnom, ako je AD > A’D’, prenesimo manju na ve¢u od A prema D.
Dolazimo do tocke D" takve da je AD” = A’D’.
tocki ignimo okomicu na (—>D Ona mora sjeci gornju bazu.
2) U tocki D" d k A
(3) Na njoj odredimo tocku C” tako da vrijedi D”C" = D'C".
4) Po Teoremu 3.5.3 imamo ABC"D"” = A'B'C'D’ pa je ZABC" = /B’ =
J
/B =/ZABC.
1jedl da su B, 1 olinearne tocke. Buduci je (A-D"- mora bitl 1
5) Slijedi d B,C" i C koli ke. Buduéi je (A-D"-D biti i
(B-C"-C).
(6) Promotrimo sada ¢etverokut C” D" DC. On je Saccherijev ¢etverokut pa je
£ZD"C"C = £DCC" < R.
(7) Slijedi da je suplementarni kut £D"C"” B > R.
(8) Prenesimo duzinu AB na D”C” od D" prema C”. Dobivenu to¢ku ozna¢imo
sa F.

B,
A D" D
Teorem 3.5.9 - 1.

(9) Budut¢i je D"E < D"C" vrijedi (D"-E-C").

(10) Sada je AD"” E B Saccherijev ¢etverokut pa su kutovi uz gornju bazu siljasti:
dobivamo ZABE = /D"EB < R.

(11) Dobili smo da je trokutu ABEC” vanjski kut ZBED” < R manji od

unutarnjeg kuta Z/BC"” D" > R, §to je nemoguce.
Dakle, AD = A’D’ pa tvrdnja teorema slijedi po Teoremu 3.5.3. [

NAPOMENA 3.5.10 Pretpostavka da je kut nasuprot veceg kraka je bitna

$to pokazuje sljedeta konstrukcija.

Neka je C1D1D>C5 Saccherijev ¢etverokut.
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B Cs C.
BI
A Dy D,

Napomena 3.5.10.

(1) Neka je A vanjska tocka segmenta, tj. (A-Di-Ds).

(2) U tocki A dignimo okomicu na (Dl—DQ) i sjeciste te okomice sa m ozna¢imo
sa B.

(3) Prenesimo C1D; = C3D3 od A prema B - dolazimo do tocke B'.

(4) Tvrdimo da vrijedi (A-B’-B).

U Saccherijevom ¢etverokutu C1 D1 D2C5 je £D1C1Cs < R paje sukut £BC1 D >
R. Nadalje, u Saccherijevom ¢etverokutu B’AD1C1 je /B'C1D; < R < Z/BC1D;
paje C1D; = B’A’ < BA i zaista vrijedi (A-B'-B).

(4) Sada su BAD,C; i BAD2Cy dvopravokutni ¢etverokuti koji se podudaraju

u oba kraka i kutu nasuprot manjem od njih i nisu kongruentni.

TEOREM 3.5.11 Dva su dvopravokutna Cetverokuta kongruentna ako se po-

dudaraju u gornjoj bazi, jednom kraku i kutu nasuprot njega.

DOKAZ. Neka su ABCD i A’B'C’'D’ dvopravokutni ¢etverokuti kojima su
BC = B'C'", CD = C'D'i /B = /B’'. Uz stranicu CD konstruiramo s
druge strane dvopravokutan éetverokut C'DA” B” kongruentan dvopravokut-
nom ¢etverokutu B’A’D'C’. Dakle, vrijedi B’C = B'C’ = CB i posebno je
/B" = /B = /B.

Moze se dogoditi:

(A) Tocke B, C'i B” su kolinearne.

B Bu B'
C Cl

A 5 AN D'

Teorem 3.5.11.

Tada je ZABB"” = Z/A”"B"C pa je BAA"” B” Saccherijev ¢etverokut i dalje vri-
jedi BA= B"A" = B'A’. Sada su BADC i B’ A’D'C’ kongruentni po Teoremu
3.5.3.

(B) Tocke B, C'i B” nisu kolinearne.
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Tada je trokut BC'B” jednakokracan pa su kutovi uz bazu kongruentni Z/CBB" =
ZCB"B. Slijedi da je onda (dodavanjem /B"” = /B) i Z/ABB" = Z/A"B"B.
Dakle, ¢etverokut BAA” B" je Saccherijev pa je BA = B"A” = B'A’. Sada su
BADC i B’A’D'C" kongruentni (po Teoremu 3.5.3). |

3.6 MEDUSOBNI ODNOSI DVAJU PRAVACA
U RAVNINI

TEOREM 3.6.1 Udaljenost tocaka jedne od dviju paralela monotono opada u

smjeru zajednickog kraja.

DOKAZ. Neka je p || ¢ i neka su T1,T5 tocke na pravcu ¢ takve da vrijedi
K

(T1-Tr-K).

Treba dokazati da je Ty N7 > T5Ns.

Teorem 3.6.1.

(1) Neka je P poloviste duzine Ny No.

(2) U tocki P dignimo okomicu na p.

(3) Ta okomica po Paschovom aksiomu za jednokrajnike mora presjeéi ¢ i neka
je to tocka Q. Vrijedi (T1-Q-T3).

(4) Tockom @ povucimo paralelu sa p, ali prema kraju K'.

(5) Primjenom Teorema 3.3.2 (Pashovog aksioma) na jednokrajnik T3 N1 K i
pravac (Q—K7 dolazimo do unutarnje tocke 77 duzine 7<“1—Nl>

(6) Po Teoremu 3.5.5 su dvopravokutnici Ty N1 PQ i PQN>T5 kongruentni pa
imamo da je NTy = N1 < N1T1, a to se i tvrdilo. n

TEOREM 3.6.2 Ako jep || ¢ il > 0 dana duZina, tada na pravcu q postoji
K

jedinstvena tocka T koja je od pravca p udaljena za l.

DOKAZ. Dovoljno je dokazati egzistenciju tocke T jer iz monotonosti dokazane

u Teoremu 3.6.1 slijedi njena jedinstvenost.
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N, ]P N,

Teorem 3.6.2 (A).

Odaberimo proizvoljnu tocku 7T} na ¢ i spustimo okomicu na p s nozistem Nj.
Zbog pravila trihotomije vrijedi jedno od TYN; =1, TyN; < 1 i TyN; > 1. U
prvom slucaju dokaz je gotov. Zato razmotrimo dva netrivijalna slucaja.

(A) Neka je T1 Ny > 1.

(1) Odredimo tocku T} tako da vrijedi (Ny-T,-T1) i NyTy = L.

(2) Tockom T, povucemo paralelu iz p prema kraju K'.

(3) Primom Paschov& aksioma za jednokrajnik N1T3 K zaklju¢ujemo da
pravac T} K’ mora sje¢i T1 K u nekoj tocki @, (T1-Q-K).

(4) Iz @ spustimo okomicu na p i noziste ozna¢imo sa P.

(5) Odredimo tocku Ny tako da vrijedi Ny P = PNy i (N1-P-Na).

(6) Podignimo okomicu u p u totki Ny. Ta okomica po Paschovom aksiomu
mora sjei pravac g u tocki Ts.

(7) Dobili smo da je PQT, Ny = PQT5 N, (po Teoremu 3.5.5) pa je onda Ty Ny =
m =1

(B) Neka je sada T1 N7 < L.

N, Pl N,
Teorem 3.6.2 (B).

(1) Odredimo tocku T} tako da je (Ny-Ty-T}) i N1} = L.

(2) Povucimo tockom T} paralelu s p ili prema kraju K’

(3) Po_Pa)schovom aksiomu za jednokrajnik Tll N1 K’ i pravac ¢ slijedi da ¢ mora
sjeéi T} K’ u tocki Q.

(4) Odredimo tocku Ty tako da je QT; = QT% i (To-Q-T1).

(5) Spustimo iz @ i T okomice na p i nozista ozna¢imo P i No.

(6) Sada su dvopravokutni ¢etverokuti ToNo PQ i PNlTllQ kongruentni pa je
ToNo = Ni T, = 1. n
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TEOREM 3.6.3 Svaka dva razilazna pravca imaju totno jednu zajednicku oko-

micu.

DOKAZ. Jedinstvenost zajednicke okomice je posljedica ¢injenice da u hiper-
bolickoj geometriji nema pravokutnika koji bi postojao u sluc¢aju egzistencije

dviju zajednickih okomica.

Teorem 3.6.3.

> >
Neka su p= LL' i ¢ = KK’ razilazni pravci.
aberimo proizvoljne tocke 1" 1 na q. Iz tih tocaka spustimo okomice
1) Odaberi izvolj ke T1iT’ Iz tih ka i komi
na p i nozista oznac¢imo N i N'.
(2) Ako je TN =T’N’ onda je NN'TT’' Sacherijev ¢etverokut pa je simetrala
duzine NN’ trazena zajednicka okomica. Zato pretpostavimo da vrijedi TN
>T'N'.
(3) Neka je T" tocka za koju vrijedi (N-T"-T) i NT” = N'T".
(4) Uoc¢imo kut ZN'T'L i prenesimo ga: dolazimo do kongruentnog kuta
INT"M = ZN'T'L.
>
(5) Povucimo totkom N paralelu sa T"” M prema kraju M. Povucimo paralelu
>
totkom N’ sa T'L prema kraju L.
(6) Time smo dobili jednokrajnike NT"M i N'T'L i vrijedi NT"M = N'T'L.
Dakle i ZT"NM = /T'N'L, a onda su kongruentni i kutovi /LN'K i /M NK.
ovucimo totkom N paralelu sa g prema kraju L. Prema Teoremu 3.3.
7) P i kom N lel kraju L. P T 3.3.3
primjenjenom na jednokrajnik NN’L dobivamo /LN'K > /LNK, a onda je i
/MNK > /ZLNK.
(8) Dakle, NM je unutarnji polupravac kuta ZTNL pa NM sije¢e ¢ u tocki
S.
> —
(9) Uoctimo ANTS i polupravac T”M. Prema Paschovom aksiomu 7" M
sijete T'S u unutrasnjoj tocki, ozna¢imo je sa Q. Spustimo iz () okomicu na p i
nozistem oznacimo sa P.
(10) Neka je @' tocka na ¢ sa svojstvom da je (T-1'-Q") T'Q = T"Q, a P’

noziste okomice iz Q' na p.
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(11) Dvopravokutnici NT”QP i N'T'Q' P’ su kongruentni pa je QP = Q'P’.
Dakle, pokazali smo da je PP'Q'Q Saccherijev ¢etverokut pa je simetrala baze

PP’ trazena zajednicka okomica. [

NAPOMENA 3.6.4 Neka su p i q razilazni pravci i neka zajednicka normala
sijece piqutotkama P i@ redom. Neka je d = |PQ|. Tocka @ je najbliza pravcu
p, ako se tocka T pravca g giba prema kraju L (odnosno L') tada udaljenost te

tocke od pravca p monotono raste.

Napomena 3.6.4.

Ortogonalna projekcija pravca ¢ na pravac p je interval 2d’ = 2A(R — w(d)) s

polovistem u tocki P zajednicke okomice.

TEOREM 3.6.5 Srednjica trokuta je razilazna s trecom stranicom, a mjihova

zajednicka okomica je simetrala trece stranice.

DOKAZ. Neka je DE srednjica trokuta AABC.

Iz vrhova trokuta spustimo okomice na pravac DE i nozista oznagimo redom
A, BiC.

Iz AAA'D = ACC'D slijedi da je AA’ = CC'. Iz ACC'E = ABB'FE slijedi
da je CC’" = BB'. Dobivamo da je AA’ = CC’ pa je ABB'A’ Saccherijev

cetverokut.

C
A ! E B'
c T
!
O
A ! B
Teorem 3.6.5.

U Saccherijevom ¢etverokutu je simetrala donje baze ujedno i simetrala gornje
baze, dakle zajednicka okomica srednjice i trete stranice jest simetrala trece

stranice. [ ]
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TEOREM 3.6.6 Ako su A, B i C tri tocke jednog praveca a P totka van tog

pravea tada polovista duzina PA, PB i PC nisu kolinearne totke.

DOKAZ. Neka su D, E i F polovista duzina PA, PB i PC. Treba dokazati

da D, F i F nisu kolinearne tocke.

Teorem 3.6.6.

Pretpostavimo suprotno, tj. da su tocke D, E i F kolinearne. Primjenom
prethodnog teorema na trokute AABP i ABCP imamo zajednicke okomice
ST i UV. Prva je simetrala od AB, a druga simetrala od BC. Buduéi su te
okomice razliiti pravci dobili smo pravokutnik STV U, a time i protuslovlje (u
hiperbolickoj geometriji pravokutnici ne postoje). ]
U hiperboli¢koj geometriji postoje "kona¢ne totke" (oznaka T), to su tocke
koje su sjecista pravaca, "beskonacéne tocke" (oznaka K), to je kraj paralelnih

pravaca, i "idealne tocke" (oznaka I) €iji je predstavnik zajednicka okomica

dvaju razilaznih pravaca.

konacna .
T.» beskonacna
tocka K totka

1
idealna totka I |
)
|
1

zajednicka okomica

"Tocke" u hiperbolickoj geometriji.

Vet smo naveli "poopcenja" trokuta:
e jednokrajnik (oznaka TTK),
o dvokrajnik (oznaka TKK),
e trokrajnik (oznaka K KK),
i u tom smislu moguéa su i sljede¢a "poopcenja"
e TTI - dvopravokutnik,
e T1II - ¢etveropravokutnik,
e [I] - gesteropravolutnik,
e KKI - dvostruko asimptotski dvopravokutnik,

o KII - asimptotski ¢etveropravokutnik i
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e T KT - jednostruko asimptotski dvopravokutnik.

TTI - dvopravokutnik TII - Cetveropravokutnik

O )

-

Il - Sesteropravokutnik KKI - dvostruko asimptotski
dvopravokutnik

e

KII - asimptotski TKI - jednostruko asimptotski
Cetveropravokutnik dvopravokutnik

3.7 POINCAREOV MODEL HIPERBOLICKE
GEOMETRIJE

3.7.1 Opis modela i aksiomi (I), (1), (IV)

Da bismo dokazali neproturjeé¢nost hiperbolicke geometrije, potrebno je navesti
neki njen model.
Pretpostavljajuci, da je euklidska planimetrija neproturje¢na, dokazat ¢emo ne-
proturjec¢nost hiperboli¢ne planimetrije, navode¢i njen Poincareov model.
U tom modelu hiperbolicke ravnine, za osnovne objekte, tocke i pravce uzimamo:
e tocke su sve tocke jedne euklidske poluravnine (bez ruba, to je grani¢ni
pravac i ozna¢imo ga sa ),
e pravci su sve polukruznice u toj poluravnini okomite na grani¢ni pravac
(sredista su im na pravcu z) i svi polupravci te poluravnine okomiti na
njezin graniéni pravac. I polukruznice i polupravce kraée ¢emo nazivati

h-pravci
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Tocke i pravci.

Incidenciju interpretiramo u euklidskom smislu: A >¢ p ako tocka A lezi na
polukruznici (polupravecu) p. Nije tesko provjeriti da su svi planimetrijski ak-
siomi incidencije ispunjeni.

I ispunjenost druge grupe aksioma, aksiomi poredka (II) provjerava se sred-

stvima euklidske geometrije.

>
ai‘

Relacija poredka.

Reéi ¢emo da na h-pravcu p (polukruznica) vrijedi poredak (A-B-C) ako vrijedi
(A’-B'-C"), gdje su A’, B’ i C’ ortogonalne projekcije totaka A, B i C na
grani¢ni pravac xz. Ako su totke A, B i C' na h-pravcu (polupravcu p) onda
je (A-B-C) poredak u euklidskom smislu. Nije tesko provjeriti da su aksiomi

poredka ispunjeni. Na narednoj slici dana je interpretacija Paschovog aksioma.

Paschov aksiom.

Ocito je da Dedekindov aksiom neprekidnosti vrijedi za h-duzinu.
Za interpretaciju aksioma kongruencije koristiti ¢emo preslikavanje - inverziju u

odnosu na kruznicu.

3.7.2 Inverzija

Duljinu duzine AB oznacavati ¢emo sa |AB]

DEFINICIJA 3.7.1 Neka je o euklidska ravnina @ k(O,7) C a kruZnica.
Preslikavanje f koje svakoj tocki M ravnine, razlicitoj od O, priduiuje tocku
f(M) =M’ te ravnine tako da vrijedi:
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(a) totke O, M i M’ su kolinearne,
(b) totke M i M’ su s iste strane od O i
(c) [OM]-|OM'| =72,

nazivamo inverzijom (simetrijom) u odnosu na kruznicu k.

Tocku O nazivamo pol inverzije, kruznicu k(O,r) ¢emo oznacavati sa k i
nazivamo je kruznica inverzije, a polumjer r nazivamo radijus inverzije.
Dodamo 1i skupu tocaka i "beskona¢no daleku to¢ku" oo (kojom prolaze svi
euklidski pravci) tada uzimamo da se pol O preslikava u tocku co. Napomenimo
da i osnu simetriju smatramo inverzijom obzirom na os te simetrije ("kruznicu s

beskona¢nim radijusom"). Nju éemo nazivati inverzija u odnosu na pravac.

N

Konstrukcija pridruzene tocke.

Neka je k = k(O,r) kruznica inverzije i M bilo koja tocka. Oznacimo sa N
diraliste tangente iz totke M na kruznicu inverzije k. Ozna¢imo sa M’ noziste
okomice iz N na pravac OM . Tocka M’ je invrzna slika tocke M. Uvjeti (a) i (b)
su ispunjeni pa ostaje provjeriti uvjet (c). Zaista, buduéu su AOMN i AONM’
sliéni trokuti imamo |OM]| : [NO| = |[NO| : |OM’| i dalje |OM| - |OM'| = r?.

NAPOMENA 3.7.2

(A) Ako ravninu a smatramo Gaussovom kompleksnom ravninom, s pravokut-
nim koordinatnim sustavom s ishodistem u O, tj. totkama M i M’ € «
pridruzimo kompleksne brojeve z = (z,y) i 2/ = (¢, %3’), onda je inverzija dana

formulom
! r2
zZ = —.
Z

Ako se radi o inverziji u odnosu na kruznicu |z — a|] = r, onda zamjenjujuéi 2,
z redom sa 2z’ — a, z — a iz prethodne formule dobijamo

, az+f 5
==~ ,0 € C.
z 72 + 6 k) a’ 55 f‘}/
Ova formula obuhvac¢a i inverziju u odnosu na pravac, koja je dana formulom

z' = e ?%Z+ const.

Zapis inverzije kao preslikavanja kompleksne ravnine omogucava jednostavnije

izucavanje svojstava takvih preslikavanja.
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(B) Inverzija je involutorno preslikavanje, tj. ako je f inverzija tada je fo f = id
(identiteta), i sve toc¢ke kruznice inverzije k su fiksne.

(C) Inverzija nutrinu kruznice inverzije preslikava na njegovu vanjstinu i obratno,
vanjsinu na nutrinu.

(D) Inverzija kruznicu, koja ne sadzi O, preslikava na kruznicu.

2 2
Zaista, iz 2/ = T |z| = a slijedi |2/| = !
z

(E) Kompozicija parnog broja inverzija dana je formulom

, _az+f3
vz 446
a kompozicija neparnog broja inverzija formulom
, az+pf
Z = .
YZ+ 46
(F) Komporicija parnog broja inverzija, koja ima tri fiksne tocke, je identiteta.
Zaista,
az+ 9
= = o — —B=0
2= L a4 (- a)z =B =0,

a buduéi da ova jednadzba ima tri razli¢ita rjesenja, mora biti v =0, 6 = a # 0

if=0pajez =z

(G) Komporzicija neparnog broja inverzija, koja ima tri fiksne tocke, je inverzija

u odnosu na kruznicu odredenu tim to¢kama.

Zaista, neka je f takva kompozicija neparnog broja inverzija, koja ima tri fiksne

tocke i g inverzija u odnosu na kruznicu odredenu tim tockama. Tada je g o

f kompozicija parnog broja inverzija koja ima tri fiksne tocke pa je, prema

prethodnoj tvrdnji, g o f = id (identiteta). Iz
gof=id=go(gof)=goid=
(goglof=g=idof=g=f=gy,

dakle f je inverzija.

(H) Inverzija, a time i komporzicija inverzija, ¢uva kutove (ne i njihovu or-

jentaciju), jer je to analiticka funkcija.

(I) Skup svih inverzija ravnine u odnosu na kompoziciju praslikavanja ¢ini grupu,
oznacavat ¢emo je sa G.
Navedimo neka osnovna svojstva inverzije:

TEOREM 3.7.3 Pravac koji prolazi polom inverzije O preslikava se na samog
sebe (bez tocke O).

DOKAZ. Tvrdnja slijedi iz definicije inverzije. [
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TEOREM 3.7.4 Pravac koji ne prolazi polom inverzije O preslikava se na
kruznicu koja sadrzi O (bez O). Vrijedi i obrnuto: kruznica kroz pol O (bez O)

preslikava se na pravac (koji ne sadrzi O).

DOKAZ. Neka k = k(O, r) kruznica inverzije i neka je p pravac koji ne prolazi
polom O. Iz O spustimo okomicu na pravac p i noziste oznac¢imo sa M. Neka je
N bilo koja tocka pravca p i neka je N’ njezina inverzna slika.

Vrijedi |[OM| - |OM’| = |ON|-|ON’| =r?i|OM|-|OM’'| = |ON|-|ON'| = r?
paje |OM|:|ON|=|ON'|: |OM’].

Teorem 3.7.4.

Iz propocionalnosti stranica slijedi da su trokuti AOMN i AON’M’ sliéni pa
je ZOMN = ZON'M’ = R. To znaéi da tocka N’ lezi na kruznici kojoj je OM’

promjer. Time smo dokazali da je slika p’ kruZnica. [

TEOREM 3.7.5 Svaka kruznica, ortogonalna na kruinicu inverzije, je fik-
sna kruinica (kao figura). I obrnuto: svaka fiksna kruinica je ortogonalna na

kruznicu inverzije.

DOKAZ. Neka je ¢ bilo koja kruznica okomita na kruznicu inverzije k = k(O, r)
te neka je N sjeciste kruznica k i ¢ a M bilo koja to¢ka kruznice c. Ozna¢imo
sa M’ drugu presje¢nu to¢ku kruznice c i pravca m .

Potencija tocke O obzirom na kruznicu ¢ daje |ON|* = |OM]|-|OM’|, odnosno
|OM| - |OM'| = r2. Slijedi da je M’ slika od M i buduéi je M bila proizvoljna

tocka kruZnice c zaista je ¢’ = c.

Teorem 3.7.5.
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Neka je sada kruznica c fiksna, tj. ¢ = ¢/. Neka je S srediste kruznice c. Pravac
(?S' sije¢e kruznicu ¢ u paru pridruzenih tocaka T i T', a presjetna totka N
preslikava u samu sebe. Dakle vrijedi

|OT|-|0T'"| =r%i |ON|-|ON| = r?
pa imamo |OT| : [ON| = |ON| : |OT"|. Slijedi da su trokuti AOTN i AONT’
slicni pa je ZOTN = ZONT'. Buduéi je trokut ASNT jednakokracan to je
/STN = /ZSNT i ZT'NT = R. Slijedi da je ZONS = R. Time je dokazano da

su kruznice k 1 ¢ okomite. [ ]

TEOREM 3.7.6 Ako su M i M’ pridrusene totke inverzije, onda je svaka

kruznica, koja prolazi tim tockama ortogonalna na kruznicu inverzije.
DOKAZ. Dokaz slijedi po prethodnom teoremu. ]

TEOREM 3.7.7 Postoji inverzija koja preslikava dani pravac © danu kruznicu

jedno na drugo.

DOKAZ. Neka su dani pravac p i kruznica k sa sredistem S. Navest ¢emo
postupak iz kojega je lako utvrditi ispravnost konstrukcije.
(A) Neka se pravac p i kruznica k sijeku u tockama M i N. Odredimo inverziju

koja p preslikava na k.

q

ﬁ
-

Teorem 3.7.7 -(A).

(1) Oznagimo sa ¢ pravac koji prolazi sredistem S kruznice k i okomit je na
pravac p.

(2) Kao srediste O trazene inverzije uzmimo jedno od sjecista O i O’ pravca ¢
s kruznicom k.

(3) Kruznica inverzije ¢ (ili ¢) je kruznica koja ima srediste u O (ili O’) i prolazi
tockama M i N.

(B) Neka se pravac p i kruznica ¢ ne sijeku. Odredimo inverziju koja p preslikava

na c.
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Teorem 3.7.7 -(B).

(1) Neka je q okomica iz sredigta S kruznice ¢ na pravac p i ozna¢imo noziste te
okomice sa P.

(2) Neka je n kruznica sa sredistem u P koja okomito sijec¢e kruznicu c.

(3) Srediste O kruznice inverzije je ono sjeciste pravca ¢ i kruznice ¢ koje je
izvan kruznice n.

(4) Kruznica inverzije je kruznica k (sa sredistem u O) koja je ortogonalna na

kruznicu n. [
TEOREM 3.7.8 Postoji inverzija koja dvije kruznice preslikava jednu na drugu.

DOKAZ. (A) Neka se kruznice ¢; i ¢z ne sijeku i leze jedna izvan druge.

Teorem 3.7.8 - (A).

Oznacimo sa Si 1 99 sredista tih kruznica.

(1) Odredimo kruznicu n koja ortogonalno sijece kruznice ¢; i ¢a. Srediste takve
kruznice nalazi se u sjecistu pravca m i potencijale ¢ tih dviju kruznica.

(2) Inverzija koja preslikava kruznice ¢; i co uzajamno preslikava kruznicu n na
samu sebe.

(3) Trazena kruznica inverzije je kruznica kojoj je srediste O srediste homotetije

kruznica c1 i ¢ i okomita je na kruznicu n.
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(B) Neka se kruznice ¢ i ¢ sijeku u tockama M i N. Neka su S7 i Sy sredista

tih kruznica

Teorem 3.7.8 - (B).
(1) Odredmo potencijalu p kruznica ¢; i co. Potencijala je pravac koji prolazi

tockama M i N.

2) Srediste kruznice inverzije k je srediste homotetije O kruznica ¢; i cs.

(
<
(3) Oznacimo sa P sjeciSte potencijale p i pravca S1.5s.
(4) Radijus kruznice inverzije k je PO.

(

C) Jedna kruznica lezi unutar druge.

Teorem 3.7.8 - (C).

Konstrukcija se provodi analogno prethodnim.

(1) Odredimo kruznicu n koja ortogonalno sijece kruznice ¢ i co. Srediste takve
kruznice nalazi se u sjecistu pravca m i potencijale p tih dviju kruznica.

(2) Inverzija koja preslikava kruznice ¢; i ¢z uzajamno preslikava kruznicu n na

samu sebe.

(3) Kruznica inverzije je kruznica kojoj je srediste O srediste homotetije kruznica

c1 1 ¢ 1 okomita je na kruznicu n. [ |
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3.7.3 Aksiomi (II1), (IV)1i (V)

Neka je G grupa generirana svim inverzijama u odnosu na (polu)kruznice i

(polu)pravce ortogonalne na grani¢ni pravac « u Poincareovom modelu.

DEFINICIJA 3.7.9 Reéi temo da je du¥ina AB kongruentna duzini A'B’,
oznaka AB = A'B’, ako postoji f € G tako da je f (E) = A'B’. Analogno,
re¢i éemo da je kut ZAOB kongruentan kutu /A'O'B’, oznaka /AOB =
LA'O'B', ako postoji inverzija f € G tako da je f(LAOB) = LA'O'B'.

Pokazimo da svaka duzina ima simetralu.

Simetrala duzine.

Neka je AB duzina na h-pravcu p, S sjeciste graniénog pravca x sa euklidskim
pravcem AB i neka je SC euklidska tangenta kruznice p u C. Tada je |SA| -
|SB| = |SC|” pa su A i B medusobno inverzne u odnosu na kruznicu k kojoj je

polumjer SC i tocka S srediste.

Ukoliko totke A i B h-pravca p leZze na eukldskom pravcu koji je paralelan
sa granicnim pravcem z onda je simetrala k euklidski polupravac koji lezi na
euklidskoj simetrali euklidske duzine AB.

k
Cc

] I x_

Simetrala duzine.

Tom se inverzijom duzina AC preslikava na duzinu BC' pa je C' poloviste duzine
>
AB, a popupravac k je njena simetrala. Dakle, ako je AB paralelan s grani¢nim

pravcem z, onda se simetrala poklapa sa euklidskom simetralom duzine AB.

Interpretacija aksioma (I11;).

Neka su dani h-duzina AB na h-pravcu p i tocka A’ na h-polupravcu p'.
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Interpretacija aksioma (I1I7).

Treba pokazati da postoji tocka B’ h-polupravca p’ takva da je h-duzina A’B’
kongruentna s h-duzinom AB.

(1) Neka je je k simetrala duzine AA’ (naveli smo tu konstrukciju!).

(2) Inverzijom u odnosu na kruznicu k se h-duzina AB preslikava na h-duzinu
A’M koja lezi na euklidskoj kruznici m koja je slika (kruznice) p po toj inverziji.
(3) Inverzija u odnosu na simetralu s h-kuta /B’ A’ M preslikava m na p’ i A’M
na A’B’. Tocka B’ je trazena tocka sa svostvom da je A’B’ kongruntna duzini
AB. Napomenimo da je simetrala s takva kruznica da se invrzijom obzirom na
nju m preslikava u p’ (v. Teorem 3.7.8).

(4) Treba jos dokazati jedinstvenost tocke B'.

Neka osim navedene kompozicije f € G, za koju je f (E) = A'B’, postoji
f' € G, tako da je f' (AB) = A’B”. Tada kompozicija f' o f~! totke S, ',
A" i B’ preslikava redom na tocke S, S’, A’ i B”. Ukoliko f’ o f~! kompozicija
parnog broja inverzija onda je f’- f~1 = id paje f' = f, a odatle slijedi B = B'.
Ukoliko je pak f’o f~! kompozicija neparnog broja inverzija, onda je f' o f~!

inverzija u odnosu na p’ pa je opet B” = B'.

Interpretacija aksioma (I11).

Treba dokazati da iz A’B’ = AB i A”B" = AB slijedi A’B' = A" B".

Zaista, ako je A’B’ = AB to znaci da postoji f € G tako da je f(A’B’) = AB.
Da je A”B” = AB znadi da postoji g € G tako da je g(A”B") = AB. Imamo
da za kompoziciju ¢g~' o f € G i vrijedi (g_1 Of) (A'B") = g Y(f(AB) =
g_l(ﬁ) = A"B" paje A’B' = A"B".

Interpretacija aksioma (I113).

Treba dokazati: ako je (A-B-C) i (A’-B’-C') te AB = A'B’ i BC = B'C’, tada
je AC = A'C'.

Zaista, postoji f € G tako da je f (AB) = A’'B" i f(C) = C" i dalje f (BC) =
B’C”. Slijedi da je BC = B'C”. Sada iz BC = B'C" i BC = B'C’ slijedi
B'C" = B'C" pa je C" = C'. Dakle, f (AC) = A'C, tj. AC = A'C".
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Interpretacije preostalih aksioma (1114) i (I115) izvode se analogno prethodnim.
Buducéi su u Poincareovom modelu ispunjeni svi aksiomi apsolutne planimetrije,

preostaje jo$ pitanje ispunjenja ili aksioma (Vg) ili aksioma (Vi) .

Paralele i razilzni pravci.

No, oéito, aksiom (V) u Poincareovom modelu jest ispunjen, jer tockom M van
pravca p (p je euklidska polukruznica kojoj je AB promjer, O srediste), prolaze
barem dva pravca, koji ne presjecaju dani pravac p. Pravci a i b su paralelni s
pravcem p (po su euklidske polukruznice kojima su euklidske duzine AM i BM
sekante). Na slici je pravac ¢ je razilazan s pravcem p, a pravac W je okomica
iz M na pravac p.

Dakle, postojanje Poincareovog modela u euklidskoj planimetriji dokazuje, da iz
neproturjecnosti euklidske planimetrije proizilazi neproturje¢nost hiperboli¢ne

planimetrije.

Na koncu ovog odjeljka odredimo zajedni¢ku normalu dvaju razilazih h-pravaca.
Neka su a i b razilazni h-pravci. Njihova zajednicka normala, gledano euklidski,
je polukruznica sa sredistem na pravcu z i koja je ortogonalna na polukruznice
a i b. Neka je k ma koja kruznica ortogonalna na kruznice ai b (na narednoj
slici odabrali smo kruznicu k kojoj je promjer AB, gdje su A i B diralista
zajednicke tangente kruznica a ib. Sjecista U i V' kruznice k i grani¢nog pravca

z su medusobno inverzne tocke u odnosu na obje kruznice a i b.

K

Bududi je svaka kruznica koja prolazi tockama U i V' ortogonalna na kruznice
a i b, polukruznica ¢ dijametra UV je trazeni h-pravac ortogonalan na dane

h-pravce a i b.
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3.8 ZADACI ZA VJEZBU

1. Dokazite Teorem 3.2.10.
2. Dokazite Paschov aksiom za dvokrajnik i trokrajnik.

3. Jednakokutni jednakokrajnik je jednakokrajnik s kongruentnim ku-
tovima. Dokazite da su dva jednakokutna jednokrajnika kongruentna ako

su im kongruentne konac¢ne stranice.

4. Dva su Saccherijeva ¢etverokuta kongruentna ako su im kongruentni odgo-

varajuci elementi:

(a) kutu i jedna stranica;
(b) jedna baza i krak;
(c) obje baze.

5. Dva su Lambertova ¢etverokuta kongruentna ako su im kongruentni odgo-

varajuci elementi:

(a) dvije stranice nasuprot §iljastog kuta;
(b) dvije susjedne stranice od kojih je jedna uz, a druga nasuprot sijastog
kuta;
(c) jedna stranica i siljasti kut;
(d) dvije nasuprotne stranice;
(e) dvije stranice uz siljasti kut;
6. Dokazite da su dva cetverokuta kod kojih su po jedan par nasuprotnih
kutova pravi kutovi, kongruentna, ako su im kongruentni odgovarajuci

elementi:

a) tri stranice;

(a)
(b) dvije stranice koje koje su pod pravim kutom i jedan nepravi kut;
(c) dvije susjedne stranice i nepravi kut medu njima;

(d) jedna stranica i oba neprava kuta.

7. Neka je ¢ | pil = AB. Dokazite da na pravcu ¢ postoji jedinstvena tocka
koja je oderavca p udaljena za [.

8. Dokazite da u hiperbolickoj ravnini postoji peterokut s Cetiri prava kuta
(Cetveropravokutnik). Odredbeni elementi cetveropravokutnika su: nepravi
kut, stranice uz njega - gornji krakovi, stranica nasuprot nepravog kuta -
baza, stranice okomite na bazu - donji krakovi.

9. Dokazite da su dva Cerveropravokutnika kongruentna ako su im kongru-
entni odgovarajuéi elementi:

(a) tri susjedne stranice;
(b) kut i dvije stranice;
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(c) tri stranice od kojih su dvije susjedne, a tre¢a nesusjedna je ili baza
ili donji krak;
(d) baza, jedan donji krak i njemu nesusjedni gornji krak ako pravci na

kojima leze preostale dvije stranice nisu razilazni.

Peteropravokutnik je peterokut s pravim kutovima. Dokazite da u hiper-

bolickoj ravnini postoji peteropravokutnik.
Dokazite da su dva peteropravokutnika kongruentna

(a) ako su dvije susjedne stranice jednog kongruentne odgovarajuéim el-

ementima drugog;
(b) ako su dvije nesusjedne stranice jednog kongruentne odgovarajuéim

elementima drugog.

Dokazite da u hiperbolickoj ravnini postoji Sesterokut ¢iji su svi kutovi
pravi (Sesteropravokutnik).

Dokazite da su dva Sesteropravokutika kongruentna, ako su tri susjedne
stranice jednog kongruentne odgovaraju¢im elementima drugog Sestero-
pravokutnika.

Neka je ABCD Lambertov cetverokut kojemu je /D < R. Dokazite da je
AB < CD.

Dokazite da je donja osnovica Saccherijevog ¢etverokuta manja od gornje.
Dokazite da je srednjica trokuta manja od polovice odgovarajuce stranice.
Dokazite da je stranica pravilnog sesterokuta upisanog u kruznicu veca od
polumjera te kruznice.
Neka je ABC'D Lambertov ¢etverokut kojemu je /D < R. Dokazite da je
duzina koja spaja polovista baza manja od %(E +COD).
Dokazite da je duzina koja spaja poloviste hipotenuze s vrhom pravog
kuta manja od polovice hipotenuze.
Dokazite da je u pravokutnom trokutu okomica iz polovista hipotenuze na
jednu od kateta manja od polovice druge katete.
Dokazite da u hiperbolickoj geometriji vrijedi za visine trokuta (misli se
na pravce koji prolaze vrhom trokuta i okomiti su na suprotnu stranicu)
vrijedi:

(a) Ako se dvije visine trokuta sijeku, tada totkom presjeka prolazi i

trec¢a visina trokuta;
(b) Ako su dvije visine razilazne, tada je i tre¢a razilazna sa svakom od

njih i sve tri su okomite na isti pravac;
(¢) Ako su dvije visine paralelne u istom smjeru, tada je i tre¢a paralelna

sa svakom od njih u istom smjeru.
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Skup svih pravaca koji prolaze jednom tockom O nazivamo eliptickim
pramenom, a tocku O vrhom pramena. Skup svih pravaca koji su
paralelni prema istom kraju K nazivamo paraboli¢kim pramenom, a
kraj K krajem tog pramena. Skup svih pravaca koji su okomiti na jedan
te isti pravac o nazivamo hiperbolickim pramenom, a pravac o bazom

tog pramena.
Dokazite:
(a) Simetrale stranica trokuta pripadaju istom pramenu.
(b) Simetrale dvaju vanjskih kutova trokuta i simetrala nasuprotnog un-

utarnjeg kuta pripadaju istom pramenu.

Neka su a i b dva pravca i totke A i B na njima. Kazemo da su A i B
korespondentne tocke, oznaka A «~ B, ako pravci a i b ¢ine s pravcem
AB s iste strane tog pravca kongruentne kutove. Dokazite: Tocke A i
B pravaca a i b su korespondentne onda i samo onda ako pravci a i b i
simetrala duzine AB pripadaju istom pramenu pravaca.

Dokazite: Za svaku tot¢ku A pravca a postoji jedinstvena tocka B pravca
b tako da su A i B korespondentne tocke.

Neka su A i B korespondentne totke na pravcima a i b te A’ i B’ tocke
na pravcima a’ i b’. Tocke A’ i B’ su korespondentne ako i samo ako je
AB=A'B'.

Neka pravci a, b i ¢ pripadaju istom parmenu i neka su A, B i C tocke na
njima (redom). Dokazite da iz A «~ Bi A « C slijedi B « C.

Cetverokut ABC'D kojemu je AB I DC i 4D I BC nazivamo hiper-
bolickim cetverokutom. DokaZitKe da su simeirale vanjskih kutova u
vrhovima B i D i simetrale unutarnjih vrhova u vrhovima A i C' medu-
sobno razilazni pravci i da su okomite na jedan isti pravac (zajednicka
normala svih naznacenih simetrala).

U narednim zadacima se pretpostavlja da je poznata konstrukcija pravca
koji prolazi kroz danu tocku i paralelan je danom pravcu u danom smjeru.
Konstruirajte kut paralelnosti 7(l) za danu duzinu .

Neka se pravci a i b sijeku u to¢ki T. Konstruirajte pravac ¢ paralelan
pravcima a i b.

Dana su dva pravca koji se sijeku. Konstruirajte pravac koji je okomit na
jedan od njih, a paralelan je s drugim.

Dana su dva paralelna pravca. Konstruirajte pravac paralelan njima.

Dana su dva razilazna pravca. Konstruirajte paralelu s njima.
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DEFINICIJE

CRCECRESESECRCNS)

(D-18)

Tocka je ono sto nema djelova.

Crta je duljina bez Sirine.

Krajevi crte su tocke.

Duzina je ona crta koja jednako lezi prema tockama na njoj.

Ploha je ono sto ima samo duljinu i Sirinu.

Krajevi plohe su crte.

Ravnina je ploha koja jednako lezi prema duZinama na njoj.

Kut u ravnini je nagib u ravnini jedne prema drugoj dviju crta koje se
medusobno doticu 1 koje ne leze u duzini.

Kada su crte koje obuhvataju kut ravne, kut se naziva ravnocrtnim.
Kada duzina uspravljena na duZinu ¢ini medusobno jednake susjedne ku-
tove, tada je svaki od jednakih kutova pravi, a duZina koja stoji naziva se
okomitom na onu kojoj stoji.

Tupi kut je onaj koji je veti od pravog.

Ostar kut je onaj koji je mangi od pravog.

Granica je ono sto je necemu kraj.

Lik je ono sto je obuhvaceno s jednom ili vise granica.

Krug je lik u ravnini koji je obuhvacen jednom crtom takvom da su sve
duzine koje padaju ma nju iz jedne tocke od onih koje leze unutar lika

medusobno jednake.

) Ta se totka naziva sredistem kruga.

Promjer kruga je bilo koja duZina povucena kroz srediste i ogranicena
s obje strane kruZnicom kruga, a koja takoder sijece krug u dva jednaka
digela.

Polukrug je lik obuhvaten promjerom i njime odrezanom kruinicom. A

srediste polukruga isto je ono koje je i srediste kruga.

123
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(D-19) Ravnocrtni su likovi oni koji su omedeni duZinama, oni obhvaéeni s tri

(D-20)

(D-21)

(D-22)

(D-23)

su trostraniéni, oni obuhvaceni s cetiri Eetverostraniéni, a oni obuh-
vaceni s vise od cetiri duZine jesu mnogostraniéni likovi.

Od trostrani¢nih likova jednakostrani¢nan trokut jest onaj koji ima tri
iste stranice, jednakokracan onaj koji ima samo dvije jednake stranice,
a raznostraniénan onaj koji ima tri nejednake stranice.

Od trostranicnih likova jo§ je pravokutnan trokut onaj koji ima pravi
kut, tupokutan onaj koji ima tupi kut, a ostrokutan onaj koji ima tri
ostra kuta.

Od cetverostrani¢nih likova kvadrat je onaj koji je jednakostranican i pra-
vokutan, pravokutnik onaj koji je pravokutan, a nije jednakostranican,
romb onaj koji je jednakostranican, a nije pravokutan, a romboid je
onaj kojemu su nasuprotne stranice i kutovi medusobno jednaki, a koji
nije ni jednakostranican ni pravokutan. A cetverostraniéni likovi pored tih
neka se nazovu trapezima.

Paralelne su one duZine koje se u istoj ravnini i koji se, meograniceno

produzene u oba smjera, medusobno ne sastaju ni u jednom smjeru.

POSTULATI I AKSIOMI

Neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duZina.

I da se ogranicena duZina neprekinuto produzuje u duZini.

I da se sa svakim sredistem i udaljenostu opisuje krug.

I da su svi pravi kutovi medusobno jednaki.

I da ako duzina koja sijece dvige duZine ¢ini unutarnje kutove s iste strane
manjima od dva prava kuta, dvije duZine, neograniceno produzene, sastaju
se s one strane na kojoj su kutovi manji od dva prava kuta.

Stvari koje su jednake istoj stvari 1 medusobno su jednake.

Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.
Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostatci su jednaki.
Stvari koje se jedna s drugom poklapaju medusobno su jednake.

Cjelina je veta od dijela.

PROPOZICIJE

PROPOZICIJA 1. Na danoj duZini konstruiraj jednakostranican trokut.

DOKAZ. Neka je dana duzina AB. Treba konstruirati jednakostrani¢an trokut
AABC sa stranicom AB.
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Konstruirajmo kruznice k; = k(A, AB) oko tocke A radijusa AB te analogno
ke = k(B,AB) [primjenom Postulata (P-3)]. Neka je C' presjecna tocka tih
kruznica. Spojimo tocku C' s tockama A i B [(P-1)].

Propozicija 1.

Time je nastao AABC za kojeg tvrdimo da je jednakostranic¢an.
Zaista, jer je AC = AB, BC = AB [po Definiciji (D-15)] vrijedi AC = BC [po
Aksiomu (A-1)]. Ovim je dokazano da vrijedi AB = BC = AC, tj. AABC je

jednakostranican. n
PROPOZICIJA 2. Iz dane tocke nanijeti duZinu jednaku danoj duzini.

DOKAZ. Neka su dani tocka A i duzina BC. Treba odrediti tocku F tako da
vrijedi AF = BC.

Spojimo tocke A i B [(P-1)]. Nad duzinom AB konstruirajmo jednakostrani¢an
trokut AABD (primjenom Propozicije 1.). Konstruirajmo kruznicu k; =

k(B, BC) [(P-3)]. Neka su AD i BD pravci [(P-2)] i neka je E tocka u kojoj ta
kruznica sijece pravac BD. Opisimo kruznicu ko = k(D, DE) [(P-3)] i neka je

F tocka u kojoj ta kruznica sijece pravac AD.

Propozicija 2.

Tvrdimo da je F trazena tocka, tj. AF je trazena duzina. Vrijedi [po (D-15) i
konstrukeiji:
BE =BC, DE =DF i DA = DB.
Primjenom aksioma (A-3) vrijedi
AF = DA~ DF = DB — DE = BE.
Dobili smo AF = BC i BE = BC te po (A-1) AF = BC, tj. AF je trazena

duzina. ]
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PROPOZICIJA 3. Ako su dane dvije nejednake duZine, na vetu prenijeti

manju.

DOKAZ. Neka su dane nejednake duzine AB i CD. Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je AB > CD.
Treba odrediti tocku E duzine AB tako da je AE = CD.

Propozicija 3.

Primjenom Propozicije 2. na toc¢ku A i duzinu CD dobivamo to¢ku F tako
da je AF = CD. Ako je F tocka duzine AB, stavimo E = F. Ako F nije
tocka duzine AB, opigimo kruznicu k(A, AF) [(P-3)] i neka je E tocka u kojoj
ta kruznica sije¢e AB. E je trazena tocka. Zaista, jer je AC = AF i AF = CD,
po Aksiomu (A-1) slijedi da je AF = CD. [

PROPOZICIJA 4. Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednog jednake
dvjema odgovarajucim stranicama drugog, a kutovi izmedu tih stranica jednaki,

tada su i trokuti jednaki (tj. jednake su i preostale stranice i preostali kutovi).

DOKAZ. Neka su dani trokuti AABC i ADEF tako da vrijedi: AB = DE,

AC = DF i ZA = /D. Treba dokazati da su trokuti AABC i ADEF jednaki'.

Kako je ZA = ZD polozimo ZA na ZD tako da se tocka A poklopi s tockom
— —_— — —_

D, krak AB s krakom DF, a krak AC s krakom DF'.

Tvrdimo da se pri tom polaganju tocka B mora poklopiti s tockom F, a tocka

C' s totkom F.

A B E
D E

Propozicija 4.

IDa su trokuti AABC i ADEF jednaki, znaci da su oni sukladni i pisat ¢emo AABC =
ADEF. Tvrdnja Propozicije 4. je poznati S-K-S poucak o sukladnosti trokuta.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da je pri postupku polaganja tocka B pala u tocku
E’ na duzini DE i E # E’. Dakle ili vrijedi DE’ < DE ili vrijedi DE < DE'.
No kako je AB = DE" i AB = DE, po Aksiomu (A-1), slijedi da je DE = DE'.

Dakle, F = E’, a to je u protuslovlju s nasom pretpostavkom.

Analogno se pokazuje da se tocka C mora poklopiti s tockom F'.

Dokazimo sada da je svaka tocka duzine BC pala u tocku duzine EF.
Pretpostavimo suptrotno, tj. da tocka G duzine BC pri polaganju nije pala u
tocku duzine EF. Neka je to tocka G'.

Dobili smo da dvije duzine EF i E(G’)F omeduju podruéje, a to je nemoguée.
Time je BC = EF [(A-4)],aondai /B=/Fi/C = /F. |

PROPOZICIJA 5. Kod jednakokracnih trokuta su kutovi uz osnovicu jednaksi,

a ako se produze jednake stranice 1 kutovi uz osnovicu su jednaks.

DOKAZ. Neka je dan jednakokracni trokut AABC s osnovicom BC. Pro-
duzimo AB preko B i na tom produzetku odaberemo proizvoljnu to¢ku D [Pos-
tulat (P-2)]. Produzimo AC preko C' i na tom produzetku odredimo tocku E
tako da je BD = C'E (primjena Propozicije 3.).

Treba dokazati da je ZABC = ZACB i /DBC = /BCE.

A

Propozicija 5.

Spojimo tocke D i C te tocke B i E [(P-1)] i promotrimo trokute ADCA
i ABEA. Vrijedi AD = AFE (po konstrukciji), /A = ZA, AB = AC (po
pretpostavci) pa je po prethodnoj Propoziciji 4., ADCA =2 ABEA. Posebno je
BE =DC, ZADC = /AEB i ZACD = /ABE.

Uocimo trokute ABDC' i ABEC. Primjenom Propozicije 4. dobivamo da je
ABDC = ABEC pa je ZDBC = /ZBCE (to je druga tvrdnja koju treba
dokazati) i ZBCD = ZCBE. Sada vrijedi /ZABE — /CBE = ZACD — /BCD
(primjena Aksioma (A-3)) i zaista je ZABC = LZACB. |

PROPOZICIJA 6. Ako su u trokutu dva kuta jednaka, onda su jednake i

stranice koje leze nasuprot tih kutova.

DOKAZ. Neka je dan trokut AABC kojemu je /B = ZC.
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Treba pokazati da je AB = AC. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je stranica
AB veta od stranice AC. Na vec¢oj odredimo tocku D tako da je DB = AC
(Propozicija 3.). Spojimo tocke D i C [(P-1)].
A
D

B Cc

Propozicija 6.

Promotrimo trokute AABC i ADBC. Vrijedi AC = DB, BC = CBi ZBDC =
ZCDB paje AABC = ADBC (Propozicija 4.). Time smo dosli do protuslovlja
s Aksiomom (A-5): cjelina (trokut AABC) bila bi jednaka svom dijelu (trokutu
ADBC). Dakle, mora biti AB = AC. ]

PROPOZICIJA 7. Nije moguce iz dvije razlicite tocke koje se malaze s iste
strane duZine povuci na krajnjim tockama dvije duZine tako da duZine s istim

krajevima budu medusobno jednake.

DOKAZ. Neka je dana duzina AB i razlicite tocke C i D s iste strane duzine.
C

A B

Propozicija 7.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je AC = AD i BC = BD. Po Propoziciji 5.
je trokut AACD jednakokracan pa je LZACD = ZADC i pogotovo Z/BCD <
/DCB.

Isto tako, trokut ACBD je jednakokracan pa je i ZBCD = ZDCB. No to je
nemoguce jer smo dokazali da je ZBCD < ZDCB. [

PROPOZICIJA 8. Ako dva trokuta imaju dvije stranice jednake odgovara-
juéim dvjema stranicama i osnovice su im jednake, onda te imati i jednake

kutove koje zatvaraju jednake stranice.

DOKAZ. Neka su AABC i ADEF trokuti kojima je AB = DE, AC = DF te
neka su im i osnovice jednake BC = EF. Trvdimo da vrijedi /BAC = /ZEDF.
Polozimo trokut AABC u trokut ADEF tako da tocka B padne u E i duzina
BC u duzinu EF.

Tvrdimo da ¢e i tocka A pasti u tocku D.
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A D G

B CE F

Propozicija 8.

U suprotnom, ako tocka A padne u tocku G razli¢itu od D imali bi dvije tocke
i duzinu EF i vrijedilo bi ED = EG, FD = FG - a to je nemoguée po Propo
ziciji 7. |
PROPOZICIJA 9. Raspoloviti dani pravolinijski kut.
DOKAZ. Neka je ZBAC dani pravolinijski kut.
Treba ga podijeliti na dva jednaka dijela.

A

Propozicija 9.

Odaberimo proizvoljnu to¢ku D na AB i neka je D tocka na AC takva je je
AE = AD (Propozicija 3.). Konstruirajmo duzinu DE [(P-1)] i nad njom
jednakostrani¢an trokut ADEF (Propozicija 1.) i potom duzinu AF [(P-1)].
Tvrdimo da je kut L(A—B>,A—C>’) s polupravcem AF podijeljen na dva jednaka
dijela.

Promotrimo trokute AADF i AAEF. Po konstrukciji je DF = EF, AD = AE,
a AF je zajednicka stranica pa su oni sukladni (Propozicija 8.). Prema tome je
LDAF = LEAF. ]

PROPOZICIJA 10. Raspoloviti danu duZinu.

DOKAZ. Neka je AB dana duzina.

A D B

Propozicija 10.
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Nad njom konstruiramo jednakostrani¢an trokut (Propozicija 1.) i kut LZACB
raspolovimo sa AD (Propozicija 9.).
Tvrdimo da toc¢ka D raspolavlja duzinu AB.

Promotrimo trokute AADC i ABDC. Po konstrukciji je AC = BC, ZACD =
ZBCD a CD je zajednicka stranica i, po Propoziciji 4., slijedi da su trokuti
AADC i ABDC sukladni. Dobivamo, posebno, da je i AD = BD. [

PROPOZICIJA 11. Iz dane tocke na danom pravcu povuéi pravac pod pravim

kutom prema danom pravcu.

DOKAZ. Neka je AB dani pravac i C' dana tocka na njemu.

>
Treba konstruirati okomicu na pravac AB u tocki C.

A D C EB

Propozicija 11.

Neka je D bilo koja tocka AC i na CD odredimo tocku E tako da je CD =
CE (Propozicija 3.) i nad DE konstruirajmo jednakostrani¢an trokut ADEF
(Propozicija 1.). Spojimo to¢ku F' s tockom C' [(P-1)].

Tvrdimo da je FC [(P-2)] trazena okomica.

Promotrimo trokute ADCF i AECF. Po konstrukciji je DC = CE i FD =

FE, a FC je zajednicka stranica pa su, po Propoziciji 8, ta dva trokuta sukladna.
Dakle i ZDCF = ZECF. Susjedni kutovi, sukuti, koji su medusobno jednaki

<
su pravi kutovi [(D-10)] i zaista je pravac F'C trazena okomica. |

PROPOZICIJA 12. Powuéi okomicu na dani pravac iz dane tocke koja ne

lezi ma danom pravcu.

DOKAZ. Neka su dani pravac AB i tocka C koja ne lezi na njemu.
Treba konstruirati okomicu na AB koja prolazi toc¢kom C.

Odaberimo tocku D s druge strane pravca AB i konstruirajmo kruznicu
k = k(C,CD) [(P-3)] i sjecista te kruznice sa AB oznacimo sa G i E. Raspolovi
mo tockom H duzinu GE (Propozicija 10.) i povucimo duzine CG, CH i CE
[(P-1)].

> > >
Tvrdimo da je CH trazena okomica, tj. CH | AB.
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Propozicija 12.

Promotrimo trokute AGHC i AECH. Po konstrukciji je CG = CE, GH =
HE, a CH je zajednicka stranica pa su, po Propoziciji 8., promatrani trokuti
sukladni. Slijedi jednakost ZCHG = ZC HE pa su po Definiciji (D-10) to pravi

kutovi. [ ]

PROPOZICIJA 13. Ako pravac povucen nad pravcem ¢ini kutove moraju ti

kutovi biti ili oba prava ili satinjavaju zajedno dva prava kuta.

> >
DOKAZ. Neka se pravci AB i neka C'D sijeku u tocki B i neka su kutovi
ZDBA i ZABC susjedni kutovi.

Oo
(@)

B

Propozicija 13.

Tvrdimo da su kutovi ZDBA i ZABC ili pravi ili sa¢injavaju zajedno dva prava
kuta.
Ukoliko su oni jednaki onda su po (D-10) i pravi.
Ukoliko oni nisu jednaki tada u tocki B povucimo okomicu EB na pravac b—d’
(Propozicija 11.). Sada su kutovi ZDBE i ZEBC pravi. Tada je ZCBE =
ZCBA + ZABE i dodavanjem kuta ZEBD dobivamo [(A-2)] :

LCBE+ /EBD = Z/CBA+ LABE + ZEBD.
Analogno je /DBA = /DBE + ZEBA i dodavanjem kuta ZABC dobivamo
(A-2)]

/DBA+ £/ABC = /DBE + Z/EBA+ ZABC.
U dobivenim jednakostima desne strane su jednake pa je [(A-1)]

LCBE+ /ZEBD = /DBA+ ZABC\i kutovi Z/ZDBA, ZABC

sacinjavaju zajedno dva prava kuta. ]

PROPOZICIJA 14. Ako ma s kojim pravecem u istoj tocki ma njemu dva
polupravca s razlicitih strana ovog pravca grade susjedne kutove koji zajedno ¢ine

dva prava kuta tada se ta dva polupravca moraju se nalaziti na istom pravcu.
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— —_— —
DOKAZ. Neka je dan pravac AB i neka su BC' i BD polupravci s razli¢itih
strana pravca AB takvi da je zbroj LABC + ZABD jednak dvama pravim
kutovima.
. L=, = . . == >
Tvrdimo da polupravci BC' i BD leze na istom pravcu, tj. BC' = BD.
U suprotnom, neka je BE onaj polupravac koji sa B_C>’ lezi na istom pravcu. Po

Propoziciji 13. je zbroj kutova ZABC+ ZABE jednak dvama pravim kutovima.
A E

Cc B D

Propozicija 14.
Po pretpostavci je i LZABC + ZABD jednak dvama pravim kutovima. Dakle,
mora biti ZABC + ZABE = ZABC + ZABD i oduzimanjem kuta LABC
dobivamo ZABE = ZABD [(A-3)]. To znadi da je dio, kut ZABE, jednak
cjelini, kutu ZABD, a to je u protuslovlju s Aksiomom (A-5). Dakle, BCiBD
leze na istom pravcu. [

PROPOZICIJA 15. Ako se dva pravca sijeku, onda ¢ine medusobno jednake

vrine kutove.
> >
DOKAZ. Neka se pravci AB i CD sijeku u tocki E.

Treba dokazati da je ZCEFA = /ZDEB i ZAED = ZCEB.
A

O¢
m
O

Propozicija 15.

Primjenom Propozicije 13. na polupravce EA i C’<_)D dobivamo da je zbroj
/DFEA + ZCFEA jednak dvama pravim kutovima. Isto tako, primjenimo i
istu propoziciju na polupravce ED i AB dobivamo da je zbroj ZDEA+ /DEB
jednak dvama pravim kutovima. Slijedi /DFA + /CEA = /DEA+ /DEB
[(A-1)]. Oduzimanjem kuta ZDEA [(A-3)] dobivamo /CEA = Z/DEB.

Analogno se pokazuje i druga tvrdnja. ]
PROPOZICIJA 16. U svakom trokutu je vanjski kut dobiven produZivanjem

jedne stranice veti od svakog od dva nesusjedna unutarnja kuta.

DOKAZ. Neka je dan trokut AABC i produljimo jednu njegovu stranicu BC
do BD.



133

Treba dokazati da je kut ZDCA veti od kutova ZBAC i ZABC.
Konstruiramo poloviste E duzine AC (Propozicija 10.) i spojimo E i B [(P-1)].
Produzimo spojnicu BE [(P-2)] do tocke F tako da je BE = EF (Propozicija
3.) ispojimo F sa C [(P-1)].

Tvrdimo da je ZDCA > ZABC i /DCA > /ZBAC.

Promotrimo trokute ABEA i AECF.

A F

Propozicija 16.

Po konstrukciji je BE = EF, AE = EC, a po Propoziciji 15. je ZBEA =
ZCEF. Primjenom S-K-S poucka o sukladnosti trokuta (Propozicija 4.) slijedi
da su trokuti ABEA i AECF sukladni. Dakle mora biti i ZBAE = ZECF.
Kako je ZECD > ZECF [(A-5)], zaista je ZECD = £/DCA > /BAE =
/BAC.

Analogno se dokazuje tvrdnja ZDCA > ZABC. [
PROPOZICIJA 17. U svakom trokutu je zbroj bilo koja dva kuta manji od

dva prava kuta.

DOKAZ. Neka je dan trokut AABC.

Tvrdimo da je zbroj bilo koja dva kuta manji od dva prava kuta.

A

B C D
Propozicija 17.
Izmimo bilo koja dva kuta, recimo ZABC i ZACB, i dokazimo da je zbroj
/ABC + ZACB manji od dva prava kuta. Produljimo BC do BD [(P-2)]. Po
Propoziciji 16. je ZACD > ZABC. Odavde, dodavanjem kuta ZAC B dobivamo
da je ZACD+ ZACB > ZABC + ZACB. Buduéi je ZACD + ZACB jednako
dvama pravim kutovima (Propozicija 13.) imamo da je zbroj ZABC + ZACB

manji od dva prava kuta. ]

PROPOZICIJA 18. U svakom trokutu nasuprot vete stranice leZi veci kut.

DOKAZ. Neka je u trokutu AABC stranica AC veta od AB.
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Treba dokazati da je ZABC > ZBCA.
Konstruirajmo tocku D na stranici AC tako da je AD = AB (Propozicija 3.) i
spojimo D sa B [(P-1)].

C

Propozicija 18.

Po Propoziciji 6. je vanjski kut LZADB trokuta ABCD veti od nesusjednog
kuta ZDCB. Kako je AABD jednakokracan trokut vrijedi ZABD = ZADB
(Propozicija 5.). Dobili smo ZABC > ZABD = ZADB > /DCB = LZACB, a

to se i tvrdilo. [ ]

PROPOZICIJA 19. U svakom trokutu nasuprot vecem kutu leZi veca stranica.

DOKAZ. Neka je u trokutu AABC kut ZABC veéi od kuta ZBC A.
Treba dokazati da je AC > AB.

C

Propozicija 19.

Prepostavimo suprotno. Tada je ili AC = AB ili AC < AB. Sigurno je
AC # AB jer bi u suprotnom, po Propoziciji 5., bilo ZABC = /BCA &to
je u protuslovlju s nagom pretpostavkom. Sigurno nije ni AC' < AB jer bi tada,
po Propoziciji 18., bilo ZABC < ZBC A §to je u protuslovlju s nasom polaznom

pretpostavkom. [

PROPOZICIJA 20. U svakom trokutu zbroj bilo koje dvije stranice veti je

od trece stranice.

DOKAZ. Neka je dan trokut AABC.
Treba dokazati da vrijedi AB + BC > AC, AB+ AC > BC i BC+CA > AB.
Produljimo stranicu BA do tocke D tako da je AD = AC.
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B C
Propozicija 20.

Po Proporziciji 5. je ZADC = ZACD. Dakle, vrijedi ZBCD > ZADC [(A-4)].
Buduéi je ADCB trokut kojemu je ZBCD > ZADC), po Propoziciji 19. mora
biti DB > BC, odnosno BA + AC > BC.

Analogno se dokazuju i ostale tvrdnje. ]
PROPOZICIJA 21. Ako se u unutrasnjosti trokuta iz krajnjih tocaka jedne
njegove stranice trokuta povuku dva pravca koji se sijeku, suma povucenih duzina
bit ¢e mangja od duZina preostalih stranica trokuta, a kut kojeg one tvore bit ce
veci.

— >
DOKAZ. Neka je dan trokut AABC i pravci BD i CD gdje je D unutarnja

tocka trokuta.
Treba dokazati da je BD + DC < AB + AC i /BDC > /BAC.

Propozicija 21.

Neka je E sjeciste pravaca BD i AC. U trokutu ABAE vrijedi AB+ AE > BE
(Propozicija 20.). Dodavanjem EC dobivamo AB + AE + EC > BE + EC
[(A-4)]. Kako je AC = AE + EC slijedi da je i

AB+ AC > BE + EC.
Isto tako, u trokutu ACED je CE+ ED > CD (Propozicija 20.), i dodavanjem
BD dobivamo CE + ED + BD > CD + BD [(A-4)]. Po konstrukciji je ED +
DB = EB pa iz prethodne nejednakosti imamo

CE+ED>CD+ BD.
Imamo BA + AC > BE+ EC > CE+ ED > CD + BD, a to je i trebalo
dokazati.
Dokazimo i drugu tvrdnju ZBDC > BAC.
Promotrimo trokut ADEC. Vanjski kut trokuta ZBDC je veéi od kuta ZDEC
(Propozicija 16.). Isto tako za trokut AABE je ZBEC > ZEAB. Slijedi da je
/ZBDC > /DEC = /BEC > /EAB = ZCAB i tvrdnja je dokazana. [
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PROPOZICIJA 22. Od tri duZine koje su jednake danim trima duZinama
naciniti trokut, pri tom zbroj bilo kojih dviju duZina mora biti veti od trece.

DOKAZ. Neka su zadane tri duzine a, b i ¢ te neka je zbroj bilo kojih dviju

duzina veéi od trece.

b —— ¢
O—OC
K
D a oE
L

Propozicija 22.

Treba konstruirati trokut kojemu su stranice jednake zadanim duzinama.

Uzmimo bilo koji polupravac DE ina njemu odredimo tocke F, G i H tako da
je DF = a, FG = b i GH = c [(P-3)]. Opigimo potom kruznice k; = k(F,a) i
ko = k(G, c). Sjeciste tih kruznica ozna¢imo sa K i spojimo ga sa F' i G. Kako
je DF = FK = a [(D-15)], FG = b (po konstrukciji) i GK = GH = ¢ [(D-15)],
zaista je AFGK trazeni trokut. ]
PROPOZICIJA 23. Na danom pravcu u danoj tocki na njemu konstruirati

kut jednak danom kutu.

DOKAZ. Neka je dan pravac AB i neka je A dana toc¢ka na njemu. Neka je
a = Z(d,e) dani kut. Uzmimo na polupravcu e tocku F a na d tocku D i

spojimo ih.

Propozicija 23.

Konstruiramo potom trokut AAGF kojemu AG = CE, AF = CD i GF = ED
(Propozicija 22.). Trokuti ADCE i AFAG su sukladni (Propozicija 8.) pa je
/FAG = /ZDCE = a. ]

PROPOZICIJA 24. Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednog jednake
dvjema stranicama drugog, a kutovi medu njima nisu jednaki, tada je u onom

trokutu gdje je taj kut veci nasuprotna stranica veca.
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DOKAZ. Neka su dani trokuti AABC i ADEF tako da je AB = DE, AC =
DF i /CAB > /FDE.
Treba dokazati da vrijedi BC' > EF.

A D

C G F

Propozicija 24.

Buduéi je ZCAB > /FDE konstruirajmo kut ZEDG nad DE jednak kutu
/BAC (Propozicija 23.) i na DG neka je G totka takva da je DG = AC.
Spojimo G sa D i E. Promotrimo trokute AABC i ADEG. Po S-K-S poucku
o sukladnosti (Propozicija 4.) oni sukladni pa je BC' = EG. Bududi je trokut
ADGF jednakokracan imamo da vrijedi ZDGF = ZDFG (Propozicija 5.).
Dakle, /DFG = ZDGF > ZEGF pa je pogotovo ZEFG > ZEGF. Dakle, u
trokutu AEFG je /ZEFG > /EGF pa je EG > EF (Propozicija 19.). Kako
je EG = BC to jei BC > EF. n
PROPOZICIJA 25. Ako su kod dva trokuta dvije stranice jednake, a trece
stranice nejednake, onda je u onom trokutu kojem je stranica veta nasuprotni

kut veci.

DOKAZ. Neka su AABC i ADEF takvi da je AB = DE, AC = DF i
BC > EF.
Treba dokazati da je ZBAC > LEDF.

B C E F

Propozicija 25.

Pretpostavimo suprotno. Moguca su dva slucaja:

(1) /ZBAC = ZEDF i tada je (po Propoziciji 16.) BC = EF, a to je u
protuslovlju s nasom pretpostavkom da je BC > EF;

(2) ZBAC < ZEDF i tada je (po Propoziciji 24.) BC < EF, a to je u
protuslovlju s pretpostavkom da je BC > EF.

Dakle, mora biti ZBAC > ZEDF. [
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PROPOZICIJA 26. Ako su kod dva trokuta po dva odgovarajuéa kuta jednaka
i jednake odgovarajuce stranice i to ili one uz ta dva kuta ili one nasuprot jed-
nom od odgovarajucih kutova tada su i preostale odgovarajuce stranice i preostali

kutovi jednaks.

DOKAZ. Neka su dani trokuti AABC i ADEF tako da je BC = EF,
/ABC = /DFEF i /BCA = /ZFEFD.
A D
G
B H C E F

Propozicija 26.

Treba dokazati da se i preostali elementi trokuta jednaki, tj. AB = DE, AC =
DF i /BAC = LEDF.

Pretpostavimo da je AB # DE. Tada je jedna od njih veéa, uzmimo da je
AB > DE. Prenesimo duzinu DE na AB od tocke B i neka je G tocka na
AB takva da je DE = BG. Tada je AGBC = ADEF (Propozicija 4.), dakle,
i /GCB = ZDFE. No, po pretpostavci je ZDFE = /BCA pa bi bilo da je
i /ZBCG = ZBCA. Dobili smo da je manji kut jednak veéemu kutu, $to je
nemoguée [(A-6)]. Dakle, mora biti AB = DE. Vrijedi AABC = ADEF (po
pretpostavci je BC = EF i ZABC = /DEF, a dokazali smo AB = DE, pa
mozemo primijeniti Propoziciju 4.), i odatle je BC' = EF.

Dokazimo drugi slucaj.

Neka su AABC i ADEF takvi da je ZABC = /DEF, /BCA = /ZEFD i
AB = ED.

Treba dokazati da su i preostali elementi trokuta jednaki, tj. da je AC = DF,
BC =EFi/BAC = ZEDF.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je BC # EF i neka je BC > EF. Prenes-
imo EF na BC od tocke B i neka je H tocka na BC takva da je BH = EF.
Tada je AABH = ADEF (AB = DE, /ABC = /DEF, BH = EF, prim-
ijenimo Propoziciju 4.) odakle slijedi /ZBHA = ZEFD. No, po pretpostavci
jei LEFD = ZBCA. Dobili smo da je u trokutu AAHC vanjski kut /BHA
jednak unutrasnjem nesusjednom kutu Z/BC'A §to je u kontradikciji s Propozi-
cijom 16. Dakle, mora biti BC = EF. Sada imamo BC = EF, AB = ED
i ZBAC = ZEDF pa je AABC = ADEF (Propozicija 4.) te posebno
/BAC = ZEDF. ]
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PROPOZICIJA 27. Ako pravac sijece druga dva pravca i tvori s njima jed-

nake unutarnje, izmjenicne kutove onda su ta dva pravca paralelna.

— > R
DOKAZ. Neka pravac EF' sijece pravce AB i CD u tockama E i F' i neka su
izmeni¢ni kutovi jednaki, tj. ZAEF = ZEFD (ii Z/BEF = ZCFE).

— >
Treba dokazati da su AB i C'D paralelni pravci.

Propozicija 27.

— P——
Pretpostavimo suprotno, tj. da se polupravac EB sijece sa F'D u tocki G.
Promotrimo trokut AEFG. Kako je ZAEF je vanjski kut trokuta AEFG to
je ZAEF > /EFG (Propozicija 16.), §to je u protuslovlju s pretpostavkom.
Slicno se dokazuje da EA ne sijece FC.

— ——

Dakle, pravci AB i C'D su paralelni [(D-23)]. |
PROPOZICIJA 28. Ako pravac koji sijece dva pravca tvori s njima s iste
svoje strane vangski kut jednak unutarnjem kutu ili dva unutarnja kuta jednaka

dvama pravim kutovima onda su ti pravci paralelnsi.

< — <
DOKAZ. Neka pravac EF sijece pravce AB i CD u tockama G i H, te neka
jeili ZEGB=/GHD ili /BGH + Z/GHD = 2R.
> >
Treba dokazati da je AB || CD.

E
A G

o

Propozicija 28.

Promotrimo prvi slucaj: ZEGB = ZGHD.

Tada je ZEGB = LZAGH (Proporzicija 15.). Dakle, izmjeni¢ni kutovi ZEGB i
ZGHD su jednaki pa je AB I CD (Propozicija 27.).

Drugi slucaj: /BGH + ZGHD = 2R.

Buduéi je ZAGH + ZBGH = 2R (Propozicija 13.) imamo /BGH + ZGHD =
/ZAGH + ZBGH. Oduzimanjem kuta /BGH dobivamo /GHD = ZAGH.
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— >
Dakle, izmjeni¢ni kutovi ZGHD i ZAGH su jednaki pa je AB || CD (Propozi-
cija 27.). |
PROPOZICIJA 29. Ako pravac sijece dva paralelna pravca, onda on s njima

tvori jednake izmjeniéne kutove, vanjski kut odgovara unuhtrasnjem s iste strane

1 dva unutra$nja kuta s iste strane su jednaka dvama pravim kutovima.

DOKAZ. Neka pravac EF sijece paralelne pravce AB i CD u totkama G i H.
Treba dokazati da je

/AGH = /GHD, /EGB =/GHD i /BGH + ZGHD = 2R.
Dokazimo prvu tvrdnju ZAGH = Z/GHD.

E
G B

H

\e °

Propozicija 29.

o>

(@)%

Pretpostavimo suprotno, i neka je ZAGH > ZGHD. Dodavanjem kuta /BGH
dobivamo ZAGH + /BGH > /GHD + /BGH.

Kako je ZAGH + ZBGH = 2R (Propozicija 13.) dobili smo da je ZGHD +
ZBGH < 2R. To znadi da se pravci AB i CD sijeku [(P-5)], a to je u kontra
dikciji s pretpostavkom AB I CD. Dakle, mora biti ZAGH = ZGHD.
Odavde slijedi i druga tvrdnja ZEGB = ZGHD.

Dokazimo treéu tvrdnju /BGH + ZGHD = 2R.

Kako je ZAGH = ZEGB (Proporzicija 15.), a po prvoj dokazanoj tvrdnji je
/AGH = Z/GHD, dobivamo da je ZEGB = ZGHD |[(A-1)].

Dodavanjem kuta /BGH dobivamo /EGB + /BGH = /GHD + /BGH.
Buduéi je ZEGB + ZBGH = 2R (Proporzicija 13.) dobili smo ZGHD +
/BGH = 2R. ]

PROPOZICIJA 30. Pravci koji su paralelni istom pravcu paralelni su i me-

dusobno.

— < < —

DOKAZ. Neka je AB || EFiCD || EF.

> >
Treba dokazati AB || CD.
Presjecimo dane pravce nekim pravcem i neka ih on sijece u tockama G, H i K.

— — > <

Iz AB || EF slijedi ZAGK = ZGHF, a iz CD || EF slijedi ZGHF = ZGKD
(Propozicija 29.).
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Propozicija 30.

> >
Dobili smo da je ZAGK = ZGK D [(A-1)] i dalje AB || CD (Propozicija 27.). m
PROPOZICIJA 31. Kroz danu tocku povuéi pravac paralelan danom pravcu.

DOKAZ. Neka je dana tocka A van danog pravca BC.
: Ak
B D C

Propozicija 31.

Odaberimo na BC proizvoljnu to¢ku D i spojimo AD. Uoc¢imo kut ZADC.
Prenesimo ZADC uz AD s druge strane iz vrha A. Neka je tako dobiven
ZEAD (Propozicija 23.). Dobili smo da je EA trazena paralela (Propozicija
27.). ]
PROPOZICIJA 32. U svakom trokutu vanjski kut je jednak zbroju dvaju
nesusjednih unutarnjih kutova, a zbroj sva tri unutrasnja kuta jednak je dvama

pravim kutovima.

DOKAZ. Neka je dan trokut AABC. Odaberimo na BC totku D. ZACD je
vanjski kut trokuta AABC.
Dokazimo /BAC 4+ ZABC = LACD.

v —
Povucimo kroz C paralelu CFE sa AB (Propozicija 31.).

—> > —

Iz AB || CFE i jer AC sijece te pravce slijedi ZBAC = ZACE (Propozicija
29.). Isto tako iz AB I CE ijer BD sijeCe te pravce, slijedi /ZECD = ZABC
(Propozicija 29.). Sada je /BAC 4+ /ABC = /ACE + /ECD [(A-1)], tj.
/BAC + ZABC = ZACD.

A E

Oo

B Cc

Propozicija 32.
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Time je dokazano da je vanjski kut trokuta jednak zbroju dva nesusjedna kuta
trokuta: /ZBAC + ZABC = ZACD.

Dodavanjem ovoj jednakosti kuta Z/BCA dobivamo da je /BAC + ZABC +
/BCA =/ZACD+ £ZBCA. Buduéi je ZACD + ZBCA = 2R (Propozicija 13.),
zaista je zbroj sva tri unutrasnja kuta trokuta jednak 2R [(A-1)]. |
PROPOZICIJA 33. Duzine koje spajaju s iste strane krajeve jednakih i

paralelnih duZina i same su jednake i paralelne.

DOKAZ. Neka su AB i CD paralelne duzine i AB = CD.
Treba dokazati da je AC = BD i AC I BD.

B A

D C

Propozicija 33.

Spojimo BC. Buduéi je ﬁ I @ i pravac B<—C>V sijece paralelne pravce izmje-
ni¢ni kutovi su jednaki: ZABC = ZBCD (Propozicija 29.). Trokuti AABC
i ABCD su sukladni (AC = BD, ZABC = /BCD, BC zajednicka stranica,
Propozicija 26.). Iz sukladnosti trokuta slijedi prva tvrdnja BD = AC.
Dokazimo i drugu tvrdnju BD I AC.

Iz sukladnosti trokuta AABC i ABCD slijedi i ZABC = ZDCB. Buduéi <B—C>v
sijeCe pravce AB i m i ¢ini medusobno jednake izmjeni¢ne kutove zaista je
AC I BD (Propozicija 27.). ]
PROPOZICIJA 34. Kod paralelograma su nasuprotne stranice jednake, na-

suprotnt kutovi su jednaki © dijagonala ga raspolavija.

DOKAZ. Neka je ACDB pralelogram, a BC njegova dijagonala.
A B

Propozicija 34.

> > >
Buduéi je AB || CD ipravac C'D ih presjeca, imamo ZABC = ZCBD (Propozi-
cija 29.). Isto tako, ac I BDi pravac CDih presjeca, vrijedi ZACB = ZCBD.
Slijedi da su trokuti AABD i ABCD sukladni (zajednicka stranica i jednaki

kutovi na njoj, Propozicija 26.), tj. dijagonala raspolavlja paralelogram. Dakle,
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i ostali elementi trokuta su jednaki: nasuprotni kutovi ZCAB = ZCDB, i
nasuprotne stranice AC = BD, AB =CD.

Buduéi je ZABC = Z/CBD i ZCAB = ZCDB dobivamo ZABC + ZCAB =
ZCBD + ZCDB [(A-2)], odnosno preostali nasuprotni kutovi su jednaki
/BAC = Z/CDB. ]

PROPOZICIJA 35. Paralelogrami s istom osnovicom izmedu istih paralela
su jednaki (po povrsing).
DOKAZ. Neka su ABCD, EBCF paralelogrami na istoj osnovici i istim
paralelama <B_C)’, AF.
Treba dokazati da je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EBCF.

A D E F

B C
Propozicija 35.
Budu¢i su ABCD i EBCF paralelogrami imamo AD = BC i EF = BC
(Propozicija 34.) pa je onda i AD = EF [(A-1)]. Dodavanjem duzine DE
dobivamo AD + DE = EF + DE [(A-2)], tj. AE = DF. Vrijedi i AB =
DC (ABCD je paralelogram, Propozicija 34.). Promotrimo trokute AEAB
i AFDC. Oni su sukladni jer je AD = EF, AB = DC, /FDC = /EAB
(Propozicija 29.). Kada se od sukladnih trokuta AFAB i AFDC oduzme
zajednicki dio trokut AGBC dobit ¢emo jednake trapeze ABGD i EGCF [(A-
3)]. Dodajmo tim trapezima trokut AGBC pa je paralelogram ABCD jednak
paralelogramu EBCF [(A-3)]. |

PROPOZICIJA 36. Paralelogrami s jednakim osnovicama izmedu istih pa-
ralela su jednaksi.
DOKAZ. Neka su ABCD, EFGH paralelogrami s jednakim osnovicama BC,
FG iistim paralelama AH , <B_(j
Tvrdimo da je paralelogram ABCD jednak paralelogramu EFGH.

A D E H

B c F G

Propozicija 36.
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Spojimo tocku A s tockom H i toc¢ku B s tockom E. Buduéi je BC = FG
i FG = FH imamo BC = EH [(A-1)]. Jednake stranice BCi EH su i
paralelne i spajaju ih EB i HC pa su i one jednake i paralelne (Propozicija 33.).
Dakle, EBC H paralelogram. Taj je paralelogram jednak paralelogramu ABC D
(Propozicija 35.). Iz istog razloga je paralelogram EFGH jednak paralelogramu
EBCH (Proporzicija 35.). Dakle, i paralelogram ABCD jednak je paralelo-

gramu EFGH [(A-1)]. ]
PROPOZICIJA 37. Trokuti s istom osnovicom izmedu istih paralela su jed-
naki.

DOKAZ. Neka su AABC, ADBC trokuti s istom osnovicom BC i izmedu
paralela <B—C>', AD.
Tvrdimo da je trokut AABC jednak trokutu ADBC.

E A D F

B Cc
Propozicija 37.
> >
Konstruiramo paralelu kroz B sa C'A, a kroz C paralelu sa BD (Propozicija 31.).
Sjecista tih paralela s pravcem ﬁ oznacimo sa F i F. Dobili smo dva jednaka
paralelograma FBCA i DBCF (Propozicija 35.). Trokut AABC' je polovina

paralelograma, a trokut ADBC je polovina paralelograma DBCF (Propozicija
36.). Dakle, trokut AABC je jednak trokutu ADBC. [

PROPOZICIJA 38. Trokuti s jednakim osnovicama izmedu istih paralela su
jednaki.

DOKAZ. Neka su AABC i ADEF trokuti dakvi da je BC = EF i BF || AD.
Tvrdimo da su ti trokuti jednaki (po povrsini).

G A D H

B C E F
Propozicija 38.

— >
Konstruiramao paralelu kroz B sa AC' i paralelu kroz F' sa DFE (Propozicija 31.)

i sjecista dobivenih paralela sa 1(4_D> ozna¢imo sa G i H. Dobili smo dva jednaka
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paralelograma GBCA i DEFH (Propozicija 36.). Trokut AABC je polov-
ina paralelograma GBC'A, a trokut AEFD polovina paralelograma DEFH
(Propozicija 34.).

Prema tome trokut AABC je jednak trokutu ADFEF. ]

PROPOZICIJA 39. Jednaki trokuti s istom osnovicom i iste njezine strane

leze izmedu istih paralela.

DOKAZ. Neka su dani jednaki trokuti AABC i ADBC' s istom osnovicom
BC i s iste strane osnovice.

<~ —
Tvrdimo BC' || AD.

(wefe
(@]

Propozicija 39.

Pretpostavimo suprotno, tj. da pravci B(—C>’ i AD nisu paralelni. Povucimo
toctkom A paralelu s pravcem <B—C>’ (Propozicija 31.) i njeno sjeciste s pravcem
BD oznacimo E. Spojimo tocke E i C. Trokut AABC jednak je trokutu AEBC
(Propozicija 37.). No AABC jednak je i trokutu ADBC pa imamo da je trokut
ABCE jednak trokutu ABCD [(A-1)]. Dobili smo da je veéi trokut jednak
manjemu, $to je nemoguée [(A-5)]. |
PROPOZICIJA 40. Jednaki trokuti s jednakim osnovicama s iste strane od

njih leze izmedu istih paralela.

DOKAZ. Neka su AABC, ACDE jednaki trokuti s jednakim osnovicama
BC = CF is iste strane.

— JE—
Tvrdimo de je BC' || AD.

B C E

Propozicija 40.

—
U suprotnom, povucimo tockom A paralelu s pravcem BC' (Propozicija 31.)

>
i njeno sjeciste s pravcem C'D ozna¢imo sa F. Spojimo tocke F' i E. Trokut
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AABC jednak je trokutu AFCE (Propozicija 38.). Kako su i trokuti AABC
i ADCE jednaki, dobivamo da je trokut ADCE jednak trokutu AFCE, a to
je nemogucée [(A-5)]. |

PROPOZICIJA 41. Ako paralelogram ima istu osnovicu s nekim trokutom i

ako leze izmedu istih paralela, onda je paralelogram dva puta veéi od trokuta.

DOKAZ. Neka paralelogram ABCD i trokut AEBC imaju istu osnovicu i
neka leze izmedu istih paralela.
Trvdimo da je paralelogram ABCD dvostruko veéi od trokuta AEBC.

A D E

Propozicija 41.

Spojimo tocke A i C. Trokuti AABC, i AEDC su jednaki (Propozicija 37.)
i kako je paralelogram ABCD dvostruko veéi od trokuta AABC (Propozicija
34.) zaista je paralelogram ABCD dvostruko veti od trokuta AEBC. ]

PROPOZICIJA 42. U danom pravocrtnom kutu konstruirati paralelogram

jednak danom trokutu.

DOKAZ. Neka su dani trokut AABC' i kut ZD.
A F G
D

B E C

Propozicija 42.

Raspolovimo duzinu BC i neka je E njeno poloviste, tj. BE = EC. Nanesimo
kut ZD iz E tako da je ZFEC = ZD (Propozicija 23.). Tockom A povucimo
paralelu s <B—C>' (Propozicija 31.) i neka je F' tocka u kojoj ta paralela sijece EF.
Tockom C' povucimo paralelu s EF (Propoziija 23.) i neka je G totka u kojoj
ta paralela sijece AF. Time smo dobili paralelogram FECG.

Tvrdimo da je to trazeni paralelogram. Buduéi je BE = EC trokuti AABE
i AAEC su jednaki jer leze izmedu istih paralela (Propozicija 38.). Dakle,
trokut AABC' je dvostruko veéi od trokuta AAEC. No, i paralelogram FECG
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je dvostruko veéi od trokuta AAEC (Propozicija 41.) pa je on jednak i danom
trokutu AABC.

Dakle, jer je ZFEC = ZD, paralelogram FECG je upisan u dani kut i jednak
je danom trokutu AABC, sto se i tvrdilo. ]
PROPOZICIJA 43. U svakom paralelogramu dopune paralelogramima na

dijagonali su jednake.

DOKAZ. Neka je ABCD dani paralelogram i AC njegova dijagonala.
A H D

E K F

B G C

Propozicija 43

Odaberimo na dijagonali tocku K i povucimo njome paralele s AD i AB.
Presjec¢ne tocke tih paralela sa stranicama paralelograma oznac¢imo sa F, F, H
idG.

Paralelogrami FBGK i HK FD su dopune na dijagonali i treba dokazati da su
one jednake.

Budu¢i je AC dijagonala paralelograma ABCD trokuti AABC i AACD su
jednaki (Propozicija 34.). Isto tako trokuti AAEK i AAK H su jednaki i nadalje
trokuti AKGC i AKCF su jednaki (Propozicija 34.). Sada je zbroj trokuta
AAEK i AKGC jednak zbroju trokuta AAHK i AKCF [(A-2)]. Bududéi
je trokut AABC jednak trokutu AADC preostala dopuna FBGH jednaka je
preostaloj dopuni HKFD [(A-3)]. |

PROPOZICIJA 44. Na danoj duzini v danom pravocrtnom kutu konstruirati

paralelogram jednak danom trokutu.

DOKAZ. Neka je AB dana duzina, C' dani trokut, a ZD je dan pravocrtni
kut.
Treba uz danu duzinu AB u kutu jednakom D konstruirati paralelogram jednak

danom trokutu C.

Propozicija 44.
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Odaberimo proizvoljni pravac i na njemu nanesimo danu duzinu AB. Produzimo
duzinu AB i u vrhu B nanesimo kut ZD i u njemu paralelogram BEFG jed-
nak danom trokutu AC (Propozicija 42.). Povucimo tockom A paralelu s BC
(Propozicija 31.) i presjek te paralele s praavcem FG oznagimo sa H. Pravac
FH sijece paralelne pravace FEiHA paje LZAHF + /HFFE = 2R (Propozicija
29.). Slijedi ZBHG+GFE < 2R, ato znag¢i da se pravci HBiFE sijeku [(P-5)].
Sjeciste oznac¢imo sa K i njime povu¢imo paralelu s pravcem E<—1>4 (Propozicija
31.) i sjeciste te paralele s pravcem HA oznacimo sa L. Dobili smo paralelo-
gram HLKF kojemu je dijagonala HK, a paralelogrami LM BA i BEGB su
dopune oko dijagonale H K. Dopune su jednake (Propozicija 43.) i kako je dop-
una BEFG jednaka trokutu AC, to je i dopuna LM BA jednaka trokutu AC
[(A-1)]. Buduéi je ZGBE = ZABM (Propozicija 15.), a ZGBE = /D, onda
jei ZABM = /D.

Dakle, ALM B je trazeni paralelogram. [
PROPOZICIJA 45. U danom pravocrtnom kutu konstruirati paralelogram

jednak danom pravocrtnom liku.

DOKAZ. Neka je ABC'D pravocrtni lik i ZE dani pravocrtni kut.

Spojimo tocke B i D i promotrimo trokut AABD. Konstruirajmo u danom kutu
ZFE paralelogram KHGF jednak trokutu AABD (Propozicija 42.). U kutu
/GHM = /FE nad GH konstruirajmo paralelogram GHML jednak trokutu
ABDC (Propozicija 44.). Kutovi ZHKH i, ZGHM su jednaki kutu ZF pa su
i medusobno jednaki [(A-1)]. Dodajmo im kut ZKHG pa dobivamo ZHKF +
/KHG = Z/GHM + Z/KHG. Kako je ZHKF + ZKHG = 2R (Propozicija
29.) tojei ZGHM + ZKHG = 2R. Slijedi da tocke K, H i M leze na jednom

pravcu (Propozicija 14.).

E K H M

Propozicija 45.

Budu¢i da pravac G<—]>¥ sijeCe paralelne pravce m i ﬁ to su i izmjeni¢ni
kutovi ZM HG iZHGF jednaki. Dodavanjem kuta ZHGL dobivamo ZMHG +
/HGL = /HGF + Z/HGL. Buduéi je ZMHG + ZHGL = 2R (Propozicija 29.)
to je i ZHGF + ZHGL = 2R [(A-1)]. Prema tome totke F,G i L leze na
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istom pravcu (Propozicija 14.). Buduéi su duzine FK i HG jednake i paralelne
(Propozicija 34.), te duzine HG i M L jednake i paralelne, onda su i duzine K F'
i ML jednake i paralelne [po (A-1) i Propoziciji 30.].

Dakle KFLM je paralelogram jednak danom pravocrtnom liku ABCD. [

PROPOZICIJA 46. Na danoj duzini konstruirati kvadrat.

DOKAZ. Neka je AB dana duzina.

U tocki A dignimo okomicu 1(4_C>' (Propozicija 11.) i na njoj odredimo tocku D
tako da je AB = AD. Totkom D povucimo paralelu s pravcem fT)B, a tockom
B paralelu s pravcem 1(4—D> (Propozicija 31.). Sjeciste tih pravaca ozna¢imo sa
E. Dobili smo paralelogram ADEB pa je AB = DE i AD = BE (Propozicija
34.).

CO
D E
A B

Propozicija 46.

Kako je i AB = AD, paralelogram ADEB je jednakostrani¢can. Dokazimo da
je on i pravokutan. Bududi je pravac iﬁ sijece paralelne pravace ﬁ i D(—>E
vrijedi ZBAD + ZADE = 2R. Jer je /ZBAD = R, to jei ZADFE = R. Bududi
su suprotni kutovi paralelograma jednaki, to su i kutovi ZABE i ZBED pravi.
Dakle, ADEB je pravokutan i jednakostranic¢an, dakle i kvadrat. [

PROPOZICIJA 47. U svakom pravokutnom trokutu kvadrat nad stranicom

nasuprot pravog kuta jednak je zbroju kvadrata nad stranicama wz pravi kut.

DOKAZ. Neka je AABC pravokutni trokut s pravim kutom ZBAC.

Konstrirajmo nad stranicama danog trokuta kvadrate BDEF, ACKH i AGFB
(Propozicija 46.). Iz A povucimo paralelu s BDi njeno sjeciste s ﬁ' oznacimo
sa L. Spojimo A sa D, L, E, te F sa C' i B sa K. Buduéi su kutovi ZBAC
i ZBAG pravi, totke A, C, G leze na istom pravcu (Propozicija 14.). Iz istog
rrazloga i tocke B, A, H leze na istom pravcu. Buduéi je ZDBC = ZFBA
dodavanjem kuta ZABC dobivamo da je ZDBA = ZFBC [(A-2)]. Promotrimo
trokute AABD, AFBC. Oni imaju po dvije stranice jednake i jednaki kut medu
njima pa su sukladni (Propozicija 4.). Osim toga paralelogram kojemu je BL
dijagonala dvostruko je veéi od trokuta AABD, jer imaju istu osnovicu i leze

izmedu istih paralela (Propozicija 41.). Isto tako i kvadrat s dijagonalom GB
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dvostruko je veéi od trokuta AFBC (Propozicija 41.). Dakle, paralelogram s
dijagonalom BL jednak je kvadratu s dijagonalom GB.

Propozicija 47.

Sliéno se dokazuje da ako spojimo E sa E i B sa K, da je tada paralelogram
s dijagonalom CL jednak kvadratu s dijagonalom HC. Slijedi da je zaista
kvadrat nad stranicom nasuprot pravog kuta trokuta jednak zbroju kvadrata

nad stranicama uz pravi kut. |

PROPOZICIJA 48. Ako je kod trokuta kvadrat nad jednom stranicom jednak
zbroju kvadrata nad drugim dvjema stranicama, onda je kut izmedu tih dviju

stranica pravi.

DOKAZ. Neka je trokut AABC takav da zadovoljava uvjet, tj. neka je kvadrat
nad stranicom BC jednak zbroju kvadrata nad stranicama AB i AC.
Tvrdimo da je kut ZBAC pravi.

D A B

U tocki A dignimo okomicu na AC i na toj okomici odaberimo tocku D tako
da je DA = AB. Sada su kvadrati nad duzinama DA i AB jednaki. Do-
dajmo im kvadrat nad AC. Zbroj kvadrata nad duzinama DA i AC jednak je
zbroju kvadrata nad duzinama AB i AC. Prvi zbroj je jednak kvadratu nad CD
(Propozicija 47.), a drugi zbroj je po pretpostavci jednak zbroju kvadrata nad
stranicama AB i AC. Dakle kvadrati nad AD i CB su jednaki pa je AD = CB.
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Dobili smo da se trokuti AACD i AACB podudaraju u sve tri stranice, dakle
sukladni su (Propozicija 8.).
Slijedi ZCAB = ZCAD = R, a to se i tvrdilo. ]
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