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Permutacije

Pitanje: Koliko razli¢itih troznamenkastih brojeva
mozemo naciniti od znamenki: 1,215 ?

» Pjesacki nacin je ispisati sve mogucénosti:
125, 152, 215, 251, 512, 521
Ukupno: 6

» Drugi nadin:
» Prva znamenka moze biti bilo koja od tri - 3
moguénosti
» Druga znamenka moze biti jedna bilo koja od
preostale dvije - 2 moguénosti
» Treca znamenka moze biti samo ona zadnja
preostala znamenka - 1 moguénost

Ukupno: 3-2-1=6
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Permutacije

Radi se o problemu u kojem je potrebno odrediti

na koliko se nacina mogu poredati N razlicitih objekata?:

X1 Xo ... Xp
Xo X1 ..o Xp

Svaki od razli¢itih poredaka je jedna permutacija.

Ukupni broj permutacija N razlic¢itih objekata je:

NI=N-(N—1)----- 1
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Perm UtaCIje Vjerojatnost i raspodjele

lvo Batisti¢
Pregled predavanja
Pitanje: Koliko razli¢itih troznamenkastih brojeva [T —
mozemo naciniti od znamenki: 1,1,2i5 7 Vjerojatnost
Funkcija raspodjele
> Pjesacki nacin je ispisati sve mogucnosti: Nk kombinatorck
problemi
1125, 1152, 1215, 1251, 1512, 1521, 2115, 2151,
2511, 5112, 5121, 5211

Ukupno: 12

» Drugi nacin:
» Ako bi sve znamenke bile razli¢ite broj permutacija
je 4l
» Medusobno permutiranje istih znamenki ne dovodi
do novih brojeva, a broj tih permutacija je 2! (Samo
su dvije znamenke iste.)

Ukupno: 4! /2! =12



Permutacije

Poopcenje:

Neka se skup znamenki sastoji od Ny jedinica, N, dvojki,
N3 trojki, ...

Koliko se razlicitih brojeve moze dobiti njihovim
kombiniranjem?

» Ukupni broj svih permutacija je (N1+N, ...)!
» Permutiranjem samo jednica ne dobiva se nista.
Broj takvih permutacija je Nj!
» Permutiranjem samo dvojki ne dobiva se nista.
Broj takvih permutacija je N!
> ...
Ukupni broj razli¢itih brojeva je:

(N1+N2—|—...)!
N1l Not-. ..
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Vjerojatnost i raspodjele

Kombinacije

lvo Batisti¢
Pitanje: Od 5 moguéih kandidata treba izdvojiti 2 Al e
osobe koje ée obaviti odredeni posao. fombinatoriis
Koliko je razli¢itih ekipa po dva Covjeka
moguce uciniti?

Vjerojatnost
Funkcija raspodjele

Neki kombinatoricki
problemi

» Pjesacki nacin - ispisati sve moguénosti:
12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45
Ukupno: 10
» Drugi nacin:
» Prva osoba moze biti bilo tko od 5 kandidata - 5
mogucénosti.
» Druga osoba moze biti bilo tko od prestalih 4
kandidata - 4 mogucnosti.
» Sve isto je da li smo prvo izabrali jednog pa drugog,
ili obrnuto.

Ukupno: 5 -4 /2 =10



Kom bi nac'je Vjerojatnost i raspodjele

Ivo Batisti¢

Pregled predavanja

Kombinatorika
Svaki izbor pojedine ekipe je jedna kombinacija. Vierojatnost

Funkcija raspodjele

Neki kombinatoricki
problemi

Ako na raspolaganju imamo ukupno N predmeta /
osoba / brojeva ...

Ukupni broj moguc¢ih kombinacija od M predmeta
/ osoba / brojeva ..., jednak je:



Kombinacije

Problem izbornika: Kako napraviti nogometnu ekipu od
20 igraca?

20
= 167
<11> 67960

Loto 39/7: Koliko razli¢itih kombinacija od 7 brojeva
moguce izvudi ?

(379> = 15380937
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Va riJ aciJe S pon avlja njem Vjerojatnost i raspodjele

Ivo Batisti¢

0 5 o 0s70n.0 v a Pregled d j
Pitanje: Koliko razli¢itih &etvoroznamenkastih e e

brojeva mozemo naciniti od znamenki 2, 4 i

Kombinatorika

5? Vjerojatnost
Funkcija raspodjele
c v v s v . . . , . Neki kombinatoricki
> Pjesacki nacin - ispisati sve moguénosti: problemi
2222, 2224, 2225, 2242, 2252, ...5555
Ukupno: 81.

» Drugi nadin:
» Prva znamenka broja moze biti bilo Sto - 3
mogucénosti.
» Druga znamenka broja moze biti bilo Sto - 3
moguénosti.
> itd
Ukupno: 3-3-3-3=3* =81



Vjerojatnost Vjerojatnost i raspodjele

Ivo Batisti¢

Pitanje: Ako bacamo kocku, kolika je vjerojatnost da ¥ Pt

¢emo dobiti trojku ?

Kombinatorika
Vjerojatnost

Funkcija raspodjele

H Neki kombinatoricki
Odgovor Je 1/6 problemi

Vjerojatnosti se racunaju kao omjer broja povoljnih
ishoda naspram broja svih mogucih ishoda.

» lznos vjerojatnosti je uvijek manji ili jednak jedan, a
vedi ili jednak nulil

» Ako je vjerojatnost neCega jednaka nuli, onda je
sasvim sigurno da se to nece dogoditi.

» Ako je vjerojatnost jednaka jedinici, onda ¢e se to
sasvim sigurno dogoditi.



Vjerojatnost

Pitanje: Kolika je vjerojatnost da u prvom bacanju
kocke dobijemo trojku i u drugom bacanju
da dobijemo cetvorku 7

S =
|
w
(@)}

Ovdje se radi o kombiniranju dvaju dogadaja. Povoljni
ishod je ako se i prvi i drugi dogadaj ispune. Dakle, oba
se dogadaja moraju dogoditi.

Ako poznajemo vjerojatnost pojave jednog dogadaja i

vjerojatnost drugog dogadaja, tada je vjerojatnost njihove

kombinacije umnozak vjerojatnosti pojedinih dogadaja.

Dogadaji moraju biti nezavisni !
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Vjerojatnost Vjerojatnost i raspodjele
Ivo Batisti¢

Pregled predavanja

Kombinatorika

Pitanje: Kolika je vjerojatnost da bacanjem kocke
dobijemo 5 ili 67

Vjerojatnost
Funkcija raspodjele

Neki kombinatoricki

Imamo dva povoljna ishoda od Sest mogudih. problemi
Vjerojatnost je 2/6 = 1/3.

Do rezultata se moglo doci zbrajanjem vjerojatnost da ¢e
se dobiti 5 ili da ¢e se dobiti 6.

Vjerojatnost kombinacije dva dogadaja, kada je povoljni
ishod ili pojava jednog ili pojava drugog, je dana zbrojem
vjerojatnosti pojedinih dogadaja.

Oba dogadaja moraju biti medusobno nezavisna.



Vjerojatnost

Pitanje: Kolika je vjerojatnost da bacajuéi dvije
kocke (ili dva bacanja) se dobije zbroj
brojeva djeljiv s 3 ili paran broj ?

Postoje 22 povoljna ishoda, 18 parnih kombinacija te jos
142, 241, 445, 5+4.
Vjerojatnost je 22/36.

Povoljni ishodi za zbroj djeljiv s 3 su 1+2, 241, 145,
244, 343, 44-2, 5+1, 445, 5+4, 646, ukupno 10
mogucénosti. Vjerojatnost je 10/36.

Broj kombinacija koji daju parni zbroj je 18.
Vjerojatnost je 1/2.

Medutim, vjerojatnost kombinacije jednog ili drugog
dogadaja nije zbroj vjerojatnosti jer dogadaji nisu
nezavisni.
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Vjerojatnost

Pitanje: Kolika je vjerojatnost da bacajuéi dvije
kocke (ili dva bacanja) se dobije zbroj
brojeva djeljiv s 3 i paran broj ?

Povoljni ishodi su 145, 2+4, 3+3, 442, 541, 646,
ukupno 6 moguénosti, naspram 36 mogudih ishoda.
Vjerojatnost je 1/6.

Ponovo vjerojatnost kombinacije jednog i drugog

dogadaja nije umnozak vjerojatnosti, jer dogadaji nisu

nezavisni.
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Vjerojatnost Vjerojatnost i raspodjele
lvo Batisti¢
Pitanje: Koja vjerojatnost da ¢e bacajuéi dvije kocke Pregled predavanja
zbroj brojeva biti paran? Kombinatorika
Vjerojatnost

Funkcija raspodjele

Verojatnost da se dobije paran (ili neparan broj na jednoj e combinatoricii
kOCkI Je 1/2 problemi

Vjerojatnost da se dobije param broj na prvoj kocki
da se dobije param Ibroj na drugoj kocki
da se dobije neparalr:I broj na prvoj kocki
da se dobije neparamI broj na drugoj kocki:
11 11 _ 1

P=-.-4+-.-==
2 2+2 2 2



VjerOjatnOSt Vjerojatnost i raspodjele

lvo Batisti¢
Pitanje: Koja je vjerojatnost da u prostoriji s 20 Pregled predavanja
osoba ni jedna nema rodendan na isti dan. Kombinatorika
Vjerojatnost

Funkcija raspodjele

Broj povoljnih kombibacija: Neki kombinatori¢ki
problemi
19
365 - 364 - 363...346 = [ [ (365 — i)
i=0

Broj svih mogucénosti:
365 - 365 - 365. .. 365 = 3657

Vjerojatnost:

P=T[(- )= 2
H 2¢5) = 0, 58856



Vjerojatnost

Pitanje: Kolika je vjerojatnost da nasumice odabrana
tocka u kugli u 20-dimenzionalnom prostoru
bude bliza centru nego povrsini?

Vjerojatnost je dana omjerom volumena kugli radijusa
R/2i R:

1 -6
P = 520 = 0,953674 10

Pitanje: Kolika je vjerojatnost da ¢e kuglica radijusa
1 cm, gibajuéi se iz centra u proizvoljnom
smjeru pogoditi metu radijusa 10 cm na
udaljenosti od 1 m 7

2
poTOLIL M) o o5 1073
47r(1 m)?
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Vjerojatnost

Pitanje: Koja je vjerojatnost da se u Lotu 39/7
izvuce sedmica ?

Vjerojatnost je dana brojem kombinacija:

1

_ _ -8
P= 15380937 6,5 107"

Pitanje: Koja je vjerojatnost da se u zadnjih 10
izvlagenja Lota 39/7 ne izvuce niti jedna

kuglica s brojem 10 7

7
P=(1---)""=0,13831
( 39) )
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Funkcija raspodjele

U fizici se Cesto promatraju svojstva veceg broja Cestica ili
prodmeta: njihove brzine, polozaju ili energija, ...

Ako se radi o jako velikom broju &estica, 10° npr., tada
nije prakti¢no pratiti fizikalne vrijednosti za svaku
pojedinu Cesticu.

Za proracunavanje srednjih vrijednosti koristimo se
funkcijom raspodjele, koja nam kaze koliko Cestica ima
odredeno fizikalno svojstvo.
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Funkcija raspodjele

Neka u sobi ima 14 osoba:

Broj osoba

1

1

3

2

2

Uzrast (godina)

14

15

16

22

24

25

Uvodimo funkciju raspodjele po godinama, N(god):

N(god) 0| 1 1| 3| 0
godina 13 |14 | 15| 16 | 17
N(god) 21 0] 21 510
godina 22 123|124 | 25| 26

Vrijednost funkcije N(god) je broj osoba u prostoriji koji

imaju god godina.
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Funkcija raspodjele

= N W s~ o

N(god)

[ 1]

il

Vjerojatnost i raspodjele

Ivo Batisti¢
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Vjerojatnost
Funkcija raspodjele
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problemi

god

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Histogram funkcije N(god).



Fu n kClJa raspodjele Vjerojatnost i raspodjele

Ivo Batisti¢

0 a a Bregl i
Koliko ukupno osoba ima u sobi ? (o [t
Kombinatorika
Vjerojatnost

Funkcija raspodjele

[ee]
Nuk = Z N(god) = ].4' Neki kombinatoricki

problemi

god=1

Ako izaberemo jednu osobu u sobi, koja je vjerojatnost da
¢e imati 15 godina.

Postoji samo jedna osoba s 15 godina, povoljni ishod je
samo jedan od 14 mogudih:
_N(15) 1

P, — il
YN, 14




Funkcija raspodjele

Ako izaberemo jednu osobu u sobi, koja je vjerojatnost da
¢e imati 17 godina.

U prostoriji nema osoba od 17 godina, dakle ne postoji
niti jedan povoljni ishod:

P17 =
Ako izaberemo jednu osobu u sobi, koja je vjerojatnost da
¢e imati 16 godina.

Postoji tri osobe s 16 godina, dakle, imamo 3 moguca
povoljna ishoda:

Pie =
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Funkcija raspodjele

Vjerojatnost izbora jedne osobe od j-godina je:

_NG) NG

P() =~ = > H0

Vrijedi:

ZP(j):l
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Funkcija raspodjele

Koja je najvjerojatnija dob?
(Za koju dob j je vjerojatnost najveca?)

Vjerojatnost je najveéa za j = jmax = 25.

Koja je srednja dob?
(Jedna polovica osoba je starija od toga a druga je
mlada!)

Srednja dob je j = jmeqd = 23.
7 osoba je starije od 23 a 7 ih je mlade!
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Funkcija raspodjele

Koja je prosjecna dob?

> J NG)
DT

Jav

Neka zapazanja:
Nema niti jedne osobe dobi od 21 ili 23!

Z j P(j) = 21.
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Vjerojatnost i raspodjele

Funkcija raspodjele

Ivo Batisti¢

Izralunati prosje¢ni kvadrat dobi! e

Kombinatorika

Z J2 N(j) Vjerojatnost
Jj

5 Funkcija raspodjele

=— = J< P(j) = 459,5714. Neki kombinatoricki
Z N(J) Zj: problemi

J

Da li su (j2)ay i (jav)? isti ?

G*)av

(%)a = 459,5714 > (j,,)? = 441

Moze se uvesti pojam prosjecne vrijednosti neke funkcije
od dobi:

(FGav =3 70) PO



Fu n kCIJ a raspodje'e Vjerojatnost i raspodjele
Ivo Batisti¢

Pregled predavanja

Kombinatorika

Primjer dviju razli¢itih funkcija raspodjele koje imaju istu
srednju vrijednost, istu najvjerojatniju vrijednost i istu
prosjeCnu vrijednost.

)

Vjerojatnost
Funkcija raspodjele

Neki kombinatoricki
problemi

. NG)

N
>

= N W OO N 0 ©o
H N W s~ OO N 0 ©o

HEN [T 1 J

12345678 910 3456 7




Funkcija raspodjele

Kako razlikovati funkcije raspodjele koje imaju istu
srednju, najvjerojatniju i prosjecnu vrijednost?

Uvodimo pojam srednje kvadratno odstupanje:

8j =V = \/Z G~ inn)? PU)

» Ako je funkcija raspodjele Siroka srednje kvadratno

odstupanje je veliko,

» a ako je funkcija raspodjele jedan uski vrh, onda je

srednje kvadratno odstupanje malo.
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Funkcija raspodjele

Standardna devijacija za spomenute primjere:

9, NG) 9, NO)
8 8 I
7 7
6 6
2__
5 Vo2=2,45 5 /o?=0,44
4 4
3 3
2 — 2
1 1 .
HEN HEEW, J
12345678 910 34567
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Vjerojatnost i raspodjele

Funkcija raspodjele

Ivo Batisti¢

Pregled predavanja
Kombinatorika
Vjerojatnost

Funkcija raspodjele

Neka zapazanja: Neki kombinatoriki

problemi

» 02 >0

> (P)av > (av)?

> 0% = 02)av - (jaV)2

» Ako raspodjela nema Sirine, svi primjerci imaju istu
vrijednost fizikalne veli¢ine, tada je 0> =0



Vjerojatnost i raspodjele

Funkcija raspodjele
Ivo Batisti¢
Pregled predavanja
Kombinatorika
Vjerojatnost

Funkcija raspodjele

Primjer: Promatramo raspodjelu znamenki u broju = =~ =
napisanom do 100 decimalnih mjesta: problemi

3.141592653589793238462643383279502884197169399
37510582097494459230781640628620899862803482534
2117068

Znamenka |0 | 1| 2| 3| 4|5|6|7| 8| 9
Broj znamenki | 8 | 8 |12 |12 |10 |8 |9 |7 |13 | 13




Funkcija raspodjele

Znamenka

2

3

4

Broj znamenki

12

12

10

Koja je vjerojatnost za znamenku 6 ? (0,09)
Koja je najvjerojatnija znamenka ? (8 i 9)

Koja je "prosjena znamenka" ? (4,72)

Koja je srednje kvadratno odstupanje ? (2,91)
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Funkcija raspodjele

Vjerojatnost nekog dogadaja u vremenskom intervalu At
neka je p. (Neka se dogadaj moze pojaviti samo jednom!)
» Cemu je jednaka vjerojatnost da se dogadaj dogodi

to¢no m-puta u periodu vremena NAt ?

» lzracunati srednji broj pojavljivanja dogadaja!
(Unutar perioda NAt)

» lzracCunati srednje kvadratno odstupanje !

N!

’D(m) = pm(l - p)N—m ’ m'(N — m),

Vjerojatnost i raspodjele

Ivo Batisti¢

Pregled predavanja
Kombinatorika
Vjerojatnost
Funkcija raspodjele

Neki kombinatoricki
problemi



Funkcija raspodjele

p =017
N =10
p=205
N =10
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Vjerojatnost i raspodjele

Funkcija raspodjele

Ivo Batisti¢

Pregled predavanja
Kombinatorika
m
E x"P(m) = (1 —p+ xp)V
Vjerojatnost
Funkcija raspodjele

> lzracCunati srednJ| broj pojavljivanja dogadaja

Neki kombinatoricki

N problemi
OP(x)
m mz_:l m P(m) o | p
» lzraCunati srednje kvadratno odstupanje
N
(m(m=1))ay = > m(m—1) P(m)

m=2

9*P(x) 2
| ( )p




Neki kombinatoricki problemi

Na koliko raznih nac¢ina mozemo rasporediti N razlicitih
kuglica tako da ih bude N; u prvoj kutiji, N> u drugoj, N3
u trecoj, ...

NI
Ny N5 INST .

Na koliko raznih nacina mozemo rasporediti N razlicitih
kuglica u g kutija, ako ih u svakoj kutiji moZe biti
proizvoljan broj ?
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Neki kombinatoricki problemi

Na koliko raznih nacina mozemo rasporediti N potpuno
identi¢nih kuglica u g kutija, ako ih u svakoj kutiji moze
biti proizvoljan broj ?

(N+g—1)!
Ni(g —1)!

Na koliko raznih nacina mozemo rasporediti N potpuno
identi¢nih kuglica u g kutija, ako ih u svakoj kutiji moze
biti najvise jedna?

Ni(g — N)!
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