Klasi cha statistl cka fizika

malo ponavljanja

Raspodjela po brzinama, f(v), govori nam o broju €estica u nekom
Intervalu brzina:

TN <vev) o= [Cav i

broj Cestica u intervalu brzina
> od v; do V»




> Ukupan broj Cestica:

—+00
N = dv f(v)

—00

> Raspodjela normirana na jedinicu:

> Vjerojatnost da se Cestica ima brzinu unutar nekog intervala, npr.
(V1,V2):
V2
W(Vy <V < Vp) :/ F(v) dv
Vi

> Za dw = F (V) dv vrijedi:

—~+00

1>dw>0 i dw=1

—00

> dw je vjerojatnost da ¢estica ima brzinu unutar infinitezimalno ma-
log intervala Sirine dv oko brzine v.



> U tri dimenzije imamo funkciju raspodjele po komponentama br-
zine:

N(u 3D intervalu brzina) = / dv fap(Vy, W, V) =N / d>v Fap (Vx, Wy, Vy)

> Postoji | funkcija raspodjele po samo jednoj komponenti brzine, npr.
X-komponenti (bez obzira na iznose druginh komponenti brzine):

Vo Vo
Nx(V]_ < VX < V2) — / dVX fX(VX) — N / dVX FX(VX)
V1 V1

> A vjerojatnost da Cestica ima X-komponentu brzine u intervalu

(V1,V2) je:
NX(Vl <V < V2)

N

p(V17 V2) —



> A vjerojatnost da Cestica ima X-komponentu brzine u vrlo malom
intervalu Sirine Avy oko Vy:

AV AV

VX
+2) = / Ay F(Vi)) & Fi(Vy) - AV
\V

Avy

2

> Isto tako, mozemo govoriti 0 vjerojatnosti da cCestica ima Y/z-
komponentu brzine u vrlo malom intervalu Sirine Avy/Z oko Vy /.

AV. AV,

p(vy — 7y> Vy 73/) ~ Fyw) -y
AV AV

p(Vz — 727 Vz+ 72) ~ FZ(VZ) -Av,

> Kolika je vjerojatnost da Cestica ima brzinu u vrlo malom prostor-
nom intervalu Sirine (Avy, Avy, AV;), oko brzine V= (Vx, Vy,Vz) ?



Ova je vjerojatnost moze izracunati na dva nacina.

> Preko Fsp funkcije raspodijele:

p(VX_TX’VX—I_TX;Vy_7)/7Vy+7)/;vz_727Vz—|—7z)

~ Fap(V) AvAvwAv,

> Il preko funkcija raspodjela po komponentama:

p(VX_7)(7VX‘|_7X;Vy—T)I,Vy+7)/;vz—727vz_|_72)
~ [FX(VX) AVx] : [Fy(Vy) Avy] : [FZ(VZ) AVZ]

~ F(Wx) Fy(Wy) Fz(Vz) AvAVAVY,,

jer se trazi da Cestica zadovoljava tri nezavisna uvjeta istovremeno
| Cije su nam vjerojatnosti poznate.

(Koristimo se pravilom mnozenja vjerojatnost!)



> lzjednaCavanjem izraza za vjerojatnost dobivamo vezu izmedu 3D
funkcije raspodjele po komponentama brzine i funkcija raspodjele
pPo pojedinim komponentama brzine:

Fap(V) = Fap(Vx, W, Vz) = F(W) - Fy(Vy) - F(Vy)

> Ako su svi smjerovi medusobno ekvivalentni, onda su funkcije Fy, Fy
| F; identiche. Ovu jedinstvenu funkciju mozemo oznaciti s Fyp.
Dakle vrijedi:

Fap (Vx, Wy, Vz) = Fip(Vx) - Fip (W) - Fip(V2).

Razlika medu funkcijama raspodijele po X,y i Z-komponentama br-
zina je u razliCitom argumentu.



Maxwellova raspodjela cCestica po brzinama

Malo prije dobiveni izraz izmedu funkcija raspodijele Fsp i Fip iskoristit
cemo za odredivanje Maxwellove raspodjele Cestica po brzinama, a
koju je on izveo 1859. godine.

Dakle znamo da vrijedi:

Fap (Vx, Wy, Vz) = Fip(Vx) - Fip(W) - Fip(Vz).

Da bi odredili formu funkcija F3p i Fip posluzit cemo se s nekoliko si-
metrijskih argumenata koji vrijede u homogenom izotropnom sustavu.
Dakle nema djelovanja vanjskih sila na sustav.

> Funkcije raspodjele ne ovise o predznaku komponenti brzina.

> Funkcija raspodijele F3p ne ovisi 0 izboru koordinatnog sustava.



> Ako funkcije raspodjele ne ovise o predznaku komponenti onda su
one funkcije kvadrata komponenti:

Fap(£Vy, £V, 1V,) = Fap(V4, V5, V5)
Fio(£%) = Fio(Vg)
Fio(£vy) = Fip(%)
Fio(+v;) = Fin(V3)

> Prema tome veza medu funkcijama raspodjele glasi:

Fap(V&, V5, V2) = Fip (V%) - Fio (V) - Fip(V2)

x» Vy» Vz y



A Sto se dogada ako zarotiramo koordinatni sustav prema kojem ra-
cunamo komponente vektora brzine ?

74
A

Vi

Rotacijom dobivamo drugi skup komponenti:

rotaci Ja

(V)

(VX7 Vya VZ) y» Yz



Novi skup komponenti je linearna kombinacija starih komponenti:

\/x = a1 Wt+apW-+aizV;
\/y = a1 Vxt+ a2 W+ ax3V;
V, = ag1Vx+as2 Vy 1+ az3 Vz

Komponente matrice a;j opisuju rotaciju koordinatnog sustava.

Je li naSa funkcija raspodijele postala drugacija funkcije u novim koor-
dinatama ? Ne. Ona mora ostati ista | nakon rotacije:

IESD (V)2(7 V§7 Vg) — IEBD (\/)(27 \/;/27 \/22)
To je moguce samo ako je:

IE3D(V)2(7V32/7V§) — IE3D(V)2(+V)2/_|_V§) — IE3D(‘v’2)

jer se iznos (duzina) vektora ne mijenja kod rotacije koordinatnog sus-
tava!



Veza izmedu funkcija raspodijele sada se moze zapisati u slijedecem
obliku:

|E3D (V)Z( + V§ + Vg) - |E1D (V)z() . Ile (V)zl) - |E1D (Vg)

Ova Ce relacija vrijediti za proizvoljne Vy, W, V; samo ako su funkcije
Fsp | Fip eksponencijalne funkcije.

Prema tome, funkcije raspodjele po komponentama brzina su:

Fio(Vi) IElD(ViZ) =A exp(—a V) Il =X,Y,z

Fao(V) = Feo(|V]?) = A® exp(—a (Ve+ Vg +Vv2))

gdje su Ai a0 neke nepoznate konstante koje treba odrediti.



Konstanta A moze se odmah izraCunati iz uvjeta normalizacije funk-
cije raspodjele po brzinama:

+00
dv F]_D(V) = 1

—00

|
>
P

pa je normalizacijska konstnta

A —

5419

Pri ovome koristimo relaciju:

+00

dxe ™ = /Tt

—00



Kako ra cunati integrale s eksponencijalnom
funkcijom

Opci integral s eksponecijalnom funkcijom:

® 2
In:/ dXXn e_x
0

Slucaj lp:

(210)° = / dxe™ /dyey—/ / dxdy e~ (")

Uvodimo polarne X = pcosp
— p?
/o dp p d(l) € { koordinate: y=psind }

= 2n/ dppe_pzzn/ dpze‘pzzn/ dze*=T
0 0 0

Dakle:
VT
lo = —
2



Slucaj I1:

_ 2—x
Il_/odxxe 2/d 2/dze

Opci slucaj I, (n > 1):

df
/oo dx x" e = 1 /wd(e_xz) "
: 2 Jo S

{ parcijaina fdf-v:f-V—fdv-f}

Integracija

1 2] X=00 o > nh—1 [*® 2
- _ = x”—le—x} — / dix" e == / dx X2 e X
2 { =0 Jo ( ) 2 Jo

— % In—2



Konacni rezultat:

Primjeri:

zan>1



Srednje vrijednosti brzina

Srednju vrijednost neke funkcije racunamo po pravilu:

g(VX7Vy7VZ) — /dSV g(VX7Vy7VZ) FBD(VX7Vy7VZ)
> Srednje vrijednosti komponenti brzine

g 3
Vx = /d VVXFSD(VX7Vy7Vz)

= /de Vx Fip (Vx) -jdVy FlD(Vy) -dez Fip(V2)
> ag

_J/

—~+00
— dVX VX F]_D (Vx) p— O.

—00

neparna f.

> Isto tako: VW =V,=0



> Srednja kvadratna brzina:

— 00 00 2A 00
V2 = / dvy Vi Fip(v) = A / dvy Ve ® ViZW /O dx x2e ™™
_2A fo 2 2-1ym 1
T w¥2?% \Vmad32 2 2 2a

> Isto se dobiva i za y i zkomponentu brzine:

> Takoder:




Srednja vrijednost kinetiCke energije:

E

(VE+Ve+Ve) =

m 3m
2 - 4a

Srednju vrijednost kinetiCke energije poznajemo iz zakona jednake
raspodjele energija (ili ekviparticijskog teorema):

mvZ mvi mvZ kgT

2 2 2 2

Usporedivanjem nalazimo vrijednost nepoznate konstante O:

o =——.



Maxwellova raspodjela Cestica po brzinama:

m 3/2 m‘v‘z m 3/2 .
Fan(V) = (anBT> eXp<_2kBT> - (21TkBT> ©

Fsa(V) 4
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Funkcija raspodijele po iznosu brzine

Nekada je potrebno izraCunati srednju vrijednost neke veliCine koja
samo ovisi 0 iznosu brzine, ali ne 1 0 smjeru brzine:

o(¥) = [ dvg(¥) Fo(v)

Vy =V COSp sind

uvodimo sferne . .
Vy =V sing sind

| koordinate v, = v 0SS
_ / dv V2 g(V) Fap(V / d¢/ 9 sing
— 41
_ /O AV g(V) Frag(V)
gdje Je V2
Fraa(V) = 4TTA3 VZexp [— 2kBT]

funkcija raspodjele po iznosu brzine



, / Funkcija raspodjele po iznosu

brzine ima maksimum za neki

iznos brzine vy,

Vi Y

Iznos brzine v, moze se izraCunati deriviranjem funkcije raspodjele:

dv
d (v2 e @ VZ) —2ve 'Y _20ve V=0 =
dv

L1 [keT
"= eV T



<l

Primjer: srednji iznos brzine

/ dv v Fag(Vv) = 41TA3/ dvvv2e @V
0 0




Srednji iznos brzine:

= om

Maksimum funkcije raspodjele po iznosu:

e

Srednja kvadratna brzina:

Vrijedi:



Primjeri

> Srednji iznos brzine atoma plina neona (M = 3,37 102° kg) na
temperaturi T =300 K ?

7=/ 2l _ 550 4 ms.
TTm

> Koliko atoma plina neona u jednom molu ima brzinu manju od V ?
Neka je T =300 K.
Vjerojatnost da Cestica ima brzinu manju od V je:

\Y}
p= / dv Fag(v) =0,53305  {numericka integracija !}
0

Broj atoma:
N(v<V)=Na-p=3,2110°



> Koji je srednji iznos brzine Cestica plina koji imaju brzinu vecu ili
jednako vV ?

/dVVFrad /dvvge_av {o(vzzx }

Vogd =
/ dv Frag(V / dv Ve oV’ 20 v dv = dX

dxxe‘x
1 - 1 o/
— X _ 1937091 6974y

V[ gy Vxe™ va

X

4
diejeX = avV° = —
gaje ] -



