Brownovo gibanje

Sva tijela izlozena su
neprestanom bombar-
diranju molekula plina.

> Promatramo li uCinak tih sudara na veliko tijelo (kuglu) nalazimo da
je on u svakom ternutku uravnotezen. U svakom trenutku jednak
broj Cestica udara s jedne i s druge strane tijela. Ukupna sila na
tijelo jednaka je nuli.

> U slucaju malih tijela, ukupna sila nije uravnotezena . Efekti sudara
s jedne strane tijeka nadvladaju efekte sudara s druge strane. Urav-
notezenost postoji samo ako sudari promatraju usrednjeno preko
nekog vremenskog intervala.



Promatramo li kratke vremenske intervale, na malo tijelo dijeluje
efektiva sila (ukupna sila svih Cestica koje udaraju tijelo u tom vre-
menskom intervalu) koja mijenja smijer dijelovanja i jacinu.

Silu koja mijenja smijer i iznos (jaCinu) djelovanja zovemo nasu-
micnhom silom (eng. random force).

Pojavu nasumicne sile na mala tijela prvi put je uoCio R Brown
1827. god. (botaniCar) promatrajuci gibanje Cestica cvijetnog praha
u vodi.

On je naSao da Cestice cvjetnog praha iz
nepoznatih razloga mijenjaju smjer i br-

zinu gibanja. <' :Z‘



> Pojavu Brownovog gibanja objasnili su tek 1905. godine A. Eins-
tein i M. Smoluchowski (nezavisno): Brownovo gibanja rezultat je
djelovanja nasumicnih sila molekula vode.

> Djelovanje okolnih molekula (plin, voda, ...) na Cesticu je dvojako:

— zbog neuravnotezenog udaranja pojavljuje se nasumicna sila ko-
ja dovodi do gibanja Cestice

— ali takoder pojavljuje se sila trenja (gusenja) jer gibajuta Cestica
preko sudara prenosi dio kinetiCke energije nazad na molekule.

> Brownovo gibanje je univerzalna pojava do koje dolazi uvijek kada
Imamo cesticu manjih dimenzija koja se nalazi u kontaktu s nekim
termodinamickim sustavom i putem kojeg se moze prenostiti kine-
ticka energija.

> Nasumicna sila postoji i za veca tijela, ali je ona zbog bolje urav-
noteZzenosti sudara manja, te zbog vece mase tijela njen efekt je
maniji.



Konacni efekt djelovanja nasumicnih sila da se Cestica nasumi cno
giba te je ukupni predeni put od pocCetnoh polozaja proporcionalan
Vt, gdje je t vrijeme promatranja.

Vrlo jednostavni model gibanja Brownove Cestice:

> Vremenski interval izmedu promjene smjera gibanja Cestice je /.

> Za vrijeme vremenskog intervala At Cestica se giba po iznosu uvi-
jek istom brzinom vy (ne po smjeru).

> Ovdje smo napravili ove pogreske:
— vremenski intervali izmedu promjene smjera gibanja cestice nisu
ISt
— a niti brzina gibanja nije ista.



. t=0,

polozaj Cestica R=R,=0

brzina Cestice V1, pri Eemu je |V4| = Vg
t=At

polozaj Gestica R= R; = V; - A,
brzina Cestice V, pri emu je |Vo| = Vg
.1 =2At

polozaj Cestica R=R, =V, At +V;-At,
brzina Cestice V3 pri ¢emu je |V3| = Vg

.t=nAt
polozaj Eestica R= Ry = (3 ,Vn) - At,
brzina €estice Vi, 1 pri €emu je [Vhi1| = Vo






Opcenito polozaj Cestice nakon N vremenskih intervala At je:

nAt Zv ) - At.

Put koji je Cestica presla izmedu unutar I-tog vremenskog intervala je:
Ar =V - .

Ukupni put je zbroj svih vektora pomaka.

Kvadrat ukupnog predenog puta:

R(NAD ]2 = At®. \Zvn\Z At? - ( Zm%z;v Vi)

VO A/—/O

= At°.n-v§g=n-d? (d = vp- At



Srednji ukupni put koji Cestica prede u intervalu vremena T je:
— T
R2(1) = A d*=C-1
=N

odnosno

R2(1) ~ V/T.
Kod inercijalnog gibanja predeni put je proporcionalan vremenu:

Rinerc(T) = V-1



Cemu je konstnta C jednaka ?

> Vidjeli smo da je:

C~Vvg = CrkgT

> C ovisi o dimenziji Cestice, te je to veti Sto je Cestica manja:

1
C~ R (Ro = radijus Cestice)

> Opcenito: y
— T
RR=y——1
"R



> Konstanta Y je obrnuto proporcionalna koeficijentu viskoznosti.

> Godine 1909. J. Perrin napravio je mjerenja Brownovog gibanja
te je potvrdio ispravnost formule. 1z konstante y uspio je odrediti
vrijednost Boltzmannove konstante Kg.

> ViSe 0 njegovim mjerenjima se moze naci na web-adresi:

http://www.nobel.se/physics/laureates/1926/perrin-lecture.html



Molekule u gravitacijskom polju

> Maxwellova raspodijela vrijedi za Cestice koje nisu izloZzene djelova-
nju vanjskih sila.

> Ako na cCestice dijeluju vanjske sile, tada treba koristiti Boltzmanno-
vu raspodielu.

> Potencijalna energija Cestica u gravitacijskom polju:

y4
M- m
E,. = —G
; R+ A

Mz m M- m
G
R, R

-G

Z

= kond.+mgz



> Ukupna energija cestice:

mv?
E=—14+mgz
2
> Funkcija raspodjele
dw(X, Y,z Vx, Wy, Vz) ~ € P dx dy dzdp, dp, dp;
> Broj Cestica:

N = C / dx dy dz dpy dp, dp, e PEED)
_C /dze‘Bmgzjdxdydpxdpy dp, e P
— kongt

= /dzC’e‘B”‘gZ:/dz n(z)

N(z) je funkcija raspodijele Cestica po visini z




n(z),
Ako je broj Cestica N= konst.
(N = [ dzn(2))

T2 > T1
>Z y4

> Funkcija raspodjele po visini je:

n(2) = n(0)-exp (—m—gz>

"~
C/

> Gustoca, N(z), ekponencijalno opada s porastom visine z
> Sto je temperatura veca brzina opadanja s visinom je manja.

> Sto je masa Cestica veca brzina opadanja je veca.



> Tlak je proporcionalan gustoci Cestica:

N
P=3 keT = nkgT (jlednadzba stanja)

iz Cega se dobiva:

p(2) = p(0) - e P (barometarska formula)

> Barometarska formula vrijedi samo ako se temperatura ne mijenja
s visinom. U prirodi temperatura obiCho opada s visinom.

> Promjena tlaka za razlicite plinove:

p(z=126km) = p(0) et zaH, (vodik)
p(z=7,9km) = p(0)e ! zaO; (kisik)

U visokim dijelovima atmosfere preovladavaju lagani plinovi, a u
donjim dijelovima teski.



Perrin je 1909. eksperimentalno provjeravao brometarsku formulu:

> Promatrao promjenu gustoce emulzije mastika (peludni prah trop-
ske biljke) | vode.

> Radijusi kuglica peludnog praha bili su ~ 107> cm, a masa im je
bila oko ~ 10° - my,(molekule vodika).

> Promjena gustocCe s visinom je:
n(z= 0,126 cm) =n(0) e * za T=300 K
> Mjereci

— masu kuglica (iz radijusa i relativne gustoce prema tekucini)
— promjenu koncentracije s visinom (koristeCi mikroskop i brojecCi
cestice)

odredio je Boltzmannovu konstanu Kg. 1z Boltzmannove konstante
| plinske konstante R, odredio je Na Avogadrovu konstantu.



Zakon jednake raspodjele energija

> ProsjeCna vrijednost kvadrata brzine (iz Boltzmannove raspodjele):

m v2

2 _ [dd V2 e PE B J dvy v exp (_ZkBT) _ keT
2 — — _B

Jd® e FE [ dvy exp( m"%) m

~ 2kgT

> Isti rezultat dobivamo i za y i zkomponentu brzine. Opcenito:

mvZ mvi mvZ kgT

2 2 2 2

> Prosjecni dio kinetiCke energije svakog stupnja slobode gibanja:

E. KeT
Ex(stupanj slobode) = BT



Isti ili sliCan rezultat dobiva se i za ostale vrste gibanja (stupnjeve
slobode). Npr. slucaj rotacije krutog tijela:

> Energija:
E (rotacija) = —1 (Ixco)z(JrI cogz,%— Izooz)
2 y y4

> Fazni prostor stanja treba prosititi s rotacijskim stupnjevima slobo-
de:

d® =dxdy dzdpx dpy dp, dby dwy db, dw, dO; dw,
rotacijski stﬁpnjevi slob.

> ProraCun srednje energije:




> Analogno:

o 1,02 kT
2 2 2
> ProsjeCha kinetiCka energija (energija rotacije) ne ovisi o Cestici,
njenoj masi ili veliCini (momentu inercije). Za sve je ista i jednaka:
keT
2

> Ako neko tijelo ima f stupnjeva slobode, tada je

kT
E=f 2
2

Napomena: Zakon jednake raspodjele energija vrijedi samo za po-
drucje temperatura gdje vrijedi klasiCnha statistiCka fizika.



Daltonov zakon

> Ako u nekoj posudi imamo smjesu raznih plinova, oni se svi nalaze
u termodinamickoj ravnotezi na temperaturi T.

> Za idealni plin vrijedi:

2
pvV==- U,

kinetiCka
energija

> Pri tome je:

S — 3keT
U=NE+NEx+...=(N1+Na+...) %

> Pa se dobiva jednadzbe stanja idealnog plina:

PV =(N1+Nx+...) kgT



> Ako bi se u posudi nalazila samo jedna vrsta plina (sastojak smje-
se), tada bi vrijedilo:
piV =N kgT
P;i je parcijalni tlak koji dolazi samo od jedne komponenete smjese.

> Vidimo da je ukupni tlak smjese plinova jednak zbroju parcijalnih
tlakova pojedinih komponeti:

N1—|—N2—|—...

P=p1+pP2+pP3.. = v KeT

(John Dalton 1809.)



Linearni harmoni c¢ki oscilator

Zelimo izraGunati prosje¢nu energiju linearnog harmonickog oscilato-
ra.

> Hamiltonijan (energija) je dan izrazom:

} 02 mwq?
H _2m+ 2

> Srednju vrijednost raCunamo koriste€i Boltzmannovu raspodijelu:

[oof Coa(fe 5T "

2m 2

/+°°dp +00dqe B( WZZQ)

—00 —00

E =

— Ek"‘ Ep




> Prosjecna kinetiCka energija:

+ o0 +o00 2 _B(p_2+m2q2)
/ dp [ dqs i e \ ¢
? . — 00 —00
“ +00 +00 B( 22q2>
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> Prosjecna potencijalna energija:

00 00 2q2
/+ dp + mOOZC] < ’ )
E, = — —®

P +00 +o00 B( mwzzq )
/ dp/ dqe
+00 5 1w mzq 2
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> Ukupna prosjecna energija harmonickog oscilatora je:

EHO = kBT

> ProsjeCha energija

— Nne ovisi 0 masi
— a ne ovisi ni o frekvenciji

harmonickog oscilatora.

Napomena: Ovaj je rezultat dobar samo za podrucje temperatura
gdje vrijedi klasiCna statistiCka fizika.



Toplinski kapacitet kristalne reSetke

> VecCina krutih tijela ima kristalnu mikroskopsku strukturu. lzuzetak
su plastiche mase, staklo te ostala amorfno gradena tijela.

> U kristalima atomi su uredeni u pravilnu trodimenzionalnu mrezu
koju zovemo kristalna reSetka .

Cestice rasporedene u pravilnu kristal-
nu resetku nalaze se u stanju u kojem
je ukupna energija najniza (osnovno sta-
nje). Amorfna struktura i1 nepravilni ras-
pored Cestica imaju viSu ukupnu energi-
JU.




> Atomi u kristalnoj reSetki nisu nepomicni, nego se mogu micati (ti-
trati) oko svog srednjeg polozaja u kristalnoj resetki.

> Sile medu atomima u kristalu su na vecim udaljenostima privlacne,

a na kracim udaljenostima odbojne.

odbojni dio
potencijala

ravhotezna toCka

priviacni dio

potencijala
vl
>

/
—_—
B

Postoji ravnotezna tocCka rg ka-
da je potencijalna energija mini-
malna. To je priblizno | udalje-
nost medu atomima u kristalnoj
resetci.



> Na niskim temperaturama (na kojima kristali postoje) atomi se gi-
baju oko dna potencijalne energije, tj. oko toCke ry.

> U tom podruCju se potencijalna energija moze razviti u Taylorov
razvoy.

V(r)~V(rg)+ (aa_\r/) (ro)-(r —ro)+% (%) (ro) - (r —ro)*+...

_J/

=0 harm%n_i_éki
potencijal

Plava linijja prestavlja probliznu
\ potencijalnu energiju koja vrijedi
o

r samo ako je udaljenost r probliz-
> no ro.

\/ podrucje valjanosti aproksimacije




> Energiju medudjelovanja atoma:

E, = V(Xi1—%X)+V(X2—X3) +V(X3—Xa) +V(Xa—Xs) . ..
K

K
— konst.+§ (Xl—Xz—ro)2—|—§ (X2—X3—ro)2—|—...

- (3)

> Kristal prikazujemo kao niz atoma povezanih elasticnim oprugama.

gdje Je




> Prema tome:
Kristal = niz vezanih opruga ili harmoni ckih oscilatora

> U trodimenzionalnom kristalu radi se o 3N harmonickih oscilato-
ra, gdje je N broj atoma u kristalnoj reSetci. Faktor 3 dolazi od tri
moguca smjera titranja, u X, y i Z-smjeru.

> ProsjeCna energija kristala:

U=3N-Eqjo=3-N-kgT

> Toplinski kapacitet:

C/=3Nkg ili Gy(1mol)=3Nakg=3R



Godine 1819 P.L. Dulong & A.T. Petit mjerili su

K“Ajta' C\é ;R) toplinski kapacitet niza kristala na sobnoj tem-
Ag 3:1 peraturi. Rezultati su prokazani u tablici. Op-
Au 3,2 cenito vrijedi da je:

Cu 3,0
Fe 3,1 Cs/~3R
Hg 2,9
Ni 3,1 u skladu s rezultatom koji smo nasli. Ali posto-
Ph 3,2 je i izuzetci (dijamant).
Pt 2,8
Zn 3,1 Delong-Petitov zakon nije u skladu s 3. zako-
W 3,1 . . s
nom termodinamike, koji kaze da:
C 0,7

C/(T—0)—0

Mjerenja toplinskog kapaciteta na niskim temperaturama pokazuju da
Delong-Petitov zakon ne vrijedi, nego se dobiva rezultat koji jest u
skladu s 3. zakonom termodinamike.



Toplinski kapacitet idalnog plina

jednoatomni plin
U sluCaju jednoatomnih molekula jedini stupnjevi slobode se transla-
cijsko gibanje, pa je

_ 3kgT
U(l mol) = NAE = NA kZB
Slijedi da je:
3
= —R
& 2
Takoder



dvoatomne molekule

U sluCaju dvoatomnih molekula po-
trebno je uzeti u obzir i rotacijske
stupnjeve slobode

ProsjeCna energija:

1
2 rotacijska

stupnja slobode

E =

NI W

Unutrasnja enetgija:
)
U (1 mol) = 5 RT



Toplinski kapacitet:

G, = 2R
_ T

C, = IR
He 1,54 2,51 1,63
Ar 1,53 2,52 1,65
H, | 2,46 3,46 1,41
HCI 2,54 3,56 1,40
O 2,53 3,53 1,39
CO 2,53 3,92 1,39
NO 2,51 3,51 1,40
No | 2,45 | 3,46 | 1,40
Clo 3,02 4,11 1,36

——
A
|
ol
|
e
D

Eksperimentalna opazanja toplin-
skog kapaciteta za jednoatomne
| dvoatome molekule na sobnoj
temperaturi.

(mjerenja su napravljena na sobnoj tem-

peraturi)



viSeatomne molekule

Kod viseatomnih molekula potrebno je uzeti u obzir sva tri rotacijska
stupnja slobode. Unutrasnja energija:

Toplinski kapacitet:

U=3RT

Gy = 3R
CHs | 3,27 4,28 1,31
vod. para | 3,34 4,35 1,30
CO> | 3,45 4,49 1,30
NH3 | 3,42 4,42 1,29
CoHs | 4,04 5,07 1,25

Cp

P _ T _ 133
=&

Wl S

LoSe slaganje s merenjimal
(mjerenja su napravljena na sobnoj tem-

peraturi)



Da bi se objasnila merenja potrebno je uzeti u obzir titranja medu
atomima u molekuli. Doprinos molekularnih titranja toplinskom kapa-
citetu obicno se aktivira na viSim temperaturama. Dok je na niskim
temperaturama zamrznut . Isto vrijedi | za rotacijske stupnjeve slobo-

Ho O
T(K) | Cv(R) CpCv(R) CugCv | T(K) | Cy(R) CpCy(R) CplCy
50 1,51 1,00 1,66
100 1,75 1,00 1,57 150 2,50 1,00 1,40 <
—> 243 2,46 1,00 1,41 273 2,53 1,00 1,39 )

7731~ 2,56 1,00 1,39 773 | 3,05 0,99 1,33
73 EV\ 0,99 1,36 | 1273 | 3,34 0,98 1,
3 translacije

3 translacije + 2 rotacije
3 translacije + 2 rotacije + oscilacije




