KVANTNA STATISTI CKA FIZIKA
Kvantizacija energijskog spektra

Kvantni efekti ulaze u statisticku fiziku na dva nacina:
> princip ne razlikovanja identicnih Cestica

klasiCna fizika

-

@ @ Ovo su dva razliCita stanja sustava jer se u kla-
@ @ si¢noj fizici Cestice razlikuju.
N /
- kvantna fizika
@ Cestice se ne razlikuju. Ako se Eestice za-
mjene za mjesta, dobije se opet jedno te isto
@ stanje.

- /




> diskretnost energijskog spektra

kvantna fizika
4 N

U klasicnoj je fizici energija veliCina koja se kontinuirano mijenja
| moze imati bilo koju vrijednost.
N /

kvantna fizika

/U kvantnoj fizici energija moze biti kvantizirana (diskretna), t].
iImati samo toCno odredene vrijednosti.

e Diskretnost energije se pojaviljuje u slucajevima prostorno
ograni cenog gibanja .

e Ako gibanje nije ograniceno na samo jedan dio prostora, tada
je energija kontinuirana kao i u klasicnoj fizici.

- /




Primjeri prostorno ograni  cenog gibanja

> Gibanje elektrona oko jezgre.

A S . .
v(r) N Elektroni koji imaju energiju manju od nule
; vezani Su uz jezgru i ne mogu se daleko uda-
energlja - : v v .
elektr%fqa ljiti od jezgre. Zbog ogranicenog podrucja gi-
banja energija je diskretna.
_ze&
r
Elektroni koji imaju energiju vecu od nule,
kontinuirane ., : « : : :
} energie  0Sjecaju privlacnu silu jezgre, ali se mogu

E=0 udaljiti u beskonaCnost. Energija moze imati
}diskret_ne bilo koju vrijednost vecu od nule, tj. kontinu-
ne1gl€  jrana je.



> gibanje Cestice u potencijalnoj jami s beskonacno visokim zidovima
(zatvorena kutija).

Cestica se ne moZe gibati izvan podrugja duZine
v L pa su energije diskretne. Razmak izmedu dopu-
Stenih energija je

1 L—o0

> Gibanje po kruznici

Cestica koja se giba po kruZnici takoder ima ogra-
niceno podrucje gibanja pa su energije diskretne.



> Opruga (harminicki oscilator)

Cestica vazana oprugom moZe se gibati
samo u ogranicenom podrucju pa su energije
uvijek diskretne.

> Gibanje u potencijalu koji ima "rupu”

}kommuir_ane Cestica koja se giba u potencijalu s "ru-
S pom" ima kontinuirane energije u podrucju
N } diskretne vrijednosti koje dopustaju Cestici da po-
energie bjegne beskonacno daleko od rupe, te dis-
kretne energije u podrucju vrijednosti po-

tencijalne rupe.




> U kvantnoj fizici nije bilo koja vrijednost energije dopustena. Struk-
tura dopustenih energijskih vrijednosti naziva se energijski spek-
tar. Energijski spektar ovisi 0 sustavu koji se promatra.

> Uvijek postoji stanje koje ima najnizu konacnu energiju (nije -). To
se stanje zove osnovno stanje .

> Stanja vise energije od osnovnog su pobu dena stanja . Pobudena
stanja mogu imati diskretni i kontinuirani spektar.

> Diskretne vrijednosti energijskog spektra su indikacija lokaliziranog
(prostorno ogranicenog) gibanja Cestice, ili tz. vezanih stanja. Kon-
tinuirane vrijednosti energije su indikacija prostorno neogranicenog
gibanja.

> Ako postoje diskretno i kontinuirano podrucje energija, tada su dis-
kretne energije izmedu energije osnovnog stanja i kontinuiranog
podrucja energija.



> U klasicnoj fizici sve vrijednosti energija su dopustene.

> Na bilo kojoj konacnoj temperaturi, ma koliko ona mala bila, uvijek
postoji dio Cestica koji se nalazi u pobudenim stanjima.

> Zbog toga je:
E~ksT = U~T = GCy~kons.,

Sto je u suprotnosti s 3. zakonom termodinamike.

> Ovaj problem s 3. zakonom termodinamike., te pojavu da ponekad
neki stupnjevi slobode daju doprinos prosjecnoj energiji a ponekad
ne, mogu se razrijesiti u kvantnoj fizici uzimajuci u obzir diskretnost
energijskog spektra.



klasiCna fizika

/Ap(E> ~ KeT Ap(E) AP(E)

[
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~/ - N Vo o . v .

pobudena stanja pobudena stanja pobudena stanja

\ . 7

U klasicnoj statistiCkoj fizici na proizvoljno maloj temperaturi uvijek ima
konacan broj Cestica u pobudenim stanjima. Sirina podrucja u kojem
se pobudene Cestice nalaze je Sirine kgT pa je i prosje¢na energija

gv KeT. /




kvantna fizika

pobud’eﬁra stanja

h\,_/ -
pobudena stanja

pobudena stanja

U kvantnoj fizici, na niskim temperaturama je broj Cestica u pobude-
nim stanjima eksponencijalno mal.

Ny ~ e B (E2-Ey)

za 1. pobudeno stanje

Njihov doprinos prosjeCnoj energiji je zanemariv, pa ti stupnjevi slo-
bode kao da su zamrznuti. Gotovo sve cestice se nalaze u osnovnom

stanju.




Ap(E) visoke temperature Ao(E) niske temperature
AE < kgT AE > kgT

|| |H\HH\I\Hm-.—m E |1 ________

U granici visokih temperatura kada je razmak medu dopustenim ener-
gijama puno manji od temperature (AE < kgT) broj Gestica se sporo
mijenja s promjenom energije. Kod proracuna prosjecne energije
zbrajanje po energijama moze se zamijeniti s integracijom = klasicni
rezultat.

y [Tl

U granici niskih temperatura, kada je AE > kgT, broj Cestica se jako
mijenja od jedne do druge energije i nijje moguce zamjenjivati zbra-
janje s integracijom. Diskretnost energije bitno utjeCe na vrijednost
prosjecne energije.



Translacijsko gibanje cCestice u zatvorenoj kutiji

NN SN\ \Y Valna duljina:
N N
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é Energija:
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/ Ph h 2

é E”:2m:8ma2 n (n=1,23,...)
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U sluCaju gibanja u kutiju oblika kocke duzine brida a:

h2
Encnyn = g—3 (N +ng+13)

(ﬂx7 ﬂy7 nz — 17 27 ?)7 .o )



Energije:

E 3 0Snovno stanje
1,11 =
=T 8ma?
6h? _
Eci11=Eip21=E112= S prva pubudena stanja
Oh? .
Eco1=EBEo12=E100= ST druga pubudena stanja

Razlika medu energijama osnovnog | prvog pobudenog stanja.

3h?

AE =
8ma?

Uvodimo pojam translacijske temperature

AE 3h?
@tr — . — 2
ke  8ma“ kg




Translacijski stupnjevi slobode su aktivni i dopronose prosjecnoj ener-
glji kao: 3
Elr = 5 ke T ako je T> 0Oy

Ako je T < O, translacijski stupnjevi slobode su zamrznuti.

Za molekule H, mase = 3,310 % kgia=1cm:;
O, =3,610 K
Za elektron mase =9,1 103t kgia=1cm;

O, =1,3101°K

Translacijski stupnjevi slobode doprinose prosjecnoj energiji kao da
Imamo kontinuirani spektar kod svih realnih temperatura.



Rotacijsko gibanje

Energijski spektar kod rotacijskog gibanja je:

hZ
Eert:—I(H—l) | =0,1,2,...
A
gdje je | moment inercije. Npr. za dvoatomnu molekulu je:
LA
MMy
= My

gdje je r udaljenost medu atomima, a My i M Su iIm mase.

Uvodimo pojam rotacijske temperature:




Za T > O rotacijski stupnjevi doprinose prosjecnoj energiji, dok za
T < O rotacijski stupnjevi slobode su zamrznuti.

Promjer raznih molekula:

plin Ho | OH | HClI | N | CO | NO | Oz | Clo
Ot (K) | 85,4 | 2751522928 |25|21]|04

Samo u sluCaju molekula s vodikom, temperatura rotacijskog gibanja
je relativho visoka, od 20 do 80 K. U ostalim sluCajevima mozemo
smatrati da ce rotacijski stupnjevi slobode doprinositi ukupnoj energiji
ako je temperatura veca od nekoliko kelvina.



Titranje

Titranje se pojavljuje kod viSeatomnih mole-
kula. Npr. dvoatomnu molekulu mozemo za-
misliti kao sustav od dva atoma vezana opru-
gom.

Duzine veze medu atomima u molekulama nisu sasvim krute, nego
se mogu rastezati | zakriviti. Istezanje veza moze se prikazati kao
Istezanje opruge, tj. pomocu harmonickog oscilatora koji ima neku
frekvenciju titranja .

Energija harmonickog oscilatora u kvantnoj fizici je kvantizirana:

1
E> = hw (n+é>, n=0,12,....

Uvodimo pojam temperature titranja:
CEPF-ES* hw

G)OSC — —
Ke Ke




Ako je T < O, titranje je zamrznuto, a ako je T > Ogg titranje
doprinosi prosjecnoj energiji.

Tipicne vrijednosti temperatura titranja nekih plinova:

plin Ho OH | HCI N> CcO NO O, | Clp
Oosc (K) || 6100 | 5400 | 4200 | 3300 | 3100 | 2700 | 2200 | 810

Na sobnim temperaturama titranje dvoatomnih molekula je zamrz-
nuto. Molekule se ponaSaju kao kruti StapiCi koji se ne mogu rastezati
i sabijati.

Kod viSeatomnih molekula moguce je da neke vrste titranja imaju ma-

nju frekvenciju tako da te vrste titranja mogu dati konacni dopinos
prosjecnoj energiji.



Elektronsko gibanje u atomima

Da li na atome gledati kao jednu Cesticu ili kao mnogo Cestica (elek-
troni i jezgra) ?

U sluCaju vodikovog atoma energije su:

S LRV 1
n n2 ) &

(136eV=1Ry, 1eV=1,610"2))

Uvodimo termperaturu elektronskih pobudenja u atomu:
_Ef—Ef
ks

Elektronska pobudenja atoma mogu biti vazna samo za sustave kao
Sto su zvijezde, dok na normalnim temperaturama ova se pubudenja
mogu smatrati zamrznutim.

Oq = 118320 K



Particijska funkcija

> Promatramo sustav od N jednakih Cestica koje se mogu nalaziti u
kvantnim stanjima.

g1 kvantnih stanja energije E;

J> kvantnih stanja energije E»

gz kvantnih stanja energije E3
...itd. L.

KaZzemo da je energija E; gj-struko degenerirana.
> Po Boltzmannovoj raspodijeli, broj Cestica energije E; je

Ni~gi-eP=.

> Prosjecnu vrijednost neke veliCine raCunamo
> A-gi-e

A—_
. @ BEi
.Zg'




> ProsjeCha energija:

> Uvodimo particijsku funkciju jedne cCestice:

z=> 0 e P
I
> Vrijedi da je
ZEi gi-e PR = __Zgl e b5 = _ %
. op
> ProsjeCha energija:
0z
— B 0
E= 9B _ = ——1Inz

Z op



> Unutrasnja energija:

0 0

U=NE=-N_=Inz=—-—InZ".
op op
> Uvodimo particijsku funkciju N Cestica:
1
> Unutrasnja energija:
0
U=——InZ
op
> Slobodna energija:
F = —kBT InZ

> Entropija

oF
°= - (a—T)V



Ovi izrazi mogu se poopciti na slucaj slozenog gibanja Cestica, kada
osim translacijskog gibanja postoji titranje 1 rotacijsko gibanje.

> Ukupna energija je zbroj raznih doprinosa:
Ei,j,k — Eitr + Eert -+ EESC

pod uvjetom da su pojedine vrste gibanja nezavisne.
(To nije uvijek istina. Npr. titranje moze utjecati na moment inercije
kod rotacije.)

> U tom slucCaju je takoder i degeneracija energijskih nivoa produkt
degeneracije pojedinih vrsta gibanja:

rot

Oi,j.k = g' ] O



> Particijska funkcija:

tr | prot | posc
7 = zkgljkeBE,Jk:zk rot osceB(E +EJ +E)
1), J

— yget zgmt DTl
2 2 Zoec
—  4r Lot Losc

> Particijska funkcija sustava od N istih Cestica:

1
N!

_ (W@@gﬁ@;}

H,r—/ Zrot  Zosc

Z

(Ztr Zyot - Zosc)



> Slobodna energija

F — —kgT [ln(%zi\lr)+lnzr|\ét+|nzglsc]

= kR 4+ Fot 1+ Fos
gdje je
Rr = —kgT In (% Z{\Ir> translacijski doprinos slobodnoj energiji
Fo& = —ksT InZ), rotacijski doprinos slobodnoj energiji

Fox = —ksT InZ). doprinos titranja slobodnoj energiji



> Faktor 1/N! prodruZen je translacijskim stupnjevima slobode jer on
postoji | kada je doprinos ostalih stupnjeva zanemariv.

> Faktor 1/N! ne doprinosi unutrasnjoj energiji ali je vazan kod pro-
racuna entropije kada se cestice ne razlikuju.

> Ako se sustav sastoji od viSe vrsta Cestica, tada
NI'— NiINo! ...

gdje su Ny broj Cestica prve vrste, No broj Cestica druge vrste, . . . itd.



3. zakon termodinamike - objasnjenje

\ Unutrasnja energija:

Na dovoljno niskim temperaturama, na koje se 3. zakon termodina-
mike 1 odnosi, dovoljno je promatrati osnovno | prvo pobudeno stanje.
Broj Cestica u stanjima viSe energije zanemarivo je mali:

Ni>No > Ns > Ng . ..

zanemarujemo




> UnutrasSnja energije

E . ..e_BEi
IZ i i

E _BEl _BEZ
U = N ___~N e t+E g e

01 e PE14 gy e PR

— NE+ (E2—E1) 02 e P(E-Ey) na dovoljno niskim
B ' J1+02 e R(E2-Ey) temperaturama
~ NE;+ (E;—E) % e B(E2—Ey)

1

gdje je AE = E» — E;.



U podrucju niskih temperatura toplinski ka-
pacitet je produkt dva divergirajuca Clana,
prvi (~ 1/T?2) koji ide u beskonac¢nost kako
T — 0, te drugi eksponencijalni koji ide
prema prema nuli. Divergentno ponasanje
eksponencijalnog Clana nadvladat ce diver-

genciju prvog clana i kako konacno se dobiva:

IiImC, = 0.

T—0

3. zakon termodinamike posljedica je kvantizacije energijskog spek-

tra.



> Snizavanjem temperature sve veci broj Cestica zauzima kvantna
stanja niZih energija, a na jako niskim temperaturama vecina ih
prelazi u osnovno stanje. Tako se sustav sve vise ureduje | en-
tropija smanjuje. U granici apsolutne nule sve Ce se Cestice nalaziti
U osnovnom stanju, a entropija ce imati minimalnu vrijednost.

> AKo je g1 degeneracija osnovnog stanja, tada je broj mogucih raz-
mjeStaja N Cestica u g; kvantnih stanja (termodinamicka vjerojat-
nost) na apsolutnoj nuli jednaka:

B(T=0) =g} = S=kg INB = Nkg Ing;.

Akoje gi =1,tadaje ST =0) =0.



> U realnim sustavima, unatoC ocCitom zahtijevu da Cestice u blizini
apsolutne nule zauzmu osnovno stanje, to se ponekad ne dogada.
Razlog tome je Sto je Cesticama ponekad potrebno beskona ¢no
mnogo vremena da bi presle iz pobudenog u osnovno stanje. Sus-
tav kao da je ostao zamrznut u stanju viSe energije.

Primjer:. staklo koje nije preslo u kristalno stanje. Za prelazak u
kristalno stanje potrebno je i po tusucu godina.

> Pobudeno stanje u kojem je sustav ostao zamrznut naziva metas-
tabilno stanje . Da bi sustav presao iz metastabilnog stanja u os-
novno potrebno je proci kroz barijeru pobudenih stanja visoke ener-
gije. AE

metastabilno
stanje

y

osnovno stanje stanja



Prosje Cna energija harmoni Ckog oscilatora

> U klasiCnoj statistiCkoj fizici
Eno = kaT

> ProsjeCna vrijednost u klasicnoj statistickoj ne ovisi o frekvenciji
harmoniCkog oscilatora, masi Cestice koja oscilira, ili svojstvima
sustav koji se promatra. Vrijednost ovisi samo o temperaturi.

> U kvantnoj statistiCkoj fizici energija harmonickog oscilatora je
kvantizirana:

1
E,= hw (n+§> n=0,12,...
> Tom skupu energija u konfiguracijskom prostoru odgovara familija

elipsa: T
b + d =E, |l
2m 2 az b




P AP—h Pri cemu su

&@ ZE)E” =h (n+ }>

I:)n:T['an'bn:

Razlika povrsSine izmedu dviju susjednih elipsa
AP: Pn_|_:|__ Pn: h

tocno je jednaka Planckovoj konstanti, kao Sto i treba biti, jer ta povr-
Sina odgovara jednom kvantnom stanju.



> Particijska funkcija (degeneracija je g, = 1):

00 Bhw 00

z = Z}e‘BE” —e 2 Z}e‘ﬁh‘*’”
N= N=

_ o7 [1+e Bhw 4 (e‘Bh‘*’)2+ (e—Bh‘*’)g. . ]

-~/

geome?r?jski red

_Bhw
e 2 1

1— e B
2s9nh (2k T)

> ProsjeCha energija

0 hw hw
EHO———Inz— ...... = —I—eBhw_

o




Logaritam particijske funkcije:

Bhw
_ e 2 _ Bh(x) —Bhw
Inz = In =T _—T—In{l—e }
ProsjeCna energija
_ 0 hw 0
Evo = ——Inz= In[l—e‘Bh‘*’}
HO 3B 5 +0[3
. hw  hwe P
- 2 i eww
hw hw

= 3 Tw_1



> Klasi¢na granica, hw < kgT. Tada je

hw
P14 4
+kB_|_+

> Kvantna granica, hw > kgT. Tada je

_ hw
fhe s 1 = Eno ~ 7+hoo g B



A

Cy klasiCha
granica

Eno kvantna
granica

’ klasiCna
_ granica

>t
5
v

dEon
dT

Cosc(1mol) = &A,Igg




> Klasi¢na granica, hw << kgT:

kg T>hw
COSC

> Kvantna granica, hw > kgT:

Ao\% e T
COSC% R (m) e KT T—O> O

Toplinski kapacitet harmonickog oscilatora ovisi o frekvenciji. Ako
je frekvencija harmonickog oscilatora puno manja od temperature
(hw < kgT), tada harmonicki oscilator doprinosi unutrasnjoj energiji
| toplinskom kapacitetu kao Sto to predvida klasiCna statistiCka fizika.
S druge strane ako je frekvencija harmoniCkog oscilatora puno veca
od temperature (hw > kgT), harmonicki oscilator kao da je zamrz-
nut 1 njegov je doprinos unutrasnjoj energiji | toplinskom kapacitetu
zanemariv.



