Uvod u matematiku

M. Klari¢i¢ Bakula, S Braic¢

Split, 2008,/09.



Sadrzaj

Uvod

1.

Grada matematike
1.1. Simboli. . . . . . . . . e
1.2. Apstrakcija . . . . ...
1.2.1. Apstrakcija kao idealizacija . . . . ... ... ... ... ...
1.2.2. Apstrakcija kao ekstrakcija . . . . ... ..o
1.3. Generalizacija . . . . . . . ...
1.4. Formalizacija . . . . . . . . . .. .
1.5. Matematicki objekti i strukture . . . . .. ...
1.6. Oblici matematickog misljenja . . . . . . . . ... ...
1.6.1. Matematicki pojmovi . . . . . . .. ... oL
1.6.2. Aksiomi . . . . .. .. ...
1.6.3. Teoremi . . . . . . . . .. ...
1.6.4. Dokazi . . . . . ...
1.7. Algoritamska nasuprot dijalektickoj matematici . . . . .. ... ...

. Osnove matematicke logike

2.1. Logikasudova . . . . . . . . . . . ...
211, Uvod . . . o oo
2.1.2. Jezik logike sudova . . . . . .. ..o oo
2.1.3. Semantika . . . . .. ... L
2.1.4. Logicka implikacija . . . . . . . .. ...

2.2. Logika prvogreda . . . . . . . . . ...
221, Uvod . . . . oo
2.2.2. Jezik logike prvogreda . . . . . .. ... oo

. Skupovi

3.1. Osnovni pojmovi . . . . .. ... L
3.2. Zadavanje skupova . . . . . ... Lo
3.3. Booleove operacije na skupovima . . . . . ... ... L.
3.4. Kartezijev umnozak skupova . . . . .. .. ..o oo oo

. Relacije

4.1. Osnovni pojmovi . . . . . . ..o
4.2. Relacije ekvivalencije . . . . . . .. ..o oL
4.3. Relacijeuredaja . . . . . . . ... L oo
4.4. Funkcije . . . . . ..

iii

10
10
10
11
12
13
15
15
16

19
19
20
21
25



SADRZAJ

5. Skupovi brojeva

5.1. Skup prirodnih brojeva . . . . . .. ..o L oo
5.1.1. Uvod . . . o oo
5.1.2. Rekurzivna definicijaniza . . . . . . ... ... ...
5.1.3. Zbrajanje na skupu N . . . .. ...
5.1.4. Mnozenjenaskupu N. . . ... .. ..o
5.1.5. Daljnja svojstvaskupa N . . . . .. . ... oo oL
5.1.6. O wuredenostiskupa N. . . . .. ... ... . ... .......

5.2. Skup cijelih brojeva . . . . . . ... o
52.1. Uvod . . . . . o
5.2.2. Zbrajanjei mnozenjena Z . . . . . . .. ...
5.2.3. Ouredenostiskupa Z . . . . . . . . . .. ...
5.2.4. Ulaganje prirodnih u cijele brojeve . . . . . .. ... ... ..

5.3. Dijeljivost i kongruencije . . . . .. .. ...
5.3.1. Dijeljivost . . . . ...
5.3.2. Prosti brojevi . . . . .. ... oo
5.3.3. Kongruencije . . .. .. .. ... ... .

5.4. Skup racionalnih brojeva . . . . . ... Lo
5.4.1. Uvod . . . . oL
5.4.2. Zbrajanje i mnozenjena Q . . . . . ... ...

5.4.3. Ulaganje cijel
5.4.4. O uredenosti
5.5. Skup realnih brojeva

ih u racionalne brojeve . . . . . ... ... ...
skupa Q . ...

5.5.1. Aksiomi skupa realnih brojeva . . . . . .. ...
5.5.2. Apsolutna vrijednost . . . . ... ..o
5.5.3. Cijeli i racionalni brojevi u skupu realnih brojeva . . . . . ..
5.5.4. Binomni teorem . . . . . . ... Lo Lo
5.6. Skup kompleksnih brojeva . . . .. ... o000
56.1. Uvod . . . . . . o

5.6.2. Trigonometrij

6. Elementarne funkcije
6.1. Polinomi . . . . ..
6.2. Racionalne funkcije

Bibliografija

ski oblik kompleksnog broja . . . . .. ... ..

ii

44
44
44
45
46
49
52
54
55
95
o6
o8
60
61
61
64
66
68
68
69
72
73
74
74
78
80
83
85
85
89

90
90
94

96



Uvod

Najstarije poznate matematicke ploc¢ice potjecu iz 2400. godine prije Krista, no
zasigurno se uporaba matematike proteze na cijelu civilizaciju. Tijekom 5000 godina
razvila se golema koli¢ina postupaka i pojmova poznatih kao matematika i na mnogo
nacina se ispreplela sa svakidagnjicom. Kakva je priroda matematike? Cime se bavi?
Kako se stvara i koristi? Koliko je vazna?

Nalazenje odgovora na ta teska pitanja nimalo ne olakSava ¢injenica da je grada
toliko opsezna da ju je nemoguce jednoj osobi spoznati, a kamoli ukratko izloziti. No
o matematici mozemo razmisljati i na drugi nacin: matematika je ljudska djelatnost
vet tisucama godina i svatko je svjesno ili nesvjesno rabi. Uz golemu populaciju koja
se pomalo sluzi matematikom, postoji i malen broj ljudi koji su profesionalni matem-
aticari: oni rade matematiku, njeguju je, poducavaju, stvaraju i koriste se njome
u mnostvu situacija. Matematika je beskrajno slozen i tajnovit svijet: istrazivanje
toga svijeta treba biti strast svakog matematicara.

Naivna definicija matematike glasi: matematika je znanost o kolicini © prostoru.
Mogli bismo takoder dodati da se matematika bavi i simbolizmom koji se odnosi na
koli¢inu i prostor. Ova definicija ima povijesnu osnovu i moze posluziti kao pocetna.

Znanosti o koli¢ini i prostoru u svojemu su jednostavnijem obliku poznate kao
aritmetika i geometrija. Aritmetika, kakva se poucava u osnovnoj gkoli, bavi se
brojevima raznih vrsta i pravilima za operacije medu njima. Takoder se bavi i
svakidagnjim situacijama u kojima koristimo te operacije.

Geometrija se predaje u visim razredima i jednim dijelom se bavi pitanjima
prostornih mjerenja (udaljenost, povrsina), no bavi se i onim aspektima prostora
koji imaju estetski znacaj ili element iznanedenja. Na primjer, ona nam kaze da se
tri tezisnice bilo kojeg trokuta sijeku u jednoj tocki ili da se dijagonale u svakom
paralelogramu raspolavljaju. U¢i nas da se pod moze poplocati jednakostrani¢nim
trokutima ili pravilnim Sesterokutima, no ne i pravilnim peterokutima.

Predajemo li geometriju po 2300 godina starom Euklidovom ucenju, onda ona
ima jo§ jedan vazan aspekt, a to je njena prezentacija kao deduktivne znanosti.
Pocevsi od izvjesnog broja osnovnih ideja koje uzimamo kao bjelodane same po
sebi, i na osnovi nekoliko odredenih pravila matematickog i logickog manipuliranja,
euklidska geometrija gradi sustav sve slozenijih dedukcija. Taj deduktivni postu-
pak kojim pocevsi od hipoteza dolazimo do zakljucaka naziva se dokaz. Euklidska
geometrija je prvi primjer formaliziranja deduktivnog sustava i postala je model za
sve takve sustave. Ona je sjajno podrucje za vjezbanje logickog razmisljanja i pruza
osnovnu poduku u tomu.

Premda su deduktivni aspekti matematike bili jasni drevnim matematicarima,
oni nisu bili naglasavani sve do 19. stoljeca kada se mislilo da u geometriji postoji
dokaz, dok ga u algebri ili aritmetici nema. S povetanim naglaskom na deduk-
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UVvOD iv

tivne aspekte u svim granama matematike definicija same matematike se mijenja:
sredinom 19. stoljeca smatra se da je matematika znanost o donosenju potrebnih
zakljucaka. Time nije definiran sadrzaj matematike: matematika moze biti o bilo
¢emu, ali samo tako dugo dok se drzi predloska pretpostavka-dedukcija-zakljucak.
No definicija matematike se stalno mijenja i svaka generacija matematicara (ili ¢ak
svaki od njih) je formulira prema svom videnju.

Moze se postaviti i pitanje koliko je matematike danas poznato? Smatra se da
bi danasnje matematicko znanje stalo u otprilike 60000 svezaka prosjecne velicine.
Tolika koli¢ina znanja daleko nadilazi moguénost usvajanja bilo kojeg pojedinca. Pa
ipak je to mala koli¢ina usporedimo li je s drugim zbirkama koje bi sakupili za npr.
medicinu, fiziku, pravo ili knjizevnost. Jos se je donedavno smatralo da dobar stu-
dent moze savladati cjelokupnu matematiku, no danas se to ne bi moglo re¢i. Sada se
smatra da bi dobro obrazovani matematicar mogao imati osnovna znanja o otprilike
10% raspolozivog matematickog saznanja. Naime, matematika se ¢esto prikazuje
kao snazno stablo s korijenjem, deblom, granama i granc¢icama oznaCenima prema
pojedinim disciplinama. To je stablo koje stalno raste! Konstrukcije se povetavaju
i popunjavaju. Stvaraju se nove teorije. Uvode se novi objekti. Pronalaze se novi
meduodnosi i time se isticu nove cjeline. Traze se nove primjene.

U isto vrijeme, staro i istinito se zadrzava (u principu). I tako ispada da je
matematika organizam koji stalno raste, a prethodna grana je preduvjet za razumi-
jevanje iduce grane koja je njen izdanak. Takve serijske ovisnosti uglavnom nema u
drugim disciplinama.

Koliko bi matematickih knjiga trebao poznavati budu¢i matematicar? Ako racu-
namo jednu knjigu po kolegiju, pa jos udvostruc¢imo rezultat zbog dodatne i neobavezne
literature, do¢i ¢emo do broja od oko 60 knjiga. Mozemo tako gledati na onih 60000
knjiga kao na ocean znanja ¢ija prosje¢na dubina iznosi 60 knjiga, iz cega slijedi da
postoji oko 1000 uskih podruc¢ja u matematici, no to je samo jednostavna i gruba
procjena. Americko matematicko drustvo daje finiju podjelu na otprilike 3000 kat-
egorija matematickih radova. U vecini tih kategorija nova se znanja stvaraju sve
vecom brzinom: ocean se povecava i u dubinu i u Sirinu.

No postoji granica zive matematike koju ¢ovjecanstvo moze podrzavati u odredenom
trenutku: kako nastaju nova podrucja, tako se neka stara moraju zanemariti. Pre-
mda se za svako pojedino podrucje matematike moze ocekivati da ¢e postati zasi¢eno,
i premda ¢e se eksponencijalni porast matematicke produkcije prije ili kasnije stabi-
lizirati, tesko je predvidjeti kraj ¢itave matematicke produkcije, osim kao dio kraja
opceg stremljenja CovjeCanstva za sve vise znanja i moci.

Uoc¢imo jo§ nesto: postoji piramida znanosti, a osnovicu te piramide ¢ini upravo
matematika jer se jedino ona ne mora oslanjati na nijednu drugu znanost!



Poglavlje 1.

Grada matematike

1.1. Simboli

Posebni znakovi koji ¢ine dio matematickog zapisa velik su i zivopisan dodatak
znakovima prirodnih jezika. Dijete ¢e ve¢ u osnovnoj skoli nauciti deset znamenki
decimalnog sustava 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, znakove za aritmeticke operacije + , -, - ,:,
znakove grupiranja ( ), {}, [ ] i znakove za relacije poput =,<,>. Put u matematiku
vodi ucenika dalje: do algebre u kojoj se obi¢na slova javljaju u posve neobi¢nom
kontekstu: kao nepoznanice ili varijable. Diferencijalni i integralni ra¢un uvodi nove
simbole: d, [, oo, 0, lim, Z i tako dalje.

Trenutacno se fond posebnih matematickih simbola koji se stalno koriste sastoji
od njih nekoliko stotina, a stalno se uvode novi.

Neki se cesto koristeni simboli mogu pripisati poznatim autorima: npr. oz-
naku n! dugujemo Christianu Krampu (1808.), a slovo e kao oznaku za 2.71828...
dugujemo Leonhardu Euleru (1707-1783). Neki su simboli skra¢eni oblici rijeci:
tako je + skracenica za rije¢ "et", 7 oznacava pocetno slovo rijeci "periferija", [
je pocetno slovo rijeci "suma" i tako dalje. S druge strane, neki simboli se ¢ine
potpuno proizvoljnima.

Glavne su funkcije simbola u matematici da precizno i jasno oznacavaju i da
skracuju. Zapravo, bez koristenja kratica matematicko bi izrazavanje jedva bilo
moguce.

Posebno navodimo slova grckog alfabeta jer se vrlo ¢esto koriste u matematici.

alfa

A « I iota P p ro

B [ beta K k kapa (») ¥ o sigma
I' v gama A )\ lambda T 7 tau

A ) delta M g mi T v ipsilon
E € epsilon (¢) N v ni ® ¢ fi (v)
Z ( zeta = & ksi X x hi

H n eta O o omikron ¥ ¢ psi

© 6 theta (J) II 7 pi Q w omega
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1.2. Apstrakcija

Smatra se da je matematika nastala kad je predodzba o tri jabuke oslobodena od
jabuka i postala cijeli broj tri. To je primjer procesa apstrakcije, no kako se pojam
apstrakcije u matematici koristi u nekoliko razli¢itih smislova, potrebno ga je poblize
objasniti.

1.2.1. Apstrakcija kao idealizacija

Dijete olovkom, pomoc¢u ravnala, povlaci crtu po papiru da bi mu posluzila kao
vodi¢ dok bude rezalo. To je naslaga grafita po povrsini papira koja nesumnjivo ima
varijabilnu sirinu i debljinu, a vrh olovke ostavlja, uslijed nepravilnosti na povrsini i
ravnalu, pomalo krivudav trag. Uz taj stvarni primjer ravne crte postoji i mentalna
ideja matematicke apstrakcije idealne ravne crte, to¢nije pravca. Euklid kaze da je
ravna crta ona crta koja jednako lezi prema tockama na njoj. Ili mozemo reci da je
to krivulja ¢iji je svaki dio najkrac¢a spojnica izmedu dviju njezinih tocaka. Pravac
je zamisljen kao da se pruza u beskonacnost s obje strane.

Uz ravnu crtu dolazimo do mnogih idealizacija: ravnine, kruznice, kvadrata,
sfere, kocke. Neki od tih pojmova se ne definiraju (tocka, pravac, ravnina). Drugi
se, pak, definiraju pomoé¢u jednostavnijih pojmova (kocka). Razumljivo je da ¢ée
svaki stvarni primjer pokazivati nesavrsenosti, no um ¢e to velikodusno previdjeti.

Idealizacije koje su spomenute presle su iz prostornog iskustva u matematicki svi-
jet: Aristotel je opisao ta]j proces rekavsi da matematicar ignorira sve §to je osjetilno i
ostavlja samo koli¢inu i prostorni kontinuitet. Platonova ideja o svijetu idealiziranih
objekata blisko je povezana s matematickom intuicijom. Svi su matematicki objekti
apstraktni, a Platonov svijet je dom prave kruznice i pravog kvadrata.

1.2.2. Apstrakcija kao ekstrakcija

Cetiri ptice kljucaju mrvice na dvoristu. Cetiri su narance na stolu. Sama uporaba
rijeci "Cetiri" podrazumijeva postojanje procesa apstrakcije u kome se izdvaja zajed-
nicka odlika ptica i naranci: za svaku pticu po jedna naranca i za svaku naranc¢u po
jedna ptica. Na taj nacin izmedu ptica i naranc¢i postoji obostrano jednoznacna ko-
respodencija. Tu je rije¢ o stvarnim objektima, no s druge strane imamo apstraktne
brojeve koji postoje bez obzira na ptice i narance.

Danas matematika uglavnom ostavlja po strani pitanje kako su nastale takve
apstrakcije i usredotocuje se na skupovno-teoretski opis oblikovanja apstrakcije.
Apstraktni pojam "Cetiri" je skup svih skupova koji se mogu staviti u obostrano
jednoznac¢nu korespodenciju s ¢etiri ptice na dvoristu.

1.3. Generalizacija

Rijeci generalizacija i apstrakcija cesto se rabe kao sinonimi, no rije¢ generalizacija
ima nekoliko specificnih znacenja koja treba rasvijetliti.

Pretpostavimo da je u neko davno doba matematicar X rekao: "Ako je ABC
jednakostranican trokut, onda je kut uz vrh A jednak kutu uz vrh B." Zatim je neki
drugi matematicar Y primijetio da iako je to to¢no, nije neophodno da trokut ABC'
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bude jednakostranican. Y bi stoga mogao ustvrditi: U jednakokra¢nom trokutu su
kutovi uz bazu jednaki." Ova druga tvrdnja je generalizacija prve: pretpostavke prve
tvrdnje impliciraju pretpostavke druge tvrdnje, ali ne i obratno, dok je zakljucak
isti.

Jedna od prednosti generalizacije je konsolidacija (povezivanje) informacija: neko-
liko usko povezanih ¢injenica ekonomi¢no se umotaju u jedan paket. Pogledajmo
primjer:

T1. Ako broj zavrsava s 0, onda je djeljiv s 2.
T2. Ako broj zavrsava s 2, onda je djeljiv s 2.
T3. Ako broj zavrsava s 4, onda je djeljiv s 2.
T4. Ako broj zavrsava s 6, onda je djeljiv s 2.
T5. Ako broj zavrsava s 8, onda je djeljiv s 2.

K. Ako broj zavrsava s parnim brojem, onda je djeljiv s 2.

1.4. Formalizacija

Formalizacija je proces pomocu kojega se matematika prilagodava mehani¢ckom pro-
cesuiranju. Npr. kompjutorski program je primjer formaliziranog teksta. Matem-
aticki tekstovi nikada nisu potpuno formalizirani: napisani su nekim jezikom da bi
ih ljudi mogli ¢itati. Ipak, svaki se matematicki tekst moZe potpuno formalizirati
i to u jednom jedinom formalnom jeziku: jeziku formalne teorije skupova. Cetiri
simbola su posebno vezana uz teoriju skupova: U, C, € i (). Ostali simboli su simboli
logike koji se upotrebljavaju u bilo kojoj formaliziranoj matematickoj teoriji.

Formalne su jezike prvi uveli Peano i Frege krajem 19. stoljeca, a s namjerom
da uc¢ine matematicki dokaz strozim. No ta se svrha nije mogla ispuniti sve dok je
pisanje i ¢itanje dokaza bilo namjenjeno ljudima. Principia Mathematica Rusella
i Whiteheada bila je velicanstven pokusaj da se matematika zaista formalizira, a
ostala je zapamcena kao necitljivo remek-djelo. Ipak, pojavom racunala formalni su
jezici nagli siroku primjenu i postali jedan od klasi¢nih djelova danasnje kulture.

Formalizirani tekst je niz simbola: kada njime manipulira matematicar ili stroj,
pretvara se u drugi niz simbola. Manipulacija simbolima moze i sama biti predme-
tom matematicke teorije. Kada na manipuliranje gledamo kao na nesto sto izvodi
stroj, tada to racunarci nazivaju teorijom automata, a logicari teorijom rekurzije.
No kada na manipuliranje gledamo kao na nesto $to izvodi matematicar, tada to
nazivamo teorijom dokaza.

1.5. Matematicki objekti i strukture

Neformalno matematicko izlaganje sastoji se od imenica, glagola, pridjeva i tako
dalje. Imenice oznacavaju matematicke objekte, npr. broj 3, skup prostih bro-
jeva, logaritamsku funkciju. . . Matematicke strukture su nesto slozenije i oznacavaju
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matematicke objekte povezane izvjesnim relacijama, no razlika izmedu njih i matem-
atickih objekata nije strogo odredena. Ako se neka matematicka struktura dugo ko-
risti i na njoj se gradi iskustvo i intuicija, onda je mozemo smatrati matematickim
objektom. Dobar primjer za to su realni brojevi: ¢esto ih smatramo matematickim
objektom, iako je rije¢ o matematickoj strukturi.

Vazno je shvatiti da je ponekad ono $to danas smatramo jednostavnim matem-
atickim objektom nekad imalo psiholosko znacenje cijele strukture: na primjer
kruznica, pravilni poliedar i sli¢no.

Termin "matematicki objekt" podrazumijeva da objekt o kojemu se radi na neki
nacin postoji. Mogli bismo pomisliti da je pojam postojanja sasvim jasan, no u
stvarnosti su s njim povezane ozbiljne logicke i psiholoske poteskoce. Pogledajmo
jedan primjer: skup N ne mozemo potpuno dozivjeti, no matematicari svakodnevno
s njim rade. Skup N ima svojstvo da ako sadrzi neki broj, onda sadrzi i njegova
sljedbenika. Stoga ne moze postojati najveci prirodni broj. Drugo svojstvo koje ima
skup N jest da ga nikad ne mozemo iscrpsti izostavljaju¢i njegove ¢lanove jednog
po jednog. Ta ¢udesna riznica sa svojstvima koja protuslove svim iskustvima iz
nasih konac¢nih zivota, apsolutni je temelj u matematici i smatra se da je u dosegu
poimanja djece u osnovnoj skoli.

No da li je matematicka beskonacnost prijevara? Oznacava li ona nesto §to
zapravo uopce nije beskonac¢no? Zasto bismo povjerovali da beskonacno postoji? U
formalnoj prezentaciji taj je zahtjev ispunjen aksiomatizacijom: uveden je aksiom
beskonacnosti koji kaze da induktivni (beskona¢ni) skup postoji.

1.6. Oblici matematickog misljenja

Masljenge se u psihologiji definira kao izdvajanje odredenih strana i svojstava pro-
matranog objekta i njihovo dovodenje u odgovarajuce veze s drugim objektima u
cilju spoznaje tog objekta i stjecanja novih saznanja.

Tri su osnovna oblika misljenja: poimange, sudenje i zakljucivanje. Kao rezultat
tih oblika misljenja dobivaju se redom pojmovi, jednostavni sudovi i slozeni sudouvi.
Sud je svaka suvisla izjavna recenica koja je istinita ili lazna, ali ne oboje. Pogleda-
jmo primjer za svaki od ovih rezultata oblika razmisljanja.

1. Pojam: Skup svih tocaka ravnine jednako udaljenih od jedne njezine ¢vrste
tocke te zove se kruznica.

2. Jednostavni sud: Za svaki prost broj p veéi od 3 broj p? — 1 je djeljiv s 24.

3. Slozeni sud: Akojeac Ai AC B,ondajea € B.

Oblici misljenja imaju veliki znacaj u matematickim teorijama. Jos od staro-
grcke matematike vetina se matematickih disciplina nastoji u visoj fazi izgradnje
strogo utemeljiti. Takav strogi pristup nekoj matematickoj disciplini nazivamo ak-
stomatskim pristupom.

Najprije kratko objasnimo §to to znaci aksiomatski zadati neku teoriju. Polaz-
imo od nekog broja pojmova koji se ne definiraju, a nazivamo ih osnovnim poj-
movima. To znac¢i da smo zadali jezik teorije. Zatim se popiSu osnovne tvrdnje o
danim osnovnim pojmovima koje se smatraju istinitima. Te tvrdnje, ¢iju istinitost
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ne dokazujemo, nazivamo aksiomima. Svaki novi pojam uvodimo definicijom po-
moéu osnovnih pojmova (to jest, unutar jezika teorije). Svaku novu tvrdnju dokazu-
jemo logickim zaklju¢ivanjem na osnovu definicija, aksioma i tvrdnji koje smo veé
dokazali. Obic¢no se zahtjeva da izabrani aksiomi zadovoljavaju sljedec¢a tri principa:

1. konzistentnost, tj. iz sustava aksioma ne smije se moc¢i dokazati istodobno
neka tvrdnja i njena negacija;

2. potpunost, tj. svaka tvrdnja, ili njena negacija, je dokaziva u danom sustavu
aksioma;

3. neovisnost, tj. niti jedan od aksioma se ne moze dobiti kao posljedica ostalih.

Dakle, mozemo rec¢i da je neko matematicko podrucje tvorevina osnovnih poj-
mova, aksioma, izvedenih pojmova i dokazanih tvrdnji. No pogledajmo podrobnije
na $to mislimo pod tim nazivima.

1.6.1. Matematicki pojmovi

Matematicki pojam je oblik misljenja u kojem se odrazavaju bitna svojstva objekata
koji se proucavaju. Osnovni pojam je (u pravilu) jednostavni pojam koji se sma-
tra poznatim, pa se ne definira, tj. ne opisuje se pomocu drugih pojmova. Takvi
pojmovi su tocka, pravac, skup. .. lzvedeni pojam je pojam Kkoji se jasno i precizno
definira, sto znaci da se njegovo znacenje opisuje pomocu osnovnih i ranije defini-
ranih pojmova. Dakle, definicija pojma je nabrajanje nuznih i dovoljnih obiljezja
toga pojma povezanih logickom rec¢enicom ili simbolickim zapisom.
Pogledajmo kako mozemo definirati kvadrat.

D1. Pravokutnik kojemu susjedne stranice imaju jednake duljine naziva se kvadrat.
D2. Kazemo da je pravokutnik kvadrat ukoliko su mu dijagonale medusobno okomite.
D3. Kvadrat je romb kojemu je kut izmedu susjednih stranica pravi.

Dakle, neki se pojam moze cesto definirati na vige nacina, no vazno je da sve
definicije moraju odredivati isti skup objekata, tj. moraju biti medusobno ekviva-
lentne. Ako odaberemo jednu od tih definicija kao radnu definiciju toga pojma, onda
njoj ekvivalentne definicije poprimaju znacenje poucaka koji su njene posljedice. To
su tzv. karakterizacije toga pojma.

Prilikom definiranja nekog pojma treba paziti na sljedece:

1. Definicija treba biti primjerena pojmu kojeg definira: ne smije biti ni preuska
ni presiroka.

Definicija treba biti pregledna i sazeta.
Definicija ne smije biti izrazena slikovitim ni dvosmislenim jezikom.
Definicija ne smije biti cirkularna.

Definicija ne smije biti negativna ako moze biti pozitivna.

S A

Mora postojati barem jedan objekt kojeg definicija opisuje.
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1.6.2. Aksiomi

Aksiom je polazna tvrdnja koja se smatra istinitom i koja se ne dokazuje. Pogleda-
jmo nekoliko primjera aksioma.

Al. Cjelina je vecta od dijela.

A2. Tockom izvan danog pravca moze se povuéi jedinstveni pravac paralelan s tim
pravcem.

A3. Za svaka dva pozitivna realna broja a i b postoji prirodni broj n takav da je
na > b.

Postulat je polazna tvrdnja koja se takoder uzima bez dokaza. Postulat obi¢no
izrazava uvjet koji mora zadovoljavati neki pojam ili izrazava neki odnos medu
pojmovima. Evo jednog primjera postulata.

Linearni operator na V3 je svako preslikavanje f : V3 — V3 koje ima sljedeca
svojstva:

Ll. f(ad) = af (@) za svaki skalar a € R i svaki vektor @ € V3,

L2. f <7 + 7) =f(ad)+f <7> za svaki izbor vektora @, b e V3.

Tvrdnje L1 i L2 su postulati linearnog operatora.
Ipak, u modernoj matematici se najces¢e ne pravi razlika izmedu postulata i
aksioma.

1.6.3. Teoremi

Teorem (poucak) neke matematicke teorije je sud ¢ija se istinitost utvrduje dokazom,
tj. logickim zakljuc¢ivanjem iz aksioma i ve¢ dokazanih teorema te teorije. U izgradnji
neke matematicke teorije teoremi igraju vaznu ulogu: oni prosiruju i produbljuju
znanje o tom podrucju matematike i o njegovim objektima. Vazno je napomenuti
da se pod teoremom uvijek podrazumijeva istinit sud.

U teoremu mora biti jasno istaknuto sljedece:

1. uz koje se uvjete u njemu razmatra odredeni objekt, te

2. §to se o tomu objektu tvrdi.

Prema tomu, u formuliranju teorema razlikujemo dva dijela: pretpostavka (uvjet,
hipoteza, premisa) P i tvrdnja (zakljucak, posljedica, konkluzija) Q. Klju¢ne rijeci
su "Ako je P, onda je ()."

Pogledajmo nekoliko primjera.

T1. Umnozak dvaju uzastopnih parnih brojeva a i b djeljiv je s 8.
P: a i b su uzastopni parni brojevi.
@: Umnozak ab djeljiv je s 8.
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T2. Dijagonale romba su okomite.
P: Dani cetverokut je romb.
@: Dijagonale toga Getverokuta su okomite.

T3. Svaki obodni kut nad promjerom kruznice je pravi.
P: Dani kut je kut nad promjerom kruznice.
@: Dani kut je pravi.

U matematici je teorem za koji postoji kratki i jednostavni dokaz uobicajeno
zvati propozicija. Teoreme koji sami za sebe nisu od posebnog znacaja, nego sluze
kao etape u dokazu nekog vaznijeg teorema, nazivamo lemama. Konacno, teorem
koji je neposredna i jednostavna posljedica drugog, prethodno dokazanog teorema,
nazivamo korolarom toga teorema. Dokazi korolara su ¢esto toliko ociti da ih ni ne
pisemo.

1.6.4. Dokazi

Postoje dvije osnovne vrste dokaza: direktni dokaz i indirektni dokaz.

Direktni dokaz neke tvrdnje () sastoji se u tomu da se, polaze¢i od pretpostavke
P, primjenom aksioma, definicija i ranije dokazanih teorema nizom ispravnih logickih
zakljucivanja dode do (). Pogledajmo jedan primjer.
Teorem. Zbroj kutova u svakom trokutu je 180°.
Dokaz. P: Neka je AABC po volji odabrani trokut, te ozna¢imo o = LCAB,
B=4ABCi~vy=A{ACB.

Q: a+ B+ =180

Vrhom C trokuta ABC povucimo paralelu DE s pravcem AB. Povlacenje ove
paralele omogucava nam Aksiom o paralelama euklidske geometrije koji kaze da
se tockom izvan danog pravca moze povuci jedinstveni pravac paralelan s danim
pravcem.

Uoc¢imo da kutovi £ DC'A i LCAB, odnosno £ BCE i £ ABC imaju paralelne
krakove. Prema Poucku o kutovima s paralelnim kracima vrijedi

ADCA = KCAB = aq,
ABCE = A{ABC = 8.

Kutovi L DCA, £LACB i £ BC'E zajedno tvore ispruzeni kut, pa je
a+B+v=4DCA+ LACB + £BCE = 180°.

]

Indirektni dokaz tvrdnje () je direktni dokaz teorema u kome je pretpostavka
negacija tvrdnje ) (u oznaci — @), a tvrdnja neka ocigledna neistina. Ako takav
teorem dokazemo, onda po nacelu iskljucenja trecega zakljucujemo da je () istinita.

Medu indirektnim dokazima najcesce se primjenjuju sljedeca dva: dokaz svoden-
jem na kontradikciju i dokaz obratom po kontrapoziciji. Pogledajmo najprije primjer
dokaza svodenjem na kontradikciju.

Teorem. Ako su a i b pozitivni realni brojevi, onda je (a + b) /2 > Vab.
Dokaz. Pretpostavimo da je (a +b) /2 < vab. Tada je

a+b < 2vab,
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odnosno

a+b—2Vab < 0.

Ovu nejednakost mozemo zapisati kao
2
(\/_ - \/5) <0,

sto je ocigledna neistina =<« (kontradikcija).

Dakle, vrijedi (a +b) /2 > Vab. =

U narednom dajemo primjer dokaza obratom po kontrapoziciji.
Teorem. Ako je n € N i n? neparan broj, onda je i n neparan broj.
Dokaz. Pretpostavimo da je n paran broj. On je tada oblika n = 2k, za neki k£ € N.
No iz ovoga slijedi n? = 4k? = 2 (2k?), pa je n? paran broj. Ovo je u kontradikciji s
pocetnom pretpostavkom da je n? neparan broj = <. Dakle, n mora biti neparan.
[ ]

1.7. Algoritamska nasuprot dijalektickoj matem-
atici

Da bismo razumjeli razliku izmedu algoritamskog i dijalektickog stajalista u matem-
atici, dat ¢emo jedan primjer. Pretpostavimo da nas zanima problem nalazenja
rjedenja jednadzbe 22 = 2. To je problem koji je mucio starogréke matematicare:
V2 postoji (kao dijagonala jedini¢nog kvadrata), a ipak ne postoji (kao racionalan
broj).

Algoritamsko rjesenje. Iz 2% = 2 slijedi = 2 /7. Ako je = neznatno podcijen-
jen, onda ¢e 2 x biti neznatno precijenjen. Na pola puta izmedu podcijenjenog i
precijenjenog biti ¢e pravo rjesenje. Dakle, definiramo li niz (z,,) kao

ry = 1,
1 2
Tpt1 = =T+ — |, n=23,...
2 Ty

onda taj niz konvergira prema v/2 kvadratnom brzinom.
Dijalekticko rjesenje. Promotrimo graf funkcije f : R — R definirane izrazom

f(z)=2*—2.

Zax=1je f(1)=—1,azax=2je f(2) = 2. Kako se z neprekidno mijenja od -1
do 2, tako se f (x) neprekidno mijenja od negativne prema pozitivnoj vrijednosti.
stoga negdje izmedu 1 i 2 mora biti vrijednost od x za koju je f (z) =0, tj. ? = 2.
Detalji argumentacije slijede iz svojstava skupa realnih brojeva i neprekidnih funkcija
definiranih na njemu.

U izvjesnom smislu, ni prvo ni drugo rjeSenje nije uistinu rjeSenje. Prvo nam
daje sve bolju i bolju aproksimaciju, no kad god stali, netemo jo$ imati posve to¢no
rjeSenje. Drugo rjesenje nam samo kaze da egzaktno rjesenje postoji i da se nalazi
izmedu brojeva 11 2, i to je sve.

Dijalektika nam daje uvid i slobodu: nase znanje o onomu $to postoji moze i¢i
puno dalje od onoga §to smo kadri izracunati ili ¢ak aproksimirati. Pogledajmo
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jedan primjer. Uzmimo trokut s tri nejednake stranice. Pitamo se postoji li ver-
tikalni pravac koji raspolavlja povrsinu trokuta? U okviru algoritamske matematike
postavili bismo na neki na¢in problem nalazenja takvog pravca. U okviru dijalek-
ticke matematike mozemo odgovoriti da takav pravac postoji, a da nista ne radimo.
Treba samo primijetiti da ako pomicemo takav pravac s lijeva na desno, dio trokuta
s lijeve strane pravca se neprekidno mijenja od 0% do 100%, pa tako mora postojati
pozicija gdje je taj dio tocno 50%. No takoder mozemo primijetiti da specificna svo-
jstva trokuta uopce nisu koristena; isti argument bi vrijedio za bilo kakvo podrucje. I
tako ustvrdujemo da za svaki lik postoji vertikalni pravac koji ga raspolavlja, iako ga
ne znamo naci, niti znamo povrsinu toga podrucja koje raspolavljamo. Ipak, algori-
tamski pristup je primjeren kada problem zahtijeva numericki odgovor, a numericka
analiza, koja je istodobno grana primjenjene matematike i racunarstva, je znanost
dobivanja numerickih odgovora na takve matematicke probleme. Matematika je
pocela kao algoritamska znanost. U vrijeme starih Grka pojavila se dijalekticka,
strogo logicka matematika, no tek u moderna vremena nalazimo matematiku s malo
ili nimalo algoritamskog konteksta.

Najvec¢i dio ovog poglavlja preuzet je iz knjige DoZivljaj matematike autora
Davisa, Hersha i Marchisotta [2], te iz [1].



Poglavlje 2.

Osnove matematicke logike

2.1. Logika sudova

2.1.1. Uvod

Jedan od osnovnih problema u matematickoj logici je ispitati istinitost neke recenice
(logicke forme) i to promatrajuéi samo njen oblik, a ne i sadrzaj. Logika sudova,
ili propozicijska logika, je jedna od najjednostavnijih formalnih teorija. U njoj
reCenice promatramo kao forme sastavljene od "atomarnih" djelova koji su povezani
veznicima: ne, i, ili, ako...onda i ako i samo ako (pisemo akko).

Podsjetimo se: sud je svaka suvisla izjavna recenica koja je istinita ili lazna, ali
ne oboje. Ovo svakako ne moze biti definicija suda, jer se moze postaviti pitanje sto
je recenica, ili pak §to je istinita rec¢enica. Pogledajmo nekoliko primjera.

1. Recenica "Dva plus dva je jednako ¢etiri." jest sud, i to istinit.
2. Recenica "Dva plus dva je jednako pet." jest sud, i to lazan.

3. Recenica "z plus dva je jednako osam." nije sud, jer za nju ne mozemo reci je
li istinita ili lazna dok ne znamo koliko je x.

4. Recenica "Koliko je sati?" nije sud, jer nije izjavna recenica.

Sudovi (1) i (2) su jednostavnog oblika, tj. atomarni su. Pomoéu veznika ne,
1, ili, ako...onda i ako i samo ako iz jednostavnih sudova mozemo graditi slozenije
sudove. Na primjer re¢enica "Ako pada kisa, onda nosim kisobran." je primjer
slozenog suda.

U logici sudova proucavamo i logicka zakljucivanja, te odredujemo koja su ko-
rektna, a koja nisu. Promotrimo neke primjere. Zakljuc¢ivanje:

Ako pada kisa, onda nosim kigobran.
Pada kisa.
Nosim kisobran.
je primjer korektnog zakljuc¢ivanja. Formalno zapisano, ono je oblika

A— B
A
B Y
10
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a nazivamo ga modus ponens.
No zakljucivanje:
U nedjelju ¢u ic¢i u kino.
Danas nije nedjelja.

Danas ne idem u kino.
nije korektno. Formalno ga zapisujemo kao

A— B
—A
-B
Dakle, vazno je razluciti koje je zakljucivanje korektno, odnosno sto je logicka
posljedica.

Formalno matematicko zakljuc¢ivanje ¢ini se sitnicavim ako ga usporedimo s
dokazivanjem u svakodnevnoj praksi u kojoj je intuitivna matematicka mjera stro-
gosti najceste dovoljna. Medutim u slucajevima sumnje ili spora valja pribjeci vecoj
strogosti.

Ovo je poglavlje, uz manje izmjene, preuzeto iz [6].

2.1.2. Jezik logike sudova

Sada ¢emo definirati koji su osnovni znakovi logike sudova i kako gradimo formule:
kada je to zadano smatramo da je zadan jezik teorije. No prije definicije formula
uvest ¢emo jos neke pojmove.

Skup je osnovni pojam u matematici koga je nemoguce definirati uz pomoc
jednostavnijih pojmova, no intuitivno je jasno §to podrazumijevamo pod pojmom
"skup". Mozemo re¢i da je to "mnozina", "mnostvo", "kolekcija", "familija" ili
sliécno. Skupovima ¢emo se vise baviti u sljede¢em poglavlju.

Abeceda ili alfabet je proizvoljan neprazan skup. Svaki element abecede je simbol
ili znak. Rije¢ u nekoj abecedi je bilo koji kona¢an niz znakova iz dane abecede. Ako
je A neka abeceda, onda s A* oznacavamo skup svih rije¢i u abecedi A. Po dogovoru
smatramo da skup svih rije¢i proizvoljne abecede sadrzi praznu rije¢ €. Najvaznija
operacija na skupu rijeci je konkatenacija: ako su a i b oznake za rijeci, onda kazemo
da je rije¢ ab nastala konkatenacijom rijeci a i b.

Primjer 1. Neka je A = {«,5}. Tada rijeci aafa i fafBfa pripadaju skupu A*.
Njihovom konkatenacijom mozemo dobiti rije¢c aafafaffa koja je takoder u skupu

A
Abeceda logike sudova je skup ¢iji su elementi:
1. Py, P, P, ... koje nazivamo propozicijskim varijablama,
2. — A,V,—, +— koje nazivamo logickim veznicima,
3. pomoéni simboli ( , ).

Logicke veznike nazivamo redom: negacija (—), konjukcija (N), disjunkcija (V),
kondicional (—) i bikondicional («+—).
Sada ¢emo definirati najvaznije rije¢i abecede logike sudova, a to su formule.
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Definicija 2.1.1. Atomarna formula je svaka propozicijska varijabla. Formula je
definirana sa:

a) svaka atomarna formula je formula,

b) ako su A i B formule, onda su i rijeci (—A), (AANB), (AVB), (A— B) i
(A «—— B) formule,

¢) rije¢ abecede logike sudova je formula ako i samo ako je mastala primjenom
konaéno mnogo koraka pravila a) i b).

Primjedba 2.1.1. Opcenito cemo formule oznacavati velikim latinicnim slovima s
pocetka abecede (A, B, C, F, G,...), dok ¢emo za propozicijske varijable koristiti
velika latiniéna slova s kraja abecede (P, @, R, S, V,...).

Da bismo izbjegli pisanje velikog broja zagrada uvest ¢emo prioritet logickih
veznika: najveci prioritet ima negacija, zatim konjukcija i disjunkcija, a najmanji pri-
oritet imaju kondicional i bikondicional. Na primjer, formulu (((—P) A Q) — R)
pisemo kao (—P A Q) — R.

2.1.3. Semantika

Svako preslikavanje sa skupa propozicijskih varijabli u skup {0, 1} nazivamo inter-
pretacijom. Po slozenosti formule definiramo interpretacije na proizvoljnim formu-
lama u skladu s danom semantickom tablicom:

PlQ[-P[PAQ[PVQ|[P—Q|P—Q
010 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
1[0 0 0 1 0 0
1[1] 0 1 1 1 1

Ako je vrijednost interpretacije I na formuli F' jednaka 1, tj. I (F) = 1, onda
kazemo da je formula F' istinita za interpretaciju I. Ako je vrijednost interpretacije
I na formuli F' jednaka 0, tj. I (F') =0, onda kazemo da je formula F' neistinita za
interpretaciju /.

Primjer 2. Neka je I (P) =1(Q) =0 i I(R) = 1. Odredimo I (F), gdje je F' =
(-PVQ)— —R.

PIQ|R|-P|—-PVQ|—-R|(-PVQ)— —R
O[0|1] 1 1 0 0

Dakle, I (F) = 0. Ocito I (F) ovisi o I (P), I(Q) ¢ I(R), pa bi za neke druge vri-
jednosti I (P), I(Q) il (R) imali razli¢itu vrijednost I (F) . Pogledajmo sve moguée
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interpretacije:
PIQ|R|-P|—-PVQ|—-R|(-PVQ)— —R
000 1 1 1 1
0101 1 1 0 0
0110 1 1 1 1
0] 1]1 1 1 0 0
110]0] O 0 1 1
1]10(1] O 0 0 1
1171(0] 0 1 1 1
171 (1] 0 1 0 0

Primijetimo da smo ovakvom tablicom formuli F' pridruzili funkciju sa skupa {0, 1}3
na skup {0,1} . Takvu funkciju nazivamo istinosnom funkcijom.

Definicija 2.1.2. Za formulu F' kaZemo da je ispunjiva, odnosno oboriva, ako pos-
toji interpretacija I za koju je I (F) =1, odnosno I (F') = 0.

Za formulu F kaZemo da je valjana (tautologija) ako je istinita za svaku inter-
pretaciju.

Za formulu F kazemo da je antitautologija ako je neistinita za svaku interpretaciju.

Uocimo da su valjane formule upravo one formule koje su istinite bez obzira na
istinitost svojih atomarnih djelova. Sada ¢emo navesti neke vazne formule koje su
valjane.

1. — — P «+— P, princip dvojne negacije,
2. PV —P, princip iskljucenja treceg,

3. — (P A —P), princip neproturjeénosti,

=~

. (P — Q) «— (—Q — —P), princip kontrapozicije,
5. —P — (P — @), princip negacije premise,
6. —(PVQ)«— —P A —Q, De Morganov princip,

7. —(PANQ)«— —PV —Q, De Morganov princip.

2.1.4. Logicka implikacija

Definicija 2.1.3. Kazemo da formula B logicki slijedi iz formule A (ili da A logicki
implicira B), i pisemo A = B, ako za svaku interpretaciju I za koju je I (A) =1
vrijedi I (B) = 1.

Definicija 2.1.4. KaZemo da su formule A i B logicki ekvivalentne, i pisemo A <
B, ako za svaku interpretaciju I vrijedi I (A) =1 (B).
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Nije tesko vidjeti da za proizvoljne formule A i B vrijedi
A = B akoisamo ako je A — B valjana formula.
Drugim rije¢ima, implikacija se moze svesti na valjanost kondicionala. Analogno,
A< B akoisamo ako je A «+— B valjana formula,

tj. ekvivalencija se moze svesti na valjanost bikondicionala.
Lako je provjeriti da vrijedi:

1. Svaka formula implicira samu sebe.
2. Ako A= Bi B = C,onda A= C. (hipoteticki silogizam)
3. Antitautologija implicira svaku formulu, a logicki slijedi samo iz antitautologije.

4. Valjana formula logicki slijedi iz svake formule, a implicira samo valjane for-
mule.

5. Logicka ekvivalencija je uzajamna implikacija (A < B akko A = Bi B = A).
6. Svaka formula je logicki ekvivalentna samoj sebi.

Ako je A< B, onda je B< A.

®o N

Akoje A< Bi B« (C,ondaje A< C.
9. Valjane formule su sve medusobno logicki ekvivalentne.

10. Antitautologije su sve medusobno logicki ekvivalentne.

Kao sto smo vidjeli, logicka implikacija je usko vezana uz kondicional. To je
dovelo do tendencije da se "implicira" koristi za ¢itanje znaka ” — ” za kondicional,
sto nikako nije ispravno! Naime, kada kazemo da jedna formula implicira drugu
izricemo odredenu tvrdnju o tim formulama, a kada medu njima stavimo znak 7 —
7 gradimo slozeniju formulu. Sli¢no vrijedi i za logicku ekvivalenciju i znak 7 «— 7.

Pogledajmo sada u kakvoj su vezi logicka implikacija i dokaz nekog matematickog
teorema s pretpostavkom P i tvrdnjom (). U logickoj notaciji to mozemo pisati kao
P = Q. Uz ovo su vezana sljedeca tri suda:

1. @ = P (obrat suda),
2. —(@) = —P (obrat suda po kontrapoziciji),
3. —P = —(Q) (suprotni sud).

Zanima nas kakva je veza medu njima? Podsjetimo se da P = () ako i samo ako
je P — (@ valjana formula, pa mozemo ispitati njihovu vezu pomocu semanticke
tablice.
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PIQIP—Q[-P—-Q[Q—P[-Q——P

010 1 1 1 1

011 1 0 0 1

110 0 1 1 0

1)1 1 1 1 1
Zakljucujemo:

1. P logicki implicira ) ako i samo ako —(@) logicki implicira —P.
2. Ako P logicki implicira (), onda ne mora () logicki implicirati P.
3. Ako P logicki implicira ), onda ne mora — P logicki implicirati —@).

Upravo zbog 1) mozemo provoditi dokaz obratom po kontrapoziciji.

2.2. Logika prvog reda

2.2.1. Uvod

U prethodnom poglavlju proucavali smo klasi¢nu logiku sudova, no u njoj ne mozemo
izraziti mnoga logicka zakljucivanja koja koristimo u svakodnevnom zivotu. Pogleda-
jmo jedan primjer.
Svi ljudi su smrtni.
Greci su ljudi.

Grci su smrtni.
Lako je vidjeti da ovo jednostavno zaklju¢ivanje ne mozemo opisati formulama logike
sudova, ve¢ moramo u obzir uzeti i sadrzaj recenica ($to ne zelimo!).
Oznac¢imo redom predikate:

C(z)..."x je covjek",
S (z)..."z je smrtan",
G(z)..."z je Grk".

U tom slucaju gornji primjer mozemo zapisati u obliku:
Vo (C(z) — S5(x))
Vo (G (x) — C (2))
Vo (G (z) — S5(z))

sljedeci primjer bio je nerjesiv za srednjovjekovne logicare. Pomocu Aristotelovih
silogizama nisu uspjevali zapisati ovo ocito valjano zakljucivanje.

Sve elipse su krivulje.

Svatko tko crta elipsu crta krivulju.
Uvedemo li opet oznake
E(z)..."z je elipsa",
K (z)..."z je krivulja",
C(z,y)..."y crta z",
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onda gornji primjer mozemo pisati kao

Va (B (r) — K (x))
Yy (C(z,y) N E (2) — C(2,y) N K (7))

Logika sudova ne moze formalno zapisati ni neke jednostavne matematicke po-
jmove. Jedan takav primjer je pojam neprekidnosti u tocki. Neka je funkcija
f : R — R neprekidna u tocki xy. Tada je istinita formula

VedoVe (Jx — xo| < 0 — |f () — f (z0)| < ).
Negacija gornje formule, tj. formula
—VeddVx (|Jx — xo| <0 — |f (z) — f (z0)] <€)

je formalni zapis ¢injenice da funkcija f ima prekid u tocki zy. Primjenom pravila
prijelaza za kvantifikatore dobivamo

FeVo3x (| — xo| <IN |f (x) — f (z0)| > €).

Vazno je uociti da u prethodnim primjerima istinitost zakljucaka ne ovisi o is-
tinitosti dijelova koji su dobiveni samo rastavljanjem s obzirom na logicke veznike.
To znaci da za opis ovakvih zaklju¢ivanja moramo prije svega usvojiti siri jezik.

Ovako dobivena logika, koju nazivamo logikom prvog reda ili predikatnom logikom,
ima vecu izrazajnu moc¢, no gubi neka dobra svojstva logike sudova, a tu prije svega
mislimo na odlu¢ivost. Za svaku formulu logike sudova mozemo u kona¢no mnogo
koraka provjeriti je li valjana, no to nije moguce za formule logike prvog reda.

2.2.2. Jezik logike prvog reda
Abeceda A logike prvog reda je unija skupova Ai,. .., Ag, gdje je:

1. Ay = {vg, vy, v9, ...} prebrojiv skup ¢ije elemente nazivamo individualnim var-
ijablama,

2. Ay ={—,A\,V,—,«—,V, 3} skup logickih veznika,

3. A3 = { Ry, : k € N} skup ¢ije elemente nazivamo relacijskim simbolima (predika-
tima),

4. Ay = {fr : k € N} skup ¢ije elemente nazivamo funkcijskim simbolima,
5. As = {c : k € N} skup ¢ije elemente nazivamo konstantskim simbolima,

6. Ag = {(,)} skup pomoénih simbola.

Veznik V nazivamo univerzalnim kvantifikatorom i ¢itamo ga "za svaki", dok
veznik 3 nazivamo egzistencijalnim kvantifikatorom i ¢itamo ga "postoji (neki)".
Smatramo da je za svaki od relacijskih i funkcijskih simbola poznato kolika im
je mjesnost. Npr. dvomjesni funkcijski simbol se interpretira kao funkcija dvije
varijable.
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Definicija 2.2.1. Term je rije¢ dane abecede A za koju vrijedi:
a) svaka individualna varijabla i svaki konstantski simbol iz A je term,

b) ako je f n-mjesni funkcijski simbol iz A itq, ... t, termi, ondajei f (t1,...,t,)
term,

c) rijec abecede A je term ako i samo ako je nastala primjenom konaéno mnogo
koraka pravila a) i b).

Na primjer, uzmimo {In, sin,exp} C Ay, {vi,z} C A; ics € As. Sljedece su rijeci
termi: c3, z, Inx, exp (sinw), In (exp (sincg)) .

Definicija 2.2.2. Ako je R n-mjesni relacijski simbol iz A i ty,..., t, termi, onda
je R (t1,...,t,) atomarna formula abecede A. Formula u abecedi A je definirana sa:

a) svaka atomarna formula je formula,

b) ako su A i B formule, onda su i rijeci (—A), (AANB), (AVB), (A— B) i
(A «—— B) formule,

¢) ako je A formula i x varijabla, onda su rijeci (VxA) i (rA) formule,

d) rije¢ abecede A je formula ako i samo ako je nastala primjenom konaéno mnogo
koraka pravila a), b) i c).

Primjedba 2.2.1. Uobicajeno je umjesto 3x (x € S A P (x)) pisati (3z € S) P (x),
a umjesto VY (x € S — P (z)) analogno pisemo (Vx € S) P (x). Takoder, umjesto
dz (P (z) ANVy (P (y) — y = x)) pisemo lxP (x). Dakle, treba uvijek voditi racuna
o tomu da se radi samo o uvrijezenim zapisima.

Pogledajmo jedan primjer: neka je R dvomjesni relacijski simbol koji interpreti-
ramo kao "biti jednak" na skupu realnih brojeva R. Npr. R (x,y) bismo ¢itali "z je
jednak y”.a R (z,2) bismo ¢itali "z je jednak 2”. Takoder, R (1,3) bismo citali "1
je jednako 37, i to bi (za razliku od prethodna dva primjera) bio sud, i to lazan. "z
je jednak 2”7 nije sud jer ne mozemo utvrditi da li je ova izjavna recenica istinita ili
lazna, a isto vrijedi i za izjavnu recenicu "x je jednak y”. No uvodenjem odgovara-
juceg broja kvantifikatora u gradnju formule kojoj je podformula R (t1,ts), dobit
¢emo sudove. Na primjer,

(Vz € R) (Vy € R) R (z,y)
je neistina, dok su
(Vz € R)(Jy € R) R (x,y),
(Jz € R) R (z,2)

istine. Ovo su bili primjeri zatvorenih formula, tj. formula kod kojih su sve vari-
jable vezane kvantifikatorima, no definicija formule dozvoljava i otvorene formule,
tj. formule kod kojih nisu sve varijable vezane kvantifikatorima. Jedna takva bi bila

(Vx e R)R (z,y).

Sli¢no kao prije postivat ¢emo prioritet logickih veznika, s tim $to sada veznici V
i 4 imaju najveci i medusobno jednak prioritet.
Pogledajmo jos neke primjere korektnih formula:
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1. (Vx € R)z > 0 (ovaj sud je lazan),

2. (3z € N) z je paran (ovaj sud je istinit),

3. (Vzx € R)(Jy € R)y > z (ovaj sud je istinit).

Posebnu paznju treba posvetiti negaciji kvantifikatora. Lako se vidi da vrijedi:

1. =VzA & Jx (—A),
2. —JdzA &V (—A).

Pogledajmo u nekoliko primjera kako se provodi negacija formula koje sadrze
kvantifikatore:

1. =Vavy (P (z,y) — R(x,y)) < J23y (P (z,y) N —R(x,y)),

2. —(VeeA)(VyeA)(xzy — f(z)# f(y)
& @FreA)FyeA)@Fynfx)=1),

3. —(VzeR)(WeR) 22 +y? >0« (Ir eR) (TFy e R) 22 +4? < 0.



Poglavlje 3.

Skupovi

3.1. Osnovni pojmovi

Skup je osnovni matematicki pojam koga je nemoguce definirati pomocu jednos-
tavnijih pojmova, no intuitivno je jasno $to podrazumijevamo pod pojmom "skup".
Mozemo reci da je to "mnozina", "mnostvo", "kolekcija", "familija" ili slicno, no
time nismo rekli nista novo, ve¢ smo samo koristili sinonime. Matematicka disciplina
koja se bavi skupovima zove se teorija skupova. Njen osniva¢ Georg Cantor o skupu
je rekao sljedece:

"Skup je mnostvo koje shvacamo kao jedno."

Dakle, skup mozemo smatrati cjelinom sastavljenom od za tu cjelinu osnovnih
dijelova koje nazivamo elementima tog skupa. Intuitivno pretpostavljamo da postoji
odredeni odnos izmedu skupa i njegovih elemenata. I ne samo to, za svaki objekt
mozemo reci pripada li nekom skupu ili ne. Skupove ¢emo u matematici najcesce
oznacavati velikim latini¢nim slovima A, B, C, X, Y, ..., a njihove elemente malim
latini¢nim slovima a, b, ¢, x, vy, ...

Pojam "biti element skupa" je takoder osnovni matematicki pojam. Cinjenicu
da je x element skupa S zapisujemo kao x € S i ¢itamo "x je element skupa S" ili
" pripada skupu S". Sli¢no, ¢injenicu da y nije element skupa S zapisujemo kao
y ¢ S i citamo "y nije element skupa S" ili "y ne pripada skupu S". Na primjer,
oznac¢imo li sa S skup svih riba u Jadranskom moru, onda vrijedi: tunj € S, pirana
¢ S, srdela € S.

Definirajmo sada neke jednostavne pojmove vezane uz skupove.

Definicija 3.1.1. Neka su A @ B skupovi. Ako je svaki element skupa A ujedno
i element skupa B, onda kazemo da je skup A podskup skupa B (ili da je skup A
sadrzan u skupu B) i piSemo A C B. Kazemo jo$ i da je skup B nadskup skupa
A (ili da skup B sadrzi skup A), a to pisemo kao B O A. Oznaku C ¢éitamo kao
"inkluzija .

Definicija 3.1.2. Ako je A C B i ako postoji neki b € B takav da b ¢ A, onda
kazemo da je skup A pravi podskup skupa B i pisemo A C B ili A C B.

Definicija 3.1.3. KaZemo da je skup A jednak skupu B i pisemo A = B ako je
svaki element skupa A wujedno i element skupa B, te ako je svaki element skupa B
ujedno i element skupa A.

19
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Ocito je
A=B< (ACBABCA),
pa prema tomu provjeriti jesu li dva skupa A i B jednaka znaci provjeriti jeli A C B
iBCA.
Ukoliko dva skupa A i B nisu jednaka pisemo A # B. O¢ito je da vrijedi

A#4B« (A¢ BVB ¢ A),

pri cemu je

A¢B<3Jalae ANa ¢ B).
Propozicija 3.1.1. Neka su A, B i C' bilo koji skupovi. Vrijedi:

1. AC A,
2. (ACBABC(O)= ACC,
3. (A=BAB=C)= A=C.

Dokaz. Direktno iz definicija. m

U mnogim situacijama je potrebno promatrati samo podskupove nekog skupa U,
koji tada poprima znacenje univerzalnog skupa (univerzuma). Naravno, univerzal-
nost skupa U je relativna i varira od problema do problema. Drugi vazni istaknuti
skup je prazni skup, tj. skup bez ijednog elementa. Oznac¢avamo ga s ().

Skupove i njihove medusobne odnose ponekad zorno prikazujemo tzv. Vennovim
dijagramima. Ipak, vazno je istaknuti da takvi crtezi ne predstavljaju dokaz.

3.2. Zadavanje skupova

Skup smatramo zadanim ako je nedvosmislemo receno, objasnjeno ili specificirano

Sto su elementi toga skupa. Prema tomu, zadati neki skup znaci dati zakon, ogra-

nocenje, propis, specifikaciju ili svojstvo kojim se to¢no odreduju ¢lanovi toga skupa.
Skupove mozemo zadati na vise nacina:

1. Navodenjem potpune liste elemenata toga skupa unutar para viticastih zagrada.
Na primjer, skup samoglasnika u hrvatskom jeziku je skup S = {a,e,i,0,u}.
Pritom poredak nije vazan i ponovljene elemente ne uzimamo u obzir. Vi-
ticaste zagrade igraju dvostruku ulogu: one su simbol ujedinjavanja dijelova
u cjelinu i klasifikator objekata na one koji koji pripadaju skupu i na one koji
mu ne pripadaju.

2. Isticanjem nekog karakteristicnog svojstva koje imaju samo elementi toga
skupa, tj. nekim propisom.
Na primjer, skup svih pozitivnih cijelih brojeva zadajemos Z, = {z € Z : x > 0},
a centralnu, jedini¢nu kruznicu sa S; = {(z,y) € R? : 2% +¢* = 1}.
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3.3. Booleove operacije na skupovima

Definicija 3.3.1. Neka je U proizvoljan skup. Partitivni skup skupa U, u oznaci
P (U), je skup svih podskupova skupa U. Cesto pigemo i 2Y.

Na primjer,
1 P (0) = {0},
2. P({a}) = {0.{a}},
3. P({a,b,c}) =1{0,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}}.
Uvedimo sada neke operacije sa skupovima.
Definicija 3.3.2. Neka je U dani skup i A, B njegovi podskupovi.

a) Unija skupova A i B, u oznaci AU B, je skup

AUB={zxeU:x€ AVzxe B}.

b) Presjek skupova A i B, u oznaci AN B, je skup

ANB={zxe€U:x€ ANz € B}.

¢) Razlika skupova A i B, u oznaci A\ B, je skup

A\B={zecU:z€ ANz ¢ B}.

Ove osnovne operacije sa skupovima nazivamo Booleovim operacijama. Uo¢imo
odmah da je
(VA,BeP((U))(AUB,ANB,A\BeP(U)).

Takoder
(VA,BCU)(ANBC A BC AUB).

Definicija 3.3.3. Neka je U dani skup ©+ A, B C U. Kazemo da su skupovi A i B
disjunktni ako je AN B = ().

Propozicija 3.3.1. Neka je U proizvoljan skup i A, B C U. Vrijedi
(A\B)Nn(B\ A) = 0.

Dokaz. Dokaz provodimo indirektno, reductio ad absurdum.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je (A\ B) N (B\ A) # (. Tada postoji neki
z € (A\B)N(B\A), pa za njega vrijedi z € (A\B) iz € (B\ A). Odatle
jex € Ajx ¢ Bixz € B,x ¢ A, §to je nemoguée. Buduéi da smo dosli do
kontradikcije, zakljucujemo da je pretpostavka bila pogresna. Zato mora vrijediti
(A\B)N(B\A)=0. m

Sada ¢emo uvesti i jednu unarnu operaciju sa skupovima.



3. Skupovi 22

Definicija 3.3.4. Neka je U dani skup i A C U. Komplement skupa A u odnosu na
skup U, u oznaci A, je skup

A=U\NA={zecU:z ¢ A}.

Uocimo da je za svaki A C U ispunjeno A¢ C U.
Pogledajmo jedan primjer: ako je U = {1,2,3,4,5,6,7} i A= {2,5,6}, onda je
A¢={1,3,4,7} .

Primjedba 3.3.1. Neka je U dani skup i A, B C U. Uoc¢imo da vrijedi sljedece:

1. U=0,0=U0,

2. A\ B=AnNB°,

3. A= B & A° = B°.

Pogledajmo sada koja svojstva imaju Booleove operacije.
Teorem 3.3.1. Neka je U dani skup i A C U. Vrijedi:

1. AUA=A, An A= A (idempotentnost),

2. AUU=U, AnD =0,

3. AUD=A, AnU = A,

4. AUAS=U, AN Ac =),

5. (A9 = A (involutornost).

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti direktno. S obzirom da u svim sluc¢ajevima dokazu-
jemo jednakost skupova, svaki put treba dokazati dvije inkluzije. Tvrdnje (1) — (4)
su ocigledne, pa ¢emo dokazati samo tvrdnju (5) .

Neka je A C U. Treba dokazati da je (A°)°C Ai A C (A°)°.

Dokazimo najprije A C (A°)°. Ako je A = (), onda je o¢ito ispunjeno A = () C
(A)°. Pretpostavimo sada da je A # (). Za bilo koji x € A vrijedi

reA=>(xeUNzeA)=> (xeUANhx ¢ A% = x e (A9,

paje A C (A9)°.

Dokazimo da vrijedi i obratna inkluzija. Ako je (A°)° = (), onda je ispunjeno
(A°)° = () C A. Pretpostavimo sada da je (A°)° # 0. Za bilo koji z € (A°)° vrijedi

re(AY' = (reUNnx ¢ A% =ua e A

Prema tomu vrijedi (A°)° C A, ¢ime je dokazano i (A°)°=A. m
Teorem 3.3.2. Neka je U dani skup 1 A, B C U. Vrijedi:

1. AUB=BUA, AN B = BN A (komutativnost),

2. (AUB) = A°NB° (AN B)" = A°U B® (de Morganove formule).
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Dokaz. Svojstvo (1) je direktna posljedica komutativnosti disjunkcije i konjukcije.
Dokazimo svojstva (2). Prvo ¢emo pokazati da je (AU B)° = A°N B, tj. da
vrijede dvije odgovarajuce inkluzije. Slucajeve kada je (AU B)‘ ili A°N B¢ prazan
skup preskacemo jer tada tvrdnja trivijalno vrijedi.
Dokazimo najprije da je (AU B)° C A°N B¢. Za bilo koji = € (AU B) vrijedi

r € (AUB) = (reUANxg¢ AUB)=(xcUANx¢ ANz ¢ B)
= (xeUNx ¢ AN(xeUNzr¢B)=(xe ANz € B
= x € A°NB°.

Dakle, pokazali smo da je (AU B)° C A°N B°.
Dokazimo da vrijedi i obratna inkluzija. Za bilo koji x € A° N B¢ vrijedi

xr € ANB°=(xecANreB)=(recUNcs ¢ ANz ¢ B)
= (reUANx¢ AUB)=z€ (AUB)".

Dakle, (AU B)® C AN B¢, pa smo tako dokazali i jednakost tih skupova.
Drugu formulu u (2) dokazat ¢emo koriste¢i ve¢ dokazana svojstva Booleovih
operacija. Prema prvoj formuli u (2) imamo

(A9)° N (BY)° = (A°U B°)°,
odakle je po svojstvu involutornosti
ANB=(A°UB°".
No, prema Napomeni 3.3.1. znamo da je
(ANB) = [(A"U BT,

iz cega slijedi
(AN B)" = A°U B¢,

Sto je i trebalo pokazati. m
Analogno se mogu dokazati i sljedeta svojstva Booleovih operacija:

Teorem 3.3.3. Neka je U dani skup i A, B,C C U. Vrijedi:
1. AUB)UC=AU(BUQC), (ANB)NC =AN(BNC) (asocijativnost),

2. AUBNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distrib-
utivnost).

Dokaz. Sami za vjezbu. =

Zadatak 1. Neka je U dani skup i A, B,C C U. DokaZite da vrijedi:
1. AU(ANB)=A, ANn(AUB) = A,
2. AN B¢ i B su disjunktni,

3. AUB = (AN B°)U B (unija prikazana kao unija dvaju disjunktnih skupova),
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4. AN B i AN B¢ su disjunktni skupouvt,
5. (ANB)U (AN B°) = A (skup prikazan kao unija dvaju disjunktnih skupova,),
6. AN(B\C)=(ANnB)\C.

Partitivni skup P (U) zajedno s operacijama U,N i \ zove se Booleova algebra
skupova na U.

Primjedba 3.3.2. Pojam unije i presjeka dvaju skupova moZe se poopciti na vise
skupova.
Neka je F neka familija skupova.

a) Unija skupova familije F, u oznaci B = UAeJ—' A, je skup definiran s

r€B& (FAe F)x € A.

b) Presjek skupova familije F, u oznaci D = mAeF A, je skup definiran s
reD& VAe Fx e A

I u ovom slucaju vrijede de Morganove formule

<UA€]-' A> = mAe}‘ A%
<ﬂAe}' A) = UAe]—' A%

U Zadatku 1. prikazali smo skupove A U B i A kao unije disjunktnih skupova.
Ovakav rastav je ¢esto od velike pomoci, pa temo ga poopciti u sljede¢oj definiciji.

Definicija 3.3.5. Neka je A # () proizvoljan skup. Particija skupa A je bilo koja
familija F C P (A) koja ima svojstva:

a) (VX € F) X #0,
b) (VX,)YeF) (XNY=0vX=Y),

c) UXe]—"X = A.

Dakle, F je particija skupa A ako i samo ako za svaki x € A postoji jedinstveni
skup X € F takav da je x € X.

Na primjer, F; = {{1},{2,3}.{4}} 1 F» = {{1,2},{3,4}} su dvije particije
skupa A = {1,2,3,4}.

Osim Booleovih operacija, na skupu P (A) mozemo definirati i neke druge op-
eracije, a jedna od njih je simetrucna razlika skupova.

Definicija 3.3.6. Neka je U dani skup i A, B C U. Simetricna razlika skupova A 1
B, u oznaci A\ B, je skup definiran sa:

AAB=(A\B)U(B\A).
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Ocito je AA B C U za svaki izbor A, B C U.
Zadatak 2. Neka je U dani skup i A, B C U. DokaZite da vrijedi:

1. AANB=(AUB)\(ANB),
2. ANB=BAA,

3. (AAB)AC=ANA(BAC),
4 AND=0N A=A,

5. AN A=0.

3.4. Kartezijev umnozak skupova

U ovom ¢emo se odjeljku upoznati s jo§ jednim vaznim nac¢inom izgradnje novih
skupova.

Neka su A, B # () proizvoljni neprazni skupovi, te a € A i b € B. Objekt (a,b)
nazivamo uredenim parom, pri ¢emu je a prvi ¢lan (prva koordinata) uredenog para,
a b drugi ¢lan (druga koordinata) uredenog para (a,b) . Uo¢imo da je vazan poredak
¢lanova uredenog para.

Stroga matematicka definicija uredenog para glasi ovako:

Definicija 3.4.1. Neka su A i B neprazni skupovi, te a € A, b € B. Uredeni par
elemenata a i b, u oznaci (a,b), je skup

(a,0) = {{a},{a,b}}.
Vazno je znati kada su dva uredena para jednaka. To nam govori sljede¢i teorem.

Teorem 3.4.1. Dva uredena para (a,b) i (a’,V') su jednaka ako i samo ako je a = a

ib=10.

Dokaz. Dokaz provodimo direktno, i to na nacin da ¢emo dokazati istinitost dviju
odgovarajucih implikacija.

Dokazimo najprije da (a,b) = (a/,0') = (a=da ANb=1V"). Pretpostavimo da je
(a,b) = (a’,b") . Po definiciji znamo da je tada

{{a},{a,b}} = {{a'} {d,0'}}. (3.1)

Razlikujemo dva slucaja:
a)a==>
U ovom slucaju je {a,b} = {a,a} = {a}, pa iz (3.1) slijedi

{{a'} {d",0'}} = {{a}  {a, b}} = {{a} . {a}} = {{a}} .

Iz definicije jednakosti skupova zaklju¢ujemo da je {a} = {a'} = {d’, '}, a konacno
(opet po definiciji jednakosti skupova) o' = b = a = b.
Dakle, a = a’ i b =1, sto je i trebalo dokazati.
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b)a#0b
Ako je a # b, onda je zasigurno {a, b} # {a’'} (dvoclan skup ne moze biti jednak
jednoclanomu). Zbog (3.1) zaklju¢ujemo da je {a,b} = {da’,b'}, pa je stoga i {a} =
{a’}. Odavde je a = d’, aondajeib=1"0".
Dokazimo jos da (a = a’ Ab=1b") = (a,b) = (d',V).
Akojea=d ib="V,ondaje{a} ={d'}i{a,b} = {d,V'}. Odatle odmah slijedi
(a,b) = {{a} . {a,b}} = {{a'} {a', '} = (', ¥),

¢ime je dokaz zavrsen. m

Primjedba 3.4.1. Uoc¢imo da je opcenito (a,b) # (b,a). Stovige, iz (a,b) = (b, a)
slijedi a = b. Za razliku od toga, {a,b} = {b,a} .

Definicija 3.4.2. Neka su A i B neprazni skupovi. Kartezijev (ili direktni) um-
nozak skupova A i B, u oznaci A X B, je skup definiran s

Ax B={(a,b):a€ ANbE B}.

Skupove A i B nazivamo faktorima Kartezijeva umnoska. Ako je barem jedan od
skupova A 1 B prazan, dogovorno uzimamo A x B = ().

Primjer 3. Neka je A= {a,p} i B=1{1,2,3}.

AxB = {(a,l),(a,2),(a,3),(6,1),(6,2),(5,3)},
BxA = {(1a).(18).(2.0).(2.5),(3a),(3.5).

Iz gornjeg primjera je jasno da Kartezijevo mnozenje nije komutativna operacija.
Posebno je zanimljivo Kartezijevo mnozenje skupa sa samim sobom.

Definicija 3.4.3. Neka je A neprazan skup. Kartezijev kvadrat skupa A, u oznaci
A?. je skup definiran sa

A? = Ax A={(a,b):a,be A},
a njegova dijagonala je skup
Iy ={(a,a) :a € A}.

Ocito je [4 C A% i1, # A% ¢éim A ima vige od jednog elementa.
Primjer 4. Dva poznata primgjera su:

1. A= B =R (koordinatna ravnina)

R? = {(z,y) : 2,y € R},
2. A= B =10,1] (jedinitni kvadrat u koordinatnoj ravnini)

0, 1]2 ={(z,y) 12,y € [0,1]}.
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Operacija Kartezijeva mnozenja ima neka svojstva vezana uz Booleove oparacije.
Teorem 3.4.2. Neka su A, B, C' proizvoljni skupovi. Vrijedi:

1. ( AUB)xC=(AxC)U(Bx(C),

2. (ANB)xC=(AxC)Nn(Bx(),

3. (A\B)xC=(AxC)\(BxC).

Dokaz. Sami za vjezbu. m
Pojam Kartezijeva umnoska mozemo poop¢iti i na vise od dva faktora.
Ako jen € Ni Ay, Ag, ..., A, neprazni skupovi, definiramo

Al XAQ XKoo xAn:{(al,ag,...,an):aiGAi, ?::1,2,...77,},
pri ¢emu (ay,as,...,a,) zovemo uredena n-torka. Ako je bilo koji od skupova

A;, i =1,2,...n, prazan, definiramo A; x Ay x --- x A, = 0.
Naravno, mozemo Kartezijev umnozak n skupova definirati i induktivno kao

A1XA2><A3 = (A1><A2)><A3,

Ay X Ag X - x A1 x Ay = (A X Ay x--- X A,q) X Ay,
Odatle posebno slijedi
(a1,as,...,a,) = (a},dy,...;a) & a=ay AN+ Na, =a,,.
Zadatak 1. Uvjerite se da Kartezijev umnoZak nije asocijativan, tj. da postoje
skupovi X, Y, Z takvi da je (X X Y) x Z # X x (Y x Z). Dakle, ne valja definirati
uredenu trojku (z,vy, z) kao skup {{z},{x,y},{z,y,2}}.
Primjer 5. Dva poznata primjera su:

1. A= B =C =R (koordinatni prostor)

R® = {(2,9,2) : 7,y, 2 € R},

2. A= B =C=0,1] (jedini¢na kocka u koordinatnom prostoru)

0, 1]3 ={(z,y,2) :x,y,2 € [0,1]}.

Ovo poglavlje je preuzeto iz [1] i [4].



Poglavlje 4.

Relacije

4.1. Osnovni pojmovi

Pojam relacije je jedan od najvaznijih matematickih pojmova uopce, a kao poseban
slucaj sadrzi pojam funkcije.

Primjeri iz svakidasnjeg zivota pokazuju da je Cesto potrebno izmedu dvaju
skupova uspostaviti nekakav odnos.

Neka je npr. A skup svih dnevnih listova koji izlaze u Splitu, a neka je B skup
svih stanovnika grada Splita. Izmedu skupova A i B postoji izvjestan odnos koji se
sastoji u tomu da neki stanovnici Splita ¢itaju neke dnevne listove: pri tome neki
¢itaju samo jedan, neki vige njih, a postoje takoder i oni stanovnici Splita koji ne
¢itaju nijedan dnevni list. Ako nam a € A oznacava Slobodnu Dalmaciju, onda je a
u vezi s odredenim brojem elemenata skupa B, tj. s odredenim brojem stanovnika
Splita. To su upravo oni b € B koji ¢itaju Slobodnu Dalmaciju.

Pogledajmo jo$ jedan primjer: neka je sada A = {a,b,c,d} drustvo od cetiri
osobe, a B = {e, f, g} neko drugo drustvo od tri osobe. Izmedu ta dva drustva
mozemo uspostaviti odnos "poznavanja". Pretpostavimo da osoba a poznaje osobe
e i g, osoba b poznaje osobu f, osoba ¢ poznaje osobe e, f i g, a osoba d ne poznaje
nikoga od njih. Na ovaj je nacin putem "poznavanja" ustanovljen (uo¢en) odnos
izmedu skupova A i B. Stoga je prirodno promatrati umnozak A x B buduéi se u
njemu javljaju sve moguénosti poznavanja. Imamo:

AxB = {(a7€)7(a7f)7(a7g)7<b76)’(b7f)7(b79)a
(c,e),(c,[),(c,9),(d,e),(d, [f),(d g)}

Odredimo li da su u parovima samo osobe koje se "poznaju", dobivamo skup

R ={(a,e),(a,9),(b,f),(c.e), (¢, f),(c;9)} € AXB.

Ovi primjeri ukazuju na potrebu prouc¢avanja proizvoljnih podskupova Kartezi-
jeva umnoska A x B.

Definicija 4.1.1. Neka su A i B skupovi. Svaki podskup R Kartezijeva umnoska
A X B zove se (binarna) relacija. Skup A oznatavamo s D1 (R), a skup B s Dy (R) .
Za element a € A kaZemo da je u relaciji R s b € B ako je (a,b) € R. Domena
relacije R je skup

D(R)={a€ A:(3be B)(a,b) € R},
28
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a slika relacije R skup
K(R)={be B:(Ja€ A)(a,b) € R}.

Cinjenicu da je (a,b) € R Gesto pisemo u obliku aRb i kazemo da a ima svojstvo
da je u relaciji R s b.

Ako je A # B kazemo da je R C A X B heterogena relacija, a ako je A = B
kazemo da je R C A x A homogena relacija na skupu A.

Posebno izdvajamo homogenu relaciju I, (ili u oznaci A,), koja je za bilo koji
neprazan skup A definirana s

Iy ={(a,a):a€ A},

a koju zovemo dijagonala ili identicna relacija na skupu A.
Definiciju binarne relacije moze se prosiriti na podskupove Kartezijeva produkta
Ay x ---A,,n € N, i tada govorimo o n-arnim relacijama. Nama ¢e ipak biti
najvaznije binarne relacije koje ¢emo u nastavku jednostavno zvati relacije.
Uvedimo sada jo§ nekoliko pojmova vezanih uz relacije.

Definicija 4.1.2. Neka je R C A x B neprazna relacija. Suprotna (inverzna)
relacija relaciji R je relacija R~ C B x A definirana sa

R '={(b,a): (a,b) € R}.

Definicija 4.1.3. Neka je R C A x B. Komplement relacije R je relacija R¢ C
A X B definirana sa

R®={(a,b) € Ax B:(a,b) ¢ R}.

Definicija 4.1.4. Neka su A, B,C neprazni skupovi, te RC Ax B 1S C BxC.
Kompozicija relacija R i S je relacija S o R C A x C definirana sa

SoR={(a,c): (3be B)((a,b) € RA(b,c) € S)}.

Primjer 6. Neka je A = {1,2,3}, B = {a,b} i C = {z,y}. Definirajmo relacije
RCAxBiSCBxC sa

R = {(1,&),(2,()),(3,&),(3,())},
S = {la,y), (b,2)}.

Lako se vidi da je npr.

R = {(a’ 1) ) (b’ 2) ) (a7 3) ) (b’ 3)} )
5 = {(a,z),(by)},
SoR = {(Ly) ) (2,1‘) ) (3,?1}) ) (Svy)}

Primjer 7. Neka je A = {1,2,3}. Definirajmo homogene relacije R i S na skupu
A sa

R = {(171)7(272)’(371)7(3’2)}7
S = {(172)7(273)}'
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Tada je

SoR = {(1,2),(2,3),(3,2),(3,3)},
RoS = {(1’2)7(271)a(272)}>

pa je ocito da kompozicija relacija opcenito nije komutativna.

Teorem 4.1.1. Neka su A, B,C, D neprazni skupovi, te RC Ax B, SCBxC 1
Z CCxD. Vrigedi
Zo(SoR)=(ZoS)oR.

Dokaz. Dokazimo da je Z o (SoR) C (ZoS)o R.

Ako je Z o (S o R) = ) onda tvrdnja trivijalno vrijedi, stoga pretpostavimo da
je relacija Z o (S o R) neprazna. Kako je Z o (S o R) C A x D, uzmimo proizvoljan
par (a,d) € Zo(SoR), gdje jea € Aid € D. Po definiciji kompozicije relacija
znamo da postoji neki ¢ € C' takav da je (a,c) € So R i (¢,d) € Z. Nadalje, jer je
(a,c) € S o R to postoji neki b € B takav da je (a,b) € R1i (b,c) € S. Po definiciji
kompozicije iz (b,c) € S'i (¢,d) € Z slijedi (b,d) € Z o S i analogno iz (a,b) € R i
(b,d) € Z o S slijedi (a,d) € (Z o S) o R, $to je i trebalo dokazati.

Suprotnu inkluziju dokazemo analogno. m

Prethodni teorem nam u stvari kaze da je kompozicija relacija asocijativna. Stoga
za homogenu relaciju R na skupu A ima smisla definirati potencije relacije R na
sljedeci nacin:

RO = [A7
R' = R,

R? = RoR,

R"™ = R"0R, n>1.
Propozicija 4.1.1. Neka je R C A x B. Vrijedi:
Roly=R, IgpoR=R.

Dokaz. Dokazat cemo samo prvi identitet jer se drugi dokazuje analogno.

Znamo da je Ro 4 C A x B. Uzmimo proizvoljan (a,b) € R o I4. Po definiciji
kompozicije to znaci da postoji neki a’ € A takav da je (a,a’) € 141 (a/,b) € R. No
z (a,ad") € 14 slijedi a = o, pa je (a,b) € R. Dakle, RoI4 C R.

Obratno, uzmimo proizvoljan (a,b) € R. Kako za svaki a € A vrijedi (a,a) € 14,
to po definiciji kompozicije slijedi (a,b) € Rol4, paje RC Rols. m
Primjedba 4.1.1. Posebno, ako je R C A x A, iz prethodne propozicije slijedi

ROIA:IAOR:R. (41)

Stovize, 14 je jedina relacija na A sa svojstvom da je za svaku relaciju R C A x A
ispungeno (4.1) . Naime, ako bi za neku relaciju Q na A za sve R vrijedilo Ro Q =
Qo R =R, onda bismo za R = 14 imali

IAOQ:QOIA:]A. (42)
No iz (4.1) za R = @Q dobijemo Qo Iy =140Q = Q pa iz tog i (4.2) slijedi
I,=Q.



4. Relacije 31

Lema 4.1.1. Neka su A i B neprazni skupovi, te R,S C A x B. Vrijedi:
1. RCS=R'1CS,
2. (RUS)Y'=R1TUS,
8. (RNS)'=R1'NS,
4. (RYH ' =R

Dokaz. Sami za vijezbu. m
Homogene relacije mogu imati neka posebna svojstva koja su dana u sljedecoj
definiciji.

Definicija 4.1.5. Neka je R homogena relacija na skupu A. Kazemo da je relacija
R:

a) refleksivna ako vrijedi

(Vx € A) (z,z) € R,

b) irefleksivna ako vrijedi
(Vo € A) (z,2) ¢ R,

c) simetricna ako vrijedi

(Ve e A) (Vy € A) ((z,y) € R— (y,x) € R),

d) antisimetricna ako vrijeds

(Vee A)(Vye A)((z,y) € RN (y,x) e R — z=1y),

e) tranzitivna ako vrijedi

(Ve e A)(Vye A) (Vze€ A) ((z,y) € RN (y,2) € R — (x,2) € R).

Geometrijski gledano, refleksivna relacija sadrzi dijagonalu I4 skupa A, ireflek-
sivna relacija ne sijece dijagonalu /4, a simetri¢na relacija je simetri¢na s obzirom
na dijagonalu I4.

Gornja svojstva homogenih relacija se skupovno mogu opisati na sljede¢i nacin.

Lema 4.1.2. Neka je R relacija na skupu A. Vrijedi:

1. R je refieksivna ako i samo ako je I4 C R,

2. R je irefleksivna ako 1 samo ako je RN 1, = (J;

3. R je simetriéna ako i samo ako je R C R™!;

4. R je antisimetriena ako i samo ako je RN R~ C Iy ;

5. R je tranzitivna ako i samo ako je Ro R C R.
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Dokaz. Twvrdnje 1., 2. i 4. ocigledno vrijede, pa ¢emo dokazati samo preostale
tvrdnje.

Dokazimo najprije tvrdnju 3. Pretpostavimo da je relacija R simetri¢na. Ako
je R=0,onda je R =0 C R™!, pa je tvrdnja trivijalno ispunjena. Pretpostavimo
stoga da je R neprazna, te uzmimo proizvoljan (x,y) € R. Relacija R je simetri¢na,
pa je (y,z) € R, a iz ovoga po definiciji inverzne relacije slijedi (z,y) € R~!. Dakle,
dokazali smo da je R C R!. Obratno, neka je R C R™'. Ako je R = () tvrdnja
trivijalno vrijedi (prazna relacija je simetri¢na). Pretpostavimo stoga da je R # () i
uzmimo proizvoljan par (z,y) € R. Jer je R C R~ ! slijedi (z,y) € R, a po definiciji
inverzne relacije odmah mozemo zakljuéciti da je (y,x) € R. Time smo pokazali da
je R simetri¢na.

Dokazimo jos i tvrdnju 5. Pretpostavimo da je R tranzitivna. Ako je Ro R =10
tvrdnja trivijalno vrijedi, pa pretpostavimo stoga da je R o R neprazna, te uzmimo
proizvoljan par (z,z) € R o R. Po definiciji kompozicije relacija znamo da postoji
neki y € A takav da je (z,y) € Ri (y,z) € R. Jer je R tranzitivna slijedi i da je
(z,2z) € R, pa zakljuéujemo da vrijedi R o R C R. Obratno, neka je Ro R C R.
Ako je R = () tada je i Ro R = (), pa tvrdnja trivijalno vrijedi (prazna relacija je
tranzitivna). Pretpostavimo stoga da je R neprazna, te da je (x,y) € Ri(y,z) € R.
Tada je (z,2) € RoR C R, paje (z,z) € R. Dakle, R je tranzitivna, $to je i trebalo
dokazati. m

Primjedba 4.1.2. Uotimo da iz R C R™* po Lemi 4.1.1. slijedi R™* C (R™}) ' =
R, pa iz te dvije inkluzije zakljutujemo da je R = R~'. Dakle, moZe se re¢i da je

relacija R simetricna ako i samo ako je R = R™!.

Sada éemo navesti neka svojstva koja mogu imati heterogene relacije (naravno,
mogu ih imati i homogene relacije kao poseban slucaj heterogenih relacija).

Definicija 4.1.6. Neka su A i B skupovi, te R C A x B. Kazemo da je relacija R :
a) injektivna ako vrijedi
(Vo e A) (V2' € A) (Vy € B) ((z,y) €e RA(2,y) € R — x =1');
b) funkcionalna ako vrijedi
(Vz € A) (Vy € B) (Vy' € B) ((z,y) € RA(2,)) € R —y =v);
c) surjektivna ako vrijedi
(Vy € B) (Fx € A) (z,y) € R;

d) totalna ako vrijedi
(Vx € A) (Jy € B) (z,y) € R.

Lema 4.1.3. Neka su A i B skupovi, te R C A x B. Vrijedi:

1. R je injektivna ako i samo ako je R~ o R C I4;
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2. R je funkcionalna ako i samo ako je Ro R™! C Ip;
3. R je surjektivna ako i samo ako je Ro R™' D Ip;
4. R je totalna ako i samo ako je R™1 o R D 4.

Dokaz. Za ilustraciju ¢emo dokazati samo prvu tvrdnju, a oba smjera dokaza ¢emo
provesti obratom po kontrapoziciji.
Pretpostavimo da R~' o R ¢ I,. To svakako znaci da je R™* o R # 0, te da

(Jz € A) (32’ € A) (x #2' A (z,2/) € R oR).
Po definiciji kompozicije relacija iz gornjega slijedi
(Jz e A) (T’ € A)(Fy € B) (x #£2' A (z,y) € RA(y,2') € R7),
a po definiciji inverzne relacije slijedi
(Fxe A)(F' € A)(Bye B)(z # 2" A(z,y) € RA(2',y) €ER),

iz cega zakljucujemo da relacija R nije injektivna.
Obratno, pretpostavimo da R nije injektivna. To znaci da

(Gre A) (' e A)(Bye B)(x#£2 N(z,y) € RA(2',y) € R).
Iz ovoga po definiciji inverzne relacije slijedi
(Jz e A)(F' € A)(3y € B) (x #a' A (z,y) € RA(y,2') € R),
to jest
(3z € A) (2’ € A) (z #£ 2’ A (z,2') € RT o R),
paR'oRZ Iy m

Definicija 4.1.7. Funkcionalne relacije nazivamo parcijalnim funkcijama.
Totalne funkcionalne relacije nazivamo funkcijama.

4.2. Relacije ekvivalencije

Definicija 4.2.1. Homogenu binarnu relaciju koja je refleksivna, simetricna i tranz-
itivna nazivamo relacijom ekvivalencije.

Ovakve relacije igraju vrlo vaznu ulogu u matematici i imaju mnoga lijepa svo-
jstva. Relaciju ekvivalencije ¢esto oznatavamo simbolom ~ ili = . Ako je x ~ v,
onda kazemo da je x ekvivalentan s y. Vazan primjer relacije ekvivalencije je relacija
= ("biti jednak").

Neka je A # () proizvoljan skup i ~ relacija ekvivalencije na njemu. Svakom
elementu a skupa A moZzemo pridruziti skup

a) ={x € A:x ~a},

tj. skup svih onih elemenata skupa A koji su u relaciji ~ s a. Skup [a] nazivamo
klasom ekvivalencije odredenom elementom a, a sam element a reprezentantom klase
[a] . Buduéi je (Va € A)a ~ a, to je (Va € A) [a] # 0.

Pogledajmo jos neka vazna svojstva klasa ekvivalencije.
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Teorem 4.2.1. Neka je A # () proizvoljan skup, ~ relacija ekvivalencije na A, te
x,y € A.

1. Ako x =y, onda je [x] N [y] = 0
2. Ako je x ~ vy, onda je [z] = [y] .

Dokaz. Dokazimo najprije prvu tvrdnju.

Neka su z,y € A takvi da x ~ y. Dokazimo da je [z] N [y] = (). Pretpostavimo
suprotno, tj. da je [z] N [y] # 0. To znaci da postoji neki a € [z] N [y]. Iz a € [z]
slijedi a ~ z, a iz a € [y] slijedi a ~ y. Kako je ~ relacija ekvivalencije na A to je
ona simetri¢na i tranzitivna, pa iz a ~ x slijedi x ~ a, a iz x ~ a i a ~ y slijedi
x ~ y. Obratom po kontrapoziciji dobijemo da iz z ~ y slijedi [z] N [y] = 0.

Dokazimo jos i drugu tvrdnju.

Pretpostavimo da je z ~ y. Treba dokazati [x] C [y] i [y] C [z]. Dokazimo
najprije [z] C [y]. Znamo da je [x] # 0, pa uzmimo bilo koji element a iz [z]. To
znaci da je a ~ x. Zbog tranzitivnosti relacije ~, iz a ~ x i x ~ y slijedi a ~ y, pa
je a € [y]. Dakle, [z] C [y]. Kako je relacija ~ simetri¢na, to iz = ~ y slijedi y ~ x,
pa je po prethodnom [y] C [z]. =

Prema prethodnom teoremu mozemo zakljuciti da za proizvoljne z,y € A vrijedi
[z] N [y] = 0 ili [z] = [y] . Odavde slijedi da za svaki x € A postoji jedinstvena klasa
[a] ¢iji je on ¢lan.

Stavimo li u jedan skup sve te razlicite klase koje definira relacija ~ na skupu
A, dobit éemo skup ¢iji su elementi neprazni, po parovima disjunktni podskupovi
skupa A, a ¢ija je unija jednaka citavom skupu A. Prema tomu, dobit ¢emo jednu
particiju skupa A. Tu particiju nazivamo kvocijentnim skupom skupa A po relaciji
~ i oznacavamo je s A/ ~ .

Dakle, svaka relacija ekvivalencije na skupu A definira jednu particiju skupa A
na klase ekvivalencije. No kao §to ¢emo vidjeti, vrijedi i obrat. No prije nego to
dokazemo uvest ¢emo funkciju koja elementima skupa pridruzuje njima pripadne
klase po nekoj relaciji ekvivalencije.

Propozicija 4.2.1. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A i relacija T na
A x (A] ~) definirana sa

(a,[z]) € T ako i samo ako a € [z].
Relacija T je funkcionalna, totalna @ surjektivna.

Dokaz. Kako je za svaki a € A ispunjeno a € [a], to je relacija 7 o¢igledno totalna
i surjektivna. Pokazimo jo$ da je funkcionalna. Neka je a € A, te [z] i [y] dvije
klase iz A/ ~ takve da je (a, [z]) € 71 (a, [y]) € 7. Iz ovoga slijedi a € [z] i a € [y],
tj. a € [z] N [y]. Po svojstvima klasa relacije ekvivalencije 7 zaklju¢ujemo da je
[z] = [y], pa je relacija 7 funkcionalna. m

Definicija 4.2.2. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A. Funkcija 7 : A —
A/ ~ definirana izrazom
7 (a) = [d]

zove se projekcija skupa A na kvocijentni skup A/ ~ .
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Teorem 4.2.2. Svaka relacija ekvivalencije na skupu A definira jednu particiju
skupa A. U istom elementu particije nalaze se oni i samo oni elementi skupa A
koji su medusobno ekvivalentns.

Dokaz. Neka je ~ neka relacija ekvivalencije na skupu A. Pokazat ¢emo da A/ ~
odreduje jednu particiju skupa A.

Kako je relacija ~ refleksivna, to je za svaki x € A ispunjeno x € [z]. Iz ovoga
slijedi A = Ugea [z] 1 [z] # 0 za sve © € A. Nadalje, znamo da je za sve x,y € A
ispunjeno [z] N [y] = 0 ili [z] = [y], pa A/ ~ zaista odreduje jednu particiju skupa
A =

Zanimljivo je da vrijedi i obrat prethodnog teorema: svaka particija skupa A
definira jednu relaciju ekvivalencije na A. O tome nam govori naredni teorem.

Teorem 4.2.3. Neka je F jedna particija skupa A. Tada je relacija Ry na skupu
A definirana sa

(z,y) € Ry ako i samo ako (3S € F)(z € SAy € 5)
relacija ekvivalencije na A.

Dokaz. Neka su z,y € A u istom elementu particije F. Po definiciji relacije Rr
tada je (r,y) € Rr i (y,z) € Rz, pa je relacija Ry simetricna. Posebno, ako je
x =y slijedi (x, ) € Ry, pa je Ry refleksivna. Dokazimo jos i da je Ry tranzitivna.
Pretpostavimo da je (z,y) € Rri(y,z) € Rz. Tada postoje elementi S i Sy particije
F takvi da je z,y € S;iy,z € 5. No to znaci da je y € S; NSy, pa mora vrijediti
S1 = Sy iz ¢ega slijedi da su i x i z u istom elementu particije F, pa je (z, z) € Rr.
Dakle, Rf je i tranzitivna, pa je Rz relacija ekvivalencije na skupu A. m

Primjer 8. Neka je P skup svih pravaca neke ravnine. Na skupu P definiramo
relaciju || ("biti paralelan"). Podsjetimo se da su dva pravca u ravnini paralelna ako
nemagju nijednu zajednicku tocku ili ako se podudaraju.

Ocito je || relacija ekvivalencije na P (provjerite sami!). Klase ekvivalencije nazi-
vamo smjerovima u ravnini.

Da li je relacija 1 ("biti okomit") relacija ekvivalencije na P? (Nije!)

Primjer 9. Neka je T skup svih trokuta u nekoj ravnini. Relacije ~ ("biti slican"),

~Y

>~ ("biti sukladan") i p ("imati istu povrsinu") su relacije ekvivalencije na T .

Primjer 10. Neka je E® prostor totaka. Orijentirana duzina u E® je svak_i} uredent
par tocaka (A, B) € E? x E®. Oznaka za orjentiranu duzinu je (A, B) = AB.
Oznacimo sa O skup svih orjentiranih duzina v E3, tj.

0:{@:A,BeE3}:E3xE3.

Na skupu O definiramo relaciju = (biti ekvivalentan) na sljedeéi nacin: reé¢i éemo
di> je (Lij;entimna duzina AB ekvivalentna orijentiranoj duzini C'—l>77 it pist cemo
AB = CD ako i samo ako duzine AD i BC' imaju zajednicko poloviste-

Provjerite sami da je relacija = relacija ekvivalencije na O. Kvocijentni skup O/ =
oznatavamo kao V3, a njegove elemente (klase ekvivalencije) nazivamo vektorima.
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4.3. Relacije uredaja

Osim relacija ekvivalencije s kojima smo se upoznali u prethodnoj tocki, vazan je
jos jedan tip binarnih homogenih relacija.

Definicija 4.3.1. Homogenu binarnu relaciju koja je refleksivna, antisimetriéna i
tranzitivna nazivamo relacijom djelomicnog (parcijalnog) uredaja.

Definicija 4.3.2. Uredeni par (A, p) sastavljen od skupa A i relacije djelomicnog
uredaja p na skupu A zove se djelomic¢no (parcijalno) ureden skup.

kao i u prethodnom, za relacije djelomi¢nog uredaja ¢esto se umjesto (z,y) € p
pise xpy.

Primjer 11. Definirajmo relaciju p na skupu N sa
(z,y) € p ako i samo ako x dijeli y.

Octito je ova relacija refleksivna, antisimetricna i tranzitivna, pa je (N, p) djelomicno
ureden skup. Ipak, nisu svi elementi skupa N "usporedivi”. Npr. (2,5) ¢ p i takoder

(5,2) ¢ p.
Gornji primjer nas motivira za sljedecu definiciju.

Definicija 4.3.3. Neka je p realcija djelomicnog uredaja na skupu A. Ako vrijedi
(Vo€ A) (Vy € A)((z,y) € pV (y,2) € p),

onda kazemo da je p relacija linearnog (totalnog) uredaja na skupu A.
Uredeni par (A, p) u tom slu¢aju nazivamo linearno (totalno) uredenim skupom ili
jednostavno uredenim skupom.

Poznati primjer uredenog skupa je (R, <), dok je poznati primjer djelomi¢no
uredenog skupa (P (S),C), gdje je S neki neprazan skup. Relaciju C nazivamo
relacijom sadrzavanja.

Djelomi¢no uredene skupove se ¢esto prikazuje shematski.

Radi jasnoc¢e ¢emo nadalje za relaciju djelomi¢nog uredaja koristiti oznaku <
da je ne bismo mijesali s oznakom < koju koristimo za relaciju uredaja "manje ili
jednako" na skupovima brojeva.

Definicija 4.3.4. Neka je (A, <) djelomi¢no ureden skup, te X C A. KaZemo da je
m € X najmangi element u skupu X ako vrijeds

(Ve e X)m <z

Kazemo da je m € X minimalni element u skupu X ako vrijedi

VreX)(x<m-—z=m).
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Kazemo da je n € X najveci element u skupu X ako vrijedi

(Vo e X)z < n.

Kazemo da je n € X maksimalni element u skupu X ako vrijedi
VeeX)(n<az—ax=n).

Ocigledno je da je najmanji element ujedno i minimalan, a najve¢i element ujedno
i maksimalan. Obrat, medutim, ne mora vrijediti. Takoder, djelomi¢no ureden skup
moze imati vise minimalnih i maksimalnih elemenata, a ne mora imati ni najve¢i ni
najmanji element.

Primjer 12. Neka je A = {a,b,c,d,e, f}, te neka je relacija < na skupu A dana
kao

=

{(a,a),(b,), (¢, ), (d,d),(e,e) ([, f),(a;c),
(¢;b),(¢c,d),(a,0),(a,d), (e, f)} -

Elementi a i e su minimalni, a elementi b,d 1 f su maksimalni po <. No u A nema
po = ni najmanjeg ni najveceg elementa.

Primjer 13. Neka je A ={a,b,c,d, e}, te neka je relacija < na skupu A dana kao

= ={(a,a),(b,),(c,c).(d,d),(e.€),(a,c),
(¢,b),(c,d), (a,b),(a,d),(be),(d,e),(ae),(c,e)}.

FElement a je minimalan © najmangi, a element e maksimalan @ najveci po < .

Definicija 4.3.5. Neka je (A, =) djelomicno ureden skup, te X C A.

Element d skupa A je donja meda skupa X u A ako za svaki x € X wrijedi d < x.
Najveca donja meda, ako postoji, zove se infimum skupa X i oznacava inf X.
Element g skupa A je gornja meda skupa X u A ako za svaki x € X wvrijedi x = g.
Najmanja gornja meda, ako postoji, zove se supremum skupa X @ oznacava sup X.

Na primjer, u uredaju (N, <) je inf N = 1, a supN ne postoji. U djelomi¢nom
uredaju (P (S),C) jeinf P(S)=0,asupP (S)=25.

Podsjetimo se da smo kod usporedivanja brojeva cesto koristili relaciju < .
Opcenito su takve relacije definirane na sljede¢i nacin.

Definicija 4.3.6. Homogenu binarnu relaciju koja je irefleksivna i tranzitivna nazi-
vamo relacijom strogog djelomicnog (parcijalnog) uredaja.

Definicija 4.3.7. Neka je < relacija strogog djelomitnog uredaja na skupu A. Ako
vrijeds
(Ve e A)(Vye A) [z #y — ((z,y) € pV (y,2) € p)]
onda kazemo da je < relacija strogog uredaja na skupu A.
Uredeni par (A, <) u tom slu¢aju nazivamo strogo uredenim skupom.
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4.4. Funkcije

Vec¢ smo rekli da su funkcije posebne relacije, tj. binarne relacije koje su funkcionalne
i totalne. No kako su funkcije same po sebi vazan matematicki pojam posvetit c¢emo
im posebnu tocku. Pogledajmo najprije jedan primjer.

Primjer 14. Neka je H skup svih driavijana Republike Hrvatske, Z = {0,1,...,9}
skup znamenki dekadskog sustava i J = {(a1,...,a13) : a1,...,a13 € Z} skup svih
trinaesteroznamenkastih brojeva sa znamenkama iz Z. Elemente skupa J moZemo
interpretirati kao JMBG-ove drzavijana RH.

Definiramo relaciju f € H x J ovako

(x,a) € f ako i samo ako je a JMBG osobe .

Znamo da svakom drzavijaninu RH pripada jedinstveni JMBG, pa je ova relacija
funkcionalna i totalna. Tocnije, f je funkcija.

Napomenimo da se ¢esto funkcije definira kao uredene trojke (A, B, f), gdje su
A'i B neprazni skupovi, a f pravilo pridruzivanja po kojemu se svakom elementu
skupa A pridruzuje jedan i samo jedan element skupa B. Mi net¢emo koristiti takvu
definiciju da bismo izbjegli uvodenje pojma "pravila pridruzivanja" koji intuitivno
nije jasan.

No koristit ¢emo uobic¢ajene oznake: za funkciju f umjesto f C A x B pisat
¢emo f: A — B, a umjesto (z,y) € f pisat ¢emo y = f (z). Element = nazivamo
argumentom (neovisnom varijablom), a element y slikom ili vrijednoséu funkcije
(ovisnom varijablom).

Funkcije se ¢esto prikazuju dijagramima.

Vet smo se upoznali s inverznom relacijom i slikom relacije, no kada je relacija
funkcija uvode se neke posebne oznake i pojmovi.

Definicija 4.4.1. Neka je f : A — B funkcija it C C A, D C B.
a) Slika skupa C' u odnosu na funkciju f je skup

f(O)={f(z):xeC}CB,

b) Praslika skupa D u odnosu na funkciju f je skup

f*D)={xecA: f(xr)e D} CA.
Ocito je

f(4) C B, f1(B)=A4,
F@ =0, F10)=0.

Napomenimo da kada se radi o jednoc¢lanim podskupovima ne pisemo viticaste za-
grade, ve¢ jednostavno stavljamo

) ={zeA: f(x)=y}.
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Primjer 15. Neka je funkcija f : R — R definirana s f(x) = 7 za sve x € R.
Vrrijedi:
K(f)=A{7}, f(L2)={7}, f7(R)=f"(7)=R,
fHL4) =0, f7H(3,8) =R, f({6,7}) =R,

Primjer 16. Neka je funkcija f : R — R definirana s f (z) = 2 za sve v € R.
Vrijedi:

K(f)=[0,00), f([1.2])=[1,4], f7®R) =f"(0,00)=R,
@ =122, R4 = [-2v2u [Va], - =0,
Propozicija 4.4.1. Neka je f : A — B dana funkcija, te X, Y C A. Vrijedi:

L f(XuY)=f(X)ury),
2. f(XNY)C f(X)Nnf(Y).

Dokaz. Dokazimo najprije f (X UY) = f(X)U f(Y).

Neka je y € f(X UY) proizvoljan. To zna¢i da postoji neki x € X UY takav
dajey=f(x). Jerjexr e XUY, tojex € Xilix €Y. Iz ovoga slijedi y = f (x) €
f(X)iliy=f(z) e f(Y),pajey € f(X)U f(Y). Dakle, dokazali smo da je
fFXUY)CfFX)Uf(Y).

Obratno, neka jey € f(X)U f(Y). Toznacidajey € f(X)iliy € f(Y). Ako
je y € f(X) onda postoji neki x € X takav da je y = f(z), a ako jey € f(Y)
onda postoji neki x € Y takav da je y = f(z). U svakom slu¢aju, postoji neki
r€ XUY takavdajey= f(z), pajey € f(XUY). Dakle, dokazali smo i da je
FX)Uf(Y)C f(XUY), cime je dokaz prve tvrdnje zavrsen.

Dokazimo sada drugu tvrdnju.

Uzmimo proizvoljan y € f(X NY'). To znac¢i da postoji neki x € X NY takav
dajey= f(x). Zax vrijediz € Xiz eV pajeye f(X)iye f(Y). Dakle,
vrijedi y € f(X) N f(Y), pa je tvrdnja dokazana. m

Pokazat ¢emo protuprimjerom da ne vrijedi f (X NY) D f(X)N f(Y).

Neka je A = {a,b}, a # b, i B = {b}. Definirat ¢emo funkciju f : A — B sa
f(a)=f(b) =0b.Nekaje X ={a}iY ={b}. Vrijedi XNY =0, paje f(X NY) =
(). No s druge strane je f (X) = f(Y) ={b}, paje f(X)Nf(Y) = {b} # 0. Dakle,
FXONFY)EFXNY).

Propozicija 4.4.2. Neka je f : A — B dana funkcija, te X,Y C B. Vrijedi:
L fHXUY) = (X)uf(y),
2. (X NY)=fHX)NnfHY),
S fTHXN\Y) = LX)\ fHY).
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Dokaz. Dokazat ¢emo samo prvu tvrdnju. Preostale tvrdnje dokazite sami.

Uzmimo proizvoljan x € f~! (X UY). Iz ovoga odmah slijedi f (z) € X UY. To
dalje znaci da je f(z) € X ili f(z) € Y, pajex € f1(X)iliz € f~' (Y), odnosno
re fTH(X)Uf (V). Dakle, dokazali smodaje f~* (X UY) C fH(X)uft(Y).

Obratno, neka je z € f~1 (X)U f~1 (V). Iz ovoga slijedi f (z) € X ili f (z) € Y.
Dakle, f(z) € X UY, pajex € f1(XUY), ¢ime smo dokazali da je f~!(X)U
YY) C f1(XUY). Zajedno s prethodnim to daje f' (X UY) = f1(X)uU
AY). =

Iz prethodne dvije propozicije vidimo da se praslike ponasaju bolje nego slike.

Krene li se od definicije funkcije kao uredene trojke, graf funkcije f : A — B se
definira kao skup

I'y={(z,f(x)):x€ A} C AxB.

No vidimo da se u okviru nase definicije funkcije kao posebne relacije graf funkcije
f isama funkcija f poklapaju, pa netemo posebno definirati graf funkcije. Tocnije,
kao $to bilo koju relaciju mozemo prikazati graficki, tako to mozemo napraviti i kada
je rije¢ o funkciji.

Primjer 17. Nacrtaj funkcije f,g : R — R definirane formulama f(x) = 2z
odnosno g (r) = 22 za sve v € R.

Definicija 4.4.2. Neka su A, B proizvolyni skupovi i C C A. KaZemo da je funkcija
g : C — B restrikcija ili ogranicenje funkcije f : A — B (odnosno da je funkcija f
ekstenzija ili proSirenge funkcije g) ako je g C f. Pisemo g = f |¢ .

Primjedba 4.4.1. MozZe se pokazati da je g C f ako i samo ako je D (g) C D (f)
i (Ve eD(g)g(x)=f(z).

Primjer 18. Neka je funkcija f : R — R definirana izrazom f(x) = |x| za sve
r € R,a funkcija g : R§ — R izrazom g (z) = x 2a sve v € R}. Tada je g = f |R0+ :

Primjer 19. Neka je funkcija f : R — R definirana izrazom f (x) = Va2 za sve
r € R,a funkcija g : Ry — R izrazom g (x) = z za sve v € Ry. Tada je g = f \Rg .

Primjer 20. Neka je funkcija f : R — R definirana izrazom f (r) = /1 —sin® x =

lcosz| za sve z € R, a funkcija g : [Z,%] — R izrazom g(z) = —cosz za sve

27 2
v € [2,%2]. Tada je g = f |[%37ﬂ] .

Uoc¢imo da je restrikcija neke funkcije na zadani skup jedinstveno odredena, dok
to nije slucaj s prosirenjem. Pogledajmo jedan primjer.

Primjer 21. Neka je funkcija f : [0,1] — R definirana izrazom f () = v/1 — 2% za
sve z € [0,1], a funkcija g : [—1,1] — R izrazom
r+1, x€]-1,0)
v1—a2 1z el0,1]
za sve x € [—1,1]. Tada je f = g |1 - No funkcija h : [-1,1] — R definirana
12razom [ )
1, rze|—-1,0
h(gf)_{ VI—22, zelo1]

za sve x € [—1,1] je takoder prosirenje funkcije f, tj. f = h | -

g(z) =
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Vet smo definirali kompoziciju relacija i pokazali da je ona asocijativna. Sada
¢emo dokazati da je kompozicija dviju funkcija funkcija.

Teorem 4.4.1. Neka su dane funkcije f : A — B i1g: B — C. Tada je i go f
funkcija, te go f : A — C.

Dokaz. Po definiciji kompozicije relacija znamo da je go f C A x C. Dokazimo na-

jprijedaje D (go f) = A.Kakoje D (f) = AiD(g) = B,toje (Vz € A) (Jy € B) f (x)

yi(MyeB)(Fze€C)g(y) = z. Dakle, (Vxe A)(Fze€ C)(go f)(x) = z, pa je
relacija go f totalna, tj. D (go f) = A. Dokazimo jos da je go f funkcionalna. Neka
jex € Aiz, 2 € Ctakvidaje(go f)(z)=zi(go f)(x)=2"Jerje(go f)(x)==z2
to postoji neki y € B takav da je f(z) =y ig(y) = z. Jer je (go f)(z) = 2 to
postoji neki y' € B takav da je f (z) =y i g(y') = 2. Jer je f funkcionalana slijedi
y =1, ajer je i g funkcionalna slijedi z = 2’. Dakle, g o f je funkcionalna. m

Primjedba 4.4.2. Iz dokaza prethodnog teorema se wvidi da se analogna tvrdnja
moZze izreci i za parcijalne funkcije.

Primjedba 4.4.3. Posljedica prethodnog teorema jest da je za sve x € D (f) ispun-
jeno

(go f)(x) =g(f(x)).

Medu funkcijama vaznu ulogu igraju one koje su injektivne i surjektivne, tj.
injekcije i surjekcije. Podsjetimo se da je funkcija f : A — B injektivna ako vrijedi

(Vo e A)(Va' € A)(Vy € B) (f(z) =y AN f () =y — 2 =2),
te da je surjektivna ako vrijedi
(y € B)(3r € 4) f () = v.
Mogli bismo to izreci i ovako: funkcija f: A — B je injektivna ako vrijedi

(Vy e K(f) Qe e A) f (y) = {a},

a surjektivna ako vrijedi
K (f) = B.

Primjer 22. Funkcija f : R — R{ definirana izrazom f (z) = |z| za sve v € R je
surjektivna, ali nije injektivna (mpr. f(—1) = f(1)). Funkcija g : R — R definirana
izrazom g (x) = 2z + 2 za sve x € R je injektivna i surjektivna.

Definicija 4.4.3. Funkcija je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Posebno, homogenu bijekciju f : A — A nazivamo permutacijom skupa A.

23 za sve x € R

V1 — 22 za sve

Primjer 23. Funkcija f : R — R definirana izrazom f(x) =
je bijekcija. Funkcija g : [0,1] — [0,1] definirana izrazom g (x)
x € R je takoder bijekcija.
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Primjedba 4.4.4. Posebno vazna bijekcija koju temo cesto spominjati je tzv. iden-
titeta na skupu A, tj. funkcija iy : A — A definirana izrazom is (x) = x za sve
x € A. Svojstva ove funkcije ispitana su jos kada je bila opcenito rije¢ o relacijama,
pa znamo da je za svaku funkciju f : A — B ispunjeno

foidy =1dgo f=f.
Zadatak 1. DokaZi da je:
1. kompozicija dviju injekcija injekcija,
2. kompozicija dviju surjekcija surjekcija,
3. kompozicija dviju bijekcija bijekcija.
Sljedeci teorem ¢e nam omoguciti da uvedemo pojam inverzne funkcije.

Teorem 4.4.2. Neka je dana funkcija f : A — B. Relacija [~ je funkcija ako i
samo ako je f bijekcija. Stovise, f~' je i sama bijekcija.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je f bijekcija i pokazimo da je u tom slucaju
[~ funkcija, i to bijekcija.

Kako je f surjekcija, to za svaki y € B postoji neki = € A takav da je f (x) = y.
Dakle, za svaki y € B postoji neki # € A takav da je f~! (y) = z, iz ¢ega odmah
slijedi da je f~! totalna relacija. Dokazimo jo§ da je f~! funkcionalna. Uzmimo
stoga proizvoljan y € B i neke x,2’ € A takve da je f1(y) =z i f1(y) = 2.
Iz ovoga slijedi f () = y i f(2') = y. Jer je f injektivna slijedi z = 2/, pa je f~*
funkcionalna relacija. Dakle, f~! je funkcija.

Dokazimo da je f~! surjekcija. Kako je f totalna, to za svaki x € A postoji
neki y € B takav da je f(z) = y. Dakle, za svaki x € A postoji neki y € B takav
da je f~1(y) = x, pa je f surjekcija. Dokazimo jo$ i da je f~! injekcija. Uzmimo
proizvoljne y,y’ € Binekix € Atakvedaje f~' (y) = f~' (/) = z. Slijedi f (z) =y
i f(x) =1y Jer je f funkcionalna mora vrijediti y = ¢/, pa je f~! injekcija. Dakle,
f~1 je bijekcija.

Treba jos pokazati da kad god je f~! funkcija da je onda f bijekcija. No ovo
slijedi iz drugog dijela ve¢ provedenog dokaza: zamjenimo li f sa f~! i iskoristimo li
¢injenicu da je (f _1)71 = f mozemo uociti da se funkcionalnost i totalnost relacije
f~! na f prenose kao injektivnost i surjektivnost, pa je u tom sluc¢aju f bijekcija. m

Primjedba 4.4.5. Iz dokaza prethodnog teorema se vidi da je f = parcijalna funkcija
ako © samo ako je [ injekcija.

Teorem 4.4.3. Neka je f: A — B bijekcija. Vrijedi
flof=ida, fof'l=idp ,

i 71 je jedina funkcija s ovim svojstvima.
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Dokaz. Po Teoremu 4.4.2. znamo da je f~! bijekcija, a po teoremu 4.4.1. znamo
dasu flof:A— Aifof':B — B funkcije, i to bijekcije. Dokazat ¢emo da
je rije¢ upravo o identitetama na A odnosno B.

Uzmimo proizvoljne x € A, y € B. Jer su f i f~! bijekcije vrijedi

(frof)(@) = fH(f(2) =a=ida(z),
(fof N = (/W) =y=1ids(y),

pa zakljuéujemo da je flo f=idsi fo f~! =idg.

Dokazimo da je f~! jedina funkcija s ovakvim svojstvom. Pretpostavimo suprotno,
tj. da postoji neka funkcija g : B — A takva da je go f =ids i fog=1idg, ada je
pri tomu g # f~!. Tada vrijedi

(goflof™ = didaoft=f",
go(fof™) = goidg=y,

pa zbog asocijativnosti kompozicije slijedi ¢ = f~!. No ovo je u kontradikciji s
pretpostavkom da je g # f~1, pa je f~! jedinstvena funkcija s ovim svojstvima. m

Primjedba 4.4.6. Posljedica prethodnog teorema jest da je za sve x € D (f) i sve
y € K (f) ispunjeno

(fTof)@) =2 (fof) =y

Ovo poglavlje je dijelom preuzeto iz [3].



Poglavlje 5.

Skupovi brojeva

5.1. Skup prirodnih brojeva

5.1.1. Uvod

S prirodnim brojevima se upoznajemo ve¢ u osnovnoj skoli, no nase znanje o njima
tada nije podvrgnuto kritici: Sutke prihvacamo da izvjesna svojstva koja imaju
neki prirodni brojevi imaju i svi prirodni brojevi. Tako smo npr. uvjereni da
mozemo zbrojiti bilo koja dva prirodna broja. Ukoliko smo uopc¢e dosli na ideju da
promatramo cijeli skup prirodnih brojeva, oznac¢imo ga s N, ipak i dalje vjerujemo da
mozemo zbrojiti bilo koja dva prirodna broja. No to znaci da presutno prihvacamo
postojanje funkcije "zbrajanja" sa N x N u N. Ovako "eksperimentalno" izgraden
skup N ima sljedeta svojstva:

1. N nije prazan.
2. N je ureden.
3. Ako je n € N, onda je skup svih prirodnih brojeva manjih od n konacan.

4. Skup N nema najveteg elementa.

Ova svojstva imaju za posljedicu funkciju s : N — N koja elementu n € N
pridruzuje direktnog sljedbenika s (n) = n + 1. Pri tomu skup N, funkcija s i broj 1
imaju jedno vazno i ne posve ocigledno svojstvo koje se sastoji u sljedecem:

Ako je M podskup skupa N i ako vrijedi:

1. 1e M,
2. (VzeN)(zeM —s(z)e M),

onda je M = N.

Pokazuje se da je prilikom aksiomatske izgradnje skupa prirodnih brojeva na-
jbolje navedeno svojstvo uzeti kao jedan od aksioma. Evo kako bi izgledala ak-
siomatska izgradnja skupa N.

Definicija 5.1.1. Neprazni skup N zove se skup prirodnih brojeva, a njegovi ele-
menti prirodni brojevi, ako vrijede sljedeci aksioma:

44
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A1 Postoji funkcija s : N — N.

A2 Postoji barem jedan element u N, oznaéimo ga s 1, takav da je (Vn € N) s (n) #
1.

A8 Ako je s(m) =s(n) za m,n € N, onda je m = n.
A4 Ako je M podskup skupa N i ako vrijedi:

(a) 1 € M,
(b) VreN)(zreM — s(z) e M),

onda je M = N.

Navedeni aksiomi poznati su pod imenom Peanovi aksiomi skupa prirodnih bro-
jeva, prema talijanskom matematicaru G. Peanu (1858-1931). U ovoj tocki pokazu-
jemo da skup N, koji zadovoljava navedena cetiri aksioma, ima sva ona svojstva za
koja vjerujemo da ih ima skup prirodnih brojeva s kojim se sluzimo u svakodnevnom
zivotu. Time ova definicija dobiva svoje opravdanje, a sva teorija prirodnih brojeva
proizlazi iz navedena cetiri aksioma i opce sheme logickog zakljucivanja.

Naglasimo da cetvrti aksiom ima posebnu ulogu: koristimo ga pri dokazivanju
teorema i prilikom rekurzivnog definiranja funkcija na N.

5.1.2. Rekurzivna definicija niza

Neka je S neprazan skup, a € S'ig: S — S. Pomocu funkcije g ¢emo definirati
funkciju f : N — S na rekurzivivni nacin: najprije broju 1 pridruzimo uoceni
element a € S, tj. definiramo da je f (1) = a. Funkcija g pridruzuje elementu a
novi element b iz S, a funkcija s broju 1 broj s(1). Sada se pridruze s (1) i b, tj.
definiramo da je f(s(1)) = g(a) = b. Taj postupak se nastavlja. Recimo da je
za neko n € N veé¢ definirano f (n) = x. Funkcija ¢ pridruzuje elementu x element
y = g(z), a funkcija s broju n broj s (n). Sada se definira f (s(n)) = g(z) = y.
Nasa tvrdnja je da se ovim postupkom stvarno dobiva jedna funkcija sa N u S'i da
je ona jedinstvena. Za funkciju f kazemo da je zadana rekurzivno, odnosno da je
definirana induktivno. Prilikom takvog definiranja treba uociti dvoje:

1. kako dobiti f (1) i
2. kako iz f (n) dobiti f (s (n)).

Teorem 5.1.1. (Rekurzivni teorem) Neka je S neprazan skup i a zadani element iz
S. Neka je svakom elementu n skupa N pridruzena funkcija g, : S — S. Tada postoji
jedna i samo jedna funkcija f : N — S takva da je

S =a i (VneN)f(s(n))=gn(f(n)).

Dokaz. Dokaz ove tvrdnje nije jednostavan, pa ga dajemo samo u skici.
Sa F oznac¢imo familiju svih skupova B C N x S koji imaju sljedeta svojstva:

1. (1,a) € B,
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2. ako je (n,b) € B, onda jei (s(n),g, (b)) € B.

Buduéi da sam skup N x S zadovoljava navedene uvjete, to je F # (). Oznacimo

f= ﬂBe]-‘ B.

Lako se vidi da relacija f ima trazena svojstva. Sada se koristenjem aksioma Al — A4
provede dokaz da je relacija f totalna i funkcionalna, tj. da je funkcija sa N u .S, a
po konstrukciji relacije f slijedi i da je jedinstvena. m

Korolar 5.1.1. Za svaki neprazan skup S, svaki element a iz S @ svaku funkciju
g: S — S postoji jedna i samo jedna funkcija f: N — S takva da je

fQ)=a i (YneN)f(s(n)) =g(f(n).
Definicija 5.1.2. Neka je S neprazan skup. Funkcija f: N — S zove se niz.

Ako je f(n) = a,, onda kazemo da je a, n-ti clan niza f. Niz se oznacava s
(an),en ili jednostavno ay, as, ..., a,,. ..

5.1.3. Zbrajanje na skupu N

Teorem 5.1.2. Postoji jedna i samo jedna funkcija f : N x N — N sa svojstvima:

1. (YmeN) f(m,1)=s(m),

2. (VYmeN)(YneN) f(m,s(n)) =s(f(m,n)).

Dokaz. Dokazimo najprije egzistenciju takve funkcije f.

Jasno je da nam za dokaz nage tvrdnje treba posluziti upravo Korolar 5.1.1.,
no u njemu se utvrduje egzistencija odgovarajuce funkcije jedne varijable, dok je
funkcija koju mi trebamo funkcija dviju varijabla. Zato éemo najprije konstruirati
niz funkcija f,,, m € N, a onda ¢emo u drugom koraku konstruirati funkciju f
pomocu tog niza. Pogledajmo sada kako se konstrira svaka pojedina funkcija f,,.

U Korolaru 5.1.1. uzmimo S = N, g = s i za dani m € N stavimo a = s(m).
Sada prema Korolaru 5.1.1. postoji jedinstvena funkcija f,, : N — N za koju vrijedi

fm (1) = a=s(m),
(Vn € N) fin (s (1)) = g (fm (1)) = 5 (fm (n)).

Na taj nacin je svakom uredenom paru (m,n) € N x N pridruzen jedinstven prirodan
broj fu, (n), §to zna¢i da imamo funkciju f : N x N — N takvu da je

(Vm € N) (Vn € N) f (m,n) = f, (n).
Odavde je
(Vm € N) f(m,1) = fm (1) = s (m)

(Vm € N) (Vn € N) f (m, 5 (n)) = fm (s (n)) = 5 (fm (1)) = 5 (f (m,n)).
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Time je egzistencija funkcije f dokazana.
Dokazimo sada jedinstvenost.
Pretpostavimo da postoje dvije funkcije, f i g, koje zadovoljavaju uvjete teorema.
Za dani n € N ozna¢imo s F,, skup svih prirodnih brojeva m takvih da je f (m,n) =
g (m,n) . Takoder, ozna¢imo s F skup svih prirodnih brojeva n takvih da je F,, = N.
Bududi da je
(Vm € N) f (m,1) = s (m) = g (m,1)
to je F1 =N, tj. 1 € F. Dalje, ako je n € F' (tj. F,, = N), onda je
(Vm €N) f (m,n) = g (m,n),
iz cega slijedi
(Vm € N) s (f (m,n)) = s (g (m,n)),
a ovo po svojstvima funkcija f i g povlaci
(vm € N) f (m, s (n)) = g (m,s(n)).
Dakle, Fy,) = N. Prema tomu imamo:
leF i (WmeN)(neF —s(n)eF),
pa A4 povla¢i F' = N, tj. (Vn € N) F,, = N. Drugim rije¢ima, vrijedi
(vm € N) (¥n € N) f (m,n) = g (m,n),
pajef=g.
Definicija 5.1.3. Funkcija f : N x N — N za koju vrijedi
0) (¥m € N) f (m,1) = s (m),
b) (vm € N) (Vn € N) f (m, s (n)) = s (f (m,n)),

zove se zbrajanje na skupu N ¢ umgjesto f (m,n) pisemo m + n. Brojeve m i n
nazivamo pribrojnicima, a broj m + n zbrojem.

Posebno, (Vm € N) f(m,1)=m+1=s(m).
Teorem 5.1.3. (Asocijativnost zbrajanja) Za proizvoljne brojeve m,n,p € N vrijedi
(m+n)+p=m+(n+p).

Dokaz. Oznacimo za dane, ali proizvoljne, m,n € N s M,,,, skup svih prirodnih
brojeva p takvih da je
(m+n)+p=m+(n+p).

Dokazat ¢emo da je M,,, = N. Vrijedi:

(m+n)+1=f(m+n,1)=s(m+n),
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i isto tako:
m+n+1)=m+f(n,1)=m+sn)=f(m,sn)=s(f(m,n))=s(m+n),

pa je stoga
(m+n)+1=m+(n+1),

. 1€ Myn.
Uzmimo sada p € M,,,, i pokazimo da je u tom slucaju i s (p) € M,, . Vrijedi:

(m+n)+sp)=f(m+n,sp)=s(f(m+n,p)=s((m+n)+p).

S druge strane je

m+(n+s(p)) = m+f(nsp)=m+s(f(np)=[f(msn+p)
= s(f(mn+p))=s(m+(n+p).

Iz ovoga slijedi:

(m+n)+s(p) = s((m+n)+p),
m+(n+sp) = s(m+(n+p).

Buduéi je po pretpostavci p € My, ,,, to vrijedi (m+n) +p=m+ (n+p), pa je
s(m4+n)+p)=s(m+(n+p)).

Kombiniraju¢i dobiveno mozemo zakljuciti da je
(m+n)+s(p) =m+ (n+s(p)),

pa je s (p) € My, . Prema tomu, skup M,,,, ima svojstva potrebna za primjenu A4
i slijedi M,,,, = N. Dakle, za dane, a inace proizvoljne m,n € N i proizvoljni p € N
vrijedi

(m+n)+p=m+(n+p),

$to je i trebalo dokazati. m
Teorem 5.1.4. (Komutativnost zbrajanja) Za proizvoljne m,n € N wvrijedi
m-+n=mn-+m.

Dokaz. Oznacimo za dani m € N s M,, skup svih prirodnih brojeva n takvih da je
m + n = n + m. Dalje, oznacimo s M skup svih prirodnih brojeva m takvih da je
M, = N. Dokazat ¢emo da su u skupu M svi prirodni brojevi.

Najprije, lako se vidi da je M; = N. Naime, po ve¢ dokazanoj asocijativnosti
zbrajanja prirodnih brojeva imamo:

l+sn)=14(n+1)=4, (1+n)+1.
Ako je n € M, vrijedi n + 1 = 1+ n, pa dobijemo

1+s(n)=n+1)+1=s(n)+1,
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pa je u tom slu¢aju i s (n) € M;. Nadalje,
1+1=s5(1)=1+1,

pajeil e M;. Po A4 zaklju¢ujemo da je M; = N.
Prema tomu, vrijedi 1 € M. Uzmimo sad neki m € N takav da je m € M, tj.
M,, = N. Zbog toga je za bilo koji n € N ispunjeno

n+m=m-+n,
a kako je M; = N slijedi

n+sim) = n+m+1)En+m)+12 (m+n)+1
Mi=N as M1=N
= l+(m+n)=14+m)+n = (m+1)+n
= s(m)+n,

tj. s(m) € M. Dakle, po A4 zakljucujemo da je M = N, tj. da vrijedi tvrdnja
teorema. ®

Primjedba 5.1.1. Pisemo s(1) =2, s(2) =3, s(3)=4,...
Teorem 5.1.5. (Vm € N) (Vn € N)m +n # n.
Dokaz. Za dani, ali proizvoljni, m € N ozna¢imo

M, ={neN:m+n#n}.

Prema A2 je sigurno s (m) # 1, pa je m + 1 # 1. Dakle, 1 € M,,.
Uzmimo sada n € M,,. Iz m + n # n slijedi

m—i—s(n):m—l—(n—i-l)g(m—i—n)—i—lzs(m—l—n)is(n),

pajeis(n) € M,,. Po A4 slijedi M,, = N. Kako je m € N bio proizvoljan dobijemo
(Vm € N) (VYn € N)ym +n # n.
[

Primjedba 5.1.2. Uocimo da (Vm € N) (Vn € N)m + n # n zbog komutativnosti
zbrajanga na N zanci i (Ym € N) (Vn € N)ym +n # m.

5.1.4. Mnozenje na skupu N

Sada ¢emo ponoviti slican postupak kao u prethodnoj podtocki, ali za mnozenje
prirodnih brojeva.

Teorem 5.1.6. Postoji jedna i samo jedna funkcija h : N x N — N sa svojstvima:
1. (Ym e N)h(m,1) =m,
2. (VYm e N) (Yn € N)h(m,s(n)) =h(m,n)+ m.
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Dokaz. Dokazimo najprije egzistenciju funkcije h.
U Korolaru 5.1.1. uzmimo S =N, a = m i (Vx € N) g (x) = 2 + m. Tada postoji
jedinstvena funkcija h,, : N — N takva da je

hm (1) = a =m,
(Vn € N) by, (s(n)) = g (hm (n)) = by (n) + m.
Odavde slijedi da je sa
(Vm € N) (Yn € N) h (m,n) = hy, (n)

definirana funkcija h sa N x N u N.
Pri tomu je
h(m,1) = hm (1) = m,

(Vm € N) (Vn € N)h(m,s(n)) = hp (s(n)) = hy (n) +m = h(m,n) + m.

Time je dokazana egzistencija funkcije h s trazenim svojstvima (1) i (2).
Dokazimo da je h jedina takva funkcija.
Pretpostavimo da su h, k funkcije s trazenim svojstvima. Za dani, ali proizvoljni,
m € N definiramo
Fpo={neN:h(m,n)=%k(m,n)}.

Dokazat ¢emo da je F),, = N.
Ocito je 1 € F,,, jer je h(m,1) = m = k(m,1). Ako je n € F,,, tj. h(m,n) =
k(m,n), onda je

h(m,s(n)) =h(m,n)+m2Zk(m,n)+m=k(m,s(n)),

pajeis(n) € F,. Po A4 zaklju¢ujemo da je F,, = N. Dakle, za dani ali proizvoljni
m € N 1izasvaki n € N vrijedi h (m,n) =k (m,n), pa su funkcije h i k jednake. m

Definicija 5.1.4. Funkcija h: N X N — N za koju vrijed:
a) (Ym e N)h(m,1)=m,
b) (Ym € N) (Vn € N)h(m,s(n)) =h(m,n)+m,

zove se mnozenje na skupu N i umgesto h (m,n) pisemo mn. Nadalje, umgjesto
h(m,n)+p= f(h(m,n),p) piSemo mn + p.

Uocimo da mn + p oznacava superpoziciju dviju funkcija od kojih najprije treba
izvrsiti mnozenje. Zato se obi¢no kaze da je mnozenje operacija viseg reda od zbra-
janja.

Teorem 5.1.7. (Teorem o distributivnosti) Za proizvoljne m,n,p € N wvrijedi

1. m(n+ p) = mn+ mp,

2. (m+n)p=mp+ np.
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Dokaz. Dokazat cemo samo prvu tvrdnju jer je dokaz druge tvrdnje slican.
Za dane, ali proizvoljne, m,n € N definiramo

My, ={peN:m(n+p)=mn+mp}.
U skupu M,, ,, je broj 1 jer je
m(n+1) =ms(n) =mn+m =mn+ ml.
Dalje, ako je p € M, ., tj. ako je m (n + p) = mn + mp, vrijedi

mn+s(p)] = mn+ @+ =m((n+p)+1]=ms(n+p)
= m(n+p)+mZmn+mp+m=mn+ms(p),

pajeis(p) € My, ,. Po A4 zakljuéujemo da je M,,,, = N. Kako su m i n proizvoljni
slijedi da za bilo koja tri prirodna broja m,n,p vrijedi

m (n + p) = mn + mp.

|
Zbrajanje i mnozenje su dvije algebarske operacije na skupu N. Prethodnim
teoremom uspostavljena je veza medu njima: lijevi i desni zakon distribucije.

Teorem 5.1.8. (Asocijativnost mnoZenja) Za proizvoljne m,n,p € N vrijedi
m (np) = (mn) p.
Dokaz. Za dane, ali proizvoljne, m,n € N definiramo
My, ={p € N:m(np) = (mn)p}.

Znamo da vrijedi
m (nl) = mn = (mn)1,

pa je 1 € M,, . Dalje, ako je p € M,, ,, tj. ako je m (np) = (mn) p, imamo
m (ns (p)) = m (np +n) = m (np) + mn 2 (mn) p + mn = (mn) s (p),

pa je s(p) € My, Po A4 zaklju¢ujemo da je M,,, = N. Kako su m i n bili
proizvoljni zaklju¢ujemo da za sve prirodne brojeve m,n, p vrijedi

m (np) = (mn) p.
]
Teorem 5.1.9. (Komutativnost mnozenja) Za proizvoljne m,n € N vrijedi

mn = nm.
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Dokaz. Za dani m € N definiramo
M,, ={n e N:mn=nm},
i zatim
M={meN: M, =N}.
Znamo da vrijedi 1 -1 =1, pa je 1 € M;. Dalje, ako je n € My, tj. ako je In = nl,
imamo

Is(n)=1(n+1)=g4s In+1=p,nl+1=n+1=s(n)=s(n)l,

pajeis(n) € M;. Po A4 zakljuujemo da je M; =N, tj. 1 € M.
Pretpostavimo sada da je m € M, tj. da je M,, = N. Pokazat ¢emo da je i
s(m) € M. Naime,

s(min=m+1)n=mn+In=mn+nl=nm+nl=n(m+1)=ns(m).
Dakle,
s(m)n =ns(m),
pa je Mymy =N, tj. s(n) € M. Opet po A4 zakljuc¢imo da je M = N. Dakle,
(Vm € N) M,, = N,
pa je
(Vm € N) (Vn € N)mn = nm.

|
U umnosku mn brojeve m i n nazivamo faktorima: m je prvi faktor, a n je drugi
faktor. Uo¢imo da se zbog simetri¢nosti relacije "jednako" moze pisati

mn+mp = m(n+p),
mp+np = (m+n)p,

i tada govorimo o izlu¢ivanju zajednickog faktora p. Tim svojstvima zbrajanja i
mnozenja se ¢esto koristimo pri rjesavanju konkretnih problema.

5.1.5. Daljnja svojstva skupa N

Uvedimo najprije nekoliko pojmova vezanih opéenito uz skupove.

Definicija 5.1.5. Za dva skupa S 1 S" kazemo da su ekvipotentni, u oznaci S = S’,
ako postoji barem jedna bijekcija sa S na S'.

Lako se vidi da je relacija ekvipotencije jedna relacija ekvivalencije na klasi svih
skupova, pa se skupovi mogu svrstati u medusobno disjunktne klase ekvivalencije
s obzirom na ovu relaciju. Klasu kojoj neki skup S pripada nazivamo njegovim
kardinalnim brojem i oznacavamo s kard(S) .

Definicija 5.1.6. Reci cemo da je skup S beskonacan ako postoji pravi podskup
S C S takav da je S =2 S'. Ako skup nije beskonacan, onda kazemo da je konacan.
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Definicija 5.1.7. Neka je S konacan skup. Reci cemo da je n broj elemenata skupa
S i pisati kard(S) =n ako je S = {1,2,...,n} C N.

Sada ¢emo vidjeti kakva je priroda kardinalnog broja skupa N.

Lema 5.1.1. Ako je n € N\ {1}, onda postoji barem jedan m € N takav da je
n = s(m). Drugim rije¢ima, s je preslikavanje sa N na N\ {1}.

Dokaz. Oznacimo M = s(N) U {1}. Pretpostavimo da je m € M. Tada je ocito i
s(m) € M. Po A4 zakljucujemo da je M = N, pa je za svaki n € N ispunjeno n = 1
ili n € s(N). No u posljednjem slucaju postoji neki m € N takav da je s (m) = n.
n

Korolar 5.1.2. Skup N je beskonacan.

Dokaz. 1z A3 slijedi da n # m povlaci s (m) # s (n) za bilo koje m,n € N, a to znaci
da je s bijekcija sa N na s (N). Po prethodnoj lemi znamo da je s (N) pravi podskup
skupa N, pa je N ekvipotentan svome pravom podskupu. Dakle, N je beskonacan.
[

Posebno , kardinalni broj kard(N) skupa prirodnih brojeva oznacavamo s W
(¢itamo alef-nula).

Definicija 5.1.8. Rec¢i ¢emo da je skup S prebrojiv ako je ekvipotentan skupu N.

Primjedba 5.1.3. Lako se vidi da je svaki beskonacan podskup skupa N ekvipo-
tentan skupu N, te da je svaki podskup prebrojivog skupa konacan ili prebrojiv. No
moZda je manje otigledno da je npr. prebrojiv i skup N x N. Stovise, takav je svaki
skup N¥, gdje je k neki prirodan broj. Moze se takoder pokazati da je unija konaénog
broja prebrojgivih ili konacnih skupova prebrojiv ili konacan skup.

Sljede¢im dvama teoremima zbog duljine preskacemo dokaz (zainteresirani ih
mogu pronaéi u [4]).

Teorem 5.1.10. Za m,n € N vrijedi jedna 1 samo jedna od sljedecih izreka:
1. m=n,
2. (peN)m+p=n,
3. (IpeN)n+p=m.

Teorem 5.1.11. (O regularnosti zbrajanja i mnoZenja prirodnih brojeva) Ako su
m,p,q € N, onda
m+p=m-+q=p=q,

mp =mq = p=q.
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5.1.6. O uredenosti skupa N

Na osnovi Teorema 5.1.10. i Teorema 5.1.11. moze se na skupu N uvesti strogi
uredaj na sljede¢i na¢in: s < oznac¢imo onaj podskup skupa N x N koji sadrzi samo
one parove (n,m) € N x N koji imaju svojstvo da postoji neki p € N takav da je
m = n—+p. Lako se vidi da je relacija < relacija strogog uredaja na N, te da je (N, <)
strogo ureden skup.

Naime, relacija < je irefleksivna, jer ako bi za neki n € N vrijedilo (n,n) €<,
odnosno n < n, postojao bi p € N takav da je n = n+ p $to nije moguce po Teoremu
5.1.11.. Nadalje, ako je za neke n,m i [ ispunjeno n < m i m < [, onda postoje p; i
p2 u N takvi da je m =n +p; il = m + ps. Iz ovoga slijedi

I=Mm+p)+pr=n+(p1+p)=n+ps, ps€N,

pa je | < n, ¢ime je dokazano da je < tranzitivna. I na kraju, po Teoremu 5.1.10.
slijedi da su svaka dva razlicita elementa skupa N usporediva po < .

Ova relacija strogog uredaja je na prirodan nacin povezana s operacijama zbra-
janja i mnozenja na skupu N :

1. akojem=n+pim' =n'+p, onda je
m+m' = (n+n)+ (p+p),
pan<min <m povlacin+n' <m-+m’;
2. ako je m = n + p, onda je
mq = (n+p)g=nq+pq, q€EN
pa n < m povlaci nqg < mq za bilo koji ¢ € N.

Uvakvo uredenje skupa N nazivamo prirodnim uredenjem. U odnosu na njega
postoji najmanji element i to je broj 1, jer za bilo koji n € N\ {1} postoji p € N
takav da je n = s (p), tj. n =p+ 1, pa slijedi 1 < n.

Teorem 5.1.12. N je diskretno ureden skup, tj. za svaki n € N postoji jedinstven:
element n' € N takav da je n < n' i da u N nema elementa koji je izmedu n i n'.
Nadalje, ako je n > 1, onda postoji jedinstveni element n” € N takav da je n” < n i
da izmedu n” i n nema elemenata skupa N.

Dokaz. Znamo da je n < s (n) = n+ 1. Pretpostavimo da postoji neki m € N takav
da je n < m < s(n). Tada je za neki p € N ispunjeno m = n + p. Ako je p = 1
onda je m = s(n), a to je u suprotnosti s m < s(n). Dakle, mora biti p # 1. No u
tom slucaju postoji ¢ € N takav da jep =s(q), pajem =n+s(q) = s(n)+gq, §to
povlagi s(n) < m. No ovo nije moguée zbog m < s(n). Dakle, ne postoji nijedan
prirodan broj izmedu n i s (n), tj. s(n) je neposredni sljedbenik elementa n.

Neka je sadan € Nin # 1. To znaci da postoji neki m € N takav dajen = s(m).
Buduéi da izmedu m i s (m) nema nijednog elementa iz N i da je m < s(m) = n,
to je m neposredni prethodnik elementa n. m
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Teorem 5.1.13. Za svaki n € N skup
L,={meN:m<n+1}
je konacan.

Dokaz. Vrijedi L; = {1}. Neka je M C N skup svih n € N za koje je skup L,
konacan. Ocito je 1 € M. Pretpostavimo da je n € M. Iz prethodnog teorema slijedi
daje L,y1 = L,U{n+ 1}. Kako je n € M to je L, konacan, pa je konacan i L, 1,
tj. n+1€ M. Po Ad slijedi M =N. =

Teorem 5.1.14. Skup N nema najveceg elementa.

Dokaz. Kako za svaki prirodni broj n vrijedin < n+1 = s(n), to N nema najveéeg
elementa. m

5.2. Skup cijelih brojeva

5.2.1. Uvod

Cijeli brojevi se uvode zbog toga sto je oduzimanje opcenito neizvedivo u skupu
prirodnih brojeva. Svaki cijeli broj je oblika m — n, gdje su m i n neki prirodni
brojevi. Pri tomu za cijele brojeve m —n i p — ¢ vrijedi:

1. m—n=p-—qakoisamo ako m+q=p-+n,
2. (m—=n)+(p—q)=(m+p)—(n+q),
3. (m—n)(p—q) = (mp+ng) — (mq+np).

Iz ovoga se vidi da cijele brojeve treba promatrati kao uredene parove prirodnih
brojeva, odnosno elemente skupa N x N. Stoga ¢emo definirati posebnu relaciju
ekvivalencije ~ na skupu N x N i pokazati da skup N x N/ ~ ima svojstva skupa
cijelih brojeva na koja smo navikli. No ¢itava konstrukcija se oslanja na sljedeci
teorem.

Teorem 5.2.1. Definiramo relaciju ~ na N x N sa
(m,n) ~ (p,q) ako i samo ako je m+q=p+n.
Vrijeda:
1. ~ je relacija ekvivalencije na N x N;
2. Iz (m,n) ~ (m',n') i(p,q) ~ (p,q) slijedi

(m+pn+q) ~ (m'+p,n" +4),
(mp +ng,mqg+np) ~ (m'p'+n'¢,m'¢ +n'p).
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Dokaz. Dokazimo najprije da je ~ relacija ekvivalencije na N x N.

Ocito je za sve (m,n) € NxN ispunjeno (m,n) ~ (m,n), jer je m+n = m+n, pa
je ~ refleksivna. Neka su (m,n), (p,q) € N x N takvi da je (m,n) ~ (p,q). Tada je
m-+q = p-+n, no zbog svojstava zbrajanja prirodnih brojeva slijedi p+n = m+q, pa
je (p,q) ~ (m,n). Dakle, ~ je simetri¢na. I na kraju, neka su (m,n), (p,q),(r,s) €
N x N takvi da je(m,n) ~ (p,q) i (p,q) ~ (r,s) . Iz ovoga slijedi

m+q = p+n,
pt+s = r+q,

pa je
(m+s)+(p+q) =0+n)+{@+aq),
odnosno m + s = r +n po Teoremu 5.1.11.. Iz ovoga, pak, slijedi (m,n) ~ (r,s),
pa je relacija ~ i tranzitivna, tj. ona je relacija ekvivalencije na N x N.
Dokazimo i drugu tvrdnju. Neka je (m,n) ~ (m’,n’) i (p,q) ~ (¢/,¢') . Iz ovoga
slijedim+n"=m'+nip+q¢ =p + q Odavde je

(m+p)+'+4q) = m+n)+@+d)=m+n)+ @ +q)
= (m'+p)+(n+q).

Iz ovoga odmah slijedi (m + p,n +q) ~ (m' +p',n' +¢').
Druga ekvivalencija se dokaze na slican nacin. m

Definicija 5.2.1. Neka je ~ relacija na N x N definirana s
(m,n) ~ (p,q) ako i samo ako je m+q=p+n.

Skup N x N/ ~ nazivamo skupom cijelih brojeva. Oznatavamo ga sa Z, a njegove
elemente nazivamo cijelim brojevima.

5.2.2. Zbrajanje i mnozenje na 7Z

Podsjetimo se da smo sa 7 oznacavali funkciju projekcije vezanu uz neku relaciju
ekvivalencije. U naSem slucaju ¢emo promatrati relaciju ekvivalencije ~ na skupu
N x N pomocu koje smo definirali cijele brojeve. Projekcija 7 : N x N — N X
N/ ~ svakom uredenom paru prirodnih brojeva (m,n) pridruzuje odgovarajucu
klasu ekvivalnecije po relaciji ~, tj. odgovarajuci cijeli broj. Moze se pokazati
(dokaz zbog duljine preskacemo, vidi [4]) da za bilo koje (m,n),(p,q) € N x N
vrijedi:

L 7(mn)+7(p,q) =17(m+pn+q);
2. 7(m,n)7(p,q) =7 (mp+ ng,mq + np) .

Dakle, projekcija 7 nam omogucava da operacije zbrajanja i mnozenja, koje smo
ve¢ definirali na skupu N, prosirimo i na skup Z. Stovige, pri tomu se sac¢uvaju sva
ona svojstva zbrajanja i mnozenja koja smo veé opisali u prethodnoj tocki (komu-
tativnost, asocijativnost i distributivnost).
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Posebno izdvajamo cijeli broj 7 (1,1) . Taj se element oznacava s 0 i zove se nula
u Z. lako se vidi da vrijedi
a+0=0+a=a

za svaki a € Z i 0 je jedini element s ovim svojstvom.
No elementi skupa Z imaju jos jedno vazno svojstvo koje je opisano u narednom
teoremu.

Teorem 5.2.2. Za svaki a € Z postoji jedan i samo jedan o' € Z takav da je
a+ad =d+a=0.
Dokaz. Neka je a = 7 (m,n). Tada za cijeli broj o’ = 7 (n, m) vrijedi

a+d =1(mn)+71(n,m)=17(m+nn+m)=7(m+nm+n).

Kako je
m4+n+1l=14+m+n,
to je
(m+mn,m+n)~(1,1),
pa je
T(m+nm+n)=7(1,1) =0,
tj.,

kom
a+ad "= ad+a=0.

Dokazimo jedinstvenost elementa a’. Pretpostavimo da za neki b € Z vrijedi
a+b=b+a=0.

Tada je
b=b+0=b+(a+d)=(b+a)+d =0+d =d.

]

Element o’ sa svojstvom a+a’ = 0 nazivamo suprotnim ili inverznim elementom
elementa a, a u daljnjemu ¢emo ga oznacavati s —a (minus a). Dakle, —a € Z je po
definiciji onaj element za koga vrijedi

a+(—a)=(—a)+a=0.

Primijetimo da je 7 (m,n) = —7 (n, m) , $to se lako vidi iz dokaza prethodnog teo-
rema. Takoder, zbog jedinstvenosti suprotnog elementa lako se vidi da je — (—a) =
a.

Zbroj b+ (—a) pise se kao b—a i zove se razlika elemenata b i a. Uo¢imo, takoder,
dazab=r7(k1)ia=r7(m,n) vrijedi

b—a = 7(k1)+[-7(m,n)]=71k1)+7(n,m)=1(k+n,l+m)
= —1(l+mk+n)=—[r7{,k)+7(m,n)]=—(-b+a)=—(a—-0),

tj. izmjenimo li poredak prilikom oduzimanja dobit ¢emo element suprotan onomu
kojega bismo dobili u prvobitnomu poretku.
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5.2.3. O uredenosti skupa Z

Uredajnu relaciju na skupu Z uvodimo na osnovi sljedeceg teorema.
Teorem 5.2.3. P ={7Z_,7Zy,7.} je jedna particija skupa Z, pri é¢emu je

Zy = {1t(n+1,1):neN},
Z_ = {r(l,n+1):neN},
Zo = {0}.

Dokaz. Neka je a = 7 (p, q) . Po Teoremu 5.1.10. znamo da za prirodne brojeve p i
q postoji samo jedna od tri mogucnosti:

p = q+n, neN,
q = p+tn, neN,
P = q

Ako je p =g+ n,ondaje (p,q) ~ (n+1,1), pajea=7(p,q) =7(n+1,1) € Z,.
Akoje g=p+mn,ondaje (p,q) ~ (I,n+1),pajea=71(p,q) =7(I,n+1)€Z_.1
na kraju, ako je p = ¢, onda je (p,p) ~ (1,1), pajea=7(p,p) =7(1,1) =0 € Z,.
Iz ovoga slijedi

ZCZ UZyUZs,

no kako su Z_, Zy, 7, C Z odmah slijedi i
7=7_UZyUZ,.

Dalje, za bilo kojin € Njer(n+1,1) #0i7(l,n+1) #0,paje Z_NZy=10
1 Z, NZy = 0. Isto tako, nema prirodnih brojeva m i n takvih da je (n+1,1) ~
(I,m+1),pajeZ_NZ, =0. m

Elementi skupa Z, zovu se strogo pozitivni cijeli brojevi, a elementi skupa Z_
strogo negativni cijeli brojevi. Iz prethodnog teorema slijedi da je {Z_, Zo, Z, } jedna
particija skupa Z.

Takoder, lako se vidi da iz a € Z, slijedi —a € Z_ i obratno.

Teorem 5.2.4. Skup
p={(a,b) EZXZ:b—a€cZi}
je uredajna relacija na 7.

Dokaz. 1z a,b € Z slijedi b—a € Z. Po Teoremu 5.2.3. znamo da vrijedi samo jedno
odtroje: b—a€Z ,b—acZyilib—acZ,.

Ako je b —a € Zg, tj. a = b, onda sigurno znamo da b — a ¢ Z,, pa je p
irefleksivna.

Ako je b—a € Z_, onda postoji n € N takav da je b—a =7 (1,n + 1) . Iz ovoga
slijedia —b=—-7(l,n+1)=7(n+1,1),pajea—beZ,, tj. (bya) € p. Ako je,
pak, b —a € Z,, onda je (a,b) € p. Dakle, svi razliciti elementi Z su usporedivi.
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I na kraju, relacija p je i tranzitivna. Naime, ako je (a,b) € p i (b,c) € p, onda

je
b—a € Zy, tj. b—a=71(n+1,1), neN,
c—b € Zy, tj. c—b=71(m+1,1), meN.
Odatle slijedi

c—a = c+0—a=c+[(-b)+b—a=(c—b)+(b—a)
= 7m+1L,)+7(n+1L,1)=7(n+m+1+1,1+1)
= 7(n+m+1,1) € Z,,

pa je (a,c) € p. m

Dakle, Teorem 5.2.4. nam garantira da je p uredajna relacija na Z. Tu relaciju
oznacavamo s <, i za svaka dva cijela a i b broja vrijedi to¢no jedno od troje: a = b,
a<b(tj. (a,b) € p)ilib < a (tj. (b,a) € p). Takoder, iz a < bib < ¢ slijedi a < c.

Ocito je da iz a € Z, slijedi a > 0, a iz a € Z_ slijedi a < 0 i obratno.
Teorem 5.2.5. Za elemente skupa 7 vrijede sljedece izreke:

1.

ab=0= (a=0Vb=0),

ST S S B R S

(ab=acNa#0)=b=c.

Dokaz. Za ilustraciju ¢emo dokazati samo cetvrtu tvrdnju. Neka su a,b € Z takvi
dajea<0ib<0. ToznacidajeacZ_1ibe Z_, papostoje n,m € N takvi da je

a = 7(L,n+1),
b = 7(I,m+1).

No tada je

ab = 7(L,n+1)7(1,m+1)

1-1+4(n+1)(m+1),1-(m+1)+(n+1)-1)
(mn+m+n+1+1m+n+1+1)
(

.
=7
-
T(mn+1,1) € Z,.
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5.2.4. Ulaganje prirodnih u cijele brojeve

Vidjeli smo iz prethodnog da za svaki a € Z, postoji jedan i samo jedan n € N
takav da vrijedi @ = 7 (n + 1,1) . Na taj nacin je zadan jedan niz j : N — Z, gdje je
j(n)=71(n+1,1). Lako se pokaze da niz j ima ova svojstva:

1. 7 bijektivno preslikava N na Z,

2. jim4+n)=7(m+n+1,1)=7(m+n+1+1,1+1)
=7(m+1,1)+7(n+1,1)=j(m)+ j(n) (j prenosi zbrajanje iz N u Z ),

3. jmn)=7(mn+1,1)=7(mn+m+n+1+1,m+n+1+1)
=7(m+1,1)7(n+1,1) = j(m)j(n) (j prenosi mnozenje iz N u Z, ),

4. (m <n) < (j(m) < j(n)) (j prenosi uredaj sa N u uredaj u Z, ).

Stovise, moze se pokazati da uredena trojka (Z,,s',j (1)), gdje je s’ : Z, — 7,
definirana sa s’ (j (n)) = j(n+ 1), zadovoljava Peanove aksiome Al-A4. Prema
tomu, Z, je skup prirodnih brojeva isto toliko koliko je i N.

Zahvaljujuéi svojstvima funkcije j mozemo na neki nacin poistovijetiti skupove N
iZ, = j(N) : svaki teorem dokazan u N pomo¢u j prelazi u teorem u Z, i obratno.
Kazemo da smo N wuloZili u Z. Koristeci prije spomenutu identifikaciju smatramo
da su elementin € Nij(n) =7 (n+1,1) € Z, identi¢ni, pa s n oznacavamo cijeli
broj 7 (n + 1,1). Tako npr. umjesto 7 (2, 1) pisemo 1, umjesto 7 (3, 1) pisemo 2 itd.
No takoder, umjesto 7 (1,n+ 1) = —7(n+1,1) pisemo —n (suprotni broj broju
n € N). Sada lako vidimo da vrijedi

(-)(-1)=7(1,2)7(1,2)=7(1-14+2-2,1-24+2-1)=7(2,1) =1,
i isto tako
(—Dn=7(1,2)1(n+1L,1)=7(n+1+2,1+2n+2)=7(1,n+1) = —n.

Dakle, ovako definiran skup 7Z ima svojstva skupa cijelih brojeva na koja smo
navikli, a strogo je zasnovan.

Vidjeli smo da postoji bijekcija izmedu skupa N i skupa Z koji je pravi podskup
skupa Z. Iz toga slijedi da je Z, prebrojiv, a onda posredno i da je Z_ prebrojiv
jer je Zy = 7Z_. 1z vet spomenute ¢injenice da je unija kona¢nog broja prebrojivih
ili kona¢nih skupova prebrojiva ili konacna odmah slijedi da je Z prebrojiv. No
pokazat ¢emo to direktno ustanovivsi jednu bijekciju izmedu skupova N i Z. 1z toga
¢e nam slijediti da je kard(Z) = ,.

Teorem 5.2.6. Skup 7Z je prebrojiv.
Dokaz. Definirajmo funkciju f: Z — N sa

2(—m)+1, meZ_
f(m): 1, mGZU
2m, m€Z+

Ocito je f dobro definirana funkcija (to nam garantira Teorem 5.2.3. i ¢injenica da
smo poistovjetili N i Z, ). Pokazat ¢emo da je i bijekcija.
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Neka je n € N. Ako je n = 1, onda je n = f(0). Ako je n paran broj, onda
postoji neki m € N takav da je n = 2m. No kako je N=Z, tojen =2m = f(m),
m € Z, (uo¢imo da je u stvari m poistovjeten s j (m) = 7 (m + 1,1)). I na kraju,
ako je n neparan broj vet¢i od jedan, onda postoji neki m € N takav da jen = 2m+1,
pajen = f(m), m € Z_, jer je u tom slucaju —m € Z,. Dakle, za svaki n € N
postoji neki m € Z takav da je n = f (m), pa je f surjekcija.

Neka sum, m’ € Z takvidaje f (m) = f (m'). S obzirom na to kako je definirana
funkcija f vidimo da m i m’ moraju biti oba u istom dijelu particije skupa Z (ili oba
u Z_ ili oba u Z, ili oba jednaka 0). U svakom sluc¢aju, koristeéi svojstva prirodnih
brojeva lako dobijemo m = m’. Dakle, f je injekcija, pa je i bijekcija.

Dakle, Z = N i kardZ = Ny. =
Teorem 5.2.7. Skup Z nema ni najmangjeg ni najveceg elementa.

Dokaz. Kako Z. poistovjetujemo sa skupom N, a N nema najveci element, to ga
nema ni Z, . Svi elementi skupova Z_ i Zg su manji od svih elemenata skupa Z , pa,
dakle, ni sam Z nema najveti element. Zbog —7Z, = Z_ simetri¢no slijedi tvrdnja
o najmanjem elementu. m

5.3. Djeljivost i kongruencije

U ovom poglavlju ¢emo se detljnije pozabaviti dvjema relacijama vezanim uz skup
cijelih brojeva Z, no takoder i uz skup prirodnih brojeva N. Te su relacije djeljivost i
kongruencija. Prva je relacija parcijalnog uredaja, dok je druga relacija ekvivalencije.
Matematicka disciplina koja, opéenito govoreci, proucava svojstva prirodnih bro-
jeva zove se teorija brojeva. Njen najstariji dio je elementarna teorija brojeva, koja
svoje zacetke ima jos u starohebrejskoj, starogrckoj i starokineskoj matematici.

5.3.1. Djeljivost

Temeljni pojam teorije brojeva je djeljivost.

Definicija 5.3.1. KaZemo da broj a € N dijeli broj b € N ako postoji broj k € N
takav da je b = ka. U tom slutaju pisemo a | b. Kazemo jos i da je broj b djeljiv
brojem a, odnosno da je a djelitelj (divizor) broja b, ili pak da je b visekratnik broja
a.
Ukoliko broj a € N ne dijeli broj b € N pisemo a 1 b.

Definicija 5.3.2. Prirodne brojeve koji su djeljivi s 2 zovemo parnim brojevima,
dok sve ostale zovemo neparnim brojevima.

Ocito, skup prirodnih brojeva mozemo podijeliti na dva disjunktna podskupa:
skup parnih i skup neparnih brojeva.
Djeljivost je, dakle, jedna relacija na skupu N. Definirana je na sljede¢i nacin:

|={(a,b) e NxN:a|b}.

Pogledajmo neka vazna svojstva ove relacije.
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Propozicija 5.3.1. Vryedi:
1. VaeN)a|q
2. MaeN)(VbeN)(a|bAb|a— a=0b);
3. (VaeN)(VbeN)(VeeN)(a|bAb|c— alc),
tj. relacija | je relacija parcijalnog uredaja na skupu N.

Dokaz. Za svaki prirodni broj a vrijedi a = 1a, tj. a | a, pa je relacija | refleksivna.

Neka su a,b € N takvida a | bib | a. Iz toga slijedi da postoje prirodni brojevi
k11 ko takvi da je b = k1a i a = kob, pa je b = kiksb. Jer je 1 jedini prirodni broj
za koga vrijedi 1b = b (dokazite ovo sami!) zakljucujemo da je ki1ky = 1, a iz ovoga
slijedi k1 = ko = 1, tj. a = b. Dakle, relacija | je antisimetri¢na.

I na kraju, pretpostavimo da su a,b,c € N takvi da a | bib | c. Iz toga slijedi
da postoje prirodni brojevi ki i ke takvi da je b = kia i ¢ = kqob, pa je ¢ = kokia.
Oznacimo li koky = k3 slijedi ¢ = ksa, ks € N, pa a | ¢, tj. relacija | je i tranzitivna.
Iz svega ovoga slijedi da je relacija | relacija parcijalnog uredaja na N. m

Ocito je da | nije relacija linearnog uredaja na N, jer postoje prirodni brojevi
koji nisu djeljivi medusobno ni u kojem poretku (npr. 2 i 5).

Djeljivost ima i neka dodatna lijepa svojstva.

Propozicija 5.3.2. Vriyedi:
1. MaeN)(WVbeN)(VeeN)(a|bAha|c— a|b+c);
2. MaeN)(VbeN)(VeeN)(a|b—a|bc).

Dokaz. Sami za vjezbu. m

Pojam djeljivosti mozemo lako prosiriti i na cijele brojeve. U tom slucaju jed-
nostavno kazemo da broj a € Z\ {0} dijeli broj b € Z ako postoji k € Z takav da je
b= ka.

Zadatak 1. DokaZite da relacija djeljivosti na Z ima sljedeca svojstva:

1. VaeZ\{0})a]| a;

2. VaeZ)(VbeZ)(a|bAb|a— a==+b);

3. Va€eZ)(VbeZ)(NeeZ)(a|bAb|c— alc);

4. Va€eZ)(VbeZ)(NceZ)(a|bNa|c— a|bLc);
5. (VaeZ)(VbeZ)(NeeZ)(a|b— a]be).

Si¢no kao u sluc¢aju prirodnih brojeva, postoje i parovi cijelih brojeva koji nisu
djeljivi ni u kojem poretku. No i u tom sluc¢aju mozemo reci nesto o tim brojevima,
a §to, to nam govori vrlo vazan rezultat elementarne teorije brojeva.

Teorem 5.3.1. (O dijeljenju s ostatkom) Za svaki a € N i svaki b € Z postoje
jedinstveni brojevi q,r € 7Z takvi da je 0 <r <a 1 b=qa+r.
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Dokaz. Promotrimo skup
S={b—ar:ze€Z}={...,b—2a,b—a,b,b+a,b+2a,...}.

Ocito, poredamo li elemente skupa S ovako kako su gore napisani, dobit ¢emo rastuci
niz cijelih brojeva. Kako je S C Z, iz toga slijedi S N Ny # (). Kako je SN Ny C Ny
to sigurno postoji jedinstveni broj » = min S N Ny. Jer je r € §'ir € Ny, to je
0 < r =b— aq za neki jedinstveni ¢ € Z. Tvrdimo da je 0 < r < a. Pretpostavimo
suprotno, tj. da vrijedir =b—aq > a. Tadaje0<b—(¢+1)a=r—a <, pa
smo nasli broj b — (¢ +1)a € SN Ny koji je manji od 7, a to je u kontradikciji s
minimalnoscu elementa r.

Dakle, pronasli smo jedinstvene brojeve ¢, r € Z takvedaje0 < r < aib = qa+r.
[ ]

Broj ¢ iz ovog teorema zovemo koli¢nik (kvocijent), a broj r ostatak pri dijeljenju
broja b brojem a. Broj a zovemo djelitelj (divizor), a broj b djeljenik (dividend).

Primjer 24. 25 =3-7+4, —25=(—4) -7+ 3, ali ne =25 =(-3) - 7 —4.

Primjedba 5.3.1. Primijetimo da a | b ako i samo ako je ostatak r pri dijeljenju
b s a jednak nuli.

Ako su a,b € N, onda skup S svih prirodnih brojeva koji dijele i a i b nije prazan
(sigurno je 1 € S). Buduéi je skup S konacan, to on ima najveéi element, ozna¢imo
ga s m(a,b). Broj m (a,b) nazivamo najvetom zajednickom mjerom brojeva a i b.
Jasno je da vrijedi:

1. Va e N) (Vb e N)m (a,b) =m(b,a);
2. VaeN)m(a,a) = a;
3. (VaeN)m(1l,a) =1.

Primjedba 5.3.2. Uocimo da je m (a,b) = m (r,a), gdje je r ostatak pri dijeljenju
broja b brojem a. Naime, iz b = qa + r slijedi da kada god neki ¢ | a i ¢ | b, onda i
c|r, pamia,b)|r Iz ovoga slijedi m(a,b) | m(r,a). No analogno se dobije i da
m (r,a) | m(a,b), pa je m(a,b) =m(r,a).

Vrijednost funkcije m : N x N — N na uredenom paru (a,b) € N x N, a < b,
dobiva se tzv. Euklidovim algoritmom

b = qa+r, 0<ri<a
a = @ri+ry, 0<ry<nr
T"n—1 = {4n+1Tn + T'n+1, T'n+1 = 0.

Ocito, kako je a > ry > ry > --- > 1,11 > 0 proces zavrsava nakon kona¢no mnogo
koraka, tj. postoji n € Ny takav da je r,41 = 017, > 0 (pri tom uzimamo da je
ro = a). No tada je r,_1 = @ni17n, Pa iz

m(a,b) =m(ri,a) =m(ro,r1) =+ =m(ry,ra_1) =1y
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slijedi
m(a,b) = 1.

Iz gornjeg algoritma se odmah dobije da za bilo koje prirodne brojeve a i b
postoje cijeli brojevi ¢ i d takvi da je

m (a,b) = ac + bd.
Primjer 25. Neka je a = 30 i b = 135. Po Fuklidovom algoritmu dobijemo

135 = 4-304+15
30 = 2-15+4+0,

pa je
m (30,135) = 15

15 =1-135+ (—4) - 30.

Primjer 26. Neka je a =42 1 b = 165. Po Fuklidovom algoritmu dobijemo

165 = 3-424 39
42 = 1-39+3
39 = 13-3+0,

pa je
m (42,165) = 3

3 = 42-1-39=142—1-(165—3-42)
= 4243-42-1-165=4-42+ (—1) - 165.

Definicija 5.3.3. Kazemo da su prirodni brojevi a i b relativno prosti ako je m (a,b) =
1.

Zadatak 2. DokaZi da za prirodne brojeve a,b, c vrijedi:
1. Ako a | b, onda je m(a,b) = a;

2. Ako je m(a,b) =1 ia | bc, onda a | c;

5.3.2. Prosti brojevi

Cesto se postavlja pitanje koji sve brojevi dijele neki prirodni broj n. Uo¢imo najprije
da je svaki prirodni broj n djeljiv s 1 i sa samim sobom. Iako naoko izgleda lako
odrediti sve preostale djelitelje broja n, za velike brojeve n to postaje tezak problem.

Medu svim prirodnim brojevima posebno se isticu oni koji nemaju drugih djelitelja
osim jedinice i samih sebe.
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Definicija 5.3.4. Rec¢i cemo da je prirodni broj p > 1 prost ako je djeljiv samo s
1 7 sa samim sobom. Prirodne brojeve vece od 1 koji nisu prosti zovemo sloZenim
brojvima.

Dakle, skup prirodnih brojeva mozemo podijeliti na tri medusobno disjunktna
podskupa: {1}, skup P prostih brojeva i skup S slozenih brojeva.
Pocetni dio skupa P izgleda ovako:

P =1{2,3,5711,13,17,19,23,29,31,37,41,.. .} .

Uocimo da je 2 najmanji prost broj i ujedno jedini paran prost broj. Svi preostali
prosti brojevi su neparni.

Zanimljiv je problem odrediti sve proste brojeve manje ili jednake nekomu zadanom
prirodnom broju n. Jednostavnu metodu za to je pronasao starogrcki matem-
aticar Eratosten, pa se ona naziva Eratostenovo sito. Postupak je sljede¢i: najprije
napisemo sve prirodne brojeve manje ili jednake n.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...,n.

Najprije prekrizimo 1. Najmanji prosti broj je p; = 2, pa prekrizimo sve visekratnike
broja 2 iza njega. Najmanji od preostalih brojeva je 3 koji je prost, pa je po = 3
(naravno, ako je n > 2). Nakon toga prekrizimo sve visekratnike broja 3. ostalo je

2,3,5,7,11,13,17,... ,n.

Postupak za ps = 5 nastavimo s visekratnicima broja 5 i tako dalje. Na kraju ¢e u
nizu preostati samo prosti brojevi.

Uz proste brojeve vezano je mnostvo problema koje je lako razumjeti, ali tesko
rijesiti. Neki od njih su postavljeni u davnoj proslosti, a nisu rijeseni do dana
danasnjeg. Jedan od najpoznatijih je tzv. Goldbachova slutnja, koju je postavio
njemacki matematicar Christian Goldbach (1690-1764) u svom pismu Euleru 1742.
Ona glasi:

Svaki paran prirodan broj veéi od 2 se moze prikazati kao zbroj dva prosta broja.

Npr. 4=2+2,6=3+3,8=3+510=5+512=5+7,...
Na neka pitanja vezana uz proste brojeve ipak znamo odgovoriti. Najvazniji je
sljedeci teorem.

Teorem 5.3.2. (Euklid) Prostih brojeva ima beskonatno mnogo.
Da bismo dokazali ovaj teorem trebat ¢e nam jedna lema.

Lema 5.3.1. Svak:i prirodni broj veti od 1 moZe se prikazati kao umnoZak od jednog
ili miSe prostih brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji neki prirodni broj veci od 1, a koji
nije umnozak prostih brojeva. Tada je skup M C N u kojemu su svi takvi brojevi
neprazan, pa ima najmanji element koji ¢emo oznaciti s m. On sigurno nije prost,
jer bi se u tom slucaju mogao prikazati kao umnozak jednog prostog broja. Kako
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je m # 1 zaklju¢ujemo da je m slozen broj. Prema tomu, postoje prirodni brojevi
my 1 mo takvi da je 1 < my,my < m i m = myms. No kako je m najmanji element
skupa M i1 < mqy, my < m, to odmah slijedi da se brojevi m; i ms mogu prikazati
kao umnosci prostih brojeva, a time da se tako moze prikazati i m = myma, sto je
u kontradikciji s pocetnom pretpostavkom. Dakle, skup M mora biti prazan i svaki
se prirodni broj ve¢i od 1 moze prikazati kao umnozak od jednog ili vise prostih
brojeva. m

Sada dajemo dokaz teorema.

Dokaz. Ozna¢imo s pi, ps, ps, ... proste brojeve u rastu¢em poretku. Odaberimo
proizvoljan prost broj, neki p,. Dokazat ¢emo da postoji prost broj ve¢i od njega,
iz ¢ega odmah slijedi da je skup P prostih brojeva beskonacan.

Oznac¢imo N = p1pops - - - pn + 1. Ocito je N > 1,p1,p2, ps3, ..., pn 1 N nije djeljiv
ni s jednim od brojeva pi,ps,ps,...,p, (pri dijeljenju sa svakim od njih on daje
ostatak 1). Ako je broj N prost dokaz je gotov jer smo pronasli prost broj veéi
od p,. Ako je N slozen, onda je on prema prethodnoj lemi djeljiv nekim prostim
brojem p, a kako N nije djeljiv ni s jednim od brojeva py, pa, ps, - - ., pn to slijedi da
je p > pn, pa smo opet nasli prost broj veci od p,. Time je dokaz zavrsen. m

Dokazali smo da se svaki prirodni broj vec¢i od 1 moze prikazati kao umnozak
jednog ili vise prostih brojeva, tj. rastaviti na proste faktore. U Lemi 5.3.1. smo
dokazali egzistenciju takvog rastava, no moze se pokazati i da je takav rastav jedin-
stven do na poredak faktora. O tomu govori sljede¢i teorem.

Teorem 5.3.3. (Osnovni teorem aritmetike) Za svaki prirodni broj n > 1 postoje
jedinstvent prirodni brojevi k, ay, aua, . . ., a1 jedinstvens prosti brojevi p; < - -+ < pg
takvi da je
n = p(flng .. .pzk.
Dokaz. Jedinstvenost brojeva k, oy, o, ..., ip1, ...,k je jednostavna posljedica
¢injenice da iz m (a,b) = 11 a | be slijedi a | ¢ (vidi prethodni zadatak), a uzimajuéi
u obzir da je za svaka dva razli¢ita prosta broja p i ¢ uvijek m (p,q) =1. =
Rastav opisan u prethodnom teoremu nazivamo kanonskim rastavom broja n.

Primjer 27. 18 = 2132, 35 = 5!71 180 = 223251

5.3.3. Kongruencije

Teorem o dijeljenju s ostatkom direktno se nadovezuje na jedan vazan primjer relacije
ekvivalencije.

Definicija 5.3.5. Neka sua,b € Z in € N. KaZzemo da je a kongruentno b modulo
n 1 piSemo
a = b(modn)

akon | a—b.
Primjer 28. 17 =2 (mod5), 17 = —3 (mod ), ali nije 12 = 5 (mod 4).

Za neki dani n € N ovim je definirana jedna relacija na skupu Z. Oznacavamo
je s = (modn) i zovemo "kongruencija modulo n". ovaj pojam je uveo Gauss 1801.
godine.
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Propozicija 5.3.3. Neka je dan neki n € N. Vrijedi:
1. (Va€Z)a=a(modn);
2. MaeZ)(VbeZ)(a=b(modn) — b= a(modn));
3. Va€eZ)(VbeZ)(VeeZ)(a=b(modn) ANb=c(modn) — a = c(modn)).

Drugim rijecima, relacija = (modn) je relacija ekvivalencije na skupu Z.

Dokaz. Za svaki a € Z vrijedin | a —a =0, tj. a = a(modn).

Neka su a,b € Z takvida je a = b(modn) . Iz toga slijedidan | a—b, pan | b—a,
odakle je b = a (modn).

Neka su a,b,c € Z takvi da je a = b(modn) i b = c¢(modn). Tada vrijedi
nla—>bin|b—c, pazbog svojstava djeljivosti n | (a — b) + (b — ¢) = a — ¢. Dakle,
a=c(modn). m

Buduéi je = (mod n) relacija ekvivalencije na skupu Z, ona tvori jednu particiju
skupa Z. Za a € Z pripadna je klasa ekvivalencije skup

l[a]| ={b€Z:a=b(modn)}.

Znamo da vrijedi:

b(modn) < b=a(modn)<n|b—a
& b—a=kn, k€eZ<sb=a+kn, k €Z.

a

Oznacimo li

nZ ={kn:keZ},

onda je
o] ={a+kn:keZ} = a+nl.

Taj skup nazivamo klasom ostataka modulo n.
Zanima nas koliko ima razlic¢itih klasa ostataka modulo n?

Propozicija 5.3.4. Postoji totno n klasa ostataka modulo n.

Dokaz. Dokazat ¢emo da su klase [0],[1],...,[n — 1] sve medusobno razlicite, te
da zajedno cine cijeli Z/=modn)-

Neka su k,l € Ni0 < k < [ < n. Dokazimo da je [k] # [l]. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je [k] = [l]. Tada je k = [(modn), tj. n | k — 1. No zbog
0 <! —k < n to je nemoguce. Dakle, [k] # [I].

Neka je a € Z proizvoljan. Dokazat ¢emo da je [a] = [k] za neki 0 < k < n, tj.
daje {[0], (1], [ — 1]} = 2/ (modny

Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje jedinstveni g € Zi0 < k < n
takvi da je a = gn + k. No tada je a — k = ¢qn, pa n | a — k, odakle slijedi
a = k (modn) . Dakle, [a] = [k].

Ovim smo pokazali da je {[0],[1],...,[n — 1]} jedna particija skupa Z/=modn),
pa postoji tocno n klasa ostataka modulo n. m
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Prema prethodnom dokazu je

L =(moany = {[0], [1], ..., [n = 1]},
no naravno, ne moramo izabrati bas ostatke 0,1,...,n — 1 za pretstavnike klasa.
Ako je [ao] = (0], [a1] = [1], ..., [an—1] = [n — 1], onda je

L] =@moan) = {lac] , [aa], - [an-]},
i svaki skup {ag, a1, ...,a,_1} s ovim svojstvom nazivamo potpunim skupom ostataka

modulo n.
Kongruencije imaju jos neka lijepa svojstva.

Propozicija 5.3.5. Neka je dan neki n € N. Ako su a,b,c,d € Z takvi da je a =
¢(modn) ¢ b=d(modn), onda je a+b=c+ d(modn) i ab = cd (modn).

Dokaz. Neka je a = ¢(modn) ib = d(modn). Tadan | a—cin | b—d, pa
zbog svojstava djeljivosti n | (a —¢) + (b—d), tj. n | (a +b) — (¢ + d) . Odavde je
a+b=c+d(modn). Takoder, cd —ab = c(d—b) +b(c—a), pan | cd — ab, iz
¢ega odmabh slijedi ab = ¢d (modn). =

Propozicija 5.3.6. Neka su d,n € N relativno prosti brojevi. Tada za bilo koje
a,b € Z vrijedi ad = bd (mod n) ako i samo ako a = b(modn).

Dokaz. Sami za vjezbu. =

5.4. Skup racionalnih brojeva

5.4.1. Uvod

U ovoj ¢emo tocki, polazeti od skupa Z, postupcima slicnima onima koje smo
primijenili prilikom izgradnje samog skupa Z izgraditi skup racionalnih brojeva Q.
Svakako zelimo da dobiveni skup ima svojstva na koja smo navikli. Podsjetimo se
na neka od njih:

%z%@ad:cb,
a ¢ ad+cb
b d b
a ¢ ac
b d  bd

Upravo ovim svojstvima biti e motivirane neke od definicija koje slijede. Tako prvo
svojstvo pokazuje da treba promatrati uredene parove iz Z x Z* (sa Z* oznacavamo
skup Z\{0}), a da treba "poistovjec¢ivati" parove (a,b) i (c, d) za koje vrijedi ad = be.
To nam sugerira da treba definirati odgovarajucu relaciju ekvivalencije na Z x Z*.

Teorem 5.4.1. Za dva elementa (a,b) i (¢,d) iz Z X Z* definiramo

(a,b) ~ (c,d) ako i samo ako je ad = cb.
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Tada je ~ relacija ekvivalencije na 7. x Z*. Nadalje, ako je
(a,b) ~ (', b)) 1 (c,d)~ (c,d),

onda je

(ad + ¢b,bd) ~ (a'd + V', b'd'),

(ac,bd) ~ (a'd,b'd").
Dokaz. Da je ~ refleksivna i simetri¢na oc¢igledno je. Dokazimo jo§ da je tranz-
itivna. Neka su (a,b), (c,d) i (e, f) elementi Z x Z* takvi da je (a,b) ~ (¢,d) i
(¢,d) ~ (e, f). Tada je ad = ¢b i ¢f = ed. 1z svojstava mnozenja cijelih brojeva
slijedi
d(af) = (ad) f = (be) f = (cf) b = (de) b= d(eb),
a jer je d # 0 po regularnosti mnozenja je tada
af = eb,
tj. (a,b) ~ (e, f). Dakle, ~ je relacija ekvivalencije na Z x Z*.

Neka je (a,b) ~ (a',0') i (¢,d) ~ (¢,d'). To znaci da je ab' = a'b i cd' = d.
Uoc¢imo da je bd # 01 V'd # 0, pa su (ad+ cb,bd) i (a'd + ', b'd’) elementi
Z x Z*. Da bi vrijedila tvrdnja (ad + cb, bd) ~ (a'd" + V', b'd’) treba dokazati da je
(ad + cb)Vd = (d'd + V) bd. Tmamo

(ad+ cb)V'd = (ad) (b'd) + (cb) (b'd) = (ab) (dd') + (cd') (B)

= (a'b) (dd') + (dd) (b)) = (d'd") (bd) + (V) (bd)
(a'd + V") bd.
Time je ova tvrdnja dokazana. Druga se dokaze lako na slican nac¢in. m
Definicija 5.4.1. Neka je ~ relacija ekvivalencije kao v Teoremu 5.4.1.. Skup
Q=ZxZ]~
nazivamo skupom racitonalnih brojeva.
Sa 7 nadalje oznacavamo projekciju skupa Z x Z* na skup Q.

Primjer 29.

7(1,2) =[(1,2)] = {(1,2),(-1,-2),(2,4),(—2,-4),(3,6),(—3,—6),...}.

5.4.2. Zbrajanje i mnozenje na )

Do relacije ekvivalencije ~ dosli smo zamjenivsi § s paromm (a, b) . Na slican nacin,
formule § + S i ¢4 predu u (ad + cb,bd) i (ac,bd). Time smo dobili zbrajanje i
mnozenje na Z X Z*. Dobivene algebarske operacije spustimo, zatim, pomoc¢u pro-
jekcije 7 na Q. Provode se sva razmatranja kao u tocki o cijelim brojevima. Tim

putem dolazimo do
7 (a,b) + 7 (c,d) = 7 (ad + ¢b, bd), (5.1)

7 (a,b) 7 (¢,d) = 7 (ac,bd) . (5.2)
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Teorem 5.4.2. Sa (5.1) i (5.2) definirane su funkcije sa Q x Q u Q. Funkcija +
definirana s (5.1) zove se zbrajanje, a funkcija - definirana s (5.2) zove se mnoZenje

na Q.

Dokaz. Treba pokazati da su relacije + i - funkcionalne i totalne. Totalnost je u
oba slu¢aja o¢igledna (svakako su za bilo koje 7 (a,b), 7 (¢,d) iz Q i 7 (ad + ¢b, bd) ,
kao i 7 (ac,bd) , iz Q). Dokazimo funkcionalnost.

Neka su (7 (a,b),7 (¢,d)), (7(a',V'),7(c,d)) dva jednaka elementa iz Q x Q.
Tada je 7 (a,b) = 7(a',V) i 7(c,d) = 7(d,d"), odnosno (a,b) ~ (a’,b') i (c,d) ~
(c,d'). 1z ovoga je po Teoremu 5.4.1.

(ad + cb,bd) ~ (a'd" + V', b'd"),

paje 7 (ad + cb,bd) = 7 (d'd + V', b'd').
Analogno se dokaze funkcionalnost i za mnozenje. m

Teorem 5.4.3. Zbrajanje i mnoZenje su komutativne i asocijativne operacije na Q.
Takoder je zbrajanje distributivno prema mnoZenju na Q.

Dokaz. Sami. =
Teorem 5.4.4. Za svaki element 7 (a,b) skupa Q vrijedi
7(a,b)+7(0,1) =7(0,1) + 7 (a,b) = 7 (a,b),

7(a,b)7(1,1) =7(1,1) 7 (a,b) = 7 (a,b),
7(a,b)7(0,1) =7(0,1) 7 (a,b) =7(0,1).

Stovize, 7(0,1) i 7 (1,1) su jedinstveni elementi skupa Q s ovim svojstvima.

Dokaz. Vrijedi:

7(a,0) +7(0,1)=7(a-14+0-b,b-1) =7(a,b) =7(0,1) + 7 (a,b),

7(a,b)7(1,1)=7(a-1,b-1) =7 (a,b) =7(1,1) 7 (a,b)

7(a,0)7(0,1) =7(a-0,b-1) =7(0,b) =7(0,1) =7(0,1) 7 (a,b)

zbog (0,b) ~ (0, 1) za svaki b € Z*.
Dokazimo jedinstvenost elementa 7 (0, 1) . Pretpostavimo da postoji jos neki el-
ement 7 (x,y) u Q takav da za sve 7 (a,b) € Q vrijedi

7(a,b) + 7 (z,y) =7 (x,y) + 7 (a,b) = 7 (a,b) .

Tada je posebno
T(x,y) =7 (2,y) +7(0,1) =7(0,1).

Dokazimo jedinstvenost elementa 7 (1,1) . Pretpostavimo da postoji jos neki el-
ement 7 (x,y) u Q takav da za sve 7 (a,b) € Q vrijedi

7(a,b) 7 (x,y) =7 (x,y) 7 (a,b) = 7 (a,b).
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Tada je posebno
T(zy) =7(x,y)7(L1) =7(11).
[ ]
Zbog prethodnog teorema ima, dakle, smisla oznaciti

7(0,1)=0, 7(1,1) = 1.

Teorem 5.4.5. Za svaki element T (a,b) skupa Q postoji jedinstveni element x skupa
Q takav da vrijeds
r(ab) + o=z +7(a,b) =7 (0,1).

Nadalje, za svaki element 7 (a,b) skupa Q* = Q\ {0} postoji jedinstveni element y €
Q* takav da vrijeds
7(a,b)-y=y-7(a,b) =7(1,1).

Dokaz. Neka je 7 (a,b) € Q. Odaberemo li
r=1(—ab)eQ
vrijedit ce
7 (a,b) + 7 (—a,b) = 7 (ab — ab,bb) = 7 (0,bb) = 7(0,1) = 7 (—a,b) + 7 (a,b) .
Neka je sada ' € Q neki element takav da je
7(a,b) + ' =2 + 7 (a,b) = 7(0,1).
Jedinstvenost elementa x slijedi iz ¢injenice da je
¥=2+0=2"+(7(a,b) +2)= (2" +7(a,b)) +z=7(0,1) + x = .
Definiramo li da je za 7 (a,b) € Q*
y=r1(ba) €Qr,
vrijedi
7 (a,b) 7 (b,a) = 7 (ab,ba) = 7 (ab,ab) = 7 (1,1),
zbog 7 (¢,¢) = 7(1,1) za svaki ¢ € Z*.
Na slican nacin kao kod zbrajanja dokazemo i jedinstvenost elementa y s nave-
denim svojstvima. m

Primjedba 5.4.1. Za svaki 7 (a,b) € Q oznatavat ¢emo 7(—a,b) = —7(a,b)
(inverzni element za zbrajanje na Q), a za svaki T(a,b) € Q* oznatavat éemo
7(b,a) = 7(a,b)”" (inverzni element za mnozenje na Q). Pojam inverznog ele-
menta s obzirom na mnoZenje racionalnih brojeva je mesto movo u odnosu na ono
sto smo do sada imali. Upravo u tomu treba traZiti smisao wvodenja racionalnih
brojeva.
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5.4.3. Ulaganje cijelih u racionalne brojeve

Lako se pokaze da je funkcija j : Z — Q definirana s
j(m) =7 (m,1)

za svaki m € Z dobro definirana i da je injekcija. Stovige, ona ima svojstva da je za
sve m, m' € Z ispunjeno

jm+m) =7 (m+m',1) =7 (m,1)+7(m 1) =j(m)+j(m),

Jj(mm') =7 (mm/,1) =7 (m,1)7 (m',1) = j (m) j (m'),
te
J()=7(11) =1q.
Ove ¢injenice nam omogucavaju da poistovijetimo cijeli broj m s racionalnim brojem

j (m) =7 (m,1), odnosno da ulozimo slup cijelih brojeva u skup racionalnih brojeva.
Kako je za n # 0 ispunjeno

T(m,n) 1 (n,1) =7 (mn,n) =71 (m,1),
to je racionalni broj 7 (m, n) rjeSenje jednadzbe
zj (n) = j(m),

pa je

<.

(m) _m
j(n) — n

Ovim je dan prikaz racionalnog broja kao kvocijenta dvaju cijelih brojeva, pri
¢emu je nazivnik n razli¢it od nule.

Sada kada smo sve ovo dokazali mozemo uvesti oznake na koje smo navikli: za
7 (a,b) € Q temo pisati §. Uocimo da vrijedi

x=r1(m,n)=

a ¢
E—C—i@ad—Cb,
g_i_E_LwH—cb
b d  bd
a ¢ ac
b d bd

Takoder je

Teorem 5.4.6. Skup Q je prebrojiv.

Dokaz. Znamo da je skup Z prebrojiv, pa je takav i Z x Z. Jer je Z* C Z, to je
172 x7Z* CZxZ,pajeilZ x Z* prebrojiv (znamo da nije konac¢an). Buduéi je
Q =Z x Z*] ~ slika projekcije 7 : Z x Z* — Q, to je skup Q konacan ili prebrojiv.
Znamo da je Z C Q, pa je Q prebrojiv. Stovise, kako jei N C Q, to je N = Q, pa
je kardQ =Ng. =
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5.4.4. O uredenosti skupa Q

Uredajnu relaciju na Q uvodimo na osnovi sljedeceg teorema.

Teorem 5.4.7. P ={Q_,Qo,Q.} je particija skupa Q, pri éemu je
a a
@,_{ge@ab«)}, Qo = {0}, Q+_{ZGQ.ab>O}.

Dokaz. Dokazimo najprije da ovakva definicija skupova Q_,Q i Q. ima smisla,
tj. da je suglasna s relacijom ekvivalencije ~ na Z x Z*.

Ako je 7 (a,b) = 7 (¢,d) € Q*, onda je ad = bc, a odavde je (ab) (cd) = (bc)® > 0.
Dakle, ab i c¢d moraju biti istog predznaka, tj. istodobno su u Q,, odnosno Q_.
Takoder se lako vidi da je Q_ N Q, = (). Posebno, ako je 7 (a,b) = 0 € Qq, onda je
7(a,b) =7(0,1), pajea-1=0-b=0, iz ¢ega slijedi a = 0, odnosno ab = 0. U tom
slucaju je ocito Qo N Q_ = Qy N Q.. = . To pokazuje da su skupovi Q_, Qg i Q.
dobro definirani i medusobno disjunktni. Pokazimo da je njihova unije cijeli Q.
Neka je (a,b) € Z x Z*. Tada je ispunjeno jedno od sljedetega:

(a<0Ab<0)V(a>0Ab>0), iz cega slijedi ab > 0, pa je ¢ € Qy;

2)(a<O0Ab>0)V(a>0Ab<0), iz cega slijedi ab < 0, pa je ¢ € Q_;

3)(a=0Ab<0)V(a=0Ab>0), iz cega slijedi ab = 0, pa je § € Qo;
Dakle je Q = Q_ UQyUQ,, pa je P jedna particija skupa Q. m

Elemente skupa Q, nazivamo strogo pozitivnim racionalnim brojevima, a ele-
mente skupa Q_ strogo negativnim racionalnim brojevima.

SHISESH IS

Teorem 5.4.8. Skup

p={(z,9) €eQxQ:y—zcQ}
je stroga uredajna relacija na Q.

Dokaz. Uocimo najprije da je za bilo koje z,y € Q uvijek y — x € Q, pa je po
prethodnom teoremu ispunjeno y —x € Qg iliy —x € Q, iliy —x € Q_.

Neka je x # y. Ako je y — x € Q,, onda je (z,y) € p. Ako je, pak, y —z € Q_,
onda je — (y —z) =z —y € Q,, pa je sada (y,x) € p. Dakle, svi razli¢iti elementi
skupa Q su usporedivi.

Ostala je jos moguénost x = y. No tada je y —x = 0 € Qy, a kako je QuNQ, = 0,
to za svaki x € Q vrijedi (z,z) ¢ p. Dakle, relacija p je irefleksivna. Treba jos
pokazati da je p tranzitivna.

Neka su (z,y) € pi (y,2) € p. Tadajey —2z € Q. iz —y € Q.. Da bismo
dokazali da je z — z € Q,, mi ¢emo dokazati jednu jacu tvrdnju: dokazat ¢emo da
je skup Q. zatvoren s obzirom na zbrajanje.

Neka sux = ¢,y = § € Q4, pri ¢emu je ab > 0 i cd > 0. Vrijedi

¢ ad-+cb
d  bd

+

a
C(Z‘f‘yzg

Sada imamo

(ad + ¢b) bd = (ad) (bd) + (cb) (bd) = (ab) d® + (cd) b > 0.
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Dakle, z +y € Q5.
Sada imamo:

z—z=(2—-y)+({y—z)€Q,

pa je relacija p tranzitivna. Ovime smo dokazali da je relacija p relacija strogog
uredaja na skupu Q. m
Ova relacija uredaja na Q ima mnoga lijepa svojstva. Tako vrijedi

(Vm € Z) (Vn € Z) (m <n — j(m) < j(n)),
pa preslikavanje j ¢uva uredaj na Z. Takoder vrijedi i sljedece.

Teorem 5.4.9. Zbrajanje i mnoZzenje na Q su kompatibilne operacije s uredajem na
Q. Totnije vrijedi:

1. V2 eQ (VyeQ)(V2eQ)(z <y —ax+z2z<y+2);
2. VeeQ)(VyeQ) (V2 eQ)((z<yAN0<z) — zz<yz).

Sada ¢emo ukazati na jo§ jedno vazno svojstvo skupa Q koje nemaju ni skup N
ni skup Z.

Definicija 5.4.2. Za uredeni skup (S, <) kazemo da je gust ako izmedu svaka dva
elementa skupa S postoji treci element skupa S, tj. ako vrijedi

Vae S)(VbeS)(a<b— (dceS)(a<ec<b)).
Teorem 5.4.10. Skup Q je gust.

Dokaz. Neka su a, b proizvoljni elementi skupa Q za koje vrijedi a < b. Definiramo
li
a+b
2

CcC =

€Q,

vrijedit ce a < c < b. =

5.5. Skup realnih brojeva

5.5.1. Aksiomi skupa realnih brojeva

Vidjeli smo da elemente skupa Q mozemo zbrajati i mnoziti, te oduzimati i dijeliti
(izuzev s nulom). Pri tome zbrajanje i mnoZenje na Q imaju ova svojstva:

Al Ve eQ)(VyeQ)(V2e€Q)z + (y+2) = (r+y) + 2z (asocijativnost zbra-
janja);

A2 (30 € Q) (Vz € Q)0+ 2z =z + 0 =2 (neutralni el. za zbrajanje);
A3 VzreQ)(F—2z€Q)z+ (—x) = (—z) + 2 =0 (inverzni el. za zbrajanje);

A4 (Vx € Q) (Vy € Q) x4+ y = y + x (komutativnost zbrajanja);
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A5 Ve eQ)(VyeQ)(Vz2eQ)z- (y-2) = (x-y)- 2 (asocijativnost mnozenja);

A6 (F1€Q\{0})(Vz € Q)1 -2 ==x-1=z (neutralni el. za mnozenje);

(
(
A7 (Ve e Q\{0}) Tzt €Q)z -2zt =27 -2 =1 (inverzni el. za mnoZenje);
A8 (Vx € Q) (Vy € Q)x -y =y - x (komutativnost mnozenja);

(

VeeQ) (VyeQ)(VzeQ)x-(y+ 2) =x-y+x- 2 (distributivnost mnozenja
prema zbrajanju).

Svaki skup P koji ima barem dva razlicita elementa i na kojem su definirane
algebarske operacije zbrajanje i mnozenje s navedenih devet svojstava zove se polje.

Dakle je skup racionalnih brojeva QQ polje uz standardne operacije zbrajanja i
mnozenja.

No na skupu Q osim navedene strukture polja postoji i uredajna struktura.
Pokazali smo da je skup Q ureden i pri tome taj uredaj ima ova svojstva:

Aa Ve eQ)(VyeQ) (V2 €Q)(z <yAy<z— x < z) (tranzitivnost rel. <);

Ab (Vz € Q) (z £ x) (irefleksivnost re. <);

( )
( )
Ac (V2 €Q)
Ad (VreQ)(VyeQ(VzeQ)(r<y —a+2<y+2);
( )

( )
(z £ ) (
(Vy € Q) (r #y — =z <yVy <) (linearnost rel. <);
( )
( )

Ae V2 eQ)(VyeQ)(0<zA0<y—0<uzy).
Kratko kazemo da je Q uredeno polje. Stovise, kako u skupu Q vrijedi i
Af (VzeQ)(VyeQ)(0<axAN0<y— (IneN)y <nx),

to Q nazivamo Arhimedovim poljem.

Opéenito, svako polje P koje je ureden skup i u kome vrijede svojstva d) i e)
nazivamo uredenim poljem.

Ova svojstva racionalnih brojeva i zelja da svaki odozgo omeden rastuci niz
elemenata iz Q ima i supremum u Q vodi na definiciju skupa realnih brojeva.

Definicija 5.5.1. Neka je A podskup uredena skupa S. Kazemo da je skup A omeden
(ogranicen) odozgo ako postoji barem jedan element g skupa S (zvan majoranta)
takav da je za svaki element x skupa A ispunjeno x < g.

Kazemo da je skup A omeden odozdo ako postoji barem jedan element d skupa S
(zvan minoranta) takav da je za svaki element x skupa A ispunjeno d < x.

Kazemo da je A omeden skup ako postoje elementi d, g skupa S takvi da je za svaki
element = slupa A ispunjeno d < x < g.

Negacijom ovih pojmova dobivamo pojmove neomedenih skupova.
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Definicija 5.5.2. Neka su S7 i Sy dva uredena skupa. Za funkciju f : S; — S5
kazemo da je rastuca ako

(Vo € 51) (Vo' € 81) (x <2’ — f(2) < f(2)),
a da je strogo rastuta ako

(Vo e Sy) (Vo' € Sy) (z <2’ — f(x) < f(2)).
Za funkciju f : S1 — Sy kaZemo da je padajuca ako

(Vo e Sy) (Vo' € Sp) (x <2’ — f(z) > f (),

a da je strogo padajuca ako
(Vz € S1) (Vo' € S1) (z <2’ — f(x) > f(2)).

Definicija 5.5.3. Neka su Sy i Sy dva uredena skupa. Za funkciju f : S; — S
kazemo da je monotona ako je rastuca ili padajuca, odnosno da je strogo monotona
ako je strogo rastuca ili strogo padajuca.

Posebno, ako je S; skup prirodnih brojeva N onda umjesto o monotonim funkci-
jama ovorimo o monotonim nizovima elemenata skupa Ss.
Sada mozemo dati definiciju skupa realnih brojeva.

Definicija 5.5.4. Skup R zove se skup realnih brojeva, a mjegovi elementi realn:
brojevi, ako R 1ma sljedeca dva svojstva:

a) R je uredeno polje;

b) svaki rastuéi niz elemenata skupa R koji je odozgo omeden ima u R supremum.
Pri tome pod supremumom niza a : N — R podrazumijevamo supremum skupa

{a, :n € N}.

Naravno, posebno se u matematici dokazuje da postoji ovakav skup. Sam dokaz
se provodi pomocu tzv. Dedekindovih rezova, no mi to ovdje preskacemo.

Teorem 5.5.1. Neka su x,9y,2,%1,...,Tn,Y1,---,Yn realni brojevi. Tada vrijedi:
1. Vie{l,....n}) (i <wyi)) — 14+ 420 <y 4+ Yn;
2. VreR)(VyeR)(z<y+— (TzeR)z+2<y+2);
3. VreR) 2z =0 — x=0);
4. Vzx eR)0- 2z =0
5. (Ve € R) (Vy € R)z (—y) = (—2)y = — (2y);
6. Ve eR)(VyeR)(VzeR) (2 <yAN0<z— 22z <yz);
7. VeeR)Vy eR) (2 <0N0<y — 2y <0);
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8. (VxeR)(VyeR)(x <0Ay<0—0<uzy);

9. VreR)(x #0 — 22 >0);

10. Yz €R)(z >0 — 271 > 0);

11. Ve eR)(VyeR)(0<z<y+— 0<yl<z).

Dokaz. 1) Iz 21 < y;, x2 < yo 1 uredenosti polja R slijedi
1+ 22 <Y1+ 22, y1t+T2 <Y1+ Y,

pa po svojstvu tranzitivnosti slijedi

1+ x2 < Y1+ Yo

Dokaz dalje ide indukcijom po n € N. Provedite ga za vjezbu sami.
2) Neka je x < y. Po aksiomu (Ad) za svaki z € R je tada

r+z<y+z.

Obratno, neka postoji neki zy € R takav da je x4 2o < y + 2. Tada je opet po (Ad)
za svaki z € R
(x+20) + 2 < (y+ 20) + 2,

pa jei
r+ (20 +2) <y+(20+2).

Uzmemo li posebno z = —zj slijedi tvrdnja.
3) Neka je 2z = x. Tada je

0 = 24+ (—2)=20+(—2)=(v+2)+ (—x)
= z+4+[z+(—z)]=2+0=uz.

4)Neka je x € R. Vrijedi
0-2=0+0)z=0-2+0-2=2(0-2),

pa je po tvrdnji 3 0-x = 0.
5)Pomnozimo li s = jednakost y + (—y) = 0 dobijemo

rly+(=y)l=2-0=0-2=0=ay+2(-y),
pa je xy suprotni element od = (—y), a zbog jedinstvenosti istoga je onda
—zy =z (=y).

Analogno se dobije
—zy = (=) y.
6) Iz x <y po (Ad) dobijemo

r+ (—2) <y+ (-2,
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tj.

Za 0 < z je onda po (Ae)

odnosno

7) i 8) se dokazuje sli¢no kao prethodno.
9) Po 8) imamo da je za bilo koji € R ispunjeno x? > 0. Pretpostavimo da je
r # 01idaje 22 = 0. Znamo da takav z ima inverz s obzirom na mnoZenje, pa je

Ozx_l-O:x_1x2:(x_lx)le-x:x,

sto je u kontradikciji s polaznom pretpostavkom. Dakle, ako je x # 0, onda je
22 > 0.
10) Neka je = > 0. Kako je

rrl=1=1%>0,

zakljuéujemo da je iz~ > 0.
11) Iz 0 < z < y po prethodnoj tvrdnji slijedi ¥~ > 0, pa je

0=y ' 0<ylo<yly=1

Odavde iz 27! > 0 slijedi

1 -1

O:x’1-0<x’1(y’1x):y’1<x’ l==x

5.5.2. Apsolutna vrijednost

Definicija 5.5.5. Skup Ry ={x € R:z > 0} = (0, +00) zove se skup pozitivnih re-
alnih brojeva, a njegove elemente nazivamo pozitivnim realnim brojevima. Skup
Ry U{0} ={zeR:2>0} =[0,400) zove se skup svih nenegativnih realnih bro-
jeva.

Skup R_={x € R: z < 0} = (—00,0) zove se skup negativnih realnih brojeva, a nje-
gove elemente nazivamo negativnim realnim brojevima.

Primjedba 5.5.1. Ocigledno je

R = R_U{0}UR,,
R_NR, = R_N{0}=R,.N{0}=0,
pa je {R_, {0} ,R,} jedna particija skupa R.

Takoder
VzeR)(VyeR)(zeR_AyeR, — z<y).



5. Skupovi brojeva 79

Definicija 5.5.6. Funkcija |-| : R — R, U{0} zove se apsolutna vrijednost (modul)

ako je
| = z, x>0
| -z, <0
Dakle je za bilo koji z € R ispunjeno |z| = max {—x,z}. Broj |z| nazivamo

apsolutnom vrijednoséu broja x. Npr. |7| =7, |0 =01 |-3| = 3.
Teorem 5.5.2. Vriyedi:

1. Vv eR)(MaeRy)(—a<z<a+ |z|<a);

2. (Vz e R) (Vy € R) |z +y| < |z| +|y|, s tim da ée vrijediti jednakost u slucaju
x,y # 0 ako i samo ako je za nekit > 0 ispunjeno x = ty;

3. (Vo € R) (Vy € R)[|lz| — [y[| < [z —yl;

4. (Vz € R) (Vy € R) |zy| = [=] - |y].

Dokaz. 1) Neka je —a < x < a. Ako je x > 0 onda je |z| =z < a, a ako je z < 0
onda je |z| = —z < — (—a) = a.

Obratno, neka je |z| < a. Ako je z > 0 onda je zbog a > 0 sigurno —a < z, a
kako je || = x < a dobivamo —a < x < a. Ako je, pak, z < 0, onda je sigurno
r < a,aiz —r = |z| < a mnoZenjem s —1 slijedi > —a, pa je opet —a < z < a.

2) Akojex >0iy >0,ondajeiz+y>0,paje

[z t+yl=z+y=|z|+]yl.
Akojer <0iy<0,ondajeiz+y<0,paje
[z +yl=—(r+y) = (—z)+ (=y) = [z[ + |y].
Ako je z <01y >0, onda je zbog x < 0 < |z| ispunjeno
r+y<y<y-+lz|=|z|+]yl.
Nadalje je zbog —|y| <0<y
cryzxza—lyl=—l|z| -yl =— (=] +y]).

Sada imamo
— (=] +[y]) <z 4y < |z + |yl,
pa je po prvoj tvrdnji
o+ yl < [z|+ |yl
3)1z
2| =y + (z —y)| <yl + |z -y
slijedi
|| =yl <[z —yl,
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a analogno je i
yl = |zl <y — = =[x —yl,

pa je
—lr—y| < |z| =yl < |z —yl.

opet po prvoj tvrdnji slijedi
| = [yl < |z —yl.
4) Sami. =
Teorem 5.5.3. Funkcija d: R x R — R definirana za sve x,y € R izrazom
d(z,y) = |z -yl

ma svojstva:

Dokaz. Sve tvrdnje lako slijede iz svojstava apsolutne vrijednosti. Za vjezbu dokaze
provedite sami. m

Definicija 5.5.7. Funkcija d zove se razdaljinska funkcija, a broj d(z,y) = |z — y|
zove se udaljenost realnih brojeva x 1 y.

5.5.3. Cijeli i racionalni brojevi u skupu realnih brojeva

Neka je R skup realnih brojeva i 1 neutralni element za mnozenje u polju R (odnosno
jedinica). Po Teoremu 5.5.1. iz 1 # 0 slijedi 12 =1 > 0. Notadajei1+1=2-1 >0
i analogno n - 1 > 0 za svaki prirodan broj n.

Neka je funkcija j : N — R za svaki prirodan broj n definirana izrazom

j(n)=n-1.

Oznacimo

N =j(N) CR.
Funkcija 7 ima svojstva:
1. (VvmeN)(VYneN)j(m+n)=j(m)+j(n);
2. (Ym € N)(Vn € N)j(m-n)=j(m) j(n);
3. (VmeN)(VneN)(m<n—jm)<jn).
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Ovo pokazuje da je na N’ definirano zbrajanje, mnozenje i uredaj u skladu sa
zbrajanjem, mnozenjem i uredajem na skupu prirodnih brojeva N.
U stvari, lako je dokazati da skup N’ zajedno s funkcijom s : N’ — N’ definiranom
sa
sn-1)=(n+1)-1

zadovoljava sve aksiome skupa prirodnih brojeva. Elementi skupa N’ zovu se prirodni

realni brojevi, ili jednostavno prirodni brojevi. U daljnjemu ¢emo umjesto N’ pisati

N (dakle shvacamo N kao podskup skupa R), a umjesto n - 1 jednostavno n.
Sliéno, s —n ¢emo oznacavati broj n - (—1). Skup

Z'={0,n-1,n-(-1):neN}CR

zove se skup cyjelih realnih brojeva, ili jednostavno skup cijelih brojeva, a njegove
elemente nazivamo cijelim realnim brojevima, ili jednostavno cijelim brojevima. I
opet ¢emo pisati jednostavno Z umjesto Z' i —n umjesto n - (—1).

Kada smo u skupu R pronasli analogone prirodnih i cijelih brojeva, lako naprav-
imo isto i za racionalne brojeve. Naime, za svaki element a € R\ {0} postoji inverzni
(reciprocni) element a~! € R kojeg ¢emo oznaciti s

1
a ==,
a

Sada za n € N i m € Z realni broj mn~! € R ozna¢imo kao

i zovemo racionalni realni broj ili jednostavno racionalni broj. Skup
, m
Q z{—E]R:nEN/\mEZ}CR
n
zovemo skupom racionalnih realnih brojeva i jednostavno ga oznacavimo s Q.
Teorem 5.5.4. Skup realnih brojeva R je Arhimedovo polje.
Dokaz. Neka su a i b realni brojevi za koje vrijedi a > 01 b > 0. Oznacimo
A={na:neN} CR.

Pretpostavimo da je
(Ve e A)x <b,

tj. da je b majoranta skupa A. Buduéi je a > 0 (A4) povlaci da je 2a = a + a > a,
3a > 2a,...,(n+1)a > na. Dakle niz f : N — A definiran izrazom

f(n) =na

je rastuci i odozgo omeden niz realnih brojeva. To znaé¢i da on ima u R supremum,
tj. postoji
M =sup A € R.
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S druge strane je
a+A={a+z:0e€ A} CA,

pa je
a+ M < M,

iz cega slijedi a < 0. ovo je u kontradikciji s pretpostavkom a > 0, pa b ne moze biti
majoranta skupa A. Dakle, postoji barem jedan z € A takav da je b < z. Drugim
rije¢ima, postoji neki n € N takav da je

b < na.
Dakle, R je Arhimedovo polje. m

Teorem 5.5.5. Izmedu bilo koja dva razlicita realna broja postoji barem jedan racionalni
broj.

Dokaz. Neka su a,b € Ria < b. Uzmimo najprije da je b > 0 i stavimo da je
c=b—a.Jerjec>0,tojeic!>0.Zarealne brojeve 1 i ¢ postoji prirodni broj
n takav da je n-1 > ¢! (ako po prethodnom teoremu postoji neki m € N takav da

jem-1>c! onda se lako vidi da postoji i ovakav n). Dakle je
c>nt

Sada analogno postoji prirodni broj k takav da je b < k-n~*

, pa je
K:{kGN:bgk-n_l}%(ﬁ.
Znamo da tada skup K ima najmanji element, neki m. Dakle je

b < m-nl

b > (m—1)-n""

Pretpostavka da je
a>(m—1)-n"

vodi na
b<m-nt=[m-1)+1]-nt=m-1)nt+n'<a+n,

a to se protivi uvjetu

Prema tome je

m
a<

U slucaju b < 0 imamo a < b < 0, pa je 0 < —b < —a i po prethodnome

1
p

< —a,

iz cega slijedi

Akojeb=0,ondajebe Q. =
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Teorem 5.5.6. (G. Cantor, 1874.) Skup Ao = [a,b], a < b, svih realnih brojeva
1zmedu brojeva a i b je neprebrojiv.

Dokaz. Vidi [4]. =

Korolar 5.5.1. Skup R je neprebrojiv.

Dokaz. Kako je Ag = [a,b] C Ri Ag neprebrojiv, to mora i R biti takav. m
Vidjeli smo da se kardinalni broj skupa N oznacava s 8y. Kardinalni broj skupa
R oznacava se s ¢ (Citamo continuum) a po prethodnom je Ry # c.

Korolar 5.5.2. Postoji barem jedan rastuci, odozgo omeden niz racionalnih brojeva
kojgi u skupu racionalnih brojeva nema supremum.

Dokaz. Kada ne bi bilo tako, onda bi skup Q zadovoljavao sve aksiome skupa
realnih brojeva, pa bi bio neprebrojiv, a ovo nije moguce jer smo dokazali da je skup
Q prebrojiv. m

Definicija 5.5.8. Realni broj koji nije racionalan zove se iracionalan broj.
Korolar 5.5.3. Skup svih iracionalnih brojeva je neprebrojiv.

Dokaz. Unija dvaju prebrojivih skupova je prebrojiv skup, a kako je skup racional-
nih brojeva prebrojiv i skup realnih brojeva neprebrojiv, to skup iracionalnih brojeva
koji je komplement skupa @Q u R mora biti neprebrojiv. m

5.5.4. Binomni teorem
Neka je n € N. Oznacit ¢emo

Posebno se uzima da je 0! = 1.
Ocito je za svaki prirodan broj n ispunjeno

(n+1)!=(n+1)nl

Dalje ¢emo zan € Nik € {0,1,...,n} oznaciti

()=

Broj (Z) nazivamo binomnim koeficijentom, a zasto vidjet ¢emo u narednom teo-
remu.
Lako se pokaze da vrijedi:
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Teorem 5.5.7. Za bilo kojin € N 1 za sve a,b € R vrijed:
(a+0b)" = Zn: (n) a™ Fb,
k=0 k

Dokaz. Oznacimo s M skup svih prirodnih brojeva n za koje vrijedi binomni teorem
za bilo koji izbor a,b € R. Ocigledno je 1 € M.
Pretpostavimo da je n € M. Vrijedi

n

(@+b)"" = (a+b)(a+b)" = (a+b)> <Z> a" ok

k=0

= Gty |(p)ar s (a1 Jar (Mo
<g) gy (T) bt (nﬁ 1) b + (Z) ab" +
(e (e en (7 Jor o (o
e () ()

1
(") + (" ab+ (7 )
n n—1 0
1 1 1 1
= ner >a”+1+<n+ >a”b+--'+<n+ )ab"+<n+ >b"+1
0 1 n n+1
n+1
— Tl+1 an+1—kbk
k .

k=0
Dakle jein +1=s(n) € M, pa je po aksiomu indukcije M =N. m
Primjer 30. Vrijedi:

1. (a+b)* = a®+ 2ab + b%;

2. (a+0b)* = a® + 3a2b + 3ab® + b*;

3. (a+b)* = a* + 4a3b + 6a2b* + 4ab® + b*.

Dakle, binomni koeficijenti su dobili svoje ime zahvaljuju¢i ¢injenici da se po-
javljuju kao koeficijenti prilikom razvoja binoma. Oni se mogu poredati u tzv.
Pascalov trokut.

Primjedba 5.5.2. Binomni je teorem wazan kod dokazivanja egzistencije supre-
muma niza a : N — R definiranog izrazom

a(n) = (1+%)n=i (Z)%

k=0
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Pomocu binomnog teorema se pokaze da je za sve n € N ispunjeno
2 <a, <3,

a kako je ovaj niz realnih brojeva ocigledno rastuci, to on u skupu R ima supremum.
Oznacimo

e = sup{a,:n €N}

B 5 1 1 I N
= sup +i+§+'--+a in e

= 2,718281828459045 - - - .

Iracionalni broj e zovemo bazom prirodnih ili Neperovih logaritama.

5.6. Skup kompleksnih brojeva

5.6.1. Uvod

Slicno kao sto smo skupove cijelih i racionalnih brojeva izgradili pomocu prirodnih,
tako ¢emo sada i skup kompleksnih brojeva izgraditi pomocu skupa realnih brojeva.
Osnova za to nam je sljedeti teorem.

Teorem 5.6.1. Skup RxR =R? = {(a,b) : a,b € R} je polje u odnosu na operacije
zbrajanja i mnozenja definirane za sve (a1,b1), (az,by) € R? sa:

1. ((ll, bl) + ((Ig,bg) = (a1 + a2,b1 + bg) ;
2. ((ll, bl) . (CLQ, bg) = (al(lg — blbg, (llbg + (lgbl) .

Dokaz. Dokazat ¢emo korak po korak da je R? polje s obzirom na ovako definirane
operacije zbrajanja i mnozenja. Istaknimo najprije da je o¢ito za sve (aq,b1) , (az, bs) €
R? ispunjeno

(a1 + ag, by + ba), (a1as — bibe, arbe + asby) € RQ,

pa su ove operacije dobro definirane.
1) Za sve (ay,b1), (a2, bs), (az, b3) € R? vrijedi

(a1,b1) + [(az, ba) + (as, bs)]
(a1,b1) + (a2 + as, by + bs)
(a1 + as + as, by + by + bs)
= (
[

aq + asg, b1 + bg) + (a3, bg)
(alu bl) + ((],27 bZ)] + <a37 b3> )

tj. zbrajanje je asocijativno.
2) Za element (0,0) € R? i za sve (a,b) € R? vrijedi

(0,0) + (a,b) = (0+a,0+b)=(a,b)
= (a+0,b+0)=(a,b)+(0,0),
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tj. (0,0) € R? je neutralni element za zbrajanje.
3) Za sve (a1,b1), (az,by) € R? vrijedi

(a1,b1) + (az, ba)
(a1 + az, by + bs)
(CLQ + ay, b2 + bl)
(az, ba) + (a1, b1),

tj. zbrajanje je komutativno.
4) Za svaki (a,b) € R? vrijedi

(a,b) + (—a,—b) = (a+(—a),b+(=b)) =1(0,0)
= ((=a) +a,(=b) +b) = (=a,=b) + (a,0),
pa svaki (a,b) € R? ima inverzni element
(—a,—b) = — (a,b) € R?

s obzirom na zbrajanje.
5) Za sve (a1, b1), (as,b2), (a3, b3) € R? vrijedi (ra¢un provedite sami!)

(@1751) : [(CLz,bz) - (as, 53)] = [(Ch,bl) - (as, 52)} - (as, b3),
tj. mnozZenje je asocijativno.
6) Za element (1,0) € R? i za sve (a,b) € R? vrijedi
(1,0)-(a,b) = (1-a—0-b,1-b+a-0)=(a,b)
= (a-1-=b-0,a-0+1-b) = (a,b)-(1,0),

tj. (1,0) € R? je neutralni element za mnoZenje.
7) Za sve (ay,b1), (ag, by) € R? vrijedi

(a1,b1) - (az, ba)

(aray — biba, a1bs + ashy)
= (aga1 — byby, asby + a1by)

(a2,b2) - (a1,01)

tj. mnozenje je komutativno.

8) Za svaki (a,b) € R?\ {(0,0)} vrijedi

a —b
b) -
(a,0) (a2+b2’a2+b2)
2 2 _
:<a B b ab+ ab ):(170)

a2+ a4+ a4+ a?+b?

a —b
— (a.b
<a2+b2’a2+b2> (a,0),

pa svaki (a,b) € R?\ {(0,0)} ima inverzni element

( a__=b )E(a,b)leRz\{(Oa())}

a2 + b2’ a2 + b2
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s obzirom na mnozenje.
9) Za sve (a1, b1), (as,b2), (a3, b3) € R? vrijedi (ra¢un provedite sami!)

(a1,b1) - [(az, b2) + (as, b3)] = (a1,b1) - (az,b2) + (a1,b1) (a3, b3),

tj. mnozenje je ditributivno s obzirom na zbrajanje. m
Polje R x R, u oznaci C, nazivamo poljem kompleksnih brojeva, a njegove ele-
mente nazivamo kompleksnim brojevima. Kompleksne brojeve najceste oznacavamo
slovima z,w, . ..
Uoc¢imo da skup
R'={(a,0):a € R}

ima svojstva skupa realnih brojeva. Naime, preslikavanje j : R — R’ definirano za
sve a € R sa

j (a) = (a,0)
ima svojstvo da je za sve a,b € R ispunjeno

L. j(a+b)=(a+b,0)=(a,0)+(b0) =j(a)+jb);
2. j(ab) = (ab,0) = (a,0) (b,0) = j (a) j (b);

pa se operacije zbrajanja i mnozenja na R prenose na R’. Takoder se lako vidi
da je j bijekcija. Zbog svega ovoga smijemo poistovijetiti skupove R iR’ iza a € R
pisati
(a,0) = a,
pa skup R’ nazivamo skupom realnih kompleksnih brojeva.

No upravo nam ova ¢injenica omogucava da dodemo do dobro poznatog stan-
dardnog zapisa kompleksnog broja. Naime, za svaki z = (a,b) € R vrijedi:

= ((I,b) = (CL?O) + (Ovb) = (CL,O) + (b,O) (071) = a+b(071)'
Uvedemo li oznaku
i=1(0,1)

dobijemo
z=a+bi=Re(z)+Im(z)1.

Realni broj Re (z) nazivamo realnim dijelom kompleksnog broja z, realni broj Im (2)
nazivamo imaginarnim dijelom kompleksnog broja z, a i nazivamo imaginarnom
jedinicom. Uocimo da sam ¢ nije dio imaginarnog dijela broja z.

Stavimo li da je i® = 1, lako se provjeri da vrijedi

V=1, i'=1 ¢=—-1, ¢ =—i, i*=1.
Stoga je za svaki cijeli broj k ispunjeno
i* =i", k=n(mod4), nec{0,1,2, 3}

pa se vrlo lako mogu racunati potencije imaginarne jedinice ako im je eksponent

cijeli broj. Npr.

2'243 — Z'3 — _2'7 Z'*563 — Z’l = .

Postavlja se pitanje: da li je uz neku operaciju uredaja skup C uredeno polje?
Naredni teorem to opovrgava.
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Teorem 5.6.2. Na skupu C ne postoji relacija uredaja < takva da je C uredeno
polje.

Dokaz. Pretpostavimo da je C uredeno polje u odnosu na neku relaciju uredaja < .
Oznacimo

Ci={2€C:2>0},
gdje je 0 =(0,0). Svakako jei € C, ili —i € C,.

Ako jei = (0,1) € C,, onda je po aksiomu (Ae) ii® = —1 € C,, tei* =1 € C,,
pa je {—1,1} € C,. No tada po (Ad) iz 0 < —1slijedi 0 +1 < —1+1,tj. 1 <O0.
Ovo bi znacilo da je 1 € C_, pa je C_ N C, # (). Analogno se dobije krene li se od
pretpostavke —i € C,

Dakle, nije moguée postiéi particiju {C_,Cy,C,}, pa C ne moze biti uredeno
polje. m

Ovaj teorem nam ukazuje na to da je struktura skupa C bitno razli¢ita od struk-
ture skupa R, iako je sam skup C izgraden pomocu skupa R.

Definicija 5.6.1. Neka je z = a + bi € C. Tada broj
z=a—-bie€C
nazivamo kongugirano kompleksnim brojem broja z.

Sada mozemo definirati preslikavanje conj : C — C sa

Z— Z.
Lako se provjeri da za sve 21, zo € C vrijedi:
I 21+ 20 =7 + 72
2. 7125 = Z122;
3. 71 =7xn.
Takoder je za sve z = a + bi € C ispunjeno
2Z=a’+ b eR,

pa je izrazom

|z| = V2z = Va2 + 12,

dobro definirano preslikavanje "apsolutna vrijednost" |-| : C — R, U {0}. Broj
r(z) = |z| nazivamo radiusom kompleksnog broja z.

Kompleksne brojeve prikazujemo u tzv. Gaussovoj ravnini. Koriste¢i apsolutnu
vrijednost kompleksnog broja mozemo definirati i udaljenost medu kompleksnim
brojevima. Razdaljinsku funkciju d : C x C — R, U {0} za sve (z1,22) € C x C
definiramo izrazom:

d(Zl, 22) = ‘22 — 21’ s

i ona ima ista svojstva kao i kod realnih brojeva (ta svojstva smo naveli u Teoremu

5.5.3.).
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5.6.2. Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Podsjetimo se da smo u svakom novom skupu brojeva mogli uvesti neku novu op-
eraciju. Tako smo u skupu Z mogli oduzimati (tj. dobili smo inverzne elemente u
odnosu na zbrajanje), u skupu Q smo mogli dijeliti (tj. dobili smo inverzne elemente
u odnosu na mnoZzenje), a u skupu R smo mogli ra¢unati potencije pozitivnih brojeva
i kada je eksponent racionalan broj, tj. mogli smo vaditi korjene iz pozitivnih bro-
jeva). U skupu C je pak moguce vaditi korjene iz svih komplesnih brojeva. Takoder,
u skupu R je zan € Nia € R jednadzba ™ = a imala najvise dva rjesenja (ovisno
o predznaku broja a i parnosti broja n), no u skupu C ona ¢e uvijek imati toéno n
rjeSenja.

Da bismo na jednostavan nac¢in vadili korjene iz kompleksnih brojeva uvest ¢emo
novi nacin zapisivanja kompleksnoih brojeva.

Nacrtamo li broj z = a + bi € C u Gaussovoj ravnini lako se vidi da vrijedi

b=rsinp, a=rcosp,

gdje jer =1(z), a ¢ = arg(z) € [0,2m) kut koji spojnica ishodista (0,0) i tocke
(a,b) zatvara s pozitivnim dijelom realne osi. Taj kut nazivamo argumentom kom-
pleksnog broja.

Sada smo dobili

z=a+bi=r(cosp+isiny),

i ovakav zapis nazivamo trigonometrijskim oblikom kompleksnog broja.

Sada se za bilo koje z; = 11 (cosp; +ising,),za = 19 (cospy +ising,) € C
aritmeticke operacije provode u skladu sa sljede¢im formulama:

2129 = 1179 (cos (@1 + @y) +isin (¢ + ¢,)),

21 " ..

— = —(cos(py —py) +isin(p) — ),
22 T2

21 = 1] (cosny, +isinng,),

2k 2k
ﬁ + Z'Sinu

VE = m <cos A1
n

Uoc¢imo da u ovakvom zapisu ne lako zbrajati kompleksne brojeve.

n

),k:QL”wn—L

Primjer 31. Neka je z =1 = cos 5 +isin 3. Tada je npr.

3 3
z3zcos§+isin§:0—|—z’(—1):—@'.

Takoder je npr.

5 +2km 2+ 2kn
Vz = (3OS2T—i-isinQT
1+ 4k 1+ 4k
= cos—( il )W—l—isin—( i )W, k=0,1,
4 4
pa su rjesenja wy = 2 + Y2i iwy = —¥2 — %2},

Napomenimo jos da n-ti korjeni iz nekog kompleksnog broja z leze u vrhovima
pravilnog n-terokuta upisanog sredisnjoj kruznici radiusa {/r (z), pri ¢emu je kut
medu susjednim vrhovima upravo arg (z) /n.

Ovo poglavlje je ve¢im dijelom preuzeto iz [4].



Poglavlje 6.

Elementarne funkcije

6.1. Polinomi

Ako je S proizvoljan neprazan skup i f : S — R funkcija, onda kazemo da je f realna
funkcija. Ako je jos i S C R, onda kazemo da je f realna funkcija realne varijable.
U ovomu poglavlju bavit ¢emo se samo realnim funkcijama realne varijable. Medu
najjednostavnije funkcije te vrste spadaju polinomi.

Definicija 6.1.1. Neka je n € Ny = NU {0} ¢ neka su ag,...,a, realni brojevi.
Funkcija p, : R — R definirana izrazom

pn () = ap + a1z + - - + apa”

za sve x € R zove se polinom. Brojevi ag, ..., a, zovu se koeficijenti polinoma p,.
Ako je a, # 0, onda kaZemo da je polinom p,, stupnja n i pisemo Op, = n, a broj a,
nazivamo vodetim koeficijentom polinoma p,,. Posebno, ako je a, = 1 kaZemo da je
polinom p,, normiran.

Polinom o za koga vrijedi
(VxeR)o(z)=0

zovemo nul-polinom i on je jedini polinom nedefiniranoga stupnja.
Polinom nultoga stupnja je za sve x € R definiran izrazom

po () = ag, ag#0.
Polinom prvoga stupnja je za sve x € R definiran izrazom
p () =ag+az, a; #0,
a polinom drugoga stupnja izrazom
p2 (z) = ap + iz + aza®, ax #0.

Opéenito s P, oznacavamo skup svih polinoma stupnja manjega ili jednakoga
n uklju¢ujuéi i nul-polinom, a s P skup svih polinoma definiranih nad R. Dakle,

vrijedi
P={J Pu

n€eNp

90
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Teorem 6.1.1. Za polinom p,, vrijedi p,, = o ako @ samo ako je
ap=a;=--=a,=0.

Dokaz. Ocito da iz ag = a; = -+ = a,, = 0 odmah slijedi p,, = 0. Pretpostavimo
stoga da je p, = o, tj. da vrijedi

(Vo € R)py (z) = 0.

Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom: pretpostavimo da postoji nekim € {0,1,...,n}
takav da je

ag=a1=-"+=0p1=0 1 a,#0.
Tada je

Ve R)q(x) = amz™ + amr 2™ + -+ apa™ =0,
+

iz cega odmah slijedi
(Vz € R\ {0}) am + i1 + -+ - + anz™ ™ =0,

odnosno
(Ve € R\ {0}) ams1z+ -+ + a2 ™ = —ay,. (6.1)

Stavimo
M = max{|am|,...,|an|}-

Svakako je M >0, pa za x € (0,1/2) iz (6.1) slijedi

onl = Jamesz b ] < il + -+l a7
1 1
< M:c(1+a:+-~+:1:"m1)§M$(1+§+‘”+W>
1_2n+m n—m_l
= M$1—1:2M$W§2Mx'

2

Dakle,za x € (0,1/2) vrijedi

> —. 6.2
"= o (6:2)
Uzmemo 1i u (6.2) redom za x brojeve
1
§7§7.-.’?7..-€<071/2>

dobijemo

|am| 1

— < — k 2,3,...}.
2M [— k ) 6 { ) 37 }

Kako je |an,| /2M # 0, onda bismo iz ¢injenice da je R Arhimedovo polje dobili da

za svaki k € {2,3,...} postoji prirodni broj n;, takav da je

|am|

—_— 1
nk2M> R
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pa imamo da je za svaki k € {2,3,...} ispunjeno (koristeci i < 2°)

|am’ |am|
1 < gmlml
STeonr =% g =0

odnosno 1 < 1, 8to nije moguée. Dakle, mora biti |a,,| /2M = 0, iz ¢ega slijedi
an, = 0, a ovo je u kontradikciji s pocetnom pretpostavkom. Dakle, mora biti
aw=a=---=a,=0. m

Korolar 6.1.1. Dva polinoma

pn () =ap+ a1z + -+ ayz”, a, #0,

Gm (x) =bg + b1z + -+ - + bpa™, by #£0

su jednaka ako v samo ako je n =m 1
(VZ S {1,...,71})(% = bl

Dokaz. Smjer dovoljnosti je oc¢igledan. Dokazimo smjer nuznosti: neka je p, = ¢,,.
Promotrimo polinom p,, — g, : o¢igledno mora biti p,, —¢,, = o0, pa je po prethodnom
teoremu n =m i

(VZQ{l,,n})al—bZZO

Definicija 6.1.2. Zbroj dviju funkcija f,g: R — R je funkcija f+g: R — R takva
za sve x € R vrijeds

(f+g)(x)=f(x)+g(x).

Lako se vidi da je zbrajanje funkcija asocijativno i komutativno, jer je takvo
zbrajanje realnih brojeva.

Jos ¢cemo uvesti i sljedecu oznaku: za funkciju f : R — R s —f ¢emo oznaciti
funkciju —f : R — R takvu da za sve x € R vrijedi

(=f) (@) =—=f(2).
Primjedba 6.1.1. Uoctimo da za svaku funkciju f: R — R vrijedi

f+o=o0+f=],

pa je nul-polinom o neutralni element za zbrajanje funkcija. To posebno znaci i to
da je o neutralni element za zbrajanje polinoma.
Takoder, za svaku funkciju f: R — R vrijedi

pa svaka funkcija f: R — R ima inverzni element s obzirom na zbrajanje funkcija.

Jos ¢emo posebno istaknuti tzv, jedinicni polinom, tj. polinom j : R — R
stupnja nula definiran za sve x € R izrazom j () = 1. On ée nam biti vazan kada u
sljedetem teoremu uvedemo mnozenje medu funkcijama.
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Definicija 6.1.3. UmnoZak dviju funkcija f,g : R — R je funkcija fg : R — R
takva za sve x € R vrijeds

(fg) (x) = f(z) g ().

Lako se vidi da je mnozenje funkcija asocijativno i komutativno, jer je takvo
mnozenje realnih brojeva.

Primjedba 6.1.2. Uotimo da za svaku funkciju f: R — R vrijedi
fi=ir=1

pa je jedinicni polinom neutralni element za mnoZenje funkcija. To posebno znatci i
to da je j neutralni element za mnoZenje polinoma.

Posebno, pomnozimo li dva polinoma p,, i ¢,, stupnja n odnosno m, rezultat ce
biti opet polinom stupnja n + m.

Teorem 6.1.2. Neka je p,, polinom stupnja m. Za svaki polinom P, stupnja n
postoji jedinstveni uredeni par polinoma (q,r) takav da je

P, = qpm + 1,
pri cemu je Or < m kad god je r # o, a 0¢ = n —m kad god je n > m.
Dokaz. Dokaz radi duljine preskacemo. Moze se naéi u [4]. =
Definicija 6.1.4. Neka su sve oznake kao u prethodnom teoremu. Polinom q zovemo
kvocijentom, a polinom p,, djeliteljem ili divizorom. Ako je r = o kaZemo da je poli-
nom P, djeljiv s polinomom p,, ili da je p,, njegova mjera. Ako je r # o zovemo ga

ostatkom pri djeljenju polinoma P, polinomom p,,.

Definicija 6.1.5. Normirani polinom m (p, q) zove se najveta zajednitka mjera poli-
noma p,q # o ako on ima ova dva svojstva:

a) m(p,q) je mjera polinoma p i g;
b) ako r dijeli i p i q, onda r dijeli i m (p,q).

Egzistencija i stvarni postupak za nalazenje takve najvece zajednicke mjere dvaju
ne-nul polinoma dobiva se iz tzv. Euklidova algoritma za polinome koji je analogan
onomu za prirodne brojeve.

Teorem 6.1.3. Za svaka dva polinoma p,q # o postoji najveca zajednicka mjera
m (p,q) i ona je jedinstvena. Pored toga postoje polinomi a i b takvi da je

ap +bqg =m(p,q)

da < dq, Ob < Op.

Dokaz. Dokaz se lako provede iz Euklidova algoritma za polinome. m
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Definicija 6.1.6. KaZemo da su polinomi p,q # o relativno prosti ako je m (p,q) =
J-

Definicija 6.1.7. KaZemo da je polinom p ireducibilan nad poljem R ako p = qr
povlaci g = 0 ili Or = 0.

Koristenjem prethodnog teorema lako se pokaze da vrijede sljedece tvrdnje:

1. Ako je p relativno prost s ¢ i r, onda je relativno prost i s ¢r;
2. Ako je ¢ djelitelj umnoska pr, te p i ¢ relativno prosti, onda ¢ dijeli r;

3. Ako su relativno prosti polinomi ¢ i r djelitelji polinoma p, onda je i gr djelitelj
polinoma p;

4. Svaki polinom p je umnozak ireducibilnih polinoma;

5. Faktorizacija na ireducibilne polinome je jedinstvena do na permutaciju.

Uoc¢imo da nam Tvrdnja 4 ne kaze kojega su stupnja ti ireducibilni faktori. No
sada ¢emo bez dokaza dati teorem koji nam kazuje da se nad poljem C (za razliku
od polja R) svaki polinom moze prikazati kao umnozak ireducibilnih faktora stupnja
jedan.

Teorem 6.1.4. Neka je p polinom n-tog stupnja nad poljem C, n € N. Tada postoji
barem jedna kompleksni broj zy takav da je p(z9) = 0. Stovise, postoje kompleksni
brojevi z1, ..., z, takvi da je

p(z)=a,(z—21) (2 — zn).

Primjer 32. Npr. polinom p definiran s p(x) = 1 + 2% ireducibilan nad R i nema
nijednu nul-tocku. S druge strane je

p(z) = (z =) (z +1),

pa ovaj polinom nad C ima dvije nul-tocke i reducibilan je.

6.2. Racionalne funkcije

Definicija 6.2.1. Funkcija Q) : S — R koja je za sve x € S definirana izrazom

pri cemu je
S:{xER:qm(x)#O}, PnsQqm €P i Qm#@

zove se racionalna funkcija. Racionalna funkcija Q) # o je u kanonskom obliku ako
je m (pn, qm) = j. Racionalna funkcija Q) je prava racionalna funkcija ako je n < m.
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Podsjetimo se da se moze pisati

pa je

m m

pri ¢emu je r/q,, prava racionalna funkcija. Ocito je ovaj prikaz jedinstven.

Definicija 6.2.2. Pravi razlomak r/q je prost (parcijalni razlomak) ako je q¢ = p*,
pri cemu je polinom p ireducibilan nad R i Or < dp.

Teorem 6.2.1. Svaka prava racionalna funkcija Q = p/q, p,q # o, moze se na
jedinstven nacin prikazati kao zbroj prostih razlomaka.

Dokaz. Dokaz radi duljine preskacemo. Moze se naéi u [4]. m
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