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FUNKCIJE
Def:
Neka su A i B dva neprazna skupa. Ako je svakom elementu skupa A pridruzen jedan element
skupa B, onda kazemo da je zadana funkcija sa skupa A u skup B.
f:A—>B, f(@=,acA beB

Kaze se da je f(x) vrijednost funkcije f na elementu x; f(x) se zove slika od x, a x original
(praslika) of f(x); x se zove nezavisna, a f(x) zavisna promjenjiva (varijabla).
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Skup A zovemo podrucje definicije ili domena funkcije f i ¢esto ga oznacavamo s A(f).
Skup B zovemo kodomena od f .

Skup svih slika, tj. skup { f(x) € B : xe A} je podskup od B i naziva se slika od f i oznacava
sa P(f) ili f(A).

Skup uredenih parova realnih brojeva {(x,f(x)) : X € A } nazivamo grafom funkcije f i
oznacavamo s /¢
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Jednakost funkcija:

Neka su zadane funkcije f: A — Bi g: C — D. Kazemo da je funkcija f jednaka funkciji
g ipisemo f = g ako je:

1. A=C

2.B=D

3.f(X) =g (X) V x € A, (A=C)

Npr. g(x) = x/x
f(x)= 1 VxeRr

- f 1 g nisu jednake jer im domene nisu jednake (A(f)=R, a A@g)=R\{0}).

Realne funkcije realne varijable:

Za funkciju f kazemo da je funkcija realne varijable ako je njena domena podskup realnih
brojeva, A(f) < P. Za funkciju f kazemo da je realna ako je njezina kodomena podskup
realnih brojeva.

Funkcije zadane formulom

Npr. f(x)=x*-x +7 , xeP

Ovdje se Cesto podrucje definicije potpuno ne specificira ve¢ se smatra da se podrucje
definicije sastoji od svih realnih brojeva x P za koje formula ima smisla ( za koje se kao
rezultat dobije realan broj) i koji zadovoljavaju eventualno postavljene uvjete.

Za funkciju zadanu formulom treba najprije odrediti podrucje definicije.

Primjeri:

1. f(x) = 1/x D(f) = R \{0}

2. f()=v1-X¥  1-x*20 = D(f)g-11]



X(x-1)

3. f(X)=—
(X +D)(x+2)(x-3)
(x> +D)(x+2)(x-3) =0
(x*+1) je uvijek =0 pa mora vrijediti
(x+2)(x-3)=0 = D(f)=R\{-2,3}
x+1
4. f(x)= 71
g(x) = ﬁ ; f #g jer im domene nisu jednake ; kazemo da je g proSirenje od f

ProSirenje i restrikcija funkcije:

Svaku funkciju g nazivamo prosirenjem funkcije f: A — B ako je:

1. A@g) o AD.
2.9)=f(x) vx eA®
f je restrikcija od g.

Zadatak:

1. Da li su jednake funkcije f i g, definirane na prirodnoj domeni?

a) f(x)= );__11—3, g(x)=x-2

b) f(xX)=+X-1V2x+1, g(x)=+2x*-x-1;

c) f(x)=2x, g(X) g x-1|+|x+1]| ;

Algebra funkcija

Neka su zadane funkcije fi g : A — P. Definiramo f+g, f-g, cf, fqg, i
g

Domena funkcija f +g, f—g,cf, f-g jeA

(f+9)(x) = f(x)+9(x)

(f=9)(x)=f(x)—g(x)
C)(x)=c-f(x), cel '

(f-9)(x)=f(x)-9(x)
a domena funkcije i je podskup od A tj. {x €4 :g(x)=0} i
g

o fX
(g](x) 9(x)



Kompozicija funkcija

Nekajef: A ->P i g:B — P, A, BcP. Ako je f(A)cB tada mozemo definirati funkciju
h: A >P nasljedeéi nacin h(x) =(ge f)(x) =g(f(x)). Funkciju h=go f nazivamo
kompozicijom funkcija fi g.

h d
]

a(ftx))=h(x)

R

Primjer:

f(x)=x? g(x) =sin(x)
1. (ge f)(x) =g(x*) =sin(x*)
(f 2 g)(x) = f(sin(x)) = (sin x)*

2. (g0 H)X)=g(Wx) =(vx) =x?

(fog)(X)=f(x*)= \/x_3 — ova kompozicija nije dobro definirana jer je slikaod g R,
a domena funkcije fje R™.

3. Akoje f(X)=x2+1, g(x)=+x+1 odredite:
a) f(g9(x))

b) g(f(x))

) f(g()—T(x)

1
d =
) g[ f(x)j
e) f(g(f(x))
Bijekcija
Funkcija f: A — B je bijekcija ako vrijedi:

1. fjeinjekcija ili injektivno preslikavanje tj. ako je:
X, # X,, ondaje f (x)=f(x,).
(Alternativna definicija: f je injekcija ili injektivno preslikavanje ako
f(x1): f(X2)3X1:X2)

2. fje surjekcija ili surjektivno preslikavanje, tj. svaki element iz B je slika nekog elementa
iz A, f(A)=B.



Odnosno funkcijaje bijekcija ako svakom elementu iz B odgovara toéno Jjedan element iz A

o =

o je injekcija 7 je surjekcija I je bijekcija

Kako mozemo iz grafa odrediti da li je funkcija injekcija ili surjekcija?

-

Test horizontalnog pravca: ako pravac
sijeCe graf na visSe od jednog mjesta
funkcija nije injekcija

\ / Ako projekcija na y-os pokriva cijelu
kodomenu, tada je funkcija surjekcija.

Zadaci:

1. Dokazi da je funkcija f :R —> R, f(x)=x’bijekcija.
f(xi):f(x) Vyell 3Ixel td.f(x)=y

X =X I x=3ly

=x =X =T jeinjekcija y=(§/§)3 — £ (x) jesurjekcija



2. Koje su od ovih funkcija injektivne:

) F( =2
b) f(x):%

Inverzna funkcija

¢) f(x)=2""
d) f(x) = 2"
[x—

3

Ako je f bijekcija s A na B onda se moze definirati funkcija g : B — A tako da vrijedi:

f(g(y))=y VyeB
g(f(x))=x VxeA

Funkciju g nazivamo inverznom funkcije f i ozna¢avamo sa f .

foft=l,  flof=l,

Graf inverzne funkcije je simetri¢an grafu funkcije f s obzirom na pravac y=x, tj. ako je

(x,y) Ty, onda je (y,x) elf™.
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Pr1:

f:R->R f(x)=2x+3 f je bijekcija

f(f(y)=y
2fH(y)+3=y

-3
ffl — y
(y) >

Inverznu funkciju je prakti¢no racunati sljede¢im postupkom:
1) Jednadzbu y = f(X) rijeSimo po nepoznanici X
2) Ako postoji jedinstveno rjeSenje te jednadzbe tada funkcija ima inverznu funkciju,

x =f(y)
3) Zamijenimo nepoznanicey i x da bismo dobili zapis y = f *(x).

1. Za funkciju f(x) izraCunajte inverznu funkciju i odredite njeno podruéje definicije, ako je

a) f(x)=x*-1

b) f(x)=31-x°

Monotone funkcije

) f(x):i—j

Ako je f: A—> P, A < P kazemo da monotono raste ako V X1, X, €A vrijedi
(X1 <x2) = ( f(x1) < f(x2) ).

Analogno, funkcija monotono pada ako
(X1<X2) = ( f(X1)2 f(Xz) )
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Parne i neparne funkcije

Ako je f: A —> P, zadana na simetriénom skupu A (XeA = - xeA) i ako vrijedi f(-x)=f(x) Vv
X €A onda f nazivamo parnom funkcijom. Ako vrijedi f(-x)=-f(x) tada f nazivamo neparnom
funkcijom.

0 ol
2 2
4 4
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
Crt. 1 Parne funkcije |x|, X%, -x* Crt. 2 Neparne funkcije x, X%, -x>+5x
Zadatak:

Koje su od sljedec¢ih funkcija parne, koje neparne, a koje nisu ni parne ni neparne?

a) f(x)=x+x° d) f(x)=x|x|
b) f(x)=+1-x e) f(x)=Yx-x°
¢) f(x)= FYF () = 21

x* -1 | x—1]



