1. Funkcije -

definicija, svojstva, kompozicja,
Inverzna...
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Definicija

 Neka su A | B dva neprazna skupa. Ako je svakom
elementu skupa A pridruzen jedan element skupa B, onda
kazemo da je zadana funkcija sa skupa A u skup B.

« Pisemo: f:A—> B, f(a)=b ,acA, beB

Ag@:%} A@
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f:A— B je funkcija
g: A— B nije funkcija
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Nazivi

« Kaze se da je f(x) vrijednost funkcije f na elementu x

original(praslika) od f(x) slika od x
nezavisna varijabla zavisna varijabla
argument funkcije vrijednost funkcije u x

skup A skup B

podrucje definicije podrucje vrijednosti
domena kodomena

D) K(f)




Slika I graf funkcije

« Slika funkcije f je skup < Graf funkcije f je skup
R(f)={f(x) € B :xe A} I'(H)={(x,f(X)) :x € D(f)}

R()=f(A) I'(f) cCAXB
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Koji od nacrtanih grafova predstavlja funkciju ?

y A
Svaki pravac paralelan
Y sa y osi mora sijeéi graf
funkcije u najvise jednoj
toCKi.
-
X
Jesu funkcije: f

Nisu funkcije: g i h



Realne funkcije realne varijable

« Zafunkciju f kazemo da je funkcija realne varijable
ako je njena domena podskup realnih brojeva, O(f) c® .

« Zafunkciju f kazemo da je realna ako je njezina
kodomena podskup realnih brojeva, «(f) c® .

e Prirodno podrucje definicije (prirodna domena) za
realne funkcije realne varijable zadane formulom sastoji
se od svih brojeva za koje je izraz definiran.



Jednakost funkcija

* Neka su zadane funkcije f:A— Bi1 g:C— D.
Kazemo da je funkcija f jednaka funkciji g i pisemo f =g
ako je:

1. A=C;
2. B =D;
3. (Vx € A) (f(x) =g (x) ).
Citamo:“za svaki x iz A vrijedi f(x)=g(x)”
* Npr. funkcije g(x)=x/x 1 f(x)=1
nisu jednake jer im nisu jednake domene,
O(f) =R, O(g)= RYO}.



Zadacl

1. Odredite prirodnu domenu funkcija:

a) f(x)=v1-x°

b) f(x) = 1

X(x—1)

P (2 +1)(X + 2)(x—3)




Prosirenje i restrikcija funkcije

* Funkciju g nazivamo prosirenjem funkcije f: A— B ako
je Ispunjeno:
1. ©(g) o Df).
2. g(x) =1(x) (Vx e D(f))

* Funkciju f zovemo restrikcija od g.



Zadacl

2. Jesu li jednake funkcije f i1 g, definirane na prirodnoj

domeni: 1
X+1 Mgzt

a) f)=——, 9=

b) F()=X"1_3 g(x)=x-2
X—1

c) f(x)=vx-1v2x+1, g(x)= VD il

d) f(X)=2x, g(x) = Xx-1[+|x+1]



Algebra funkcija

* Neka su zadane funkcije f,g: ®— R. Definiramo f+g, f-g,
cf, g, #g: (f +g)(x) = £ () + g (x)
(f—9)(x) = T(x)-9(x)

cf)(x)=c-f(x), ceR (fj(x):@

(f-g)(xX) = f(x)-g(x) g g(x)

 Domena funkcija f+g, f-g, cf, fg je @, a domena funkcije
f/g je podskup od @, odnosno skup

{xed: g(x)=0}



Kompozicija funkcija

* Nekasu fJA=>%R | g.B->NR te ABcCR.

« Ako je f(A)c B tada mozemo definirati funkciju h:A—>R,
odnosno kompoziciju funkcijafig

h(x) =(ge 1)(x)=9g(T(x))

2(ftx))=h(x)




Zadacl

3. Jesu li dobro definirane kompozicije fog i gof ako su:

aj fc="x%" j(x) = sin (x)
bl =, gla)= x>

4, Akosu f(x) =x°+1, glx)=vx+ 1 odredite
a) f(g(x)) d) g(1/f(x))
b) g(f(x)) e) f(g(f(x)))
c) f(g(x)-f(x))



Bijekcija

Funkcija f: A— B Je bijekcija ako vrijedi:
1. fje injekcijaili injektivno preslikavanje, tj. svaki
element iz skupa A preslika u razliCit element skupa B

Xy # X, = f(xy) = f(x)
L ) =fl)=x =x;, )

2. fje surjekcija lli surjektivno preslikavanje, tj. svaki
element iz B je slika nekog elementa iz A, f(A)=B.
(vy € B)3x € A)(f(x) = y)
“za svaki y iz B postoji x iz A takav da vrijedi f(x)=y

Odnosno, funkcija je bijekcija ako svakom elementu iz B
odgovara focno jedan element iz A.




Injekclja, surjekcija, bijekcija

A B G D = F
Cf C@ @:@
S

O >0 O O >0

INJEKCIJA SURJEKCIJA BIJEKCIJA




Kako mozemo iz grafa odrediti da li je
funkcija injekcija ili surjekcija?

Test horizontalnog pravca:

ako pravac sijeCe graf na
viSe od jednog mjesta
funkcija nije injekcija

Ako projekcija na y-os pokriva
cijelu kodomenu, tada je funkcija
surjekcija.

Funkcija s desne strane nije
surjekcija na R, ali je surjekcija na
[-5,400>.




Primjer
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f()=2x+5  je bijekcija f(x)= 2x3 + 5x2- 7x + 6 je

surjekcija, ali nije injekcija



Primjer
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f(x) nije ni injekcija ni f je injekcija, ali nije
surjekcija na R surjekcija na R



Zadacl

4. Dokazite da je funkcija f : R—>R, f(X)=X" bijekcija.

5. Koje su od ovih funkcija injektivne:

X+1 1
a), T =, by TS
C) f()=2"" d) f(x)= 2

=3



Inverzna funkcija

« Ako jef : A — B bijekcija onda se moze definirati funkcija
g : B — Atako da vrijedi:

f(g(y))=y VyeB
g(f(x)=x VxeA
* Funkciju g nazivamo inverznom funkcije f i oznaCavamo
sa f-1
fof™=1, f of=l,

identitete: 1;: B -» B, 15(b)=b (Vb € B)
In:A—=A L 1(@)=a (Va € A)



GrafiCka analiza inverzne funkcije
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Graf inverzne funkcije je simetriCan
grafu funkcije f s obzirom na pravac y=x,
tj. ako je (x,y)eI%, onda je (y,X) €l¢;.




Odredivanje inverzne funkcije

Inverznu funkciju je prakticno racunati sljedec¢im postupkom:
1) Jednadzbu y = f(x) rijeSimo po nepoznanici X
2) Ako postoji jedinstveno rjesenje te jednadzbe tada
funkcija ima inverznu funkciju, x = f1(y)
3) Zamijenimo nepoznanice y I X da bismo dobili zapis
y = f1(x).
6. zadatak: Za funkciju f(x) izraCunajte inverznu funkciju
odredite njenu domenu ako su:

Q) f()=x'-1 b f0=-x o fx=""

X—1



Monotone funkcije

* Nekaje f: ®D—> R, DcR. Ako VX, X, € D vrijedi:

(X1 <Xp) = ( f(xy) < 1(Xxy) ) (X1 <Xp) = (1(Xq) = (X))
kazemo funkcija kazemo funkcija
monotono raste monotono pada.
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Parnost funkcija

 Nekaje f: ®— ‘R, zadana na simetricnom skupu O (xe ©
= - Xe @) . Ako VxedD vrijedi:

f(-x) = f(x) f je parna. f(-x) =- f(x) f je neparna.
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graf simetriCan s obzirom na y os graf simetrian s obzirom na ishodiste



Zadacl

7. Koje su od sljedecih funkcija parne, a koje nepare:

a) f(X)=x+x" d) f(x)=x]|x]|
b) f(x)=+1-% e) f(x)=Yx—x°
¢) f(x) = FYF () = =

Xe=1 | x —1]



