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1 Neodredeni integrali

1.1 Uvod

Primitivna funkcija neke funkcije f(z) je ona funkcija F'(z) ¢ija je prva de-

rivacija jednaka f(z):

F'(z) = [f().

Problemom pronalazenja primitivnih funkcija se bavi integralni racun. 1z
same je gornje definicije primitivne funkcije jasno da neka funkcija f(z) ima
beskonaéno mnogo primitivnih funkcija F(x) koje se medusobno razlikuju
do na konstantu. Drugim rijecima, ako je neka funkcija F(z) primitivna
funkeiji f(x), tada je toj istoj funkeciji primitivna i funkcija F(z) + C, gdje
je C konstantal.

Prilikom pronalazenja primitivnih funkcija, treba na umu imati ova cetiri

osnovna svojstva integrala:

[ ) = )+ . 1)
d[ [ 7@ dx] — f(a). @)
/kf(:c) do = k/f(a:) de i (3)

fx) £g(x)|de= | flx)de £ | g(x)dx. (4)
[l 2aw]as = [ stw)ao= [

1 To slijedi iz ¢injenice da je derivacija brojéane konstante C' jednaka nuli.
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1.2 Tablica osnovnih integrala

Dolje navedeni integrali su osnovni i predstavljaju abecedu integralnog racuna.

Upamtite ih!
e integrali potencija:

1
/x” dr = —— 2"+ C,
n+1

/xl =In|z| + C,
e integral eksponencijalne funkcije:

/exda;—ex+0,

e integrali trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija:

/sinxdw = —cosx + C,

/cosxdm =sinz + C,

1
/ 5—dr = —ctgx + C,

sin“ x

1
/ S—dr =tgx +C,
cos? x

/sh:cdx:chx—l—C,

/chxdx:shx+0

1
= —cth
/Sh% dx cthx + C,

1
/ch%c dr =thx + C,




e integrali racionalnih razlomaka:

/ 1 jl_xe =arc tgx + C, (16)
/1ixx2:Arthx—l—C:%1n 1ii +C cza|r] <1, (17)
/$2df1:—Arcthx+C:%1n i—?—i +C zalr|>1, (18)

e integrali iracionalnih razlomaka:
/—\/% = arc sinx + C, (19)

dx
—:Arshx+czln‘x+\/x2+1‘+c, 20
V1422 (20)
dx

1.3 Racunanje integrala neposrednim integriranjem

Pri racunanju integrala neposrednim integriranjem koriste se osnovna svoj-
stva (1) - (4) i osnovni integrali, navedeni jednadzbama (5) - (21). Rijesimo

nekoliko primjeral

1. Rijesite integral:

2
x
dz.
/:1:2—1—1 o
Rjesenge:

x? ?+1-1 dx
/$2+1dx:/x2—+1dm:/dx—/x2+l:x—arctgx—f—C

2. Rijesite integral:

/x3—i—x—2
— dx.
2 +1



Rjesenje:

B +r—2 x(:v2+1)—2 2
/—x2+1 dx—/—$2+1 d$—/(a:—x2+1)dx—

d 2
:/a:dx—Q/ v x——2arctgaj+C’

2+1 2

3. Rijesite integral:

22+ 2
dx.
/ 2 +1 v
Rjesenje:

2+ 2 2?+1+1 1
dr = | ————dx = 1 dr =
/x2+1 . / 2 +1 o /(+x2+1> o

d
:/dx+/m2f_1 =z +arctgr+C

4. Rijesite integral:

/ (:U — 1)2 dx.
Rjesenje:

/(x—1)2dx:/(x2—2a:+1)2:

3
:/xde—2/xdx+/dx:%—x2+x+0

5. Rijesite integral:

/ tg 2z d.

bt



Rjesenje:

.9 2
sin“ x 1 —cos*z

/tg2xdx:/ dm:/—dx:
cos? x cos? x

d
:/ f —/dx:tgx—x—i-C
cos? x

6. Rijesite integral:

/ th 2z dz.

sh 2z ch?x —1
/th :vdx—/c 2xd / e dr =
d
/ / v =gz —tha+C

Rjesenje:

7. Rijesite integral:

/ v1—sin2xdzx.
Rjesenge:
/\/1 —sin2xdx = / \/Sin2x + cos?r — 2sinx cosx dr =

:/\/(sinx—cosm)2dx:/|sinx—cosx dx

Ovisno o predznaku funkcije unutar apsolutnih zagrada, postoje dva slucaja:

i) sinz —cosx > 0 = ‘sinx —cosx‘ =sinx — cosz te

i1) sinxz —cosz < 0 = ‘sinx —COSZ“ = —sinx + cos .



Slucaj i): /}Sinx—cosx}dx:/(Sinx—cosx) dx:/sinxdx—/cosxdx:
= —cosx —sinx + C
Slucaj ii): /}sin:c—cosx}dx:/(—sinx+cosx) d:c:—/sinxdx—i-/cosxdxz

=cosx +sinx +C
. . . . . ™ o .
Rjesenje nejednadzbe sinx —cosx > 0 je: z €< 1 + 2k, T + 2km >k € 7Z te je:

- — sl T 5m .
/mdx— cosz —siny +C  zar €< §+2km, 7 +2km >k € Z,

cosxt +sinx + C Zax€<%+2kw,%+2kw>;kez.

1.4 Racunanje integrala metodom supstitucije

Pri ra¢unanju integrala metodom supstitucije (zamjene) uvodi se nova
varijabla ¢ime se integral nastoji svesti na tablicni. Prou¢imo tu me-

todu na nekoliko primjera!

. Rijesite integral:
/ (5 — 2:1;)9 dz.
Rjesenge:

S: t=5—2x

dt 1
/(5—2:U)9d:c: dt = d (5 — 2x) z—/t9§:—§/t9dt:

dt = —2dx
1 1 1 10
= —— .10 =——(5-2
510 +C 20(5 x) +C

Dakle, uvedena je nova varijabla ¢, ¢cime je integral sveden na tabli¢ni.



9. Rijesite integral:

/ dx
2 4+ a?’

Rjesenge:
/d:p _/ dz S t=2
e el | -
1 dt 1 1 T
=20 mg T e tgt+C = _are tga—l—C
10. Rijesite integral:
/aw dz.

Rjesenge:

/axdm:/eln“ dmz/exln“d:ﬁ: R

dt =lnadx

1 1 1
= — etdtzl—et+C’:—exln“+C’:

" Ina na Ina
1 In a® 1 x
= — "y 0= —a"+C
Ina Ina

11. Rijesite integral:
/sin (Qx + 3) dz.
Rjesenje:

S: t=2z+3
dt = 2dx

1 1
= é/sintdt: —Ecost—i-C:

/sin (23: + 3) dr =

:—%COS(2$+3)+C



12.

13.

14.

Rijesite integral:

/ dx
14+ cosz’

Rjesenge:
/ dx  |cosz :COSQ%— in2§ _/ dx B
l4+cosz | 1 = cos? £ +sin® £ ) cos2Z —sin®Z 4 cos? 2 —sin® %
dx S: t=73 2dt x
/QCOS2§ dt %x /2608275 & &9

Rijesite integral:

Rjesenje:

/ex dr =

Rijesite integral:

/e—dm.
et +1

e’ S: t=e"+1 dt
——dx = = [ — = [+ V24t =
[ = [am=]
1

dt = e"dx
=1t 4+ C=2Ver +1+C
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15. Rijesite integral:

/xzvx?’ —9dx.
Rjesenje:
S: t=12%-9 1 2
/xzx/a:3—9dx— ——/tl/th——t3/2+C—
dt = 3x%dx| 3 3
2
=3 (@9 9)* +c
16. Rijesite integral:
/QJ3V3 x? + ldz.
Rjesenge:
t=a2+1

. S ,
/x3v3x2+1d.75: :/xQ-v3x2+1-:de:
dt = 2x dx

dt 1 1
(t—1)-t/3. /t4/3dt— —/t1/3dt:
22 2

2 3 2 3
3 /5 73 3, o 4/3
:ﬂ(ac +1) —g(w +1)7"+C

17. Rijesite integral:

/ dx
et + e '
Rjesenje:

e e e e
et +e v ef1+e2=’” 1+62“"

S: t=¢e" dt
/ > =arctgt +C =
dt = e" dx

= arc tge® + C
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18. Rijesite integral:

/tga: dx.

Rjesenje:
i S: t =cosx
/tgxdx:/smxdx: =
cosT dt = —sinz dx
dt
== 5= —In|t| + C = —In|cosz| + C
19. Rijesite integral:
/ sin® x cos® x dz.
Rjesenje:
S: t =sin’z
/ sin® z cos® z dx = =
dt = 2sinzcoszdx
1
= 3 /Sin2$-COSQl’-2SinZECOSl‘dI =
1 1
=— [t-(1—=t)-dt== [ (t—1*)dt =
1 1 1 1
= ZtQ—gtS—i-C’: 1 sin4x—6 sinf®z+C

20. Rijesite integral:

/ dz
ez/2 + e ’

/ dz _/ dz
e?/2 |+ e - ex/2(1+ex/2>

Gornja podintegralna funkcija se moze napisati kao zbroj dviju funkcija:

LA B
ex/2(1+ez/2)  er/2 1+ ex/2

Rjesenje:
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Sada je potrebno izracunati koeficijente A i B:

1 A B A(1+¢e"?) + Be"? A+ (A+ B)e"/?

ex/2(1+em/2) T en/2 + 1+ er/2 - ez/2(1+ez/2) - ex/2(1+em/2)
=A=1i(A+B)=0=
=A=1iB=-1

Dakle, vrijedi sljedece:

dx B dz B dz dx
eT/2 + e - e:r;/Z(l +ex/2) o eT/2 er/2 +1

Rijesimo najprije prvi integral

dx
fry 7$/2 =
2 / e dx

Rjesenje drugog integrala je:

dr A dt
ee/2 41 B e/2 .t (t—1)-t

Podintegralnu funkciju ponovno mozemo napisati kao zbroj dviju fun-

St t=-—3

_ dx
dt = —%

= —2/etdt: —2e7% 4 Oy

S: t=e241
dt = %e””ﬂd:ﬁ

kcija:

1 D E  Dit—-1)+Et -D+(D+E)
tt—1) ¢t t—1  tt—-1) tt-1)

=D=-1iE=1.

/‘dt __/§+ -ﬂ—zszwzhﬁzz—mm+/@9+d=
tt—1) t t—1 dw — dt w 2
t—1 /2
:—1n|t|—|—ln|w|+C’2:ln ‘—I—ngln m’—f—Cg:
1
—ln 1+e7w/2 +02
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Dakle, rjesenje pocetnog integrala je:

dx 1
_— = — _$/2— _— =
/ex/Q—{—ex 2¢ 21n1+e_x/2—|—0

=-—2e¢ 242l (1+e"?)+C

1.5 Racunanje integrala parcijalnim integriranjem

Metoda parcijelne integracije se koristi u slucajevima kada je podinte-
gralni izraz moguce prikazati kao umnozak neke funkcije i diferencijala

druge. Izraz koji se koristi pri parcijalnom integriranju je

/u~dv:u~v—/v-du. (22)

Parcijalnim integriranjem rjesavanje integrala [u-dv se svodi na rjeSavanje

drugoga, [v-du, kojega znamo rijesiti. Dokazimo izraz (22); zamislimo

[ @i,

u kojemu podintegralnu funkciju f mozemo prikazati kao umnozak

da zelimo rijesiti integral

dviju funkcija:

f=u-v
Diferencijal funkcije f je jednak:

df =d(u-v)=u-dv+v-du.

Integriranjem gornjeg diferencijala dobije se izraz (22):

/d(u-v):/u-dv+/v-du:>
#/u-dv:u-v—/v-du.

Prou¢imo sada metodu parcijalne integracije na nekoliko primjera!
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21. Rijesite integral:

/lnxdw.

u=Inz ﬁdu:df

dv=dr = [dv= [de =v=ux

Rjesenge:

/lnxdx:

Primijenimo sada jednadzbu (22):

d
:x~lnm—/x-—x:xlnx—x+C’:
T

:x(lnx—l) +C

22. Rijesite integral:

/:c2em dx.
Rjesenge:

= 22 = du=2xd
/xQe_“”dx: v= b rar :—x2e_x—|—2/xe_mdm:

dv=e*dr =v=—e"*
= =du=d

= w= “ ‘ :—xQe_m+2[—xe_x+/e_$da:+02}:
dv=e¢e*dr =>v=—e"

=2 —2pe™* — 2"+ (O =

= —e_x(x2+2x+2) +C

23. Rijesite integral:

/xsinxd:c.
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24.

25.

Rjesenje:

) u=2x = du =dx
rsinxdr = = —xcosz+ [ cosxdr =
dv=sinxdr = v=—coszw
= —zcosz +sinz + C
Rijesite integral:
/xBer dz.
Rjesenje:
2
/x?’e_g”2 dx = 5 ) Lol =
dv=rxe™™ =v=[xze™ dv =—3€"
1
- —§x26_$2 + /we_$2 dr =
1 5 2 1 2
=——ze” ——-e" +C

2 2
Napomena:
Integral [ ze™*" da je rijesen uvodenjem sustitucije t = —x>.
Rijesite integral:

/ arc tge”
———duz.
e[E
Rjesenje:
arc tge” dr — u = arc tge® édu:%daz _arc tgex_i_ dx
eﬂ') el’

Rijesimo sada integral dobiven parcijalnom integracijom:
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/ dx / dx / e ”
T 2z I ﬁdl‘ =
]_—|—6 ew(e—x+em) € +e

S: p=e”* dp D
dp = —e *dx Pty l+p
S: r=p*+1 1 [d 1
= r=2p [ —In|r|+Cy =
dr =2pdp 2 r 2

1 1
=5 (P +1)+C=—Zh(e™ +1)+C
Pocetni integral je, prema tome, jednak:
/arc tge” d arc tge® 1

e x:—e—x—ﬁln(e_zx—l—l)—i-c

26. Rijesite integral:
/sin (Inx) de.

Rjesenje:

u = sin (In ) éduz%d

/sin (Inz)dz =

dv = dx V=0
_ |u=cos(Inz) :du:—wm"
dv = dx ==z

— /sin (Inzx)dx
Pocetni integral se, dakle, moze napisati ovako:

sin(Inz)dr =z -sin(Inz) — - cos(lnz) — /sin (Inz)dr =

1
sin (lnz)dz = éx[sin (Inz) — cos(In :13)]

2/8111 (Inz)dr =z -sin(lnx) —z - cos(lnz) =

16

=z -sin(lnz) — /COS (Inz)dx

=z-sin(lnz) —x - cos (lnz)—



2 QOdredeni integrali

2.1 Definicija odredenog integrala

Neka je funkcija f(z) definirana na intervalu [a, b]. Podijelimo interval [a, b]
na n dijelova tockama a = o < 1 < ... < x,_1 < x, = b. Unutar
svakog intervala < x;_1,z; > uzmimo po jednu tocku &; (vidite siku 2.1) i

promotrimo limes:

n—o00 4

lim Y f(&)A; , gdje je Az = z; — 1.
=1

Ukoliko gornji izraz postoji i konacan je za bilo kakvu podjelu intervala [a, b],

rije¢ je o odredenom integralu funkcije f(x) u Riemannovom smislu u grani-

/a ’ f(2) dx.

Sa slike 2.1 se vidi da je geometrijsko znacenje odredenog intregrala povrsina

cama od a do b i piSe se:

omedena funkcijom s jedne, osi-z s druge te okomicama na os-x koje spajaju
tocke (a,0) i (b,0) s funkcijom f(z).

f(¥)

f($)

X=a %, S b=x, X

Slika 1: Uz definiciju odredenog integrala.
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2.2 Svojstva odredenog integrala

Pri racunanju odredenih integrala, vazno je znati sljedeca pravila:

l?@ﬁm:a

[ s = [y

/abf(x)dxz/acf(x)dm—k/cbf(x)dx,a<c<bi

/af<x) g — 2 foaf(l') dx , ako je f(.%') parna i

0, ako je f(x) neparna.

Newton-Leibnizova formula

Ako na intervalu [a, b] postoji neodredeni integral funkcije f(z) ([ f(z) dx

F(z) + (), tada vrijedi i Newton-Leibnizova formula:

/ F(@)dz = F(b) — F(a) = F(z)

a

2.3 Zadaci vezani uz odredene integrale

(27)

Problem rjesavanja odredenog integrala se, po Newton-Leibnizovoj formuli

(27), svodi na problem pronalazenja primitivne funkcije te sva pravila i nac¢ini

rjeSavanja koje smo upoznali u poglavlju o neodredenim integralima vrijede

i ovdje.

1. Rijesite zadatak:

/’; cosx +1
: sinx +x
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Rjesenje:

/gcosx—l—l S: t=sinz +x
———dr =
z smx +x

dt = (cosx—i—l) dx -

2. Rijesite zadatak:

(VB

/ cos 3z cosdx dx.
0
Rjesenge:

3 31
/ cos 3z cosdx dr = / 3 [COS (3:5 — 4:5) + cos (396 + 433)} dx =
0 0
os (-

1 1
z) = cos | zé{/ cosxdx%—?/ cos7a:dx} =
0

S: t="Tx 1] . /2 7
= = —|sinz +/ costdt
dt = 7dx 2 0 0
1 w/2 /2
:—{sinx —I—smt ] =
2 0
B 1 T 0 0
=3 sin 5 sin sm sin
1
=—(1-0)+ (—1—0) - - =
2
_3
T
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Zadaci iz fizike
Cesto se pri rjesavanju zadataka iz fizike jave odredeni integrali. Pogle-

dajmo nekoliko primjera!

1. Tanak i homogen ravni stap duljine [ i mase m se nalazi na udaljenosti a
od kuglice mase m; (vidjeti sliku). Izracunajte gravitacijsku silu kojom

medudjeluju kuglica i stap!

) \ \
l< a >le ! >l
[ [ |
Slika 2: Slika uz zadatak.
Rjesenje:
Gravitacijska sila Fg izmedu dva tijela je:
m
FG =G - ;nZa
r

gdje su my i my mase tijela, r udaljenost izmedu njih, a G konstanta.
Taj izraz je dobar ako se moze pretpostaviti da su mase tockaste. U
ovom slucaju bi se to moglo pretpostaviti pod uvjetom da je udaljenost
izmedu kuglice i Stapa mnogo veca od duljine Stapa (drugim rije¢ima,
ako jea/l >>1). Ako to nije istina, gravitacijska sila koju ’osjeca’ jedan
kraj stapa nije jednak sili na njegov drugi kraj. Zbog toga je potrebno
Stap podijeliti na beskonacno tanke dijelove debljine dx (prikazane na
slici 3), naci element gravitacijske sile dFg izmedu kuglice i djeli¢a
Stapa te integrirati sve te elemente sile. Krenimo redom.

Element stapa duljine dr ima masu dm:
dm = p Adz,

gdje je p gustoca, A povrsina poprecnog presjeka, a A dx element volu-
mena Stapa. Gustoca p se moze izraziti kao omjer ukupne mase stapa

m i njegovog volumena Al te je element mase jednak:

m m
dm = pAdr = mAdx: de.

20



a+tx

-
v _
=

—_
)
[

rl

Slika 3: Slika uz rjesenje zadatka

Gravitacijska sila izmedu kuglice i dijela Stapa elementa mase dm je:

dFG:Gmldm :Gmm1 dx ‘
(a+x)? I (a+x)?

Ukupna sila je jednaka integralu (drugim rije¢ima, zbroju) elemenata
sila dFg:

L mmy dx mm; [t dx
Fo= [dFg = G =G .
¢ / ¢ / [ (ata) z /0<a+x>2

Rjesenje integrala:

S: t=a+ux _/“”dt_ 1|t 1 1
dt:dx a t2 ta

l l

ala+1) a1+ ;)

——+
a+l «a

Uvrstivsi rjesenje integrala u izraz za silu Fg, dobije se:

mmy {

I a?(1+1)
. mimq
a1+ Ly

Fo=0C

Vidimo da za ﬁ — 0 (odnosno, kada duljina Stapa postane zanemariva

prema udaljenosti izmedu kuglice i Stapa) gornji izraz postaje:

mm;q
a? -’

Fe=G
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2. Izracunajte rad potreban za podizanje mase m s povrSine Zemlje na
visinu h. Koliki je taj rad za h — oo?
Rjesenje:
Kada sila F vrsi rad na neko tijelo i pomakne ga za element puta dqs,

kazemo da izvrsila rad dW :

dW = F - ds.
Na visini x od povrsine Zemlje tijelo mase m osjeca Zemljinu gravita-
cijsku silu usmjerenu prema njenom sredistu koja je jednaka:
MZ m

Fo—G-tzm
¢ (RZ—i-x)Q

gdje je My masa Zemlje, a Ry njen polumjer. Da bi se tijelo podiglo s

visine x na visinu x + dz, potrebno je uloziti rad dW :

M
AW = Fgdr = G —2"_ .,
(RZ —|—3L’)
A
&y
A
h
_>
F X

Slika 4: Slika uz rjesenje zadatka
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Primjetite da je rad, po definiciji, jednak skalarnom umnosku vektora
sile i pomaka. Na slici 4 se vidi da su vektori gravitacijske sile i puta
usmjereni u suprotnim smjerovima te je njihov skalarni umnozak nega-
tivan. Da bi se tijelo podiglo na visinu h, potrebno je djelovati vanjskom
silom usmjerenom od povrsine Zemlje. Zato je rad dW u gornjoj jed-
nadzbi pozitivan.

Kako se vidi iz gornje jednadzbe, rad Sto ga vrsi vanjska sila ovisi o
visini tijela od povrsine Zemlje. Zato je ukupan rad W jednak integralu

elemenata rada dW :

W = /dW / _Mzm dx—GMZm/—
Rz+$ Rz+£)

t_R Rz+h Rz+h
= zt7T GMZm thZ_GMZm
dt:dl' RZ t t RZ
1 1 Mth
- GM S (S AL
Zm{RZJrh RZ] Rz(Rz + h)

Podijele i se brojnik i nazivnik gornjeg izraza s h, dobije se ovisnost

izvrsenog rada o visini tijela, W (h):

Mzm

W(h) = Gm.

Ukoliko zelimo tijelo otrgnuti od gravitacijskog privlacenja Zemlje (dru-
gim rijecima, zelimo da h — o0), rad je jednak:

Mzm

W(h— o) =G =,
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3. Vjetar vrsi stalni tlak p na vrata sSiroka b i visoka h. Izracnajte moment
sile kojeg osjecaju vijci koji pridrzavaju vratal
Rjesenje:
Na slici su shematski prikazana vrata. Posto je tlak kojim vjetar djeluje
na vrata stalan, sila koju stvara vjetar na vrata je uvijek okomita na
povrsinu vrata. Vjetar izaziva vrtnju vrata oko osi oznacene na slici pa
nam je moment sile bitna fizikalna veli¢ina.
Moment sile M je definiran kao vektorski umnozak sile Fi njegovog

vektora udaljenosti od osi vrtnje 7
M=FrFxF.

Da bi se mogao izracunati ukupni moment sile kojim vjetar djeluje na
vrata, podijelimo ih na zamisljene trake usporedne s osi vrtnje (na slici
je jedna takva traka oznacena sivom bojom). Element momenta dM

kojim vjetar djeluje na tu jednu zamisljenu traku je jednak

dM = z dF.

/r
T

= \dx
&,Lvijci
h
> OS
- \\
\

Slika 5: Slika uz rjesenje zadatka
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Primjetimo da je sila na bilo koju zamisljenu traku okomita na povrsinu
vrata te je dovoljno racunati modul vektora momenta dM. Element
sile dF' se lako moze izracunati iz same definicije tlaka koja kaze da je
tlak omjer sile i povrsine. Iz toga slijedi da je dF = phdx. Ukupan

moment sile M je jednak integralu momenata na sve zamisljene trake:

b 72
M:/dM:/phxdx:phE
0

_ phb?
=

b

0

. Kapljica pocetne mase my pada u gravitacijskom polju Zemlje i jedno-
liko isparava gubeci n grama u sekundi. Izracunajte rad kojeg izvrsi sila
teze od pocetka gibanja do potpunog isparavanja kapljice. Zanemarite
promjenu gravitacijskog ubrzanja ¢ i otpor zraka.

Rjesenje:

Masa kapljice m(T') se mijenja u vremenu po sljedecem zakonu:
m(T) =mg —nt.

Sila teze i vektor pomaka kapljice su usmjereni u istom smjeru te je

element rada dW sto ga izvrsi sila teze ﬁg na elementu puta ds jednak:
AW = Fg - ds = m(t) g ds.

Put ds sto ga prevali kapljica je jednak umnosku brzine v i vremena
dt:
ds = vdt.

Kapljica izvodi jednoliko ubrzano gibanje s ubrzanjam jednakim gravi-
tacijskom ubrzanju g (sjetite se da ubrzanje $to ga tijelo osjeca usljed

djelovanja sile teze ne ovisi o masi tijela):

v=gt=ds=gtdt.
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Iz toga slijedi da je rad sto ga sila teze izvrsi na putu ds jednak:
dW = m(t) g*t dt.
Kapljica se giba do trenutka t,, kada u potpunosti ispari. Vrijeme tg

¢emo naci iz uvjeta da je masa kapljice tada jednaka nuli:

m(to):0:>mo—nt0:0:>t0:%

Ukupan rad W je jednak:

to
W= /dW / ) gt dt = /(mo—nt)g2tdt:
0

to ngQ 3 to

z/ Mo g tdt—/ ng® 2 dt — Mg’ 2 #" =
0 2 0 3 0
o mog’ty  ngty _ mig®  mig’
T2 3 o2 3p2
_ mgg?
6n2
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