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Elementarne funkcije

 Osnovne elementarne funkcije su:
1. polinomi

. racionalne funkcije

. eksponencijalne funkcije

. logaritamske funkcije

. OpcCa potencija

. trigonometrijske funkcije

. ciklometrijske funkcije

» Elementarne funkcije su funkcije koje se mogu dobiti iz
osnovnih elementarnih funkcija s pomocu konacnog broja
aritmetickih operacija (+,-, -,:) i konacnog broja njihovih
kompozicija.
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Polinomi

* Polinom n-tog stupnja je funkcija p:R—R
p.(x)=a,x"+a,_x" 1 +a, ,x"?+

pri Cemu su koeficijenti a,, a,,...,a, realni

g0 + {11:%: ‘I‘ {I.D

brojevi i a,#0 .
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* Primjeri polinoma:
» konstantna funkcija, f(x)=c
» linearna funkcija, f(x)=x
» kvadratna funkcija, g(x)=x?
» kubna funkcija, h(x)=x3

[ o)

o

g(x)=x*

f(x)=x




Zadacli (primjene polinoma)

1. S vrha zgrade lopta je bacena u vis. Udaljenost d lopte
od zemlje nakon t sekunda dana je formulom
d(t) = 24 + 20t — 4t* metara.

a) Kolika je visina zgrade?

b) Nakon koliko ¢e sekunda lopta pasti na zemlju

c) Nakon koliko ¢e sekunda proci pored vrha zgrade
kada bude padala na zemlju?

d) Koju ¢e najvecu visinu lopta doseci?

2. U lunaparku postavljen je vlak ,straha” i njegova je
putanja u obliku parabole. Raspon joj je 7/m, a
maksimalna visina 30m. Na udaljenosti 11m jedan od
drugog postavijeno je 6 potpornih stupova.

Kolika im.je ukupna duljina?



Racionalne funkcije

* Funkcija f(x)=P.,(x)/ Q. (x), gdjesu P.(x) 1Q(X)
polinomi jest racionalna funkcija.

« Domena: ©(f)={xeR:Q.,(xX) =0}

« Ako je stupanj brojnika manji od stupnja nazivnika, onda
kazemo da je to prava racionalna funkcija.

10

£ (x) = X*+x-2  (x=1)(x+2)
5 X°—x°=2x  X(X+D(x-2)

/ L NultoCke racionalne funkcije su rjesSenja
0 jednadzbe P(x)=0, dok su (vertikalne
asimptote) polovi racionalne funkcije

m rjeSenja jednadzbe Q(x)=0.




15

10

10 0+

15

Primjeri racionalnih funkcija
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Eksponenecijalna funkcija

* Funkciju oblika f(x)=a*, gdje je a>0 i1 a#1, zovemo
eksponencijalnom funkcijom baze a.
* Svojstva: = f:R — R" je bijekcija
> ax1+x2 = a*1 . q*2
a*1

> qfi Tz =qgf1.q %2 = ~
axz

> a’=1
> a > 1= f strogo rastuca
> 0 <a<1= fstrogo padajuca



Primjeri eksponencijalne funkcije

t=0 R
I charge on
5 X f\/\/\j_ I|'1|.1L capacitor -t
- ¥, T ]_c S Q=CV,|l-eFC
vh = "'l"rE + V[: .
"I\ i _t
Vi IR + 2 - e et 1=Yb R
i R
. 1 i ol 1
&5 charging progresses At TE0 o = e L aes
v,=Ir + O Q=0 " i . 0cy,
$ C Ye=0  ¥Yea Yy
current.decreases and Y=Yy 10
charge increases. Izﬁ .........................................
S R.




Zadacli (primjene eksponencijalne)

3. Akosup, I p, tlakovi zraka u dva mjesta s visinskom
razlikom h, tada vrijedi:

Ph=Poe™"

pri Cemu je k konstanta koja priblizno iznosi 1.25-10%m

Odredi tlak zraka zraka na vrhu 80 m visoke zgrade ako
je u njenom podnozju izmjeren tlak zraka od 1000 hPa.



Logaritamska funkcija

* Inverznu funkciju eksponencujalne funkcije g(x)=a*,
zovemo logaritamskom funkcijom baze a i oznaCavamo
f(x)=logx , a>0, a#1.

« Svojstva: f:R* - R je bijekcija

log, (x; + xp) =log, (x;) + log, (x;)

log, (x1/x;) =log,(x;) —log,(x;)

log,1=0

log, x™"=n- log, x

1
log n x = o log, x
log;, x

Vv v V.V ¥

v

> logax = log, a

> a> 1= f strogo rastuca
> 0 <a<1= fstrogo padajuca



Ako je baza a=10, piSemo y=log x umjesto y=log,, X, |
zovemo dekadski logaritam

Ako je baza a=e, piSemo y=In x umjesto y=log, X, |
zovemo prirodni logaritam
Vrijedi: log,x =y © x=a"

> %X =x vx € R*

> log,a*=x,VXxeER
Dovoljno je poznavati vrijednosti samo jedne logaritamske
funkcije jer se sve druge dobiju iz nje. Naime vrijedi:

log, x=K-log, x; K=log,b
log, b-log, a=1 log,, x=Ilogx ; log, Xx=Inx
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Zadacl

4. Jednadzbom N=N,e* dan je zakon radioaktivhog

5.

raspadanja. Pritom je N, broj atoma neke tvari na
pocCetku mjerenja (t=0), N broj atoma koji se nakon
vremena t nisu raspali, a k konstanta karakteristicna za
pojedinu radioaktivnu tvar.

Nakon kojeg vremena Ce se raspasti 75% prvobitnog
broja atoma neke tvari ako je k = 2.5-10st ?

|zraCunajte vrijeme poluraspada radija ako je k =
1.382-10-11s1,



Opca potencija

« Opcom potencijom nazivamo funkciju

flx)=x° :(e"r”)f =", x>0.ceR
f:R"—>R" =

bt |t
]
o




Periodicne funkcije

Funkciju f(x) nazivamo periodicnom ako postoji takav

pozitivan broj T (period funkcije), da je f (x+T)=f(x) za sve
vrijednosti X, koje pripadaju podrucju definicije funkcije f(x).

gl = (—2/min+ ) for-m=x<-m/7’
= 2u'm for —T/7 < x < /2,
f|:t:| s
L]
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Primjeri

y=Asin@t= Asin. i’: t
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|""—f=lf |
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BROJEVNA KRUZNICA

7t/2

Namatanjem brojevnog pravca p na kruznicu
definirano je pridruzivanje realnih brojeva tockama
brojevne kruznice. Ovo preslikavanje zovemo
eksponencijalno preslikavanje : t € p — E(t) €
k(0,1)

/4)

p - pravac paralelan sy osi, a prolazito¢kom (1,0)
k(0,1) - brojevna kruznica
Na slici je prikazano pridruzivanje pozitivnih brojeva, a
negativne brojeve pridruzujemo u suprotnom smjeru
od pozitivnih, odnosno u smjeru kretanja kazaljke.
Primjeri nekih to¢aka:

E(0) = E(2m) = (1,0)

E (g) = (0,1)
E(n) = (-1,0)

U svaku toc¢ku kruznice preslika se beskona¢no mnogo
tocaka brojevnog pravca jer vrijedi:
E(a) = E(a + 2km)
E(d') = E(a)
a' - glavna mjerla kuta



DEFINICUA TRIGONOMETRUSKIH FUNKCUA

A & _
y 2] q -~
o ctg(a) p_-" P’
0" >
Aﬁ/
tg(a)
e
A(1,0) X

E(a) = (cosa,sina)

P = (ctga,1)

P=0tga)
E(a) € k(0,1) - to¢ka na brojevnoj kruznici ¢ije su koordinate cos i sin kuta « & /kvadrant I Ir | II1 | IV
p'- pravac paralelan x-osi, a prolazi tockom B(0,1) sin(a) + + - -
p - pravac paralelany-osi, a prolazi tockom A(1,0) cos(a) + . . +
q - pravac koji prolazi to¢kama 0(0,0) i E(«) tg(.a) &+ _ _
b e o s :




Trigonometrijske funkcije

y A sin(x)
|
X
-21 0 s 27
y A 6os(x)

/
\

2T

sin:tR - [—1,1]

» sin(-x) = - sin(x) = neparna

» sin(x+2mn) = sin(X) = periodiCna
» surjektivna na intervalu [-1,1]

cos:R - [—-1,1]

» C0S(-X) = cos(X) = parna
» COS(X+2m) = cos(x) = periodiCna
» surjektivna na intervalu [-1,1]



Trigonometrijske funkcije

5 ] ] ] ‘ ] \tg(x) ] I

tg:[E&\{g+kﬂ:kez}—>[E§.

» tg(-X) = - tg(x) = neparna

» tg(x+m) = tg(x) = periodicna
0 > » surjektivha na ‘R

» ctg(x) = 1/tg(x)

| | | | | |
-3n/2 - -nt/2 0 /2 T 3n/2



Trigonometrijske funkcije

° | | | y A | clg(x) —

ctg:R\tkm:k €Z} > R

» ctg(-x) = - ctg(X) = neparna

» ctg(x+m) = ctg(X) = periodiCna
0 > » surjektivha na ‘R

» nije injektivna

-3n/2 - -nt/2 0 /2 T 3n/2



Vrijednosti trigonometrijskih funkcija i

osnhovni identiteti
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Ciklometrijske funkcije

Ciklometrijske funkcije su inverzne funkcije od pripadnih trigonometrijskih.
Funkcija sin(x) je surjekcija, ali nije bijekcija pa za definirati njenu inverznu
funkciju moramo je suziti.

i [—E,E] - [=1,1]

Kako bi ona postala injekcija Sin = Sr'nl[_gg

suzavamo je birajuci neki =2 22

monotoni dio i pazeci da na

tom dijelu ostane surjekcija, | | A Sin(x)
. o y :

a tako dobivenu restrikciju sin(x)

oznaCavamo Sin(x). LogiCan

1+
izbor je njen dio od -pi/2 do ) /\ ‘\ %
pi/2 (kvadratiCem oznaceni \_/xh

dio na slici). Analogno
postupamo za kosinus.

1
—
T




Ciklometrijske funkcije (arkus sinus)

A Sin(x) | T 1T
y : . e — Ciaa— 1. [ —_—— —
ol Arcsm(x)z | Arcsin = Sin™ ~: [ 1,1] — [ ok 2]
m 1T
1L 1 Sin = Sr'n|[_gg]: [—5,51 - [—1,1]
0 =

Arcsin i Sin su inverzne funkcije
pa vrijedi:

<1,

| sin(arcsinx) = x, ‘r

-n/2 -

3

1 arcsin(sinx)=x, x¢€ {—

| ®
m*| e

\ \ \ \
-1t/2 -1 0 1 /2



Ciklometrijske funkcije (arkus kosinus)

/2 +

Cos(x)
Arccos(x)
X

1 Arccos = Cos~1:[—1,1] = [0, 7]

Cos = ¢cos|p 120, ] = [-1,1]

Arccos i Cos su inverzne funkcije
pa vrijedi:

cos (arccos x) = x, M <1,

arccos(cosx)=x, xe [D, :-r]



Ciklometrijske funkcije (arkus tangens)

2 -

-2 F

Tg(x)
Arctg(x)
X

T
Tg _ I_gl{_?? <_§,

-nt/2

/2

Arctg =Tg LR - (—

N

)~ R

SE

Arctg | Tg su inverzne funkcije
pa vrijedi:

tg(arctgx)=x, VxR,

T T
arctg(rgx)=x, x¢ ——,—J



Ciklometrijske funkcije (arkus kotangens)

/2

Ctg(x)
Arcctg(x)
X

/2

=
g
Y
s 3

Arcctg = Ctg R - (0, 1)

Ctg = ctgliom:(0,m) > R

Arcctg i Ctg su inverzne
funkcije pa vrijedi:

ctg(arccigx) = x, Vx R,

arccig(ctgx)=x, x<(0,7)



Korisni linkovi

o http://www.pmfst.hr/index.php?option=com content&view=
article&id=248&Itemid=229

o http://lavica.fesb.hr/matl/

o http://www.qgeof.hr/~[beban/matl.htm

o http://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/analiza/materijali.php

« Dodatne upite mozete poslati na e-mail pero@pmfst.hr
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http://www.pmfst.hr/index.php?option=com_content&view=article&id=248&Itemid=229
http://lavica.fesb.hr/mat1/
http://www.geof.hr/~jbeban/mat1.htm
http://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/analiza/materijali.php
http://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/analiza/materijali.php

Hvala na paznji! g5

Ako ima budnih, mogu postaviti pitanja!




