Pripremni tecaj iz matematike, Odjel za fiziku, PMF Split

JEDNADZBE

Jednakost koja zadovoljava za odredenu vrijednost broja x koji se u njoj nalazi zove se
jednadZba. Nepoznanica je x, a vrijednost opceg broja x je korijen ili rjeSenje jednadzbe.

Svaka jednadZba koja se dade svesti na oblik
n n-1 2
ax +a X +.+aXx +ax+a,=0
naziva se algebarska.
JednadZbe koje ne moZemo svesti na oblik polinoma zovu se transcendentne.

1. Linearna jednadzba

JednadZba oblika 0 =ax+b naziva se linearna jednadzba.
Rjesenje jednadzbe:

ax+b=0 = x=—g, a=0.

2. Kvadratna jednadzba

Jednadzba oblika 0 =ax? +bx+c naziva se kvadratna jednadzba.
Rjesenje jednadzbe:

—b++/b?—4ac

ax’ +bx+c=0 = x,= o2 , a=0.

Izraz D =b? —4ac naziva se diskriminanta kvadratne jednadibe i definira kakva su rjesenja:
D >0 rjeSenja su realni, medusobno razliciti brojevi ( korijeni x; i x, su razliciti).
D=0 jednadZbaima dvostruko realno rjeSenje ( korijeni su jednaki).

D <0 rjeSenja ( korijeni x; i x, ) su konjugirano kompleksni brojevi.

Za rjeSenja kvadratne jednadzbe X, i X, vrijede Vieteove formule:

X + X ——9 i X, - X _L
* a * a’

Primjer 1.

Rijesiti jednadzbu  3x* —10x+3=0

Rjesenje:

10++100-36 10++/64 10+8

%2 6 6 6
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Primjer 2.

., BX—=x* x+4
Rijesiti jednadzbu =

X2-12 x+2
RjeSenje:
6X—x> Xx+4 2

<6X_X2)'(X+2)+(X+4)-(X2—12):0 X+2#0= x#-2
62 +12x—x* —2x* + x> —12x+4x* —48=0
8x* -48=0

x2:%8:6:>x1'2:i\/6

Primjer 3.
RjeSavanje jednadzbi rastavljanjem polinoma na mnozitelje (faktore)

Rijesiti jednadzbu 4x* —5x+1=0
Rjesenje:
4x* —5X +1=4x* —4x— X +1=4x(x-1)—(x-1)=0

(x-1)-(4x-1)=0

1
=1ix =—
X 277

3. Jednadzbe treéeg i Cetvrtog stupnja

Primjer 4
Simetricna jednadzba tredeg stupnja

Rijesite jednadzbu 2x* —3x* —3x+2=0

Rjesenje:

2x° —3x?=3x+2= 2(x3 +1)—3x(x+1): 2(x+1)(x2 —x+1)—3x(x+l):0
(x+l)(2x2 —2x+2—3x) =(x +1)(2x2 —5x+2) =0
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X+1=0=x =-1 i 2x*-5x+2=0
, _5%25-16 53
23 4 4
1
X, =2 i X,==
2 3 2

Primjer 5
Bikvadratna jednadzba

Rijesite jednadzbu Xx* —8x*+7=0

Rjesenje:
Metodom supstitucije zamjenimo nepoznanicu x s nepoznanicom u za koju vrijedi u = x2.

X' —8x*+7=u>-8u+7=0

8+64-28 8+6
e T T T T
Uu=7T=x=7=x,=t/7

2
U=l=x"=1=x,==%1

4. Iracionalne jednadzbe

Iracionalne jednadzbe sadrze nepoznanicu x koja se nalazi pod n-tim korjenom. Kod
rieSavanju iracionalnih jednazbi potrebno je uvijek gledati podrucje definicije zadane

funkcije. Funkcija f (X) :\/; definirana je na skupu R’,. To znaci da negativni realni brojevi

ne mogu biti kandidati za rjeSenja iracionalne jednadzbe \/; =C. Ova prica ekvivalentna je za
sve korijene parnog eksponenta, a za korijene neparnog eksponenta nemamo taj problem
jer su oni definirani na c¢itavom R. Drugi uvjet dolazi iz toga Sto dva broja zadovoljavaju

x? =c, ali samo jedan od njih (pozitivan) je definiran kao rjesenje \/E.Tako da je dodatni
uvjet g(x)=0. Uz ovaj uvjet zadovoljen je takoder i uvjet f(x)>0.

Sva rjeSenja moraju zadovoljavati uvjete:

(X =9(x)= ()20 g(x)20= f(x)=(a(x)"

=t (x)=9(x)= 1 (x)=(g(9)""
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Primjer 6

Rijesite jednadzbu \/X2 —3X+3+/x*-36 =x-1

Rjesenje:

\/x2 —3X+3+x*—-36 =x-1

ako je ispunjen uvjet Xx—1>0= x>1 mozemo kvadrirati jednadzbu.

X2 —3x+3+/x2 =36 = (x—1)° = x* —2x+1

Vx> =36 =x-2

X—=220=>x2>2
X2 -36=(x—2) =x*—4x+4
4x=40=x=10

5. Eksponencijalne jednadzbe

JednadZba u kojoj se nepoznanica x nalazi u eksponentu potencije naziva se eksponencijalna
jednadzba. Prije rjeSavanja potrebno je uvijek provjeriti podrucje definicije tj. da vrijedi
a*=g(x)=9(x)>0, funkcija g(x) je definirana na skupu R". Tri su osnovna oblika
eksponencijalnih jednadzbi:

1. a'™ =a° Rjegenja se dobiju rijetavanjem jednadibe f (x)=c

2. a'™®=b Jednadsba se rijeSava logaritmiranjem.

3. Aa¥+Aa*+A, =0 Supstitucjom a*=t jednadiba se svodi na kvadratnu
jednadzbu.

Primjer 7
Rijesite jednadzbu 9% = 6561
Rjesenje:

9% =6561= log, 9° = log, 6561
2" -log, 9 = log, 6561
2°1=4

2X=2"=>x=2
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Primjer 8

1 1
Rijesite jednadibu 4* -3 2=3 2 2%

Rjesenje:

1 1
X— X+=

4)(_3 §=3 2_22)(—1
i g1
2>+ 27423243

22X(1+ 2*):3* (32 +3§j

1 1
2 Q2
22X.223x'1+313 :3X.1+13
32 32
p 3oyt
2 1
32
3
(4)* 4.2 (4)2 3
— — 1:_ = X=—
3 3.37 3 2

6. Logaritamske jednadzbe

Jednadzba u kojoj se nepoznanica nalazi pod znakom logaritma naziva se logaritamska
jednadzba. Za logaritamsku jednadzbu podrucje definicije je log, f (x)=g(x)= f(x)>0,

funkcija f (X) je definirana na skupu R". Dva oblika logaritamskih jednazbi mozemo svesti na

algebarske jednadzbe:

1. Ako se u jednadzbi pojavljuje logaritam istog izraza, jednadzbu

supstitucijom.

rijeSavamo

2. Ako se u jednadzbi pojavljuje linearna kombinacija logaritma s istom bazom izraza,

jednadzbu rijeSavamo potenciranjem.
Primjer 9
oy . 1
Rijesite jednadzbu log, X+log_, x—7log_, X =
Rjesenje:

Zbog podrucja definicije logaritamske funkcije x>0.

1
Uvrstimo jednakost log , X :Eloga X.
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1 7 1
log, x+log_, x—7log_, x=log, x+§Ioga X—Zloga XZZ

Napravimo supstituciju log, x=u,

1 7 1
U+-u-——-u=—=u=-1
2 4 4
1
log, x=-1=Xx==

a
Primjer 10

Rijesite jednadzbu log, x—log: x = log,, 3—1
Rjesenje:

Potrebno je pojednostavniti izraz log,, X.
log,, x=c=(ab)’ =x
log, (ab)’ =log, x
clog, (ab)=c(log, a+log,b) =

log, x
=c(l+log,b)=log, x=>c=—=2—
( 9.b)=log, 1+log, b
|OgabX:C:I09—aX
1+log, b
Vrijedi log,, XZlJIrOI?)—;XX' pa je
3
log, x ot x = log;3
1+log,x  ° 1+log, x

log, x—log; (1+log, x) =1—(1+log, X)

log} x +log; x—2log, x=0

Uvrstimo supstituciju u=1log, x, ¢ime smo trascedentnu jednadzbu sveli na algebarsku
u®+u®-2u=0.

RijeSavamo rastavljanjem polinoma na faktore:
u+u'-2u=u(u’+u-2)=u(u’+2u-u-2)=u(u(u-1)+2(u-1))=u(u-1)(u+2)

u=0=log,x=0=x =1
u,=1=log, x=1=x,=3

u3:—2:log3x:—2:>x3:%
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7. Sustav jednadzbi

Primjer 11

Rijesite sustav jednadzbi
X+y=5

x> +y® =13
Rjesenje:
Izrazimo jednu nepoznanicu y pomoéu nepoznanice x iz prve jednazbe i uvrstimo u drugu.
X+y=5=>y=5-X

X +(5-x)" =13

x?+25-10x+x* =13
2x%* —10x+12=0

10+4100-96 10+2

2

4 4
X,=3=>Yy,=2
X,=2=Y,=3

Primjer 12

RijeSite sistem jednadzbi
3*.2Y =576

Iogﬁ(y—x):4

Rjesenje:

NS

Drugu jednadZbu moZemo napisati u obliku |Ogﬁ(y—X)=4:>(y—X)=(\/§)4=2 =4,

Nepoznanicu Y =4+ X uvrstimo u prvu jednadzbu.

324 =2%.3%.2* =576
576 _
16

3.2r=22_3p

3.2=9.4=3.2"=x=2
y=X+4=06
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Zadaci:

Rijesite jednadzbe:

1. 9x* +61x—14=0 ><1:§,x2:—7
5. x+3_3x—4:l :2,x2:—E

2x-1 5x-7 11
3. X¥*+6x+5=0 x =-5x,=-1

15 3
4 a__i.aG_a4 X:i
21

5. 109 _ X =

log x—log3
6.

xWx=yyy =19x-fy)  (0,0) (9,4)
XX+ Yy = T(x +4[y) (49) (7.7)

10%71°90Y) — 250

\/x—y+%\/x+y:—,ﬁ

log, x—3lo =2
g, 0,y 8.2)
log, x=4-log, y
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NEJEDNADZBE

Pri rijeSavanju nejdednadzba koristimo se istim postupcima kao kod rijeSavanja jednadzbi.
Medutim, posebnu paZnju treba posvetiti Sto se deSava s znakom nejednakosti kada se na
nejednadzbu primjenjuju razli¢ite funkcije. Neka od pravila su:

1. Kada mnozimo (dijelimo) nejednadzbu s negativnim brojem mjenja se znak nejednakosti
f(x)>g(x) /(1) =~ (x)<-9(x)
1

LS
f(x) 9(x)

3. Ako u nejednakosti imamo razlomak

2. Akoje f(x)>g(x)=

f(x)
9(x)

funkciju u brojniku jer uvijek mora vrijediti g(x)=#0.

, onda znak jednakosti moze stajati samo uz

Posebni slucaj su transcedentne nejednadzbe gdje se uvijek mora provjeravati podrucje
definicija funkcije.

Primjer 13.
Rijesite nejednadzbu X=5 <3
x—1
RjeSenje:
2x—5S3 2X 5_3£0 2X_5_3X+3£0
x-1 X — x—-1
—X—-2
<0/ (-1
—-<0/(-1)
iz >0
x—1
Ova nejednakost vrijedi za dva slucaja:
a) b)
X+22>0 X+2<0
X=1>0 X-1<0
X>-2 X<-2 Rjesenje: X e (—o0,—2UJ(1, 00+)
x>1 x<1
X €(1,00+) X € (—o0,—2[]
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Primjer 14.
NejednadzZbe s apsoluthom vrijednosti

Rijedite nejednadzbu  [3x+5/>|x+1|

Rjesenje:
Izraz x + 1 moze biti = 0 ili # 0.

) Ako je x+1 =0 = x = —1 pa lako moZemo provjeriti zadovoljava li taj izbor
zadanu nejednadzbu: [-3 + 5| > |—1 4+ 1| = 2 > 0 sto je istinito. Dakle, x = —1
je jedno moguce rjeSenje.

) Ako je x + 1 # 0, zadanu nejednadZbu moZemo napisati u obliku:

|3x+5|>|x+]4:w>1: 3X+5 >1
x+1 X+1

Za funkciju apsolutna vrijednost vrijedi da je |f (x)| element skupa R" dok je funkcija f (x)
definirana na ¢itavm skupu R. Prema tome gornju nejednadzbu mogu pisati u obliku:
3X+5 . 3X+5 3X+5

>1 ili <-1=-1>
X+1 X+1 X+1

Sad rijeSavamo dvije nejednadzbe za pozitvnu i negativnu funkciju ispod modula:

3X+5 3Xx+5 3x+5
>1 -1> = <-1
X+1 X+1 X+1
3x+5 3X+5-x-1 2x+4 3x+5 3X+5+x+1 4x+6
-1= -~ >0 +1= = <0
X+1 X+1 X+1 X+1 X+1 X+1
a) Il b) a) ILl  b)
2X+4>0 2x+4<0 4x+6>0 4X+6<0
Xx+1<0
X+1>0 X+1<0 X+1>0
- - 3
X>-2 X< -2 X>——
1 1 2 X<=3
X>— X< — <1 2
X € (=1, 004) X € (—00,—2) 3 X>-1
Xe(—E,—D

nema rjesenja
Dakle, ukupno je rjesenje za slucaj Il)

x € (—00,=2) U (=3, +00) \{~1]},
a za slucaj 1) je bilo x = —1. Znadi, konacno rjesenje je:
3
X € (—OO, _2> U <_§' +OO>

10
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Primjer 15

Rijesite nejednadzbu (X + 2)(—X2 + 4X—3) >0
Rjesenje:

(x+2)(-x*+4x-3)>0 vrijedi za dva sluéaja:

a) b)
X+2>0=>x>-2 X+2<0=>x<-2

x> +4x-3>0 —x*+4x-3<0

Podrucje definicije polinoma drugog i viSeg stupnja odredujemo crtanjem grafa. Graf funkcije
f (x) =ax’ +bx+c je parabola odredena jednadzbom y = ax’ +bx+c. Sjecista na osi Ox su
b 4ac—b?

rjedanja jednadzbe ax®+bx+c=0, a ekstrem funkcije je u to¢ki p = “%a iq= 2
a a

Tok funkcije definiran je predznakom koeficijenta a $to je prikazano na slici:

a>0 \

A A

y y

T
al- (P,q)

oF-=----

[P "T(p,a)
Rije$imo jednadzbu —x* +4x—3=0
— +,, _ A+
—X*+4x-3=0= X, = Atvi6-12 A2 , paje x=3 i X,=1. Negativan

-2 -2
predznak koeficijenta a nam kaze da je parabola okrenuta prema dolje (desna slika). Prema
tome vrijedi:

a) b)
—Xx*+4x-3>0 —Xx*+4x-3<0
xe(1,3) X € (—00,1) U (3, 0+)
Rjesenje je:

x &(—0,-2)U(1,3)

11
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Zadaci
Rijesite nejednadzbe:
1. x*>25 X € (—0,-5]U[5,+00)

x-1

2. mzo x € (—01)U(2,3)

3. X*—[5x—3<2+Xx X € (=5,3+2+/2)
2 J—
g, [KXH4 x €00, 20U02, 40
X" -4 5 2
5. Rijesite sustav nejednadzbi
2_1>
X120 X & (~o0,-2) UL, 440)
x*+2x>0

12
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NIZOVI

Nizom brojeva nazivamo skup brojeva a,,a,,8a,,...a,,... koji su rasporedeni u odredenom
poretku jedan za drugim ili niz u skupu S je svaka funkcija f:N —S, tj. funkcija koja
prirodnom broju n pridruZuje broj a, . Brojevi koji ulaze u niz nazivaju se €lanovima. Clanovi

niza mogu biti i medusobno jednaki. Niz smatramo zadanim ako je poznat zakon po kojemu
se niz tvori. U mnogim slucajevima moZemo postaviti formulu za opdi ¢lan a, niza.

Primjer 1.

Odredite nekoliko prvi ¢lanova niza ako je zadan opdi ¢lan

a,=n 123,
a -2 11 1 L
2'4'8'16"
a,=(-1)"" 1,-11-1,.
a, . = ”;1 a, =0 -1,0,-2,0,-3,—4,..
Primjer 2

Aritmeticki niz

Nizovi se mogu zadati i pomocu rekurzivnih formula, u kojima se €lanovi niza zadaju pomocu
veé prije definiranih. Aritmeti¢ki niz definiran je rekurzivhom formulom
a,=a,,+d nx2
Varijabla d je konstantna realna veliCina, a prvi ¢lan niza a, moze biti zadan.
Zbrajajuéi redom ¢lanove niza dobije se niz suma:

Slzal
S,=a +a,
S;=a +a, +a,

S,=a,+a,+...+4,
Broj S, se naziva parcijalna suma aritmetickog niza.

13
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Odredite opéi ¢lan aritmetickog niza i zbroj prvih n ¢lanova niza

Rjesenje:
a, —konstanta
a,=a+d
a,=a,+d=a +2d

a,=a,_,+d=a+(n-1)d
Suma S, moZe se pisati na dva nacina:
S,=a,+(a,+d)+(a+2d)+..+[a+(n-1)d |
S,=a,+(a,—d)+(a,—2d)+..+[a,—(n-1)d ]

Zbrojimo ove dvije jednakosti, pa vrijedi:

n n
2S,=n(a +a,)=S, =§(a1+an)=5[2a1+d(n—1)]

Primjer 2.

Kako glasi aritmeticki niz kojemu je suma Cetvrtog i Sestog ¢lana —20, a umnozak drugog i
petog ¢lana —1407?

RjeSenje:

Iz zadatka dobijemo jednakosti a, +a; =—20 i a,.a, =—140. Uvrstimo formule za opd¢i Clan
niza i dobijemo sustav jednadzbi s dvije nepoznanice:

a,+a,=—20=>a,+3d+a +5d =2a +8d =-20
a,-a, =-140=(a,+d)-(a,+4d)=a’ +5a,d +4d* =-140

Iz prve jednadzbe izrazimo @ =—10—4d i uvrstimo u drugu.
(—10-4d)’ +5d (—10-4d )+ 4d? = -140
100+80d +16d* —50d —20d* + 4d* =140
d=-8=a =22
Aritmeticki niz je 22,14,6,-2,-10,-18,...

Primjer 3.
Geometrijski niz

Niz u kojem je koli¢nik dva uzastopna ¢lana konstantan nazivamo geometrijski niz. Ovaj niz
zadan je rekurzivnom formulom a, =q-a_,, gdje je q realan broj razliit od 0. Prvi ¢lan niza

moze biti po volji odabran.
Geometrijski niz s prvim ¢lanom @, i kvocijentom g ima opdi ¢lan a, = ai-qnfl.

14
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Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza s kvocijentom ¢ =0 iznosi S, =a,

Izmedu 1i 256 umetni tri broja tako da s dva zadana ¢ine geometrijski niz
Rjesenje:

Varijabla a, =1, budu¢i trebamo umetnuti tri broja vrijedi a; =256=a,-q" =1-q* = q=4,
Pa je trazeni geometrijski niz jednak 1,4,16, 64,256 .

REDOVI

Izraz oblika a, +a,+...+a, +... gdje brojevi a,,a,,...a,... Cine niz nazivamo redom brojeva.
SumeS, =4a,,S, =a +a,,....,5, =3, +a, +...+a, nazivamo djelominim ili parcijalnim
n
sumama reda, a ¢lan a, opcim ¢lanom reda. Sume reda oznacavaju se S, = Zak .
k=1
Red je konvergentan ako je konvergentan niz njegovih parcijalnih suma. U tom sluc¢aju suma

reda je jednaka limesu niza parcijalnih suma:
S=I1limS,

n—oo

Tablica suma nekih redova brojeva:

1+2+3+...+n=g(n+1)

1+3+5+...+(2n-1)=n’
2+4+6+..+2n=n(n+1)

12 +2°+3% +...4n? =%(n+1)(2n+1)

Zadaci:

1. Tri broja, kojih je zbroj 21, ¢&ine aritmeticki niz. Ako drugom oduzmemo 1 a treéem
dodamo 1, dobit ¢emo tri broja koja ¢ine geometrijski niz. Koji su to brojevi?
Rj. 12,7,21li 3,7,11
2. Izracunaj zbroj n brojeva oblika 1, 11, 111, ...
10" —-10-9n
Rj, —
81

3. Rijesite jednadzbu PR N D} Rj. X :g

15
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