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Neka su G1,Ga,...,Gy, grupe. Kartezijev umnozak G = x?_; G; na kojem je
definirana binarna operacija
(917927 soc 7gn)(h17h27

-y hn) = (91h1, g2ha, .
se naziva direktni umnoZak grupa G1,Go,...,Gy,
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Neka su G1,Go, ..

., Gn grupe. Kartezijev umnozak G' = x7_; G; na kojem je
definirana binarna operacija

(91,92,---,9n)(h1,h2, ..., hn) = (g1h1,92h2, ..., gnhn)

se naziva direktni umnoZak grupa G1,Go,...,Gy,
m Neutralni element: e = (e1,e2,...,en),
. _ -1 -1 —1
m Inverzni element: (g1,9,...,9n) " = (97 195 .- 1 9n )-

m Asociativnost mnoZenja u G se naslijeduje od asocijativnosti mnoZenja u
G1,Ga,...,Gn.

m Ako su G1,Ga,...,Gy konatne grupe, onda je

|G| = |G1] - |Gzl - - |Gl

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



., Gy, ako je

«40>» «Fr «E» < > Q>

Definicia
Grupa G je unutarnji direktni umnozak podgrupa G1,Ga, ..
G = G1G2...Gy i podgrupe G; zadovoljavaju uvjete
G; <G,
GiN(G1...Gi—1Git1...Gy) = {e}
zasve 1 <1< n.



., Gy, ako je

Ako je G = G1G2 ... Gy unutarnji direktni umnozak podgrupa G1,Ga,...,Gy, onda
jeG~G1 x G2 X ...x Gy
«40>» «Fr» « E» > Q>
-

Definicia
Grupa G je unutarnji direktni umnozak podgrupa G1,Ga, ..
G = G1G2...Gy i podgrupe G; zadovoljavaju uvjete
G; <G,
GiN(G1...Gi—1Git1...Gy) = {e}
zasve 1 <1< n.
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Neka je G grupa i neka je S C G. Podgrupa generirana skupom S, u oznaci (S), je
najmanja podgrupa od G koja sadrZi skup S.
«40r 4F>r «=)r « ) = Q>
-



Neka je G grupa i neka je S C G. Podgrupa generirana skupom S, u oznaci (S), je
najmanja podgrupa od G koja sadrZi skup S.

m Ako je G = (S), onda kaZemo da je grupa G generirana skupom S.
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Neka je G grupa i neka je S C G. Podgrupa generirana skupom S, u oznaci (S), je
najmanja podgrupa od G koja sadrZi skup S.

m Ako je G = (S), onda kaZemo da je grupa G generirana skupom S.
grupa.

m Ako je S konatan skup i G = (S), onda kaZzemo da je G kona&no generirana
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Neka je G grupa i neka je S C G. Podgrupa generirana skupom S, u oznaci (S), je
najmanja podgrupa od G koja sadrZi skup S.

m Ako je G = (S), onda kaZemo da je grupa G generirana skupom S.
grupa.

m Ako je S konatan skup i G = (S), onda kaZzemo da je G kona&no generirana

m (S) sadrZi sve kona&ne umnoske elemenata iz S i njihovih inverza.
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Neka je G grupa i neka je S C G. Podgrupa generirana skupom S, u oznaci (S), je
najmanja podgrupa od G koja sadrZi skup S.

m Ako je G = (S), onda kaZemo da je grupa G generirana skupom S.

m Ako je S konatan skup i G = (S), onda kaZzemo da je G kona&no generirana
grupa.

m (S) sadrZi sve kona&ne umnoske elemenata iz S i njihovih inverza.

m Ako je S ={a1,a2,...,an} kona&an skup, onda pisemo

(S) = (a1, az,.

., Gn).

(1)

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Neka je G grupa, i neka je S C G. Onda je
(S) = {aila? arn>1,a; €S, ¢

=:|:1}.

«Or 4«Fr o« > > a
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Neka je G grupa, i neka je S C G. Onda je
(S) = {ailagz

a* n>1, a; €85, €i=:|:1}.
m Elementi a; nisu nuZno razli¢iti.

m Broj elemenata u umnosku je proizvoljan.

«Or «Fr <« > > a
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Neka je G grupa, i neka je S C G. Onda je
(S) = {aila;,z arn>1,a; €S, ¢

= +1}.
m Elementi a; nisu nuZno razli¢iti.
m Broj elemenata u umnosku je proizvoljan.
Ako je G Abelova grupa i S = {a1, a2,
(8) =

.,am}, onda je

{a’flalgz coakmo ke Z}.

«O> <> < > > A
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Primjeri

Ciklitka grupa G = {a* | k € Z} je generirana skupom S = {a}.

«40r «Fr «=» <« } .



Primjeri
Ciklitka grupa G = {a* | k € Z} je generirana skupom S = {a}.

Grupa (Z,+) je generirana elementom 1 € Z.



Primjeri
Ciklitka grupa G = {a* | k € Z} je generirana skupom S = {a}.
Grupa (Z,+) je generirana elementom 1 € Z.
Diedralna grupa
D, =(R,D|R"=D?>=1, RD=DR™Y) (2)

je generirana skupom S = {R, D}.
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Ciklitka grupa G = {a* | k € Z} je generirana skupom S = {a}.
Grupa (Z,+) je generirana elementom 1 € Z.
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m Skup koji generira neku grupu opéenito nije jedinstven. Na primjer,

Dy = (R, D) = (Dy). (3)



Primjeri
Ciklitka grupa G = {a* | k € Z} je generirana skupom S = {a}.
Grupa (Z,+) je generirana elementom 1 € Z.

Diedralna grupa
D, =(R,D|R"=D?>=1, RD=DR™Y) (2)

je generirana skupom S = {R, D}.
A Ako je S = {e}, onda je (S) = {e}.
A Ako je S = G, onda je (S) =G.

Primjedba
m Skup koji generira neku grupu opéenito nije jedinstven. Na primjer,

Dy = (R, D) = (Dy). (3)

m Svaka kona¢na grupa G je otito kona&no generirana jer mozemo uzeti S = G.
Medutim, obrat ne vrijedi. Npr. (Z, +) je beskona&na grupa generirana
glementom 1 € Z.



Direktni umnoZak
Z" =ZXZX---XxXZ (r kopija)
naziva se slobodna Abelova grupa ranga r.
«O» «F»r < > > a
-
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Definicija
Direktni umnoZak

Z" =7 XZx---xXZ (rkopija)

naziva se slobodna Abelova grupa ranga r.

Fundamentalni teorem o konaéno generiranim Abelovim grupama

Neka je G kona&no generirana Abelova grupa. Onda G ima jedinstveni rastav

G2T" X Zny X Ly X X Ln,, (4)

gdje r,n1,...,n, zadovoljavaju sljedeée uvjete:
| r >0, n; > 2 za svaki i,

ni+1\nizalgi§k—1.



Broj r > 0 se naziva slobodni rang ili Bettijev broj grupe G, a brojevi nq,na,...,ng
se nazivaju invarijantni faktori grupe G.
«O» «F»r < > > a
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Broj r > 0 se naziva slobodni rang ili Bettijev broj grupe G, a brojevi ny,na, .
se nazivaju invarijantni faktori grupe G.
m Izomorfizam

s Nk

G 7" X Ly X Ling X -+ X L,
nazivamo rastav grupe na invarijantne faktore.

«O> <> < > > A

(5)
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Broj r > 0 se naziva slobodni rang ili Bettijev broj grupe G, a brojevi ny,na, .
se nazivaju invarijantni faktori grupe G.
m Izomorfizam

s Nk

G 7" X Ly X Ling X -+ X L,
nazivamo rastav grupe na invarijantne faktore.
m Invarijantni faktori tvore padajudéi niz

(5)

ny>mne>ng...>ng

«O> «Fr 4 > > A
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Definicija

Broj r > 0 se naziva slobodni rang ili Bettijev broj grupe G, a brojevi ny,na, ...

se nazivaju invarijantni faktori grupe G.

m lzomorfizam
G ~Z" X Ly X Lng X -+ X Ly,

nazivamo rastav grupe na invarijantne faktore.

m Invarijantni faktori tvore padajuéi niz

ny>n2 >Mn3... > ng.

m Ako je Abelova grupa G kona¢na, onda vrijedi

G~ Znpy X Lng X -+ X Lp,, 1 |G]=ning...ng.

(5)



Problem klasifikacije kona&nih Abelovih grupa

Ako je |G| = n, onda je n = ning...ng. Potrebno je odrediti sve djelitelje broja n,
ni,na,...,Nng, takve da

n; > 2,
nit1 | N4,

n=ning...ng.
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Svaki prosti djelitelj broja n dijeli 71!



Problem klasifikacije kona&nih Abelovih grupa

Ako je |G| =n, onda je n = ninga...ng. Potrebno je odrediti sve djelitelje broja n,
ni,na,...,Nng, takve da

n; > 2,
nit1 | N4,

n=ning...ng.

Svaki prosti djelitelj broja n dijeli 71!

Korolar

Ako je n = p1p2...ps umnoZak razli¢itih prostih brojeva p1, p2,

.,Ps, onda je svaka
Abelova grupa reda n izomorfna cikli¢koj grupi Z,.



