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Definicia
Prsten je neprazan skup R s dvije binarne operacije + i -

mnoZenje, i koje za svaki a, b, c € R zadovoljavaju sljedeca svojstva:
(R, +) je Abelova grupa,

mnoZenje je asocijativno:

koje nazivamo zbrajanje i

a-(b-¢c)=(a-bd)-c,

mnoZenje je distributivno u odnosu na zbrajanje slijeva i zdesna:

a-(b+c)=a-b+a-c

(a+bd)-c=a-c+b-c
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Prsteni

Definicija
Prsten je neprazan skup R s dvije binarne operacije + i - koje nazivamo zbrajanje i
mnoZenje, i koje za svaki a, b, c € R zadovoljavaju sljedeéa svojstva:

(R,+) je Abelova grupa,

H mnoZenje je asocijativno:
a-(b-c)=(a-b)-c,

mnoZenje je distributivno u odnosu na zbrajanje slijeva i zdesna:

a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c

Definicija
Ako je mnoZenje u prstenu R komutativno, tada R nazivamo komutativni prsten.

KaZemo da je R prsten s jedinicom ako postoji element 1 € R takav da je

la =al =a zasvakia € R.

Algebarske strukture



Primjedbe
m Prsten ne mora imati jedinicu.

m Zbrajanje u prstenu mora biti komutativno da bi bilo kompatibilno s uvjetom
distributivnosti.

Algebarske strukture



Primjedbe
m Prsten ne mora imati jedinicu.

m Zbrajanje u prstenu mora biti komutativno da bi bilo kompatibilno s uvjetom
distributivnosti.

Primjeri
B Neka je (R,+) Abelova grupa. R je trivijalni prsten ako definiramo ab = 0 za sve
a,b € R. Prsten R nema jedinicu.

Algebarske strukture



Primjedbe
m Prsten ne mora imati jedinicu.

m Zbrajanje u prstenu mora biti komutativno da bi bilo kompatibilno s uvjetom
distributivnosti.

Primjeri
B Neka je (R,+) Abelova grupa. R je trivijalni prsten ako definiramo ab = 0 za sve
a,b € R. Prsten R nema jedinicu.

Z, Q, R, C su komutativni prsteni s jedinicom.

Algebarske strukture



Primjedbe
m Prsten ne mora imati jedinicu.

m Zbrajanje u prstenu mora biti komutativno da bi bilo kompatibilno s uvjetom

distributivnosti.

Primjeri
B Neka je (R,+) Abelova grupa. R je trivijalni prsten ako definiramo ab = 0 za sve
a,b € R. Prsten R nema jedinicu.
Z, Q, R, C su komutativni prsteni s jedinicom.
M(n,R) i M(n,C) sa standardnim zbrajanjem i mnoZenjem matrica.
e Nula u M(n,F) je nul matrica O reda n.

e Jedinica u M(n,F) je jedini¢na matrica I reda n.

Algebarske strukture



Primjedbe
m Prsten ne mora imati jedinicu.

m Zbrajanje u prstenu mora biti komutativno da bi bilo kompatibilno s uvjetom
distributivnosti.

Primjeri
B Neka je (R,+) Abelova grupa. R je trivijalni prsten ako definiramo ab = 0 za sve
a,b € R. Prsten R nema jedinicu.
Z, Q, R, C su komutativni prsteni s jedinicom.

M(n,R) i M(n,C) sa standardnim zbrajanjem i mnoZenjem matrica.
e Nula u M(n,F) je nul matrica O reda n.

e Jedinica u M(n,F) je jedini¢na matrica I reda n.

A Rz] = {Zk 0 arx® | ay € R} je prsten polinoma u varijabli  sa standarnim

zbrajanJem I mnozenJem polmoma.

Algebarske strukture



Primjedbe
m Prsten ne mora imati jedinicu.

m Zbrajanje u prstenu mora biti komutativno da bi bilo kompatibilno s uvjetom
distributivnosti.

Primjeri
B Neka je (R,+) Abelova grupa. R je trivijalni prsten ako definiramo ab = 0 za sve
a,b € R. Prsten R nema jedinicu.
Z, Q, R, C su komutativni prsteni s jedinicom.

M(n,R) i M(n,C) sa standardnim zbrajanjem i mnoZenjem matrica.
e Nula u M(n,F) je nul matrica O reda n.

e Jedinica u M(n,F) je jedini¢na matrica I reda n.
B Rlz] = { 3}_,arz® | ay € R} je prsten polinoma u varijabli = sa standarnim
zbrajanjem i mnoZenjem polinoma.

B Abelova grupa (Zy,+) postaje komutativni prsten s jedinicom ako mnoZenje

definiramo sa

TY=7Y, I,Y€ Ln.

Algebarske strukture
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Sumu i umnoZak vise elemenata ozna&avamo sa

n
Zak=a1+¢12+-~-+an,
k=1

Mp_jar = a1a2...an
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Sumu i umnoZak vise elemenata oznatavamo sa
n
P2
k=1

IMp_qar =aiaz...an.

ar+a2 + -+ an,

Zbog distributivnosti zbrajanja, u prstenu vrijedi

(Xe)(S0) = o

i=1 1=1j=1

Algebarske strukture



Sumu i umnoZak vise elemenata oznatavamo sa
n
P2
k=1

IMp_qar =aiaz...an.

ai+az+--+an,

Zbog distributivnosti zbrajanja, u prstenu vrijedi

(3a)(300) = S0

=1 Jj=1 1=1j=1

Definicija
Ako je R prsten s jedinicom 1r € R, onda kaZemo da je b € R multiplikativni inverz

elementa a € R ako je
ab = ba = 1R .

Algebarske strukture



U prstenu koristimo sljedeée standardne oznake:

a"=a-a...-a (m puta),
am™m=qg l.g"1. . .g 1 (m puta ako a™! postoji),
a® =1 (ako je 1 € R),
ma=a+a+---+a (m puta),
(—m)a=—a+(—a)+---+ (—a) (m puta).

Algebarske strukture



U prstenu koristimo sljedeée standardne oznake:

a”=a-a a (m puta),
a ™ =a1l.qa7! a" ! (m puta ako a ! postoji),
a® =1 (ako je 1 € R),
ma=a+a+---+a (m puta),
(=m)a=—-a+(—-a)+---+(—a) (m puta).

Teorem

Neka je R prsten. Onda za svaki a,b,c € R vrijedi
a0 = 0a =0,
(~b) = —(ab) = (~a)b,

a(b—c)=ab—ac, (a—b)c=ac—bc.

Algebarske strukture



Teorem
Neka je R prsten, i neka su a,b € R. Tada za svaki n, m € N vrijedi
a™a™ = gmtn,
(a™)™ = a™™.
Takoder, za svaki n,m € Z imamo
(m + n)a = ma+ na,

(mn)a = m(na),

(mn)(ab) = (ma)(ndb) = (na)(mb).
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Neka je R prsten s jedinicom.

Ako svaki element a € R, a # 0, ima multiplikativni inverz a~! € R, onda R
nazivamo prsten s dijeljenjem.

Ako je R prsten s dijeljenjem i mnoZenje u R je komutativno, onda R nazivamo
polje.




Neka je R prsten s jedinicom.

Ako svaki element a € R, a # 0, ima multiplikativni inverz a~! € R, onda R
nazivamo prsten s dijeljenjem.

Ako je R prsten s dijeljenjem i mnoZenje u R je komutativno, onda R nazivamo
polje.

Primjeri

Q je prsten s dijeljenjem. Z nije prsten s dijeljenjem.




Neka je R prsten s jedinicom.

Ako svaki element a € R, a # 0, ima multiplikativni inverz a~! € R, onda R
nazivamo prsten s dijeljenjem.

Ako je R prsten s dijeljenjem i mnoZenje u R je komutativno, onda R nazivamo
polje.

Primjeri

Q je prsten s dijeljenjem. Z nije prsten s dijeljenjem.
Prsteni Q, R i C su polja.




Neka je R prsten s jedinicom.

Ako svaki element a € R, a # 0, ima multiplikativni inverz a~! € R, onda R
nazivamo prsten s dijeljenjem.

Ako je R prsten s dijeljenjem i mnoZenje u R je komutativno, onda R nazivamo
polje.

Primjeri

Q je prsten s dijeljenjem. Z nije prsten s dijeljenjem.
Prsteni Q, R i C su polja.

Ako je R prsten s dijeljenjem, onda je

R*={aeR|a#0}
grupa s obzirom na mnoZenje.




KaZemo da je prsten R integralna domena ako zy =0, z,y € R, implicira z = 0 ili
y =0.
Primjeri

Z, Q, R i C su integralne domene.

«Or «Fr <« > > a
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KaZemo da je prsten R integralna domena ako zy =0, z,y € R, implicira z = 0 ili
y =0.
Primjeri

Z, Q, R i C su integralne domene.

Zn, nije integralna domena ako je n sloZeni broj.

«O> <> < > > A
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Definicija
KaZemo da je prsten R integralna domena ako zy =0, z,y € R, implicira x = 0 ili

y = 0.

Primjeri
Z, Q, R i C su integralne domene.
Zn, nije integralna domena ako je n sloZeni broj.

Prsten Gaussovih cijelih brojeva
Z[i] = {m+in | m,n€Z,i= \/71}

je integralna domena.

Algebarske strukture



KaZemo da je prsten R integralna domena ako zy =0, z,y € R, implicira z = 0 ili
y =0.
Primjeri

Z, Q, R i C su integralne domene.
Zn, nije integralna domena ako je n sloZeni broj.

Prsten Gaussovih cijelih brojeva

je integralna domena.

2li) = {m+in|mnezi=v-1}

Ako je F polje, onda je F' integralna domena.



Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. Ako je R kona&an skup, onda
je R polje.
<O 4 F» « > > a
- Migebarskestrukture
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je R polje.

Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. Ako je R kona&an skup, onda
Primjer

Ako je p prosti broj, onda je Zj polje.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Propozicija

Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. Ako je R kona&an skup, onda
je R polje.

Primjer
Ako je p prosti broj, onda je Zj polje.

Definicija

Neka je R prsten. Element x € R se naziva
lijevi djelitelj nule ako postoji y € R, y # 0, takav da je zy = 0,
desni djelitelj nule ako postoji y € R, y # 0, takav da je yz = 0.

Ako je x lijevi i desni djelitelj nule, onda se x naziva djelitelj nule.

Algebarske strukture



Propozicija

Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. Ako je R kona&an skup, onda
je R polje.

Primjer
Ako je p prosti broj, onda je Zj polje.

Definicija

Neka je R prsten. Element x € R se naziva
lijevi djelitelj nule ako postoji y € R, y # 0, takav da je zy = 0,
desni djelitelj nule ako postoji y € R, y # 0, takav da je yz = 0.

Ako je x lijevi i desni djelitelj nule, onda se x naziva djelitelj nule.
Primjedba

B 0 € R je trivijalni djelitelj nule.

R je integralna domena ako i samo ako je 0 € R jedini djelitelj nule u R.

Algebarske strukture



Neka je R prsten.
A KaZemo da je a € R nilpotentan ako postoji n € N takav da je a™ = 0.
KaZemo da je a € R idempotentan ako je a? = a.
<O 4 F» « > 3 a
- Migebarskestrukture
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Neka je (R, +, ) prsten, i neka je S C R neprazni podskup. Ako je (S, +,-) prsten,

tada S nazivamo podprsten od R.

H S je aditivna podgrupa od R,

S je zatvoren na mnoZenje.



Neka je (R, +, ) prsten, i neka je S C R neprazni podskup. Ako je (S, +,-) prsten,

tada S nazivamo podprsten od R.

H S je aditivna podgrupa od R,

S je zatvoren na mnoZenje.

Neka je R prsten. Neprazni podskup S C R je podprsten od R ako za svaki a,b € S
vrijedia—be SiabeS.



Neka je (R, +, ) prsten, i neka je S C R neprazni podskup. Ako je (S, +,-) prsten,

tada S nazivamo podprsten od R.

H S je aditivna podgrupa od R,

S je zatvoren na mnoZenje.

Neka je R prsten. Neprazni podskup S C R je podprsten od R ako za svaki a,b € S
vrijedia—be SiabeS.

Neka je R prsten. Skup
Z(R) ={a € R|za=ax zasvaki z € R}

se naziva centar prstena R.
«0)» «4F)>» « =)» «



Centar prstena R je podprsten od R.
«O» «F»r < > > QA
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Centar prstena R je podprsten od R.

Neka je R prsten. Pretpostavimo da postoji prirodni broj n takav da je na = 0 za

svaki element a € R. Najmanji takav prirodni broj naziva se karakteristika prstena R.
Ako takav broj ne postoji, onda kaZzemo da R ima karakteristiku nula.

char(R) karakteristika prstena R

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Centar prstena R je podprsten od R.

Neka je R prsten. Pretpostavimo da postoji prirodni broj n takav da je na = 0 za

svaki element a € R. Najmanji takav prirodni broj naziva se karakteristika prstena R.
Ako takav broj ne postoji, onda kaZzemo da R ima karakteristiku nula.

char(R) karakteristika prstena R

Ako je F polje, onda je char(F) nula ili prosti broj.
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m Prsten kvaterniona je proSirenje prstena kompleksnih brojeva

z = a + bi,

i2=-1, abeR.
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z = a + bi,

m Prsten kvaterniona je proSirenje prstena kompleksnih brojeva

i2=-1, abeR.
1843.).

m Kvaternioni su prvi primjer nekomutativnog prstena s dijeljenjem (R. Hamilton

«Or 4«Fr o« > > a
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m Prsten kvaterniona je proSirenje prstena kompleksnih brojeva

z=a+bi, i¥=-1, abecR.

m Kvaternioni su prvi primjer nekomutativnog prstena s dijeljenjem (R. Hamilton
1843.).

m Kvaternioni su brojevi oblika
r=a+bi+cj+dk, a,bc,deR,
gdje i, j i k zadovoljavaju tablicu mnoZenja
] i) ] ok
1 1 i j k

il 1] =1 ] x| —j
il i —x] =1 ] i




Prsten kvaterniona

]I-]I:{a+bi+cj+dk|a,b,c,deR}

«A40> «Fr» «E»r» « > Q>



Prsten kvaterniona

H:{a+bi+cj+dk\a,b,c,dem}

Nula u H: 0 =0+ 0i 4+ 0j + Ok

Jedinica u H: 1 =1+ 0i+ 0j + 0k

Algebarske strukture



Prsten kvaterniona

H:{a+bHﬂj+dk\m@qdeR}
Nula u H: 0 =0+ 0i 4+ 0j + Ok

Jedinica u H: 1 =1+ 0i+ 0j + 0k

Akojex =a+bi+cj+dk #0, onda je
1 a—-bi—-cj—dk

a2+ b2 +c24d2

Algebarske strukture
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a2 e Aln
a1 a2 .
A=

Neka je R prsten. Matricu reda n nad prstenom R definiramo na standardni na&in kao
ail
a2n

k]

(27 S R,
an2

1<i4,5<n.
Ann
Zbrajanje i mnoZenje matrica definiramo sa

A+ B = (aij + bij),

n
k=1
M (n, R) prsten matrica reda n nad R

«Or «Fr <« > > a
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Ako R ima jedinicu 1 € R, onda je jedinica u M (n, R) jedini¢na matrica

10 0
0 1 0
In =
0 0 1

Algebarske strukture



Ako R ima jedinicu 1 € R, onda je jedinica u M (n, R) jedini¢na matrica

10 0
0 1 0
In =
0 0 1

Ako je R komutativni prsten s jedinicom, onda moZemo definirati determinantu
matrice A € M(n, R) na standardni natin kao

det(A) = > sgn(0)a15(1)320(2) - - - Gno(n)-
oESn

Algebarske strukture



Neka je R komutativni prsten s jedinicom i neka su A, B € M(n, R). Tada vrijedi
det(AB) = det(A) det(B).
«40>» «Fr «E» < Q>
- Migebarskestrukture
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Neka je R komutativni prsten s jedinicom i neka su A, B € M(n, R). Tada vrijedi
det(AB) = det(A) det(B).
Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Onda je A € M(n, R) invertibilna matrica
ako i samo ako det(A) ima inverz u R.

«40>» «Fr «E» < > Q>
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Neka je R prsten s jedinicom 1 € R i neka je G = {g1,92,...,9n} konaZna grupa
(ozna&imo g1 = e).
Definirajmo skup kona&nih formalnih suma

RG = {
Kraée pisemo

n
Zaigi|n21aaeR7 gzeG
i=1

ae =a, a€R,

lg=g9, g€G

(1)

«Or «Fr <« > > a
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Neka je R prsten s jedinicom 1 € R i neka je G = {g1,92,...,9n} konaZna grupa
(ozna&imo g1 = e).
Definirajmo skup kona&nih formalnih suma

RG = {
Kraée pisemo

n
> aigiln>1,a€R, g €G
i=1

ae =a, a€R,

lg=9g, g€G
Na RG moZemo uvesti strukturu prstena na sljedeéi na&in:
Zbrajanje u RG definiramo sa

1)
n n
> aigi+ Y bigi
i=1 i=1

=> (ai+bi)gi.

i=1
«O0)r «4F»r 4« > > Q™
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MnozZenje definiramo sa
(agi)(bg;) = (ab)gk, gdjeje gr = gig;.

i linearno prosirimo na formalne sume,
n n n
(Z‘h’gi) (Z ijj) =" cror,
i=1 j=1 k=1
gdje je

cp = Z a;b;.

9i95=9k

Algebarske strukture



MnozZenje definiramo sa
(agi)(bg;) = (ab)gr, egdieje gr = gigj,
i linearno prosirimo na formalne sume,
n n n
(Z ai!]i) (Z ijj) =" cror,
i=1 j=1 k=1
gdje je

cp = Z a;b;.

9i95=9k

G| > 1, prsten RG ima djelitelje nule e — g, g # e.

Za svaku grupu G,

Algebarske strukture



KaZemo da je I C R dvostrani ideal ako je I lijevi i desni ideal.

«Or 4«Fr o« > 12N G4
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Neka je R prsten i neka je I aditivna pogrupa od R.
I je lijevi ideal od R ako jera € [ zasvea € I, r € R.
I je desni ideal od R ako jear € [ zasvea € I, r € R.

KaZemo da je I C R dvostrani ideal ako je I lijevi i desni ideal.

«40r 4F>r «=)r « ) = Q>



Neka je R prsten i neka je I aditivna pogrupa od R.
I je lijevi ideal od R ako jera € [ zasvea € I, r € R.
I je desni ideal od R ako jear € [ zasvea € I, r € R.

KaZemo da je I C R dvostrani ideal ako je I lijevi i desni ideal.

«40>» «Fr «E» < > Q>



Neka je R prsten i neka je I aditivna pogrupa od R.

I je lijevi ideal od R ako jera € [ zasvea € I, r € R.

I je desni ideal od R ako jear € [ zasvea € I, r € R.

KaZemo da je I C R dvostrani ideal ako je I lijevi i desni ideal.
Neka su A i B ideali u prstenu R. Tada je skup
A+B={a+bla€Abe B}
ideal u prstenu R.
«40>» «Fr «E» < > Q>
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Neka je R prsten i neka je I aditivna pogrupa od R
| 7 ie liievi i
ali

i [ je lijevi ideal od R ako jera € I zasvea €I, r € R

Fl [ je desni ideal od R ako jear € I zasvea € I, r € R

KaZemo da je I C R dvostrani ideal ako je I lijevi i desni ideal.
Neka su A i B ideali u prstenu R. Tada je skup
A+B={a+bla€Abe B}
ideal u prstenu R.
Neka je {I1}res familija ideala u prstenu R. Onda je (¢ ; I1 ideal u prstenu R.
«O>» «Fr «E» < A
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Ideali generirani podskupom S prstena R
najmanji lijevi ideal u R koji sadrZi skup S

najmanji desni ideal u R koji sadrZi skup S

najmanji (dvostrani) ideal u R koji sadrZi skup S

Algebarske strukture



Ideali generirani podskupom S prstena R

(S)L najmanji lijevi ideal u R koji sadrZi skup S
(S)r najmanji desni ideal u R koji sadrZi skup S
(S) najmanji (dvostrani) ideal u R koji sadrZi skup S

Ideal (S) moZemo dobiti kao presjek

(S)=()1, F={ICR|IidealuR, SCI}
IeF

Algebarske strukture



Ideali generirani podskupom S prstena R

(S)L najmanji lijevi ideal u R koji sadrZi skup S
(S)r najmanji desni ideal u R koji sadrZi skup S
(S) najmanji (dvostrani) ideal u R koji sadrZi skup S

Ideal (S) moZemo dobiti kao presjek

(S)=()1, F={ICR|IidealuR, SCI}
IeF

Definicija

Ako je S konatan podskup prstena R, onda kaZemo da je ideal (S) kona&no

generiran.

A ldeal generiran elementom a € R nazivamo glavni ideal i oznatavamo sa (a).

Algebarske strukture



Konstrukcije nekih ideala
Neka je R prsten s jedinicom i neka je a € R. Onda je
(a)p ={ra|r € R} =Ra

(a)r ={ar|r € R} =aR

(a) = {Zﬂ'asi | 73,85 € R} = RaR

Algebarske strukture



Neka je I ideal u prstenu R. Na skupu susjednih klasa

R/1={a+1I|ac R}

mozemo definirati strukturu prstena uvodedi zbrajanja i mnoZenje sa

(a+ D)+ @®+1)=(a+b)+1,
(a+D)(b+1)=ab+ I,

a,beR.

«40>» «Fr «E» < Q>
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Neka je I ideal u prstenu R. Na skupu susjednih klasa

R/1={a+1I|ac R}

mozemo definirati strukturu prstena uvodedi zbrajanja i mnoZenje sa

(a+D)+@+1)=(a+b)+1,

()
(a+D)b+I)=ab+ 1, a,b€R. 3)
Neka je I ideal u prstenu R. Skup R/I s binarnim operacijama (2) i (3) se naziva
kvocijentni prsten.
«40>» «Fr «E» < Q>
- Migebarskestrukture
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Neka su R i S prsteni. Preslikavanje f: R — S koje zadovoljava
fla+b) = f(a) + f(b),
flab) = f(a)f(b),
za sve a,b € R naziva se homomorfizam prstena.

Ako je f: R — S bijekcija, onda kaZzemo da je f izomorfizam prstena i piemo R ~ S.

«40>» «Fr «E» < > Q>



f(ab) = f(a)f(b),

Neka su R i S prsteni. Preslikavanje f: R — S koje zadovoljava
fla+b) = f(a) + f(b),

za sve a,b € R naziva se homomorfizam prstena.
Ako je f: R — S bijekcija, onda kaZzemo da je f izomorfizam prstena i piemo R ~ S.
Neka je f: R — S homomorfizam prstena. Jezgra homomorfizma je skup
ker(f) = {a € R| f(a) = 0}.
«40>» «Fr «E» < > Q>
- Migebarskestrukture



Teorem

Neka je f: R — S homomorfizam iz prstena R u prsten S. Tada vrijedi:
B f(0r) =0g gdje su Ogr i Og nule u prstenima R i S, redom,
f(=a) = —f(a) za svaki a € R,

f je injektivni homomorfizam ako i samo ako je ker(f) = {Or}.

Algebarske strukture



Teorem

Neka je f: R — S homomorfizam iz prstena R u prsten S. Tada vrijedi:
f(Or) = 0s gdje su Og i Og nule u prstenima R i S, redom,
f(=a) = —f(a) za svaki a € R,

f je injektivni homomorfizam ako i samo ako je ker(f) = {Or}.

Teorem
Neka su R i S prsteni i neka je f: R — S homomorfizam.
Jezgra ker(f) je ideal u R.
Slika Im(f) je podprsten od S.
Ako je R komutativan, onda je Im(f) komutativni podprsten od S.
A Ako R ima jedinicu 1, onda je f(1) jedinica u Im(f).

Algebarske strukture



Neka je f: R — S homomorfizam iz prstena R u prsten S. Onda je
R/ ker(f) ~ Im(f).
«40>» «Fr «E» < Q>
- Mgebarskestrukture
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Neka je f: R — S homomorfizam iz prstena R u prsten S. Onda je
R/ ker(f) ~ Im(f).
Neka je I ideal u prstenu R. Tada je svaki ideal u R/I oblika A/I gdje je A C R ideal
koji sadrzi I.

«40>» «Fr «E» < > Q>
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Neka je R prsten. Svaka funkcija ¢: R — N U {0} sa svojstvom ¢(0) =0 i ¢(a) > 0
za a # 0 naziva se norma na prstenu R.
«A40> «Fr» «E»r» « > Q>
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domene

Neka je R prsten. Svaka funkcija ¢: R — N U {0} sa svojstvom ¢(0) =0 i ¢(a) > 0
za a # 0 naziva se norma na prstenu R.
Prsteni u kojima moZemo generalizirati dijeljenje s ostatkom nazivamo euklidske
Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. KaZemo da je R euklidska
domena ako postoji norma ¢: R — N U {0} takva da za sve a,b € R, b # 0, postoje
g, € R takvi da je

a=bg+r gdjeje

(r) < (b).

(4)
Rastav (4) nazivamo algoritam dijeljenja.
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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m Prsten u kojem je svaki ideal glavni naziva se prsten glavnih ideala.
m Komutativna integralna domena s jedinicom u kojoj je svaki ideal glavni naziva se
domena glavnih ideala.
«O> <> < > > A
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m Prsten u kojem je svaki ideal glavni naziva se prsten glavnih ideala.

m Komutativna integralna domena s jedinicom u kojoj je svaki ideal glavni naziva se
domena glavnih ideala.

Svaka euklidska domena je domena glavnih ideala.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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formalna suma

Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Polinom u varijabli  nad prstenom R je
Qn

f(z) = ap + a1z + agx® + - - + anz™,

Qan 7& 05
vodedi koeficijent,

anx™

ar € R.
m Polinom f(z) = ap se naziva konstantni polinom.

vodedi &lan

m Skup svih polinoma nad prstenom R oznaavamo sa R]z].

«Or «Fr <« > > a
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an

Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Polinom u varijabli  nad prstenom R je
formalna suma

f(z) = ap + a1z + agx® + - - + anz™,

Qan ;é Oa
vodedi koeficijent,

anx™

ar € R.
m Polinom f(z) = ap se naziva konstantni polinom.

vodedi ¢lan
m Skup svih polinoma nad prstenom R oznaavamo sa R]z].
Zbrajanje i mnoZenje polinoma definiramo na standardni na&in.

H Zbrajanje

f@) =Y apet, g@) = bua*
k=0 k=0

f(@) +g(@) = a0 +bo + (a1 +b1)z + (a2 + b2)a® + -+
«O> <> < > > A
- Migebarskestrukture
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MnoZenje

n+m k
f(@)g(x) = aobo + (aob1 + arbo)z + - = » (Zaibk—z‘)zk
k=0 =0
Skup R[z] s operacijama zbrajanja i mnoZenja polinoma nazivamo prsten polinoma
nad R.
«O> <> < > > A
- Migebarskestrukture
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MnoZenje

n+m k
f(z)g(x) = aobo + (agb1 + arbo)z + - = Z <Za¢bk,i)azk
k=0 =0

Definicija
Skup R|[z] s operacijama zbrajanja i mnoZenja polinoma nazivamo prsten polinoma
nad R.

m Nula u R[z] je nul-polinom f(z) =0

m Jedinica u R[z] je konstantni polinom f(z) =1

Algebarske strukture



MnoZenje

n+m k
f(z)g(x) = aobo + (agb1 + arbo)z + - = Z <Za¢bk,i)azk
k=0 =0

Definicija
Skup R|[z] s operacijama zbrajanja i mnoZenja polinoma nazivamo prsten polinoma
nad R.

m Nula u R[z] je nul-polinom f(z) =0

m Jedinica u R[z] je konstantni polinom f(z) =1

Stupanj polinoma
Neka je

f(z) = ap + a1z + agx® 4+ ---anz™, an #0.

deg(f(z)) =n
deg(0) = —oco ako je f(x) = 0 nul-polinom

Simbol —oco zadovoljava uobitajenu konvenciju:
—oo<n, —oo+(—o0)=—-00, —oco+n=-0c0 Vn>0.

Algebarske strukture



Za stupanj polinoma vrijedi

deg(f(z) 4 g(z)) < max (deg(f()), deg(g(x))),
deg(f(x)g(x)) < deg(f(z)) + deg(g(x)),

Algebarske strukture



Za stupanj polinoma vrijedi

deg(f(z) 4 g(z)) < max (deg(f()), deg(g(x))),
deg(f(x)g(x)) < deg(f(z)) + deg(g(x)),

Primjedba

Prsten R promatramo kao podprsten konstantnih polinoma u R[z] i piemo R C R|[z].

Propozicija
Neka je R integralna domena. Onda je
R|[z] integralna domena,

B deg(f(z)g(z)) = deg(f(x)) + deg(g(z)).

Algebarske strukture



Euklidov algoritam

Neka je R komutativni prsten s jedinicom, i neka su f(z), g(z) € R[x] gdje je
g(z) # 0. Ako vodedi koeficijent od g(z) ima inverz u R, onda postoje jedinstveni

polinomi g(z), r(z) € R[] takvi da je

f(2) = q(z)g(z) +7(z), deg(r(z)) < deg(g(z)).

Algebarske strukture



f(@) = q(x)g(x) + r(x),

deg(r(z)) < deg(g(x))-
Ako je F polje, onda je F[z] domena glavnih ideala.

«40>» «Fr «E» < Q>
- Mgebarsskestrukture

Neka je R komutativni prsten s jedinicom, i neka su f(x), g(z) € R[z] gdje je
g(z) # 0. Ako vodeéi koeficijent od g(z) ima inverz u R, onda postoje jedinstveni
polinomi q(z), r(xz) € R[z] takvi da je

it
-



-




Neka je F' polje. KaZemo da je polinom f(z) € F[z] ireducibilan nad poljem F' ako je
deg(f(z)) > 1 i ako
f(x) = g(@)h(z), g(x), h(z) € F[z]

= g(z) € Filih(z) € F.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Definicia
deg(f(z)) > 1i ako

Neka je F' polje. KaZemo da je polinom f(z) € F[z] ireducibilan nad poljem F' ako je

B f(z) = g(z)h(z), g(x),h(z) € F[z]

= g(z) € Filih(z) € F.
Neka je R podprsten komutativnog prstena S, i neka je f(z) € R[z]. KaZemo da je
a € S korijen polinoma f(z) u prstenu S ako je f(a) = 0.

12N G4

a
u}
v
a
v
a
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-
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Neka je F' polje. KaZemo da je polinom f(z) € F[z
deg(f(z)) > 1 i ako
2 =

B f(z) = g(z)h(z), g(x),h(z) € F[z]

] ireducibilan nad poljem F ako je
= g(z) € Filih(z) € F.
Neka je R podprsten komutativnog prstena S, i neka je f(z) € R[z]. KaZemo da je
a € S korijen polinoma f(z) u prstenu S ako je f(a) = 0.
Neka je F polje i neka je f(x) € F[z], deg(f(z)) =n > 1.
a € F je korijen polinoma f(z) ako i samo ako z — « dijeli
f(x) ima najvise n korijena u polju F'

il /().
«O>» «Fr «E» < A
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Eisensteinov kriterij
Neka je f(2) = ana™ + an—12" "L +--- +ag € Z[z], n > 1. Ako postoji prosti broj p
takav da
plarzak=0,1,...,n—1,
ptan
i p*fao,

onda je f(z) ireducibilan nad poljem Q.

«40>» «Fr «E» < > Q>



Eisensteinov kriterij
Neka je f(2) = ana™ + an—12" "L +--- +ag € Z[z], n > 1. Ako postoji prosti broj p
takav da
plarzak=0,1,...,n—1,
ptan
i p*fao,

onda je f(z) ireducibilan nad poljem Q.

Neka je p(z) = 3x2 + 15z + 10 € Z[z]. Odredite moze li se p(x) faktorizirati u
prstenu Q[z].
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
- Migebarskestrukture
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KaZemo da je R prosti prsten ako R nema netrivijalnih ideala.
Primijetimo:

m Prosti prsten R ima samo trivijalne ideale {0} i R.
m Svako polje je prosti prsten.

«40r 4F>r «=)r « ) = Q>



Primijetimo:

KaZemo da je R prosti prsten ako R nema netrivijalnih ideala.

m Prosti prsten R ima samo trivijalne ideale {0} i R.
m Svako polje je prosti prsten.

Neka je R prsten. KaZemo da je A maksimalni ideal u R ako vrijedi:
B A#R,
ako je Bidealu Ri B2 A, onda je B=Aili B=R.
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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Primijetimo:

KaZemo da je R prosti prsten ako R nema netrivijalnih ideala.

m Prosti prsten R ima samo trivijalne ideale {0} i R.
m Svako polje je prosti prsten.

Neka je R prsten. KaZemo da je A maksimalni ideal u R ako vrijedi:
n A#R,
ako je Bidealu Ri B2 A, onda je B=Aili B=R.

Primjer: {0} je maksimalni ideal u polju F.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Veza izmedu prostih prstena i maksimalnih ideala je dana sljede¢im teoremom.
Neka je R prsten, i neka je A # R ideal u R. Onda je A maksimalni ideal u R ako i
samo ako je R/A prosti prsten.
«O> <> < > > A
- Migebarskestrukture
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Veza izmedu prostih prstena i maksimalnih ideala je dana sljede¢im teoremom.

Teorem

Neka je R prsten, i neka je A # R ideal u R. Onda je A maksimalni ideal u R ako i
samo ako je R/A prosti prsten.

Ako je R komutativni prsten s jedinicom, onda vrijedi sljededi rezultat.

Teorem

Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Ideal M C R je maksimalan ako i samo
ako je R/M polje.

Algebarske strukture



U prstenu polinoma F'[z], maksimalni ideali su generirani ireducibilnim polinomima.
Neka je F polje. Onda je M C F[z] maksimalni ideal u F[z] ako i samo ako je
M = (p(x)) gdje je p(x) ireducibilni polinom u F[z].
«A40r «4F»r «=)» <« > Q™
- Mgebarsskestrukture



