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Predgovor

Ova zbirka primera, zadataka i problema je namenjena studentima
matematike, ali moze biti od koristi i studentima drugih fakulteta, pre svega
tehnickih, inzenjerima, fizicarima, hemicarima i svim onima koji zele da se
upoznaju sa teorijom grupa, prstena i polja.

Knjiga je podeljena u tri dela. U prvom delu je obradena teorija grupa,
u drugom teorija prstena i u tre¢em teorija polja. Na pocetku svakog dela
je naveden pregled teorije, definicije i teoreme ¢ije poznavanje potrebno za
reSavanje zadataka koji slede. Veéina zadataka je reSena, za neke su data
uputstva, a jedan deo zadataka je ostavljen Citaocu za samostalno resavanje.
Autori su nastojali da se izborom i redosledom zadataka ostvari postupnost
u izlaganju materije. U zbirku je u ukljucen i izvestan broj zadataka iz ma-
tematickih casopisa i uz takve zadatke navedena je literatura koja ¢itaocu
omogucuje da se detaljnije upozna sa pojedinim problemima.

Autori se zahvaljuju recenzentima dr Ratku Tosi¢u i dr Biljani Janevoj,
kao i dr J. Usanu koji su pregledali rukopis i dali niz korisnih sugestija i
primedbi.

Novi Sad,

10. februar 1998. Autori






GRUPE

1.1 Pregled definicija i teorema

1.1. Funkcija f : S xS — S, gde je S neprazan skup, naziva se binarna
operacija na skupu S.

Dakle, binarna operacija f definisana na skupu S pridruzuje svakom
uredenom paru elemenata iz S jedan element iz S. Da uredenom paru (a,b)
odgovara element ¢ zapisujemo sa f(a,b) =cilia f b=c.

Cesto se ovako definisana binarna operacija naziva unutrasnja binarna
operacija (za razliku od spoljasnje binarne operacije koja se definise kao
preslikavanje g : S x T'— R, gde su S,T i R neprazni skupovi).

1.2. Ako je n prirodan broj, S neprazan skup i S =S x ... x S, onda

———

n puta
se funkcija f : S™ — S naziva n-arna operacija na skupu S. Broj n naziva se

duzina ili arnost operacije f. n-arna operacija se za n = 1 nagziva unarna, a
za n = 3 ternarna (za n = 2 dobija se ranije definisana binarna operacija).

1.3. Ako je S skup na kome je definisana binarna operacija *, a T
podskup od S takav da za svako a,b €T

axbeT,

onda kazemo da je skup T zatvoren u odnosu na operaciju * .

1.4. Ako je na skupu G definisana binarna operacija *, onda se ureden
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par (G, *) naziva grupoid. Kaze se, takode, da je G grupoid u odnosu na
operaciju * .

Cesto ¢emo, kada se podrazumeva o kojoj je operaciji re¢, govoriti samo
sgrupoid G” (umesto ,grupoid (G, *)”) .

1.5. Binarna operacija * definisana na skupu G je asocijativna ako i
samo ako je za svako a,b,c € G

ax(bxc)=(axb)x*c.

Operacija * naziva se komutativna ako i samo ako je za svako a,b € G

a*xb="bx*a.

1.6. Grupoid (G, ) naziva se polugrupa ako i samo ako je * asocijativna
operacija.

1.7. Ako je (G, *) grupoid i postoji element e € G takav da za svako
a € G vazi
axe=ex*a=a,

onda se e naziva neutralni (ili jedini¢ni) element grupoida (G, ).

Ako je element ¢’ € G takav da za svako a € G vazi
axe =a,

onda se €’ naziva desni neutralni element, a ako je element ¢’ € G takav da

za svako a € G vazi

14
e’ xa=a,

onda se e’ naziva levi neutralni element grupoida (G, x).

1.8. Grupoid (G, *) u kome za svako a,b € G jednacine
axxr=>5b, y*xa=2>,

imaju jedinstveno reSenje po x i y u G, naziva se kvazigrupa.
Kvazigrupa sa neutralnim elementom naziva se lupa.
1.9. Grupoid (G, ) se naziva grupa ako i samo ako vaze slede¢i aksiomi:

G1l. Za svako a,b,c € G

ax(bxc)=(axb)xc,
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(operacija je asocijativna).

G2. Postoji element e € G tako da je za svako a € G
exa=a,

(postoji levi neutralni element).
G3. Za svako a € G postoji element = € G tako da je

a_l*a:e,

(svaki element @ ima levi inverzni element a~1).

1.10. Sa definicijom 1.9 je ekvivalentna definicija grupe koja se dobija iz
1.9 na sledeéi nacin: u G2 se zahteva egzistencija desnog neutralnog elemen-
ta (umesto levog), u G3 se zahteva egzistencija desnog inverznog elementa
(umesto levog), a sve ostalo u 1.9 ostaje neizmenjeno.

1.11. Grupa (G, %) u kojoj je operacija * komutativna naziva se komu-
tativna grupa ili Abelova grupa.

1.12. Ako je (G,-) grupa (definicija 1.9), onda vazi (pri tom, kada
operaciju ozna¢avamo znakom - pisa¢emo Cesto umesto a - b skraéeno ab) :

a) Ako je e levi neutralni element, onda je e i desni neutralni element,
tj. e je neutralni element.

b) Neutralni element je jedinstven.

c¢) Ako je a=! levi inverzni element elementa a, onda je a~' i desni
inverzni element elementa a (dakle, a~! je inverzni element za a).

d) Svaki element grupe ima jedinstven inverzni element.

e) Za svako a € G

f) Za svako a,b € G,

g) Za svako a,b,c € G

ac=bc = a=b i ca=cb = a=0b,
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(vaze zakoni desne i leve kancelacije (skrac¢ivanja)).
h) Za svako a,b € G jednacine
ar=b i ya=b»
imaju jedinstveno resenje po z iy u G.

1.13. Red grupe G je kardinalni broj skupa G i oznacavamo ga sa |G|.
Ako je |G| konacan broj grupa se naziva konacna.

Sa |S| oznacavaéemo i kardinalni broj proizvoljnog podskupa S grupe

G.

1.14. Red elementa a grupe G je najmanji prirodan broj n za koji
je a™ = e, ako takvo n postoji. Ako takav prirodan broj ne postoji, a je
beskonac¢nog reda. Red elementa a oznacava¢emo sa |al.

1.15. Ako je (G,-) grupa, podskup H grupe G naziva se podgrupa
grupe G ako i samo ako je H grupa u odnosu na restrikciju operacije - na
H.

U grupi G skup koji sadrzi samo jedini¢ni element {e} i sama grupa G
su podgrupe i te podgrupe nazivaju se trivijalne. Ostale podgrupe nazivaju
se netrivijalne.

Podgrupe grupe G razlic¢ite od G nazivaju se prave.

1.16. Neprazan podskup H grupe G je podgrupa ako i samo ako za
svako x,y € H, xy~' € H.

1.17. Konacan neprazan podskup H grupe G je podgrupa ako i samo
ako za svako z,y € H, xy € H.

1.18. Homomorfizam grupe (Gi,*) u grupu (Ge,-) je preslikavanje f
skupa G1 u skup G za koje za svako x,y € G1 vaii

flxxy) = f(z)- f(y).

Jezgro homomorfizma f je skup svih elemenata iz G koji se preslikavaju
u neutralni element ey grupe Ga. Jezgro homomorfizma f oznacava¢emo sa
Kerf, dakle,
Kerf={z|zeG1 1 f(z)=ea}.

Sa Im f (ili sa f(G1)) oznacava¢emo skup

Imf=f(G1)={ylyeGz i 3z cGi)f(x)=u}
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i taj skup nazivamo slika homomorfizma f.

Ako je f surjektivno preslikavanje (tj. f(G1) = G2), G2 se naziva homo-
morfna slika grupe G1. U tom slu¢aju homomorfizam se naziva epimorfizam.

Homomorfizam koji je injektivno preslikavanje naziva se monomorfizam.

Ako postoji monomorfizam grupe G; u grupu Gs, kazemo da se G
moze potopiti u Ga.

1.19. Homomorfizam koji je epimorfizam i monomorfizam (tj. bijekcija)
naziva se izomorfizam. Grupa G je izomorfna grupi Go ako i samo ako
postoji izomorfizam f : Gy — Gz. Da je grupa G izomorfna grupi Gs
oznacavaéemo sa G1 = Gs.

1.20. Homomorfizam kojim se grupa G preslikava u sebe naziva se
endomorfizam, a izomorfizam grupe G u sebe naziva se automorfizam.

1.21. Neka je a element grupe G. Tada je skup A = {a" | n € Z}
podgrupa grupe G. A je najmanja podgrupa koja sadrzi a.
Pri tome, a™ je definisano na sledeéi na¢in. Ako je n prirodan broj,
a"=gaa...a, a”" = (a"H)", a® je neutralni element grupe G.
——
n puta
1.22. Ako u grupi G postoji element a € G takav da je G = {a" | n €

Z}, onda se G naziva ciklicka grupa (generisana elementom a), a a se naziva
generator grupe G. Da je grupa G generisana sa a oznacava¢emo sa G = (a).

1.23. Neka je G ciklicka grupa generisana elementom a.

Ako je G grupa konaénog reda n, onda je a* generator grupe G ako i
samo ako su k i n uzajamno prosti brojevi.

Ako je G beskonaéna grupa, onda su a i a~! jedini generatori grupe G.

1.24. Konac¢ne ciklicke grupe istog reda su izomorfne. Svake dve
beskonacne ciklicke grupe su izomorfne. Ciklicku grupu reda n oznac¢avacemo
sa C,.

1.25. Svaka podgrupa ciklicke grupe je ciklicka.

1.26. Ako je S neprazan podskup grupe G, minimalna podgrupa grupe
G koja sadrzi S se oznacava sa (S) i naziva podgrupa generisana skupom
S. Kada je S = {a1,a2,...,a,} tada (S) oznacavamo sa (a,ag,...,a,).
Elementi skupa S se nazivaju generatori grupe (S).
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(S) je presek svih podgrupa koje sadrze S.

1.27. Grupa G je generisana nepraznim skupom S ako i samo ako se
svaki element grupe G moze prikazati u obliku proizvoda

k1 ko

k
aytay’ . ..ay”

Uy

méeEN, ay,ag,...,am €S, ki,ko,.... kp €EZ
konaénog broja stepena elementa iz S.

1.28. Ako u grupi G postoji konacan skup S tako da je G = (S), grupa
G se naziva kona¢no generisana grupa.

1.29. Skup generatora grupe se naziva nezavisan ako i samo ako se
ni jedan element tog skupa ne moze prikazati kao proizvod konaénog broja
stepena sa celim eksponentima ostalih elemenata.

Skup generatora S je nezavisan ako i samo ako za svako x € S, x ne
pripada grupi generisanoj skupom S\ {z}.

1.30. Svako bijektivno preslikavanje nepraznog skupa S na S naziva se
permutacija skupa S.

1.31. Skup svih permutacija nepraznog skupa S je grupa u odnosu na
mnozenje (kompoziciju) preslikavanja.

1.32. Grupa G se naziva grupa permutacija ako i samo ako je G pod-

grupa grupe svih permutacija nekog skupa S.

1.33. Grupa svih permutacija skupa {1,2,...,n} se naziva simetri¢na
grupa stepena n i oznacava sa Sy,. Ta grupa ima n! elemenata.

Permutaciju p € S,, definisanu sa p(k) = ig, k € {1,2,...,n} oznacava-
2 .n . o .
mosa | . ) ili sa [i1 42 ... ip).
1 12 ... 1In

1.34. (Kejli (Cayley)) Svaka grupa G je izomorfna sa nekom grupom
permutacija skupa G.

Svaka konacna grupa reda n je izomorfna sa nekom podgrupom grupe
Sh.

1.35. Permutacija p € S, se naziva ciklus duzine &k (k < n) ako i samo
ako je
pla1) = az, plaz) =az, ... ,plag—1) = ag, plag) = a,

gde su ay,aq,...,a razliciti elementi skupa {1,2,...,n}, a ostale elemente
permutacija p ostavlja neizmenjene (p(z) = x, = # a;, © = 1,2,...,k).
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Ciklus p ¢emo oznacavati simbolom
p= (a1 az...ay)

1.36. Ciklus duzine 2 nazivamo transpozicija, a ciklus duzine 3 tercet.

1.37. Ciklusi (a1 ay...ax), (by ba...b) € S, se nazivaju disjunktni
ako i samo ako je

{al,ag,...,ak}ﬂ{bl,bg,...,bl}:Q.

1.38. Svaka permutacija grupe S, moze se prikazati kao proizvod dis-
junktnih ciklusa.

1.39. Skup svih transpozicija generiSe grupu .S,,.

1.40. Permutacija grupe S, se naziva parna ako i samo ako se moze
prikazati kao proizvod parnog broja transpozicija, a u suprotnom permutaci-
ja se naziva neparna.

Skup A,, svih parnih permutacija grupe S, je podgrupa (normalna, v.

n!
1.56) grupe S,. Grupa A4,, ima 5 elemenata i naziva se alternativna grupa
stepena n.

1.41. Matrica formata n X n se naziva permutaciona matrica ako i samo
ako je dobijena od jedini¢ne matrice permutovanjem njenih vrsta.

1.42. Ako je P, skup svih permutacionih matrica formata n x n, onda
je P, grupa u odnosu na mnozenje matrica.

1.43. Preslikavanje ¢ : S, — P, definisano sa ¢ : ¢ — A, gde je A,
matrica dobijena od jedini¢éne matrice permutovanjem njenih vrsta onako
kako to propisuje permutacija g, je izomorfizam grupe S, na grupu P,.

1.44. Na osnovu Kejlijeve teoreme (1.34) i 1.43, sledi da je svaka
konaé¢na grupa reda n izomorfna sa nekom podgrupom grupe P, svih per-
mutacionih matrica formata n x n.

1.45. Neka su A i B neprazni podskupovi grupe G. Proizvod AB
definisan je sa
AB={ab|a€ A, be B}.

1.46. Neka je H podgrupa grupe G i a € G. Skup aH = {ah | h € H}
naziva se levi suskup (ili koset) podgrupe H, a skup Ha = {ha | h € H} je
desni suskup (ili koset) podgrupe H.
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Element a nazivamo predstavnikom suskupova aH, odnosno Ha.

1.47. Neka je H podgrupa grupe G, a aH levi suskup podgrupe H.
Ako je g € aH, onda je aH = gH, tj. svaki element suskupa aH moze da
bude predstavnik tog suskupa. Analogno tvrdenje vazi i za desne suskupove.

1.48. Neka je H podgrupa grupe G i neka su aH i bH dva leva suskupa
podgrupe H. Tada se aH i bH ili poklapaju ili su disjunktni, tj. skup levih
suskupova je particija skupa G. Analogno tvrdenje vazi za desne suskupove.

1.49. Ako je H podgrupa grupe G, onda je za svako a € G

|H| = |aH| = |Hal.

1.50. (Lagranz (Lagrange)). Ako je H podgrupa konac¢ne grupe G,
onda je red podgrupe H delitelj reda grupe G.

1.51. Red elementa konac¢ne grupe je delitelj reda grupe.

1.52. Grupa reda p, gde je p prost broj, je ciklicka grupa i ta grupa
nema pravih podgrupa.

1.53. Ako je H podgrupa grupe G, onda je preslikavanje f : aH — Ha
bijekcija izmedu skupa svih levih i skupa svih desnih suskupova podgrupe
H. Dakle, broj levih suskupova jednak je broju desnih suskupova podgrupe
H. Ako je taj broj konacan on se naziva indeks podgrupe H u grupi G (ili
indeks grupe G po podgrupi H) i oznacava se sa [G : H].

Ako je G beskonaéna grupa, a H njena podgrupa takva da je skup svih
levih suskupova podgrupe H beskonacan (tada je beskonacan i skup svih
desnih suskupova), onda kazemo da je H beskona¢nog indeksa u G.

1.54. Ako je G kona¢na grupa, a H njena podgrupa, onda je |G| =
|H|- |G : H].

1.55. Neka su H i K konacne podgrupe grupe G. Tada vazi
|HI|K]|

HK| = ——.
| | |HN K|

1.56. Podgrupa H grupe G je normalna podgrupa grupe G ako i samo
ako za svako x € GG
cHx ' =H.

Da je H normalna podgrupa grupe G oznacavatemo sa H <1 G.
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1.57. Ako je H podgrupa grupe G, onda su sledeca tvrdenja ekviva-
lentna:

(i) H je normalna podgrupa grupe G.

(ii) xH = Hzx, za svako x € G.

(iii) Svaki levi suskup podgrupe H je i desni suskup podgrupe H.
(iv) xHx~! C H, za svako x € G.

1.58. Presek proizvoljne familije normalnih podgrupa grupe G je nor-
malna podgrupa grupe G.

1.59. U grupi G element a € G je konjugovan sa elementom b € G ako
i samo ako postoji ¢ € G tako da je

a=cbc L.

Konjugovanost elemenata grupe je relacija ekvivalencije.

1.60. Ako je H podgrupa grupe G, a x € G, onda je xHz ™! takode
podgrupa grupe G. Podgrupa x Hz ! se naziva podgrupa konjugovana sa H.

1.61. Neka je H podgrupa grupe G, = € G. Podgrupa zHz™! je
izomorfna sa H, a preslikavanje f : a — zaz~' je izomorfizam grupa H i
rHx™ !

1.62. Podgrupa H grupe G je normalna podgrupa u G ako i samo ako
se H poklapa sa svim svojim konjugovanim podgrupama.

1.63. Neka je H normalna podgrupa grupe G. Ako se na skupu svih
suskupova podgrupe H definiSe binarna operacija sa

(aH) - (bH) = (ab)H,

onda taj skup suskupova u odnosu na ovako definisanu operaciju ¢ini grupu.
Ta grupa se naziva faktor grupa grupe G po podgrupi H, oznacava se sa
G/H injen red je [G : H].

1.64. (Prva teorema o izomorfizmu). Neka je f : G — H homomor-
fizam grupe G u grupu H. Tada je jezgro Kerf normalna podgrupa grupe
G, f(G) je podgrupa grupe H i

G/Kerf = f(G).

(Svaka homomorfna slika grupe G je izomorfna sa faktor grupom grupe G.)
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1.65. Neka je H normalna podgrupa grupe G. Tada je preslikavanje 7 :
G — G/H definisano sa 7 : g — gH homomorfizam grupe G na faktor grupu
G/H cije je jezgro H. m se naziva prirodni (ili kanonicki) homomorfizam
grupe G na faktor grupu G/H.

1.66. Neka je f : G; — G5 epimorfizam grupe G1 na grupu Gs i neka
je Ho podgrupa grupe Go. Tada je skup Hj svih elemenata iz G ¢ije su slike
elementi iz Hs podgrupa grupe (G1 koja sadrzi Kerf. Ako je Hy <1 G2, onda
je i H1 < G1.

1.67. (Teorema o korespondenciji). Neka je H normalna podgrupa
grupe G i neka je preslikavanje 7 : G — G/H definisano sa 7 : g — gH.
7 je prirodni homomorfizam grupe G na grupu G/H. Neka je f funkcija
definisana na skupu svih podgrupa grupe G koje sadrze H, odredena na
sledeé¢i nacin:

f: K~ nm(K).
Funkcija f je bijekcija skupa svih podgrupa grupe G koje sadrze H i
skupa svih podgrupa faktor grupe G/H.

Ako je N skup svih normalnih podgrupa grupe G koje sadrze H, onda
je restrikcija f na N bijekcija skupa N i skupa svih normalnih podgrupa
faktor grupe G/H.

1.68. (Druga teorema o izomorfizmu) Neka je H podgrupa, a K nor-
malna podgrupa grupe G. Tada je HN K < H, HK je podgrupa grupe G
i

(HK)/K = H/(HNK).

1.69. (Treca teorema o izomorfizmu) Neka je G grupa, H < G, K < G
i K podgrupa grupe H. Tada je H/K < G/K i

(G/K)/(H/K) = G/H.
1.70. Neka su (G1,-) i (Gg,*) grupe. Skup
G x Gy ={(a1,a2) | a1 € Gy, az € Ga}
u odnosu na binarnu operaciju o definisanu sa

(al,ag) O (bl,bz) = (a1 . bl, a9 * bg),
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je grupa koja se naziva direktan proizvod grupa G i Ga. U daljem ¢emo,
kad god su G i G2 grupe, sa G1 x G2 oznacavati ovu grupu.

Analogno se definiSe direktan proizvod proizvoljnog kona¢nog broja gru-
pa.

1.71. Ako su A i B grupe, grupa G = A x B sadrzi podgrupu 4; =
{(a,ep) | a € A} koja je izomorfna sa A i sadrzi podgrupu By = {(ea,b) |
b € B} koja je izomorfna sa B, gde su e4 i ep neutralni elementi grupa A i
B respektivno. Svaki element grupe G se moze na jedinstven nacin prikazati
kao proizvod jednog elementa iz Ay i jednog iz B i taj proizvod komutira.
Takode je

G/Av=B 1 G/B = A.

(Za elemente a,b € G kazemo da komutiraju ako i samo ako je ab = ba.)

1.72. Neka su G, H i K grupe. Tada je

(GxH)xK®2YGx(HxK)2Gx HxK.

1.73. Ako su A i B normalne podgrupe grupe G takve da je AB =G
i AN B = {e}, onda je
G=AXB.
Ako su Hy, Ho, ..., H; normalne podgrupe grupe G takve da je
(i) G = Hy Hay... Hy,

(ii) za svako i € {1,2,...,k}, H,NnH .. H_1Hi .. .H, = {6},
onda je G = Hy X Hy X ... X Hp.

1.74. Centar Z(G) grupe G je skup svih elemenata koji komutiraju sa
svakim elementom grupe G, tj.

Z(G) ={z |z € GA (Va € G)ra = az}.

Centar Z(@G) je normalna podgrupa grupe G.

1.75. Ako je A neprazan podskup grupe G, onda je centralizator C(A)
skupa A skup svih elemenata iz G koji komutiraju sa svakim elementom iz
A, tj.

C(A)={z |z € GA (Ya € A)za=ax}.

Centralizator C(A) je podgrupa grupe G.
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1.76. Normalizator nepraznog podskupa A grupe G je skup
NA) ={z|ze€ G, zA=Az}.

Normalizator NV'(A) je podgrupa grupe G.

1.77. Ako je H podgrupa grupe G, onda je normalizator N'(H) mak-
simalna podgrupa grupe G u kojoj je H normalna podgrupa.

1.78. Podgrupa H grupe G je normalna ako i samo ako je N(H) = G.

1.79. Broj elemenata konjugovanih sa elementom a u grupi G jednak

je [G : N(a)].

1.80. Broj razlicitih podgrupa konjugovanih s podgrupom H grupe G
je [G : N(H)].

1.81. Ako je G grupa, z,y € G, onda se zyxz~ 'y~ naziva komutator
uredenog para elemenata x,y. Komutator elemenata = i y oznacava¢emo sa
[z,y].

1.82. Podgrupa grupe G generisana skupom svih komutatora naziva
se izvod (ili komutatorska podgrupa ili izvodna podgrupa) grupe G. Izvod
grupe G oznacavademo sa G'. (Dakle, izvod je podgrupa generisana skupom
komutatora, a ne skup svih komutatora. Moguce je da neki element grupe
bude jednak proizvodu komutatora, a da sam ne bude komutator.)

1

1.83. U grupi G izvod G’ je normalna podgrupa.

1.84. Drugi izvod G” grupe G je izvod izvoda G’. n-ti izvod G grupe
G je izvod (n — 1)-og izvoda GV, n=2,3,... .

1.85. Normalna podgrupa H grupe G je maksimalna normalna pod-
grupa ako i samo ako ne postoji prava normalna podgrupa grupe G razli¢ita
od H, koja sadrzi H.

1.86. Grupa G se naziva prosta ako i samo ako G nema netrivijalne
normalne podgrupe.

1.87. Normalna podgrupa H grupe G je maksimalna normalna pod-
grupa ako i samo ako je faktor grupa G/H prosta.

1.88. Kompozicioni niz grupe G je konacan niz
G,Hl,HQ,... ,Hk = {8}

razli¢itih podgrupa grupe G u kome je svaki ¢lan niza maksimalna normalna
podgrupa prethodnog ¢lana.
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1.89. Ako je G, Hy, Hy, ..., Hy = {e} kompozicioni niz grupe G, onda
se niz
G/Hy,H\/Hs,...,Hy_/Hj
naziva kompozicioni niz faktor grupa grupe G.

Kompozicioni niz indeksa grupe G je niz
mi,mo, ..., Mg

gde je m; red i-te po redu faktor grupe iz kompozicionog niza faktor grupa
grupe G.

1.90. Dva kompoziciona niza grupe G nazivaju se izomorfnim ako i

samo ako se faktor grupe jednog niza mogu bijektivno preslikati na faktor
grupe drugog niza, tako da odgovarajucée faktor grupe budu izomorfne.

1.91. (Zordan-Helder (Jordan-Hélder)) Svaka dva kompoziciona niza
grupe G su izomorfna.

1.92. Grupa G se naziva rediva ako i samo ako se njen n-ti izvod G,
za neki konacan broj n, sastoji samo od neutralnog elementa.

1.93. Konacna grupa G je resiva ako i samo ako je njen kompozicioni
niz faktor grupa niz ciklickih grupa prostog reda (tj. njen kompozicioni niz
indeksa je niz prostih brojeva).

1.94. Svaka komutativna grupa je resiva.

1.95. Svaka konacna grupa neparnog reda je resival.

1.96. Ako je p prost broj, grupa GG se naziva p-grupa ako i samo ako je
red svakog elementa grupe G neki stepen broja p.

1.97. (Kosi(Cauchy)) Ako je G kona¢na grupa ¢iji je red deljiv prostim
brojem p, onda G sadrzi element reda p.

1.98. Konacna grupa G je p-grupa ako i samo ako je red grupe G stepen
broja p.

1.99. Svaka konacno generisana Abelova grupa je izomorfna direktnom
proizvodu ciklickih grupa, a svaka od tih ciklickih grupa je ili beskonacna ili

1Ovo tvrdenje, kojim se daje potvrdan odgovor na dugi niz godina nedokazanu hipotezu
Bernsajda (Burnside), dokazali su Feit (Feith) i Tompson (Thompson) 1963.g. Njihov
dokaz, veoma dubok i neelementaran, objavljen je na 255 strana u radu:

Feith,W., Thompson J.G. Solvability of Groups of Odd Order, Pacific Journal of Math-
ematics, Vol. 13 (1963), 775-1029.
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je njen red stepen prostog broja.

Specijalno, svaka konacna Abelova grupa je izomorfna direktnom proizvo-
du konacnih ciklickih grupa.

1.100. Neka su G i H Abelove grupe reda p™, p prost broj, i neka
je G = Ay x ... x Ag, pri ¢emu je svaki ¢inilac A; ciklicka grupa reda p%,
g1=2...29r>0,a H=DB; X...x Bg, pri ¢emu je svaki ¢inilac B; ciklicka
grupa reda p, hy > ... > hy > 0. Tada su G i H izomorfne grupe ako i
samo ako je k = s i za svako i g; = h;.

1.101. Ako je G kona¢éna Abelova grupa reda n, onda u G postoji
podgrupa reda m za svaki pozitivan broj m koji je delitelj n.

1.102. Neka je p prost broj. Podgrupa P grupe G se naziva p-podgrupa
Silova grupe G ako i samo ako je P maksimalna p-podgrupa grupe G.

1.103. (Prva teorema Silova (Sylow)) Neka je G grupa reda p"gq, gde
je p prost broj uzajamno prost sa ¢, n € N. Tada G sadrzi podgrupu reda
p' za svako i € {1,2,...,n} i svaka podgrupa grupe G reda p' (i < n) je
normalna u nekoj podgrupi reda p**?.

1.104. Ako u grupi G postoji ta¢no jedna p-podgrupa Silova, onda je
ta podgrupa normalna podgrupa grupe G.

1.105. Ako je G grupa reda n, onda su p-podgrupe Silova reda p”, gde
je p" najveéi stepen p koji je delitelj n.

1.106. (Druga teorema Silova) Svake dve p-podgrupe Silova grupe G
su konjugovane. Ukupan broj p-podgrupa Silova je [G : N'(P)], gde je P bilo
koja p-podgrupa Silova.

1.107. (Treca teorema Silova) Broj razli¢itih p-podgrupa Silova kona¢ne
grupe G je 1 4 kp, gde je k nenegativan ceo broj, a 1 + kp je delitelj reda
grupe G.

1.108. Neka je G grupa i a € G. Preslikavanje f : G — G definisano sa
f(z) =aza™t, zasvako z € G,

je automorfizam grupe G. f se naziva unutrasnji automorfizam odreden
elementom a.

1.109. Automorfizam grupe koji nije unutrasnji naziva se spoljasnji
automorfizam.

1.110. Skup A(G) svih automorfizama grupe G je grupa u odnosu
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na komporziciju preslikavanja. Skup U(G) svih unutrasnjih automorfizama
grupe G je normalna podgrupa grupe A(G).

A(G) se naziva grupa automorfizama grupe G, a U(G) se naziva grupa
unutradnjih automorfizama grupe G.

1.111. Grupa U(G) unutrasnjih automorfizama grupe G je izomorfna
faktor grupi grupe G po centru Z(G),

UG) = G/2(G).

1.2 Primeri i aksiomatika

1. Ispitati da li sledeéi skupovi ¢ine grupe u odnosu na odgovarajuée
operacije (operacije 4+, —, -, : su uobicajene operacije sabiranja, oduzima-
nja, mnozenja i deljenja).

a) (Z,+), (@, +), (R, +), (C,+),

b) (S,+), gde je S ={-5,—4,...,4,5},
) (Z,-),

) (@),

) (@\{0},), R\{0},-), (C\{0},),
f) (Q*, %), gdejea*xb=1"b:a,

g) (@), (RF,).

Resenje. a) (Z,+) je grupa jer zadovoljava aksiome navedene u definiciji
1.9. Zaista,

a0

)

— zbir dva cela broja je ceo broj (dakle, 4 je binarna operacija definisana
na 7),

— asocijativnost vazi za sabiranje celih brojeva (G1),

— 0 € Z je levi neutralni element: 0+ a = a, za svako a € Z (G2),

— za svako a € Z postoji —a € Z tako da je (—a) +a =0 (G3).
Sabiranje celih brojeva je komutativno, pa je (Z,+) Abelova grupa.
Sli¢no se pokazuje da sui (Q,+), (R,+) i (C,+) Abelove grupe.

b) U ovom slucaju + nije binarna operacija na S, pa (S, +) nije grupa
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(sabiranje jeste binarna operacija na skupu Z svih celih brojeva, ali skup S
nije zatvoren u odnosu na sabiranje).

¢) Oduzimanje je binarna operacija na Z, ali ta operacija nije asocija-
tivna, pa (Z, —) nije grupa.

d) Mnozenje je binarna operacija na Q, vaze aksiomi G11 G2, ali0 € Q
nema inverzni element (0-a =0 # 1, za svako a € Q), pa (Q, -) nije grupa.

e) Skup Q iz koga je iskljuena nula je Abelova grupa u odnosu na
mnozenje. Takode i (R \ {0},-) i (C\ {0},-) su Abelove grupe.

f) Nije grupa.
g) Jesu grupe.

PRIMEDBA. U primeru d) grupoid (Q, -) zadovoljava sve aksiome grupe
sem G3, a u primeru f) grupoid (Q7,x*) zadovoljava sve aksiome sem G1.
Prema tome, svaki od aksioma G3 i G1 iz definicije grupe 1.9 je nezavisan
od ostalih aksioma iz te definicije.

2. Da li skupovi

a) {a+bv2|a,beqQ, a®+b* #0}

b) {a+bv2+cV3 | a,b,c€Q, a® +b* + 2 #£ 0}
¢ine multiplikativne grupe?

3. Na skupu G = {(a,b) | a,b € R, a # 0} je definisana binarna
operacija * :
(a,b) % (¢,d) = (ac,ad + b).

Dokazati da je (G, *) grupa.
4. Dokazati da slede¢i skupovi ¢ine grupe u odnosu na mnozenje
a) {—1,1},
1 3 1 3
b) {17 1, .VB /3 } |

2T Ty Ty

C) {17 _17 Z‘a _Z}a
gde je i? = —1.
(Ovo su specijalni slucajevi grupe iz zadatka 5).

5. Dokazati da je skup S svih n-tih korena iz jedinice (n je fiksiran
prirodan broj) grupa u odnosu na mnozenje.
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Resenje. Kompleksan broj a je n-ti koren iz jedinice ako i samo ako je
a™ =1, pa su n-ti koreni iz jedinice svi kompleksni brojevi oblika

2kmi

en, k=0,12,..., n—1.

Ako su a,b € S, tada je
(ab)" = a"b" =1,

pajeiab € S (dakle, skup S je zatvoren u odnosu na mnozenje).

Asocijativnost vazi za mnozenje svih kompleksnih brojeva, pa vazi i u
S (jer je S C C).

1€Sil-a=a,zasvako a € S, pa postoji levi neutralni element.

Za svaki element a € S,

1 1
pai— €5, akako je —-a = 1, svaki element skupa S ima levi inverzni
a

element.
Prema tome, skup S je grupa u odnosu na mnozenje.

Kako je mnozenje kompleksnih brojeva komutativno, a S je podskup
skupa kompleksnih brojeva i mnozenje u S je komutativno, pa je (.5, -) Abelo-
va grupa.

(Za n = 2,3 1 4 dobijaju se grupe iz prethodnog zadatka).
PrRIMEDBA. Ovim je pokazano da postoje kona¢ne grupe bilo kog reda.
6. Dokazati da je skup svih korena iz jedinice, tj. skup
S={z]|z€CA(IneN)" =1},
multiplikativna Abelova grupa.

7. Dokazati da je skup svih kompleksnih brojeva ¢iji je modul jednak
jedinici multiplikativna Abelova grupa.

8. Neka je p fiksiran prost broj a

ZyY ={z|2€CA(IneN)" =1}
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Dokazati da je (Z;°, -) Abelova grupa, ako je - mnozenje kompleksnih brojeva.
PRIMEDBA. Ova grupa se naziva p-Priferova (Priifer) (ili samo Priferova
grupa) ili kvaziciklicka grupa.
9. Da li je skup S = {a,b,c} grupa u odnosu na operaciju koja je
zadana slede¢om Kejlijevom tablicom:

Resenge. 1z tablice se lako uocava da je binarna operacija dobro defini-
sana i da je a neutralni element.

S obzirom da se neutralni element a nalazi u svakoj koloni tablice, za-
klju¢ujemo da svaki element skupa S ima levi inverzni element.

Da ispitamo da li je operacija asocijativna potrebno je da proverimo da

li je
a(aa) = (aa)a
a(ab) = (aa)b
a(ac) = (aa)c
a(ba) = (ab)a

itd. za sve uredene trojke elemenata iz S (takvih trojki ima n3 za skup od

n elemenata, u nasem primeru 3% = 27). Ako izra¢unamo sve ove proizvode
vide¢emo da vazi asocijativnost, pa je S grupa.

Posto je gornja tablica simetriéna u odnosu na glavnu (padajucu) di-
jagonalu, operacija je komutativna, pa je skup S u odnosu na tu operaciju
Abelova grupa.

Da je (S,-) grupa moze se proveriti i na slede¢i na¢in. Vazi, naime,
sledec¢a teorema:

Grupoid (G, -) je grupa ako i samo ako vazi:
(i) za svako a,b € G, jednacine
ar=>b, ya=2»b

imaju u G bar jedno reSenje po x,,
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(ii) a(bc) = (ab)c

za svako a, b, c € G, takvo da je a # b # ¢ # a, (dakle, asocijativnost vazi za
svaku uredenu trojku razli¢itih elemenata). (A. Wagner, On the associative
law of groups, Rend. Mat. e Applic. Roma, 21 (1962), 60-76.)

Prema tome dovoljno je proveriti:

(i) da li se u svakoj vrsti i koloni tablice nalaze svi elementi skupa S
(8to je ispunjeno),

(ii) da li vazi asocijativnost za sve uredene trojke razli¢itih elemenata
(za skup od n elemenata takvih trojki ima n(n —1)(n —2), u naSem primeru
za n = 3 ima 6 trojki), tj. da li je

Sto je takode ispunjeno, pa je i na ovaj nacin dokazano da je S grupa.

Koris¢éenjem ove teoreme olakSava se proveravanje asocijativnosti — za
grupoid od n elemenata treba izracunati 4n(n —1)(n —2) proizvoda (umesto
4n3 koliko je potrebno kad se asocijativnost proverava za sve uredene trojke).

(Napominjemo da se u definiciji grupe 1.9 aksiom G1 ne moze zameniti
ovako oslabljenom asocijativnoséu.)

10. Ispitati da li su skupovi

A={a,b}, B={x,y,z}, C=1{1,2,3,4}

grupe u odnosu na operacije zadane slede¢im Kelijevim tablicama:

1 1 3 4
a b 113 1 4 2
ala b , 2|1 2 3 4
blb a 314 3 21
412 4 1 3
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11. Sledeca tablica je deo Kejlijeve tablice jedne grupe:

Kompletirati tablicu.

e a b c d f
ele a b c d f
ala b e d
b|b
clec f a
d|d
fif

Resenje. S obzirom da se u Kejlijevoj tablici grupe svaki element po-
javljuje tacno jedanput u svakoj vrsti i koloni tablice, odmah sledi da je
af = c i ad = f. Neutralni element je, oc¢igledno, e, pa iz ab = e sledi ba = e.
Sada se iz druge kolone dobija da je da = ¢ (jer je ¢ jedini element koji se
ne nalazi u petoj vrsti i drugoj koloni), a sli¢no je i fa = d. Na isti nac¢in
zakljucujemo da je cb = d. Kako je a®> = b, onda je b> = ba® = (ba)a = a.
Sada se u preseku trece vrste i ¢etvrte kolone mora nalaziti f, tj. bc = f.
Sli¢no dobijamo da je bd = ¢, bf =d, db = f, fb=c.

Za element ¢ postoje dve moguénosti: ¢? € {e,b}. Ako je ¢ = b, onda
je ¢b = ¢ = be, a to je protivreénost. Dakle, ¢ = e. Dalje je cd = c(cb) =
(ce)b = b i dc = (ac)e = ac® = a. Ostatak tablice se lako odreduje, pa je

kompletna tablica ove grupe

e a b c d f
ele a b ¢ d f
ala b e d f c
blb e a f ¢ d
cle f d e b a
dld ¢ f a e b
flf d ¢ b a e

12. U skupu ostataka po modulu m,

Zm =1{0,1,2,...,m —1},

definisano je sabiranje i mnozenje:

a+b=a+b,

a-b=ab.
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Da li su (Zm,+), (Zm,-) 1 (Zm \ {0}, ) grupe?

PRIMEDBA. Ako je m fiksiran prirodan broj, skup celih brojeva se
moze razloziti na klase ekvivalencije tako da su dva cela broja u istoj klasi
ako i samo ako su kongruentni po modulu m (tj. ako daju isti ostatak pri
deobi sa m). Ove klase se nazivaju klase ostataka po modulu m, a skup svih
klasa skup (ili sistem) ostataka po modulu m (oznacavaéemo ga sa Z,). Sa
a oznacavamo klasu u kojoj se nalazi ceo broj a. Da su celi brojevi a i b
kongruentni po modulu m zapisiva¢emo sa a = b (mod m).

Resenje. Najpre ¢emo dokazati da su gornje operacije dobro definisane,
tj. da je rezultat sabiranja (odnosno mnozenja) a + b (odnosno ab) uvek isti
bez obzira na to koje predstavnike klasa @ i b uzimamo.

Uzmimo bilo koji element klase @, on mora biti oblika a+kym, (k1 €7),
slicno neka je b+ kom (ko € Z) proizvoljan element klase b. Tada je

(a+kim) + (b+ kam) = a+ kym + b+ kam = a + b+ (k1 + ka)m.
Kako jea+b=a+ b+ (ki + ka)m (mod m), sledi da je

(a+kim)+ (b+kam) =a+b+ (k1 + ka)m =a+b.

Da je mnozenje dobro definisano dokazuje se sli¢no:

(a+ kym) - (b+ kam) = ab + (k1b + kaa + k1kom)m = ab

Sada ¢emo dokazati da je (Z,, +) grupa:

— oCigledno je da je operacija unutrasnja,

~ (@+b)+e=(a+b)+e=(a+b)+c=a+(b+c)=
@+ (b+c)=a+ (b+¢c), zasvako @,b,¢ € Zy,,
pa je sabiranje asocijativno,

— 0 je neutralni element,

— m — a je inverzni element za a,
i kako je jos
a+b=b+a, zasvako a,b€ Zy,
(Zm,+) je Abelova grupa.

(Zm, -) nije grupa jer 0 nema inverzni element (@ -0 = 0 # 1, za svako
A E L)
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Ispitajmo sada da li je (Zy, \ {0}, ) grupa.

Ako je m slozen broj, m = pq, tada je pg = m = 0, pa u tom slucaju
mnozenje nije unutrasnja operacija, odnosno (Z, \ {0}, -) nije grupa.

Ako je m prost broj, onda je mnozenje unutradnja operacija, asocija-
tivnost vazi, 1 je neutralni element. Za svako @ # 0, a i m su uzajamno
prosti brojevi, pa postoje celi brojevi r i s tako da je

ra+ sm = 1.

Inverzni element za @ je 7, jer je

ra=ra=1—sm=1.

Prema tome, (Z,, \ {0}, ) je grupa ako i samo ako je m prost broj.

13. a) Dokazati da je skup {1,3,7,9} ostataka po modulu 10 grupa u
odnosu na mnozenje.

b) Dokazati da je skup ostataka po modulu n onih celih brojeva koji su
uzajamno prosti sa n, u odnosu na mnozenje Abelova grupa.

14. Dokazati da je skup svih polinoma s koeficijentima iz Z, u odnosu
na sabiranje polinoma Abelova grupa.

15. Skup svih permutacija skupa M (bijektivnih preslikavanja skupa
M na sebe) ¢ini grupu u odnosu na operaciju mnozenja (kompozicije) pre-
slikavanja (ako su p, ¢ permutacije onda je njihov proizvod pq preslikavanje
definisano sa (pq)(z) = p(q(z)), za svako = € M).

Dokazati.

PRIMEDBA. Ako je M = {1,2,...,n}, grupa permutacija sa ovako
definisanim mnozenjem se naziva simetri¢na grupa stepena n i oznacava sa
Sy. Ta grupa ima n! elemenata.

16. Nadi grupu simetrija

a) jednakostrani¢nog trougla,
b) kvadrata,

¢) pravougaonika,

d) pravilnog n-tougla,

e) pravilnog tetraedra,
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f) kocke.

PRIMEDBA. Simetrija neke geometrijske figure je svako bijektivno pre-
slikavanje tacaka te figure na tacke te figure koje ne menja rastojanje tacaka
(tj. rastojanje bilo koje dve tacke jednako je rastojanju slika tih tacaka)?.
Skup svih simetrija neke figure ¢ini grupu u odnosu na mnozenje preslikava-
nja definisano kao uzastopno primenjivanje preslikavanja.

Ova definicija simetrije je Sira od uobicajene geometrijske definicije
simetrije i moze da obuhvati pored centralne, osne i ravanske simetrije i
sva druga preslikavanja sa navedenom osobinom (rotacije, translacije i sl.)?

Resenje. b) Svaka od simetrija kvadrata potpuno je odredena slikama
njegovih temena, pa ¢emo te simetrije prikazati kao permutacije temena.

Oznatimo temena kvadrata sa 1,2, 3,4, srediste sa O, asa A, B, C,
D sredista stranica 12,23,34 i 41 (v. sliku).

1 D 4
A 0 C
2 B 3

Grupu simetrija kvadrata ¢ine sledeée permutacije:

— rotacije kvadrata u ravni oko tacke O za uglove 0,7/2,7 1 37/2:

2Kada je geometrijska figura koja se preslikava ravan odnosno ceo prostor, onda se
ovako definisana simetrija naziva izometrija (ili transformacija podudarnosti) ravni odno-
sno prostora.

3Moze se dokazati da za ovako definisanu simetriju vazi: svaka simetrija ravne figure
moze se prikazati kao proizvod najviSe tri osne simetrije, a svaka simetrija prostorne figure
moZe se prikazati kao proizvod najvise ¢etiri ravanske simetrije (v. na primer, M.Prvanovi¢:
Osnovi geometrije, Beograd, 1980).
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Lako se proverava da drugih simetrija kvadrata nema i da ovih osam per-
mutacija zaista ¢ine grupu.

d) Elementi grupe simetrija su rotacije oko sredista O opisane kruznice
za ugao od %TW’ k=0,1,...,n— 1. Ako se sa r oznai rotacija za ugao od
27” tada svaka rotacija moze da se predstavi kao ¥, k = 0,1,...,n—1, pa je
r"™ = e, gde je e identicko preslikavanje (neutralni element grupe simetrija).
Pored rotacija, simetrije su i n osnih simetrija u odnosu na n pravih koje
spajaju tacku O sa temenima i srediStima stranica n-tougla.

Dakle, ima najmanje 2n elemenata grupe simetrija pravilnog n-tougla,
a lako se moze pokazati da su to i jednine simetrije.

Ako se sa A oznadi jedno teme n-tougla, sa s osna simetrija u odnosu
na pravu OA, onda je s?> = e, a svi elementi grupe simetrija su

2 n—1

e,ror? e s s sr? L s

Veza izmedu s i 7 je rfs = sr™ % k=1,2,...,n— 1.

PRIMEDBA. Grupa simetrija pravilnog n-tougla se naziva diedarska
grupa, oznacava se da D, i to je nekomutativna grupa koja ima 2n eleme-
nata. Ranije konstruisana grupa simetrija kvadrata je diedarska grupa od 8
elemenata (n = 4).

17. Nadi grupe permutacija skupa S = {1, 2, 3,4} za koje sledece realne
funkcije ostaju nepromenjene:
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a) f(z1,x2,x3,24) = x122 + X324,
b) f(I1,$2,1'3,134) =71 + X2,
c) f(x1,x2,x3,T4) = T1T223T4.

(Ako je o permutacija skupa S, onda se f ne menja permutacijom
o ako i samo ako je f(x1,22,73,74) = f(To(1): To(2)s To(3)s To(a)) 22 svako
x1,%2,x3,%4 € R.)

18. Ispitati da li sledeéi skupovi funkcija koje preslikavaju R\ {0,1} u

R
W) (A =2 2@ = -2, fo(@) =+, fale) =~ ),
b) { A1) =2 2l@) = . () =12, fale) = 1.
fs(x) = xT_la folz) = — i 1},

¢ine grupe u odnosu na operaciju * definisanu sa
(fi f3)(@) = fi(fj(x)), za svako z € R\ {0, 1}.

Uputstvo. Formirati Kejlijevu tablicu i zatim kao u zadatku 9 iz tablice
utvrditi da je operacija dobro definisana, postojanje neutralnog elementa i
inverznih elemenata. Ovako definisano mnozenje funkcija je asocijativno za
sve funkcije uopste (Sto se lako moze pokazati), pa je asocijativno i za date
skupove funkcija.

19. Dalisledeéi skupovi ¢ine grupe u odnosu na odgovarajuée operacije:

a) Skup L svih realnih funkcija oblika
f(z)=ax+0b, abeR, a#0,
u odnosu na kompoziciju funkcija
(f9)(x) = f(g(x)),
b) isti skup L u odnosu na sabiranje funkcija

(f +9)(x) = f(z) + g(),

c¢) skup P svih realnih periodi¢nih funkcija sa periodom w € R u odnosu
na sabiranje funkcija,
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d) isti skup P u odnosu na kompoziciju funkcija.
Koje od navedenih operacija su komutativne?

20. Neka je S bilo koji neprazan skup, a (G, *) bilo koja grupa. Kako se
moze definisati mnozenje preslikavanja pa da skup svih preslikavanja skupa
S u G bude grupa?

21. Dokazati da slede¢i skupovi matrica sa realnim (kompleksnim)
elementima ¢ine multiplikativne grupe:

a) sve regularne matrice formata n x n,
b) sve ortogonalne matrice formata n x n,
¢) sve matrice formata n x n ¢ije su determinante jednake 1.

22. Na¢i red multiplikativne grupe G regularnih matrica formata 2 x 2
sa elementima iz Z,, gde je p prost broj.

Uputstvo. Prva kolona matrice moze da bude bilo koji nenula vektor, a
druga kolona moze da bude bilo koji nenula vektor koji nije skalarni umnozak

prvog.
Rezultat. (p*> —1)(p? — p).

23. Neka je p neparan prost broj. Dokazati da je skup matrica

G:HZ Z] ]aezp\{()}}

Abelova grupa u odnosu na mnozenje matrica.
Da li analogno tvrdenje vazi
a) za matrice formata n x n,

b) ako je p proizvoljan prirodan broj ?

Uputstvo. Neutralni element je matrica [Z Z], gde je e = 271

. . . . . b b
(mod p), a inverzna matrica za matricu [ Z Z ] je matrica [ b b ], gde

jeb=(4a)™' (mod p).
24. Da li skup matrica

o Ve ML o]
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el sl 2L

(i> = —1), ¢ini grupu u odnosu na mnozenje matrica?

Da li neki podskupovi ovog skupa ¢Cine grupe?

25. Da li je skup matrica sa elementima iz Zo
10 01
n T ) T 6 ) ) )
26. Dokazati da je skup matrica

grupa u odnosu na mnozenje matrica ?
+1 a
{ 0 1 ] ‘ a € Zn}

u odnosu na mnozenje matrica kona¢na nekomutativna grupa reda 2n.

o
= Ol
=l =
==
= Ol
Ol
==

=l =
Sl =
[EE—"
——

27. Ako je neki skup matrica grupa u odnosu na mnoZenje matrica,
dokazati da su tada ili sve matrice tog skupa singularne ili su sve regularne.

PRIMEDBA. Neutralni element te grupe ne mora biti jedini¢na matrica

10 ... 0
o 01 0
00 1

Na primer, skup matrica

T T
R
je grupa u odnosu na matri¢no mnozenje, a neutralni element nije

N

28. Neka je G skup matrica oblika

S O =
O = Q
— 0 o
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gde su a, b, ¢ elementi polja F. Dokazati da je G grupa u odnosu na mno-
Zenje matrica.

29. U skupu svih uredenih parova realnih brojeva preslikavanja Ag
(z,y) — (2/,y') definisana su sa

A

xcosf + ysinb,
/

y = —xsinf 4+ ycosb.

Dokazati da skup L = {Ay | € R} svih preslikavanja tog oblika ¢ini grupu

u odnosu na operaciju kompozicije preslikavanja. Dati geometrijsku inter-
pretaciju.

30. Na skupu R* =R\ {0} definisana je operacija o sa

ab, a >0,
aob=
Z, a < 0.

Da li je (R*,0) grupa?

Resenje. Binarna operacija o je asocijativna. Da se to proveri potrebno
je analizirati razlicite slucajeve: a > 0, b > 0;

a>0,b<0; a<0,b<
0; a<0,b>0;

i ¢ proizvoljan element iz R*.
Ako je a > 0, b > 0, onda je
ao(boc)=ao(bc)=abe,

(aob)oc=(ab)oc= abe.
Ako je a > 0, b < 0, onda je

b ab ab
ao(boc)—aog—?, (aOb)OC—(ab)OC—?.

Slicno se proveravaju i ostali sluc¢ajevi, pa je operacija o asocijativna.

Levi neutralni element je 1 jer je za svako a € R* 1oa = a.

Za a > 0 levi inverzni element je —, a za a < 0 levi inverzni element je
a
sam element a.

Prema tome, (R*,0) je grupa.
31. U skupu Z3 svih uredenih trojki celih brojeva definisano je mnozenje

(a,b,¢)(x,y,2) = (a+ (=1)bz, b+ (=1)%, (—=1)%+ 2).
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Dokazati da je Z? u odnosu na ovo mnozenje grupa.

32. Neka je Z*° skup svih beskonaé¢nih nizova celih brojeva i neka je na
7Z°° definisana operacija * sa

<f07f17~--7fn7-~-)*(907917---;gn~~-):

= (fo+ 90, (1) f1 4+ g1, (=1)%FI fy 4 go, ..., (=1)PFFI1f g
Dokazati da je (Z°°, %) grupa.
33. Neka je G = {(a,b,c) | a,b,c € {0,1,...,p — 1}}, gde je p prost
broj i
(a1,b1,c1) * (az, b2, c2) = (a1 + az, by + bz, c1 + ca + a1ba),

gde su operacije + i - redom sabiranje i mnozenje po modulu p.

Dokazati da je (G, *) nekomutativna grupa reda p?.

34. Neka je G = {(a,b) | a € {0,1,...,p—1}, b€ {0,1,...,p> — 1}},
gde je p prost broj, a operacija * definisana sa

(a1,b1) * (a2, b2) = (a1 + a2, by + by + brazp),

pri ¢emu su operacije + i - u prvoj koordinati po modulu p, a u drugoj po
modulu p?.

Dokazati da je (G, *) nekomutativna grupa reda p>.

35. Neka je p prost broj, G = {(a,b,c,d) | a,b,c,d € {0,1,...,p*> —1}}

(a1,b1,¢1,d1) * (a2, be, ca,da) =
(a1 + ag + pciag, by + ba + pdiba, 1 + co + peibe, di + da + pbias),
gde su + i - po modulu p?.
Dokazati da je (G, %) grupa.
36. Neka je p prost broj a

a
Qp:{b

Dokazati da je (Qp,+) Abelova grupa (4 je sabiranje racionalnih brojeva).

b

a
— € Q1ib je uzajamno prost sa p}.
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37. Neka je p prost broj,

a
Qp:{b

Dokazati da je (QP,+) Abelova grupa (+ je sabiranje racionalnih brojeva).

ZGQi(EInGNU{O})b:p”}.

38. Neka je S proizvoljan neprazan skup. Definisimo operaciju A na
partitivnom skupu P(S) skupa S na sledeéi nacin:

AAB=(A\B)U(B\ A).

Dokazati da je (P(S), A) grupa.
(A A B se naziva simetri¢na razlika skupova A i B.)

Resenje. Operacija A je ocigledno dobro definisana. Dokazimo aso-
cijativnost te operacije. Neka je x4 : S — {0, 1} karakteristicna funkcija
skupa A,

1, xz€A
XA(‘T):{ 0, z¢A

Ako definiSemo sabiranje karakteristi¢nih funkcija sa
(xa +xB)(x) = xa(z) + xB(x), zasvako x €S,

gde je sabiranje na desnoj strani jednakosti po modulu 2, onda se neposredno
proverava da je za svako A, B C S

XA+ XB = XAAB-

S obzirom da je ovako definisano sabiranje karakteristi¢nih funkcija asocija-
tivno, neposredno sledi da je

XAA(BAC) = X(AAB)AC-
Dva skupa ¢ije su karakteristi¢ne funkcije jednake moraju biti jednaki, dakle,

AA(BAC)=(AAB)AC.

Neposredno se proverava da je prazan skup @ neutralni element za op-
eraciju A idaje A7l =A4,tj. ANA=02.

39. Dokazati da su definicije 1.9 i 1.10 ekvivalentne.
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40. Dokazati da je grupoid (G, -) grupa ako i samo ako je
(i) operacija asocijativna,

(ii) za svako a,b € G jednacine
a-r=>b, y-a=>b

imaju u G reSenja po = i y.

41. Na skupu G je definisana binarna operacija (a,b) +— ab i unarna
operacija a — a~!, tako da vaze sledeéi aksiomi:

G1’. za svako a,b,c € G

(ab)c = a(be),

G2’. za svako a,b € G
a"(ab) = b= (ba)a™t.
Dokazati da je ovaj sistem aksioma ekvivalentan sa sistemom aksioma G1-3

kojima je definisana grupa u 1.9.

Resenge. 1z aksioma G1-3 navedenih u 1.9 o¢evidno slede gornji aksiomi.
Pokazac¢emo da i obrnuto, iz gornjih aksioma slede aksiomi G1-3.

Ako u jednakosti
b= (ba)a™ !, (G2

zamenimo b sa ¢~ !¢, dobijamo

cle=((cte)a)a™ = (cte)(aa™) = ¢ He(aa™)) = aa™ L.

1

Za ¢ = a odavde sledi da je a~'a = aa™! i da element a~'a ne zavisi od a.

Uvedimo oznaku
(1) ata=e.
Kako je
eb= (a"'a)b=a"'(ab) = b,

vazi aksiom G2, a iz (1) sledi da vazi i G3, pa je time dokazana ekvivalentnost
ova dva sistema aksioma.
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42. Dokazati da je grupoid (G,-) Abelova grupa ako i samo ako vaze
sledeci aksiomi:

G”1. za svako a,b,c € G

a(be) = (ba)c,
i aksiomi G2 i G3 iz definicije 1.9.

43. Ako je na skupu G definisana jedna binarna operacija (a,b) — ab
i jedna unarna operacija a — a’ i ako za svako a,b,c,d, f,€ G

(ab)e = (ad)f = b=d(fc),

onda je G grupa. Dokazati.

Literatura:
Slater M., A single postulate for groups, Amer. Math. Monthly, 68 (1961),
346-347.

Resenje. Kako je (ab)c = (ab)c, sledi
(2) b="b(cc), zasvako b,c€G.
Oznag¢imo proizvod aa’ sa a*. Tada je prema (2)
a=ab" =ad" 1 (ab®)c= (ad")c,

a odatle sledi
b* =d*c* =d*.

Dakle, za svako a € G, aa’ = e, pa je na osnovu svega pokazanog e desni
neutralni element i @’ je desni inverzni element za a.

Preostaje, prema tome, jos da dokazemo da je binarna operacija asoci-
jativna. Radi toga ¢emo prethodno izvesti neke posledice datog aksioma.

Ako je ab = ad, onda je
(ab)c = (ad)c,

a odatle
b=d(cc)=d,

Sto znaci da vazi leva kancelacija.
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Iz (ae)b = (ab)e sledi e =b(ed).

Kako je e = bV dobijamo da je (primenjujuéi levu kancelaciju) v = eb'.
Specijalno €' = ee’ = e.
Dalje je
(ab)e = (ae)b,

odakle imamo

b=e(be') = eb,
tj. e je i levi neutralni element.
Iz
(ec)c’ = (ed)d'
dobija se

c=d(dd).

Stavljajuéi d = e imacemo da je ¢ = ¢”, pa je
c=d(dc).

To znaci da jednacina a = bz, za svako a,b € G ima resenje x = b'a.
Sada se moze dokazati da vazi asocijativnost.

Ako su a,b, ¢ bilo koji elementi skupa G, mozemo izabrati d tako da
bude
(a(bc))d = (ab)c,

odakle
be = b(cd'),

pa je dalje
ce=c=cd, e=d i d=e.

Dobili smo da je
a(bc) = (ab)e, za svako a,b,c € G,

a time je i dokaz dovrsen.

44. Neka je G skup na kome je definisana binarna operacija - tako da
vazi

(i) a(bc) = (ab)c, za svako a,b,c € G,
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(ii) postoji e € G tako da je ae = ea = a, za svako a € G,
(iii) za svako a € G postoji a’ € G tako da je aa’ = e ili d'a = e.
Dali je (G,-) grupa?

Resenje. Neka a ima desni inverzni element o’
/
aa’ = e.

Dokazimo da a’ mora tada biti i levi inverzni element. Oznaé¢imo sa b = d’a.
Tada je
b’ = (d'a)(d'a) = d'(ad')a = d'(ea) = d'a = b.

Element b ima desni ili levi inverzni element ', pa ako jednakost b*> = b
pomnozimo sleva (ako je o’ levi inverzni) ili zdesna (ako je b’ desni inverzni)
sa b/, dobijamo u oba slucaja

/
aa="b=ce.

Prema tome, a’ je i levi inverzni element, a to znaci da je (G,-) grupa.

45. Primerom pokazati da se aksiom (ii) u prethodnom zadatku ne
moze zameniti slabijim aksiomom:

(ii)” postoji e € G tako da je ea = a, za svako a € G.

Literatura:
Colonel Johnson, A mized non-group, Amer. Math. Monthly, 71 (1964), 785.

Resenje. Neka je

=2 0]

a operacija mnozenje matrica.

$7y€R7 1-_|_y7é0},

Lako se proverava da je skup M zatvoren u odnosu na mnozenje.

(i) Mnozenje matrica je asocijativno.
. . 0 1 . . .
(ii) Matrica I = 01 pripada M i kako je

IA=A, zasvako Aec M,

I je levi neutralni element.
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(iii) Za svaku matricu A = [ i z ] iz M matrica

1

xr+y
1

r+y

0

B =

pripada skupu M i AB = I, tj. B je desni inverzni element za matricu A.

Medutim, I nije desni neutralni element, pa M nije multiplikativna
grupa.

Jos jedan primer za isto tvrdenje je grupoid ({a,b},-) ¢ija je operacija
definisana slede¢om Kejlijevom tablicom:

Q@ e
S o S

a

b

46. Neka je S polugrupa sa jedinstvenom desnom jedinicom e. Ako za

svaki element x € S postoji T € S tako da je Tx = e, dokazati da je S grupa.

Resenje. Dovoljno je dokazati da je 2T = e. Neka je b = 27. Tada je

b? = 2(Tx)T = b, pa je eb = bbb = bb = e. Ako je s € S, onda se dobija da

je sb = (se)b = s(eb) = se = s, pa je b desna jedinica. Zbog jedinstvenosti
desne jedinice je b=e =T i S je grupa.

47. Neka je G grupoid sa jedinicom u kome vazi (zy)z = (xz)y za svako

x,y,z € G. Dokazati da je G komutativna polugrupa.

Resenje. Ako se stavi z = e dobija se da je yz = zy. Koristeéi komuta-
tivnost se dobija

(zy)z = (z2)y = (22)y = (2y)7 = (y2)x = 2(y2).

48. Dokazati da je konac¢na polugrupa G u kojoj vaze zakoni kancelacije
grupa.
Resenje. Neka je
G = {al,ag,...,an}
kona¢na polugrupa u kojoj vaze zakoni kancelacije. Tada su za bilo koje
a; € G
a1, 204, ..., 0n0;4
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razliciti elementi skupa G (jer pretpostavka da je axa; = a;a; zbog kancelacije
dovodi do protivreénosti ap = a;), a kako ih ima n sledi da su to svi elementi
skupa G.

Prema tome, za svako a;,a; € G postoji element x € G tako da je
xa; = aj,
tj. jednacina
xa = b,
za svako a,b € GG ima reSenje u G.

Analogno se pokazuje da i jednacina
ay = b,

za svako a,b € G ima reSenje u GG, pa je, prema definiciji grupe iz zadatka
40, G grupa.

PRIMEDBA. Pretpostavka da je polugrupa konacCna je bitna jer, na
primer, skup prirodnih brojeva u odnosu na sabiranje je polugrupa sa kan-
celacijom ali nije grupa.

Primerom pokazati da stav ne vazi ako se pretpostavi da vazi samo leva
(ili samo desna) kancelativnost.

49. Neka je (S,-) kona¢na polugrupa u kojoj za svako a,b,xz € S iz
ar = xb sledi da je a = b. Dokazati da je (S,-) Abelova grupa.

Resenje. 1z aba = aba sledi da je ab = ba, pa je polugrupa komutativna.
Iz ab = ac se dobija da je ab = ba = ac, pa je b = ¢ i u S vazi zakon
kancelacije. Na osnovu prethodnog zadatka onda sledi da je (S,-) Abelova
grupa.

50. Polugrupa S ima osobinu da za svako z € S postoji element 2’ € S
takav da je za svako y € S

yrx = .

Dali je S grupa?

51. Neka je S polugrupa u kojoj vaze zakoni kancelacije. Ako za svako
a € S postoji prirodan broj n, > 1 takav da je

:a’
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da li je S grupa?
Resenje. Kako je za a,b € S

a"b = aa" b = ab,

sledi
a" 'b=0b, zasvako beS.

Analogno je
ba"a! =b, zasvako be S,

-1

Sto znaci da je a*~" neutralni element.

Dva razli¢ita neutralna elementa ej,es u S ne mogu postojati jer je
e1 = e1es = eg, pa je za svako a € S

a =
Za ng > 2 je
(1_1 ana—Q’
azan=2je
ad=a=e,

tj. a~! = a. Prema tome, S ima neutralni element i za svaki element postoji

inverzni, a to znaéi da je S grupa.
52. Na skupu svih realnih brojeva definisana je operacija * :
rxy=ax+by+c, a,bceER, ab#D0.
Dokazati da je (R,x*) kvazigrupa. Koje uslove treba da zadovoljavaju a, b, ¢
pa da (R, x) bude grupa?

53. Neka je operacija * definisana na skupu prirodnih brojeva sa a*xb =
nzd(a,b). Dokazati:

a) (N, ) je komutativna polugrupa sa nulom bez jedinice.
b) Svaki element a € N je delitelj nule.

c¢) Za svako x € N postoji beskona¢no mnogo elemenata y € N tako da
jexxy*xxr =

d) Za svako = € N postoji konaéno mnogo elemenata y € N tako da je
TRY*T =Y.
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PRIMEDBA. U polugrupi (S, ) element a je nula ako i samo ako je za
svako x € § ax = xa = a.

54. Neka je (S, -) polugrupa u kojoj vazi
(Va € S)(Fz,y € S)(xaa = a A aay = a).
Dokazati:
a) (Va € S)(Jeq € S)(eqa = ae, = a).
b) (Va € S)(3b, € S)(bga = ab, = e,).
Resenje. Neka je zaa = a = aay. Oznacimo se e, = za. Tada je

eq = xa = x(aay) = (zaa)y = ay, paje e,a = raa = aay = ae, = a.

Neka je b, = zxa = ray = ayy. Tada je
bea = rxaa = xa = e, = ay = aayy = abg,.
55. Dokazati da su lupe reda 1,2,3,4 grupe i naci lupu reda 5 koja nije

grupa.

56. Neka je G lupa u kojoj za svako x,y,z € G vazi (zy)z = (x2)y.
Dokazati da je G Abelova grupa.

Uputstvo. Koristiti zadatak 47.

57. Neka je G skup na kome je definisana ternarna operacija f : G x
G x G — G za koju vazi:

L. f(xvya f(Z,U,U)) = f(xa f(U,Z,y),U) = f(f(xayaz)au7v)7
2. f(xvyuy):f(yayax):xv
za svako x,y, z,u,v € G.

Koristeéi se ternarnom operacijom f, definisati jednu binarnu operaciju
- na skupu G tako da (G,-) bude grupa.

Resenje. Uocimo proizvoljan element e skupa G i definiSimo binarnu
operaciju - na G na slede¢i nacin:

a-b= f(a,eb).
Tada je
a-(b-c):f(a,e,f(b,e,c)):f(f(a,e,b),e,c):(a-b)~c,
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a-e= f(a,ee)=a.

Ako uvedemo oznaku a~! = f(e, a,e), onda je

a-a = f(a,e, f(e,a,¢)) = f(f(a,e,¢),a,€) = fla,a,€) =,

pa je (G,-) grupa.

PRIMEDBA. Ako je data proizvoljna grupa (G, -), onda se na G moze
definisati ternarna operacija f sa gornjim osobinama na slede¢i nacin:
-1
f(l‘,y,Z):ZL"y Tz

O strukturi definisanoj u zadatku i nekim njenim generalizacijama vide-
ti:
A. G. Kuros, Obscaja algebra, lekcii 1969 - 1970 ucéebnogo goda, Nauka,
Moskva, 1974, str. 34-38.

58. Neka u grupoidu (G, %) vaze sledeé¢i identiteti:

1. (z*2)x(yxz) =xxy,

2. zx(yxy) =z,

3. (xxx)*x(yx2)=2zx*y.
Koristeéi se operacijom # definisati na G operaciju - tako da (G,-) bude
grupa.

Resenje. Definisa¢éemo unarnu operaciju  — x~! i binarnu operaciju -
na slededi nacin:

= (zxx)*, zoy=xx((yxy)*xy) =xxy L.

Na osnovu 1. i 2. sledi

1

(xxy)xy = (r*xy)*((y*ry)*y) =z *(y*ry) ==,

a iz gornje jednakosti i 1. i 2. dobija se
(ry xy=(exy )x((yry)xy ) =xx(y*y) =z

Iz 3. sledi
(xxy) ' =((wxy) = (@xy)) *(z*y) =y*w
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Dokazac¢emo da je operacija - asocijativna:

1 1

ro(y-z) =axx(yrz ) =ax (T xy) = ((mry ) xy)x (27 xy) =

:(x*y_l)*z_lz(x-y)-z.

Neka je x proizvoljan element iz G. Ako uvedemo oznaku e = x * x,
onda element e ne zavisi od x. Zaista, iz 3. sledi
(@ xz)* (y*y) =y=*y,
aiz 2. je
(xxz)* (y*xy) =x =z,
pajezasvako x,y € G, T+xx =y =*y.
Iz 2. sledi da je e desni neutralni element za operaciju - .

S obzirom da iz 2. i 3. sledi
(9371)71 =(((xxz)*z)* (zxx)xx))*((z*xz)*xx)=x*(x*z) =1,

onda je

-z l=zx(xz ) T=zxz=ce¢,

tj. 27! je desni inverzni element za x, pa je (G, -) grupa.

PRIMEDBA. Ako se u proizvoljnoj grupi (G, -) definiSe operacija * sa
r*y=x-y ! onda grupoid (G, ) zadovoljava aksiome 1, 2 i 3.

59. Dokazati da se u prethodnom zadatku aksiomi 2. i 3. mogu zameniti
aksiomom

2. (wxa)x((yxy) xy) =y

PRIMEDBA. U radu Higman G., Neumann B.H., Groups as groupoids
with one law, Publ. Math. Debrecen, 2 (1952), 215-221, je dokazano da se
aksiomi 1. i 2’. mogu zameniti jednim aksiomom

U sledec¢ih 5 zadataka je izlozen dokaz ovog tvrdenja. Dokaz je obradio
dr V. Tasié¢, koji je u to vreme bio student. Jo$ neki rezultati u vezi sa
definisanjem grupe jednim identitetom dati su u:

V. Tasié¢, On single-law definitions of groups, Bull. Austral. Math. Soc.
37(1988), no. 1, 101-106.
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60. Neka je dat grupoid (G, %) i neka je z € G. Definisimo preslikavanja
L,iD, sa
Ly 1 y— xxy, D, : y—yxzx.

Dokazati da grupoid G zadovoljava identitet

(1) zx ((((xz) xy)xz)* ((wxa)xx)*2)) =y
ako i samo ako vazi

(2) Ly 0 D((zsz)sz)sz © Dz © Lyse = 1da,

gde je o mnozenje (kompozicija) preslikavanja, a idg identicko preslikavanje
skupa G.

61. Ako grupoid (G, %) zadovoljava identitet (1), onda su preslikavanja
L. i D, bijekcije. Dokazati.

Resenje. Ako je fog = hih je bijekcija, onda je g injektivno, a f sur-
jektivno preslikavanje. Po pretpostavci i na osnovu prethodnog zadatka vazi
(2). Iz (2) se odmah vidi da je L, surjektivno i L., injektivno preslikavanje
za svako © € G. Prema tome, L., je bijekcija. Dakle,

-1
THT)

Lx o D((w*x)*m)*z o Dz =L

odakle sledi da je D, injektivno preslikavnje za svako z € G. Ako stavimo
da je x = w x w, gde je w bilo koji element iz G, onda je za takvo x L,
bijekcija, pa je

D((z*x)*x)*z oD, = L;1 o L;*lxa

odakle sledi, s obzirom da je D, injektivno za svako z € G, da je preslikavanje
D ((342)+a)+- bijekcija. Prema tome,
-1 -1 _7-1
DZ = D((:c*x)*a:)*z © LCL‘ © LI*I’
Sto znaci da je za ovako izabrano z i D, bijekcija. Medutim, z ne zavisi
od izbora z, pa se dobija da je preslikavanje D, bijekcija za svako z € G.

Dokazali smo da su u (2) sva preslikavanja osim L, bijekcije, a to znaci da i
L, mora biti bijekcija za svako = € G.

62. Ako u grupoidu (G, *) vazi identitet (1) tada izraz u % u ne zavisi
od u.
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Resenje. Koristeéi prethodni zadatak iz (2) se dobija
-1 7—1
D((m*x)*m)*z 0D, =1L, 0L,
Desna strana ne zavisi od z pa sledi
D((x*a:)*x)*z oD, = D((x*a:)*x)*w 0 Dy,

tj. u (G, *) vazi identitet
(3) (yx2)x (z*xz)*2)*2) = (y*w) * (((xxx) *xx) *w).

Ako se u (3) stavi y = (x * z) % x, dobija se
S obzirom da je L(y.)« bijekcija, za proizvoljno u,v € G postoje z,v € G
takvi da je L(gsa)sz(2) = U 1 L(gsa)a(w) = v, pa iz prethodne jednakosti

sledi

(4) Uk U=V *0.

63. Ako se sa e oznadi konstanta u * u iz prethodnog zadatka dokazati
dajeexe=ce.

64. Neka je (G,#) grupoid u kome vazi identitet (1). Dokazati da je
tada (G, -) grupa, gde je operacija - definisana sa z -y =z * ((y * y) *x y).

Resengje. Na osnovu prethodnog zadatka se (1) moze napisati u obliku
() zx (((exy)x2)x ((exx)*2)) =y,
pa se za y = x dobija
y* (((exy)xz)x((exy)xz)) =y

tj. yx e =y za svako y € G.

Kada se u (5) stavi da je x = z = e dobija se e x (e xy) = y, pa zbog
e=xzxx=yx*xyuG vaz

(6) (zxx)*((y*y)*y) =y
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Iz (5) sledi ((e xy) * 2) * ((e x ) * 2) = L;(y), pa izraz na levoj strani
ne zavisi od z. To znaci da je

((exy)*xz)x((exz)x2)=((exy)*xe)*((exx)xe)=(e*xy)x(e*xx),

Kako je L, bijekcija, stavljajuéi u prethodnu jednakost u = exyiv =exx,
dobija se da u G vazi identitet

(7) (ux2z)*(v*2)=wuxv.

Identiteti (6) i (7) koje smo dobili su identiteti 1. i 2. iz zadataka 45 i 46,
pa na osnovu tih zadataka sledi da je (G, -) grupa.

1.3 Osnovne osobine

65. Dokazati da iz definicije grupe 1.9 slede stavovi navedeni u 1.12.

66. Dokazati da u grupi G jednacina xax = b, a,b € G, ima reSenje po
x ako i samo ako je ab kvadrat nekog elementa iz G.

2 1

67. Dokazati da je jednacina x“ax = a~
samo ako postoji b € G takvo da je b® = a.

2

reSiva po x u grupi G ako i

Uputstvo. Dokazati da iz x°axa = e sledi xazxax = e.

68. Neka je G konacna grupa i neka je n ceo broj uzajamno prost sa
redom grupe G. Dokazati da za svaki element g grupe GG jednacina z" = g
ima jedinstveno resenje.

Resenje. Neka je k red grupe G. Kako je nzd(k,n) = 1, to postoje celi
brojevi u i v takvi da je ku + nv = 1. Neka je x = g¥. Tada je

" = (gv)n — gnv — gku—i-m) —g.
Ako je ™ =y, tada je

€T =

_ xku—i—nv — (mn)v _ (yn>v _ yku—i-m) =y.

69. Dokazati da u Priferovoj grupi G (zadatak 8) jednac¢ina =™ = g ima
reSenje za svako g € G i svaki prirodan broj n.

Resenje. Neka je p" red elementa g. Tada je g oblika

2
il —i—z’sing, I<m<p", mnzd(m,p)=1.
p

g = cos
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Neka je n = p°k, gde s € NU {0} i nzd(k,p) = 1. Ako je hy = cos iffﬂ +

isin ;;T;, tada je hgs = ¢g. Medutim, k i p su uzajamno prosti, pa postoje

7+S

celi brojevi a i b takvi da je ak + bp"™® = 1 zbog Cega je

ho = hgF " = ngFnl" = ngk,
Neka je h = h{j. Dobija se da je

ht = () = (R = bl =

70. Neka je G kona¢na grupa reda n. Ako je m parno, onda je broj
refenja u G jednacine x? = e paran (tj. u G ima neparan broj elemenata
reda 2). Dokazati.

2

Resenje. x? = e ako i samo ako je z = 2~ !. To znaéi da treba odrediti
1

broj skupova {z, 27!} koji su jednoélani. S obzirom da je e = e~1 i

G={elU{z, Y Uu{y,y 1 }uU...,

a G ima paran broj elemenata, sledi da jedna¢ina 2> = e ima u G paran

broj resenja. (Svako resenje jednacine 22 = e, sem e, je element reda 2, pa
prema tome u G ima neparan broj elemenata reda 2.)

71. Neka je G konacna grupa reda n. Dokazati da je n neparan broj
ako i samo ako je svaki element iz G kvadrat (tj. ako za svako a € G postoji
b € G tako da je a = b?).

Resenje. Ako je n = 2k + 1, onda je za svako a € G a?**! = ¢, tj.
(ak+l)2 = a.

Obrnuto, pretpostavimo da za svako a € G postoji b € G tako da je
a = b%. Ako pretpostavimo da je n paran broj, onda na osnovu zadatka 70
sledi da postoji a; € G takvo da je a% = e ia; # e. To znaci da se u nizu
kvadrata svih elemenata grupe G

2 2 2 2
(& ,a17a2,...,an_1

element e pojavljuje dva puta, dakle, postoji element a; € G koji se u gorn-
jem nizu uopste ne pojavljuje tj. a; nije kvadrat. Iz ove protivrec¢nosti sledi
da je n neparan broj.

72. Neka je G grupa i neka su a,b € G.

a) Ako vazi a® = e i b%a = ab?, dokazati da je b° = e.
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b) Ako vazi a* = e ib"a = ab®, gde su k,r i s prirodni brojevi i r # s,
dokazati da tada postoji prirodan broj n takav da je b = e i naéi bar jedan
takav prirodan broj.

Resenje.
a) b® = b°a® = b3abda = bab®a = bab*ab® = bab’ab® = ba?b® = b'Y,
odakle sledi b = e.

b) Ovo je generalizacija tvrdenja pod a) i u njenom dokazivanju pri-
meni¢emo postupak slican prethodnom.

Neka je s > 7.

k K k—1 _ k—2.2 1.
V=0 adh =abm Tt = d% T e =

_ k—1 k
— ak lbrs a=>5b ’

odakle sledi

k__ .k
b T =e.

73. Neka za elemente a, b grupe G vazi ab® = b%a i ba® = ab. Dokazati
dajea=0b=ce.

Resenje. Primenjujudi date relacije dobijamo da vaze sledece jednakosti

(1) a’b® = ba’b* = bababa®,
a’b® = ab?a,
pa je
bababa® = ab’a,
tj.
bababa® = ab?,
(2) abababa® = ab?.
Dalje je
(3) a®b? = ba’b = baba?,

pa iz (2) i (3) sledi
ababab = baba,
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a odavde je
bababab = b*aba = ab*a = ab*ab® = a*bb.

1z poslednjeg niza jednakosti se dobija
(4) bababa = a*b°.
Iz (1) sledi
a?b® = bababa®b? = babababa’b = (ba)*ba®,

pa odavde i iz (4) imamo

e = baba®,
i na osnovu (3)

e = a’b?,

tj. a® = b~2. Stavljajuéi u drugu od datih jednakosti b~ umesto a? bice
b la=0b"1,

tj.,a=b=ce.

74. U grupi G elementi

a)aial,

b) a i b tab,

c) ab i ba,
imaju isti red. Dokazati.

Resenge.

a) (=)l = (a) ! = e =,
odakle sledi da je X
—

la™"[ < lal,

(sa |a| oznacavamo red elementa a). Sli¢no
= (@) = (T T = =
odakle je

la] < Ja™].

Iz ovih dveju nejednakosti sledi |a| = |a ™.
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b) Lako se moze dokazati da je za svako n € Z

(b7Lab)” = b~ ta"b,

pa je
(b~ tab)ldl = b al?lp = ¢,
tj.
b~ tab| < |al.
Takode je
a|b_1ab| _ bb—1a|b_1ab|bb—l — b(b_lab)‘b_lablb_l =e,
tj.

la| < |btab,
pa je [b~tab| = |al.

c) Elementi ab i ba su konjugovani (ab = b~'(ba)b), pa iz tvrdenja
dokazanog pod b) sledi trazeni zakljucak.

75. Neka su a i b elementi grupe G, b # e, takvi da je a® = e i
aba~! = b2. Odrediti red elementa b.

Resenje. 1z aba™!' = b? se mnozenjem sleva sa a i zdesna sa a~' dobija
da je
a?ba=? = ab’a™! = (aba')(aba™t) = b?6* = b1,

Ponavljajuéi ovaj postupak dobija se da je b = a®ba™® = 132, pa je b?! = e.
Red elementa b je delitelj prostog broja 31, b # e, pa jered b 31.

76. Dokazati da u grupi G definisanoj u zadatku 3
a) postoji beskonaéno mnogo elemenata reda 2,
b) ne postoji nijedan element reda 3.

Resenge. U grupi G neutralni element je (1,0). Za svako a € R
(_17 a) * (_1’ a) = (1’ —a+ a) = (17 0)7

pa je (—1,a) element reda 2. Prema tome, u G ima beskona¢no mnogo
elemenata reda 2.

b) Ako pretpostavimo da je (a,b) element reda 3, onda je

(1,0) = (a,b)® = (a®,b(a® + a + 1))
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odakle sledi da je a = 1, b = 0, tj.(a,b) = (1,0), pa je (a,b) neutralni
element. To znaci da u G nema elemenata reda 3.

77. Neka je u grupi G element a reda p, a element b reda ¢q. Ako je
ab = ba i piq su uzajamno prosti brojevi, dokazati da je tada element ab
reda pq.

78. Neka je G Abelova grupa neparnog reda. Dokazati da je proizvod
svih elemenata grupe G neutralni element te grupe.

Resenje. Posto je red elementa delitelj reda grupe, a red grupe G je
neparan broj, u grupi nema elemenata reda 2. Za svako g € G jednacina
gr = e ima jednoznacno resenje x # g, pa se elementi grupe GG mogu prikazati
na sledeé¢i nacin

-1 -1 _
glv 927 sty gTL7 gl ) 92 3 ot gn17 67
a njihov proizvod je e.

79. Neka je G konatna Abelova grupa. Dokazati da je proizvod svih
elemenata grupe G:

a) e, ako u G nema elemenata reda 2 ili ima bar dva elementa reda 2.

b) g, ako u G postoji jedinstven element g reda 2.

80. Ako grupa G sadrzi tacno jedan element a reda 2, onda je za svako

r € G za = ax. Dokazati.
Resenje. Elementi a i 27 azx za svako z € G imaju isti red (zadatak
74). To znaéi da je x~'ax reda 2, a kako je a po pretpostavci jedini element

reda 2 u grupi G, sledi da je
a= x_laa:, tj. xa =ax, zasvako x € G.
81. Neka su x i y elementi grupe G takvi da je za svaki element g € G
(zy)g = g(xy). Dokazati da je zy = yz.
Resenje.
yr =z~ (zy)r = (zy)z "tz = zy.

82. Neka su a, b elementi grupe G, a # e, b # e, za koje vazi a® = b* = e
i ba = ab®. Izracunati red elemenata ab i ba.

Resenge. 1z a(ba)ba = a(ab3)ba = a®b*a = e sledi da je

(%) bab = ababa® = a?(ababa)a® = a* = a.
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S druge strane je

b? = (ababa)b(ababa)b = a(bab)a(bab)a(bab) = a® = e.
Iz ove jednakosti i () sledi da je ab = ba. Uzastopnim stepenovanjem ab se
dobija da je (ab)’ #e, i =1,2,...,5, (ab)® = e, pa je red ab 6.

83. Neka je G konacna grupa reda n a k ceo broj uzajamno prost sa n.
Dokazati da je preslikavanje f : G — G definisano sa f(x) = 2* permutacija
skupa G. (Drugim reéina, ako se svaki element grupe G stepenuje brojem £k,
dobija se opet ceo skup G.)

Resenje. Pretpostavimo da postoje a,b € G tako da je
aF=b a#b.
Ako je p red elementa a, a ¢ red elementa b, onda je
(@) = By =,
odakle sledi da je g delitelj broja kp. Kako je red elemenata delitelj reda
grupe, g i k su uzajamno prosti brojevi, pa je g delitelj broja p.
Analognim postupkom se moze pokazati da je i p delitelj ¢, $to znaci da
jep=gq.
k i p su uzajamno prosti brojevi, dakle, postoje celi brojevi s i t tako

da je sk +tp =1, pa je

aks—l — atp —e,

odakle je a = a**. Sli¢no je i b = b**, pa je konacéno
(ak)s = (bk)s, tj. a=b.
Pokazali smo da u skupu k-tih stepena svih elemenata iz G nema jed-

nakih, to je konacan skup sa n elemenata, pa sledi trazeni zakljucak.

84. Ako je G grupa sa bar dva elementa i svi elementi iz G razli¢iti od
neutralnog imaju isti konacan red n, onda je n prost broj. Dokazati.

Uputstvo. Pretpostaviti da je n = pg, 1 < p < n i naéi red elementa
aP # e.

85. (Mala Fermaova teorema) Ako je a ceo broj a p prost broj, onda je

a? = a (mod p).
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Dokazati.

Resenge. Grupa (Z, \ {0}, ) ima p — 1 element, pa je, s obzirom da red
svakog elementa deli red grupe, za svaki ceo broj a za koji je @ # 0

@r =1,
ili
a’~! =1 (mod p), (a # 0 (mod p)).
Mnozeéi sa a gornju kongruenciju dobijamo
a? = a (mod p), zasvako a # 0 (mod p).
Medutim, ova kongruencija o¢evidno vazi i za a = 0 (mod p), pa je time
teorema u potpunosti dokazana.

86. Dokazati da u grupi mogu da postoje elementi kona¢nog reda ¢iji
je proizvod beskonacnog reda.

Resenje. U multiplikativnoj grupi regularnih matrica formata 2 x 2

takvi elementi su matrice
1 1 -1 1
0 -1 |’ 0o 1|’

87. Dati primer grupe beskona¢nog reda ¢iji svi elementi imaju konacan
red.

Resenge. Priferova grupa definisana u zadatku 8 ima to svojstvo.

88. Grupa G u kojoj svaki element sem neutralnog ima red 2 mora biti
Abelova. Dokazati.

Resenge. 1z
(ab)? = e,

mnozenjem zdesna sa b a sleva sa a (i koristeéi da je a® = b? = €) dobijamo
za svako a,b € GG
ab = ba.

89. Neprazan podskup H grupe G je podgrupa ako i samo ako iz
x,y € H sledi 2y~! € H. Dokazati.

90. Neprazan podskup H grupe G je podgrupa ako i samo ako je
hH = H, za svako h € H. Dokazati.
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91. Konacan neprazan podskup H grupe G je podgrupa ako i samo
ako iz z,y € H sledi zy € H. Dokazati.

92. Neka je X = {z1,22,...,2,} podskup grupe G za koji vazi
rir; € X za 1<i<j<n.

Dokazati da je X podgrupa grupe G.

Uputstvo. Dokazati najpre da z" € X za svako i € {1,...,n} i svako
m € N, i da iz toga sledi xi_l € X. Dokazati zatim da ako je z; X = X tada
jei xi_lX = X. Na kraju dokazati da je ;X = X za svako j € {1,...,n} i
primeniti zadatak 90.

93. Dokazati da elementi kona¢nog reda Abelove grupe ¢ine podgrupu.
Resenje. U Abelovoj grupi G skup svih elemenata konacnog reda oz-
na¢imo sa H. Ako su a,b € H, onda je a" = e, b = e, pa je

(abfl)nm _ anm(bfl)nm —_ anm(bnm)fl =e,

§to znaci da je
lab™!| < .

Prema tome, ab~!' € H, pa je H podgrupa.

94. Ako svi elementi beskonacnog reda Abelove grupe G zajedno sa
neutralnim elementom ¢ine podgrupu H, dokazati da tada G nema elemente
konacnog reda (osim e).

Resenje. Neka je element a € G kona¢nog reda, a b € G beskona¢nog
reda. Lako se proverava da je ¢ = ab beskonaénog reda. Tada je a = cb™! €
H tj.a=e.

1.4 Homomorfizam, izomorfizam

95. Dokazati da je preslikavanje f : z +— ¢* homomorfizam grupe (Z, +)
u grupu ({1, —1,4, —4},-) i naéi jezgro tog homomorfizma (i> = —1).

Resenje. f(a+b) = %t = . * = f(a) - f(b), za svako a,b € Z,
a to znaci da je f homomorfizam grupe (Z,+) u grupu ({1,—1,4, —i},-).
Preslikavanje je o¢evidno surjektivno, pa je f epimorfizam.
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Jezgro Ker f ovog homomorfizma je skup svih a € Z za koje je f(a) =1,
tj. ¢ = 1. Dakle,
Kerf = {4k | k € Z}.

96. Grupa (Z,+) se preslikava na grupu (Zg, +) funkcijom f : a — a.
Dokazati da je f homomorfizam.

97. Sledece funkcije preslikavaju multiplikativnu grupu nenula racional-
nih brojeva u sebe:

a) L= —, b) $|—>|ZL‘|,
x

c¢) x— 2" n fiksiran ceo broj, d) x+— —x.

Koje od tih funkcija su homomorfizmi? Za one funkcije koje su homo-
morfizmi odrediti homomorfne slike i jezgra. Koje funkcije su epimorfizmi,
a koje monomorfizmi?

jednak jedinici. Dokazati da je preslikavanje

¢ — "%k fiksiran ceo broj,

endomorfizam i odrediti jezgro.
99. Grupa G» je homomorfna slika grupe G;. Tada:
a) Ako je G Abelova i G je Abelova grupa.
b) Slika neutralnog elementa grupe G je neutralni element grupe Go.

¢) Ako je a~! inverzni element elementa a € G, onda je f(a~!) inverzni
element elementa f(a) € Ga. (f je homomorfizam grupe G na grupu Gs.)

Dokazati.
Resenge.

a) Za svako ag, by € Gy postoje a1, b; € G tako da je
f(al) = a2, f(bl) = b27
pa je

azb = f(a1) f(b1) = f(a1b1) = f(bra1) = f(b1)f(a1) = baaz.
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b) Za svako ay € Go postoji a1 € Gy tako da je f(a1) = ag, pa ako je
e1 neutralni element grupe G iz

aije; = eyja; = ay,

sledi
flar)f(er) = f(e1)f(a1) = far)
ili
azf(e1) = fler)az = az,
§to znaci da je slika neutralnog elementa e; grupe GG neutralni element e
grupe Gbs.
c)Izaa™' = ey, sledi f(a)f(a™') = f(e1) = e2, ti. (f(a))™! = fla™").

100. Neka je f : G; — G izomorfizam grupe G; na grupu Ga. Ako
je g2 = f(gq1), dokazati da je red elementa g; € G1 jednak redu elemenata
g2 € Gs.

101. Dokazati da je u skupu grupa istog reda izomorfizam relacija
ekvivalencije.

Resenje.

(i) Identicko preslikavanje grupe G na sebe je izomorfizam, pa je uvek
G=G.

(ii) Neka je f izomorfizam grupe G; na grupu Gy. Tada je inverzno
preslikavanje f~! takode bijekcija. Ako su bi,by € Ga, onda, s obzirom
da je f surjektivno preslikavanje, postoje ai,as € Go tako da je f(a1) =
bi, flag) = bz, tj. f71(b1) = a1, f~'(b2) = az. Kako je

flaraz) = f(a1)f(az) = bibz,
bice
FHbibe) = 71 (fara2)) = arag = 1 (b1) f (ba),
§to znaci da je f~! izomorfizam grupe G na grupu Gy, dakle, Gy = G1.

(iii) Neka je f izomorfizam grupe G na grupu Ga, a h izomorfizam
grupe Go na grupu Gs. Tada funkcija g = hf bijektivno preslikava grupu Gy
na grupu Gs3. Ako su a1, a2 € G1, onda je

glaraz) = (hf)(araz) = h(f(a1) f(a2)) == (hf)(a1)(hf)(az2) = g(a1)g(az),
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a to znaci da je G1 = Gs.
Time je pokazano da je izomorfizam grupa refleksivna, simetri¢na i
tranzitivna relacija.

102. Dokazati da je grupa (Z4,+) izomorfna grupi (G, %), gde je G =
{a,b,c,d} a operacija * je zadata slede¢om Kejlijevom tablicom:

Q0 o olx
QU O QR
o . olo
o S Q QX

2 Q0 oo

Resenje. Formiracemo Kejlijevu tablicu za grupu (Zg, +) :

ol ol =l O | 4
wl N = O | Ol
Sl Wl Do = | =
= Ol wl NI ol
| = Ol Wl | Wl

Ako je f : Z4 — G izomorfizam, onda na osnovu zadatka 99 mora biti
f(0) = a (a je neutralni element grupe G). Element 2 je sam sebi inverzan,
pa na osnovu zadatka 99 njegova slika mora biti element koji je sam sebi
inverzan, jedini takav element u G je ¢, dakle, f(2) = c. Prema tome, f
preslikava

1+—b, 3—d ili 1—d, 3~b.

Ispitajmo da li je funkcija koja preslikava

izomorfizam dveju datih grupa. Da to utvrdimo proveri¢emo da li je f(z +

y) = f(z) * f(y) za svaki par elemenata iz Zs. Na primer, 1 +2 = 3, a
f(1) * f(2) = bxc=d, pa treba utvrditi da li je f(3) =d ?

U naSem primeru ova jednakost je tacna i nastavljajuéi taj postupak za
sve parove elemenata iz Z4 vidimo da je ovako definisana funkcija f zaista
izomorfizam.
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Na slican nacin se moze pokazati da je i funkcija

takode jedan izomorfizam grupa (Z4,+) i (G, *).
103. Dokazati da su grupe (Z4,+) i (Z5 \ {0}, ) izomorfne.

104. Dokazati da je grupa definisana u zadatku 28 kada je polje F' = Z,
izomorfna grupi definisanoj u zadatku 33.

Uputstvo. Koristiti preslikavanje f definisano sa

[ (ayb,c)

S O =
O = Q
— o0

105. Kako se grupa (Zs,+) moze homomorfno preslikati u grupu
(Z27+)?

106. Neka je (F,+,-) polje. Definisimo novu binarnu operaciju * na F'
sa

a*xb=a-+0b— ab.
Dokazati:
a) (F'\ {1}, %) je grupa.
b) (F\ {1},%) = (F\ {0},-).
Uputstvo. Koristiti da jeaxb=1— (1 —a)(1 —b).
107. Dati su skupovi

G=1{1,-1,,-i} i A={1,357}CZs.

Dokazati da grupa (G, -) nije izomorfna sa grupom (A,-), pri ¢emu je u G
operacija - mnozenje kompleksnih brojeva, a - u A je mnozenje klasa ostataka
po modulu 8.

108. Dokazati da se simetri¢na grupa S, moze homomorfno preslikati
na grupu sa dva elementa.

109. Homomorfizam grupe G1 u grupu G je monomorfizam ako i samo
ako je jezgro tog homomorfizma neutralni element e; grupe 1. Dokazati.
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Resenje. Pretpostavimo da je f monomorfizam i da jezgro sadrzi neki
element a # e;. Tada je

fla) = fle1) = e,
gde je ez je neutralni element grupe Ga, a to je u protivreénosti sa pret-

postavkom da je f monomorfizam (dva razli¢ita elementa imaju istu sliku).
Prema tome, Kerf = {e;}.

Obrnuto, pretpostavimo da je Kerf = {e;} i f nije monomorfizam, tj.
da je f(a) = f(b), a # b. Onda je

flab™h) = f(a) - (F(b)™" = ez,

pa element ab~! pripada jezgru, §to znac¢i da mora biti ab~! = ey, tj. a = b.
Ovo je protivrecnost, pa je, dakle, f monomorfizam.

110. Neka je f homomorfizam grupe G u grupu Ga, a g homomorfizam
grupe Go u grupu G3. Ako je fg izomorfizam, dokazati da onda f mora biti
epimorfizam a g mora biti monomorfizam.

111. Dokazati da je grupa G Abelova ako i samo ako je preslikavanje
f :a~— a~! automorfizam te grupe.

Resenje. Neka je G Abelova grupa. f je injektivno preslikavanje, jer iz
f(a) = f(b), tj. a=! = b71, sledi a = b. f je surjektivno preslikavanje jer je
svaki element a slika elementa a~'. Za svako a,b € G je

flab) = (ab)™' =b~ra = a™'07" = f(a) f(D),

pa je f automorfizam.

Obrnuto, ako je preslikavanje f : a +— a~! automorfizam, onda je

(ab)™! = a7'b7!, za svako a,b € G, a s obzirom da je u svakoj grupi
(ab)™! = b~la7?!, sledi a='b~! = b~la"!, a odatle je za svako a,b € G
ab = ba.

112. Na skupu

A:{x|x€R, —g<x<g}7

definisati operaciju * tako da bude (R, +) = (A, %).

Resenje. Ako je f izomorfizam R — A, onda je inverzno preslikavanje
f~! izomorfizam A — R, tj. za svako a,b € A

fHaxb) = fHa) + (D),
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§to je ekvivalentno sa

axb=f(f~'(a) + f7(b)).

Dovoljno je, prema tome, naéi bilo koju funkciju koja bijektivno preslikava
R na A i pomo¢u nje kao $to je pokazano definisati operaciju .

Na primer, f(z) = arctgx preslikava bijektivno R na A, pa je
axb=arctg (tga + tgh).

Lako se proverava da je funkcija arctg x izomorfizam grupa (R, +) i (A, x).
113. Dokazati da je multiplikativna grupa n-tih korena iz jedinice (za-

datak 5) izomorfna sa grupom (Z,, +) (zadatak 12).
114. Skup matrica
a b

je multiplikativna grupa. Dokazati ovo uspostavljajuéi izomorfizam grupoida
(A,-) sa multiplikativhom grupom nenula kompleksnih brojeva.

115. Neka je u multiplikativnoj grupi regularnih matrica reda 2 skup

a,b €R, a2+b2750}

G generisan matricama

R cos%’r sin%7r g 1 0
| —sin2 cos2m |’ L0 -1
n n

pri ¢emu je n > 1 fiksiran prirodan broj. Dokazati:
a) G je konacna nekomutativna grupa u odnosu na mnozenje matrica.

b) Grupa G je izomorfna diedarskoj grupi D,, (zadatak 16 d)).
Uputstvo. Dokazati da je preslikavanje f : G — D,, takvodaje f(R) =r

i f(S) = s izomorfizam.
116. Dokazati da su grupe definisane u zadacima 26 i 217 izomorfne

dijedarskoj grupi D,, (zadatak 16 d)).
117. Neka je G = {z | # € R, 2? < 1}. Dokazati da je (G, *), gde je *

definisano sa
r+y




62

I. GRUPE

grupa izomorfna grupi (R, +).
Uputstvo. Posmatrati funkciju f : G — R definisanu sa

1+=x

fla) =log T—.

118. Skup svih regularnih matrica formata 2 x 2 sa elementima iz Zo
(v. zadatak 25) je multiplikativna grupa izomorfna simetri¢noj grupi Ss.
Dokazati.

119. Dokazati da je skup svih regularnih linearnih transformacija n-
dimenzionalnog vektorskog prostora nad poljem F' u odnosu na kompoziciju
preslikavanja grupa izomorfna multiplikativnoj grupi regularnih kvadratnih
matrica formata n x n nad poljem F.

PRIMEDBA. Taj izomorfizam, kao $to je poznato, zavisi od izbora baze
u vektorskom prostoru, pa, u opStem sluc¢aju, postoji vise razli¢itih izomor-
fizama izmedu ove dve grupe.

120. Sledece grupe su grupe reda 8:

a) (Zg, +),

b) grupa simetrija kvadrata (zad. 16),

d) (P(S), A), gde je P(S) partitivni skup skupa S = {a,b,c}, a A
simetri¢na razlika skupova (zad. 38).

Dokazati da medu ovim grupama nema izomorfnih.

Resenje. Za svaku od datih grupa naveséemo jedno svojstvo koje ta
grupa ima a ostale nemaju, odakle sledi da nijedne dve od tih grupa ne
mogu biti izomorfne.

a) Grupa je ciklicka.

b) Grupa nije komutativna.

c¢) Grupa je komutativna, nije ciklicka i ima element reda 4 (to je 2).
d) Svaki element grupe, sem neutralnog, je reda 2.

121. Dokazati da grupe (Qp,+) i (QP,+) nisu izmorfne (zadaci 36 i
37).

Uputstvo. Pretpostaviti suprotno, tj. da je f : Q, — QP izomorfizam
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grupe Q, na QP. Koristiti da za svako x € Q, i za svaki prost broj ¢ razlicit
od p, postoji y € Q, takvo da je y + ... 4y = x. Tada bi bilo
N————

tj. svako z € ZP bi se moglo napisati kao zbir ¢ sabiraka, sto je nemoguce.
122. Dokazati da grupe iz zadataka 33 i 34 nisu izomorfne.

Uputstvo. Grupa iz zadatka 34 ima element reda p?. Koristiti zadatak
100.

123. Skup Hom(G, A) definisemo kao skup svih homomorfizama grupe
G u Abelovu grupu A. Kako se mnozenje homomorfizama moze pogodno
definisati pa da Hom(G, A) bude Abelova grupa?

124. Nadéi grupu permutacija izomorfnu sa grupom (Zy4, +).

Resenje. Na osnovu Kejlijeve teoreme (1.34) grupa Zy4 je izomorfna sa
podgrupom grupe S4. Oznacimo sa f5, f1, f3, f3 permutacije grupe Sy koje
odgovaraju respektivno elementima 0, 1, 2, 3 grupe Z4. Tada je f7 permutaci-
ja koja elemente 0, 1,2, 3 preslikava respektivnou 1+0, 1+1, 14+2, 143,

tj.ul, 2, 3, 0, (fi(x) =1+ x, za svako = € Zy).
>’ f2:< )’

) a(b13)

Ako ove permutacije skupa Z4 interpretiramo kao permutacije skupa
{1,2,3,4} bice

Sliéno dobijamo i ostale permutacije:

=l O
N O
= ol

N
Wl Do
Ol Wl
wl
Al N

w| O
= Nl
NG Y
ol O
=] =
[N
wl Wl

ol =

f1=1[2341], fo = [3412],
f3=[4123], fo = [1234].
Na osnovu Kejlijeve teoreme skup permutacija { f5, f1, f5, f3} ¢ini grupu

u odnosu na mnozenje permutacija izomorfnu grupi (Z4,+). Takode je i
podgrupa { fo, f1, f2, f3} simetri¢ne grupe Sy izomorfna sa (Z4, +).
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125. Za grupu ({1, —1,4,—i},-) naéi izomorfnu grupu permutacija.

126. Nadi podgrupu simetri¢ne grupe Sg izomorfnu simetri¢noj grupi
Ss.

127. Nadi grupu regularnih matrica formata 3 x 3 izomorfnu simetri¢noj
grupi Ss.

Resenje. Svaka grupa permutacija skupa od n elemenata izomorfna je
nekoj multiplikativnoj grupi permutacionih? matrica formata n x n. (Odavde
na osnovu Kejlijeve teoreme odmah sledi da je svaka kona¢na grupa reda n
izomorfna sa nekom grupom permutacionih matrica formata n x n.)

Formirajmo sada grupu matrica izomorfnu grupi
Sy = {[123], [231], [132], [321], [231], [312] }.

Permutaciji [123] odgovara jedini¢na matrica

1
E=1]0
0

S = O
o O

permutaciji [213] odgovara matrica koja se dobija od jedini¢ne kada se njene
vrste permutuju onako kako to propisuje permutacija (1 se preslikava u 2 —
to znaci da se prva vrsta jedini¢ne matrice premesta na mesto druge itd.):

0
0
1

O = O
S O =

Na ovaj nacin dobijamo i preostale matrice:

1 0 0] [0 0 1]

132 — | 0 0 1|, [321]— |0 1 0|,
0 1 100

[0 0 1] [0 1 0]
[231]— |1 0 0], [321]— |0 0 1
10 10

4Matrica u kojoj se u svakoj vrsti i koloni nalazi taéno jedna jedinica, a svi ostali ele-
menti su nule naziva se permutaciona matrica (to je, dakle, matrica dobijena od jedini¢ne
matrice permutovanjem njenih vrsta).
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Ovih Sest matrica ¢ine multiplikativnu grupu izomorfnu grupi Ss.
128. Nadéi grupu matrica izomorfnu grupi (Z4, +).

Uputstvo. Koristiti zadatke 124 i 127.

1.5 Ciklicke i Abelove grupe

129. Neka je G grupa u kojoj za svako a,b,c,xz,y € G
zay =bac = xy = be.

Dokazati da je G Abelova grupa.
Resenge. 1z (zy)re = ex(yx) sledi zy = yx.
130. Dokazati da je grupa GG Abelova ako i samo ako je za svako a,b € G

(ab)* = a®b%.

Resenje. U Abelovoj grupi G je
(ab)? = (ab)(ab) = a(ba)b = (aa)(bb) = a*V*.
Obrnuto, neka je za svako a,b € G
(ab)? = a®b?.
Odavde sledi
(ab)(ab) = (aa)(bb)
ili
a(ba)b = a(ab)b.

1

Pomnozimo li ovu jednakost sleva sa a™', a zdesna sa b~!, dobijamo

ba = ab,

za svako a,b € G.

131. Neka je G konaéna grupa ¢iji red nije deljiv sa 3 i u kojoj vazi
(zy)? = 23y3 za svako z,y € G. Dokazati da je G Abelova grupa.



66

I. GRUPE

Resenje. Na osnovu prethodnog zadatka y? € Z(G), pa je
(zy)® = a?zy’y = yay
odakle sledi (zy)? = 2%y%. Na osnovu zadatka 130 grupa G je Abelova.

132. Neka je G grupa koja nema elemenata reda 2. Ako je (zy)? =
(yr)? za svako z,y € G, dokazati da je tada G Abelova grupa.

Resenje. Primetimo najpre da je

2? = ((wy Ny)? = (y(ay™1))* = ya?y ™',

§to je ekvivalentno sa x?y = yz?. Dalje u G vazi

eyl = x(wil)nylx = a:yil(mfl)Q:z: =gy tah

1 1

7y =y~ ly L
Neka je z = zyz~ty~!. Tada je

Analogno vazi iy~

2 1 1 1 1

22 = aylely )y ly T = ay(ey e )y ly T =
= ayz(y vty ey = aya(ya Tty DTy =
= (zy)?((y2)*) " = (yz)*((y2)*) " =e.

2

1

Posto u G nema elemenata reda 2 iz z= = e sledi z = e, tj. zy = yz.

133. Ako u grupi G za svako a,b € G vazi jednakost
(ab)’ = a't',
za tri uzastopna cela broja i, onda je G Abelova grupa. Dokazati.

Resenje. Neka su ta tri uzastopna cela brojan — 1, nin+ 1. Ako
jednakost

(ab)n+1 _ an+1bn+1
pomnozimo sleva sa a~! i zdesna sa b~ !, bi¢e
(ba)™ = a"b".

Kako je
(ab)™ = a"b",
sledi

(1) (ba)" = (ab)".
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Sli¢no, iz
(ab)™ = a"b"

sledi da je
(ba)nfl — (ab)nfl’

pa, s obzirom da za svaki element grupe postoji jedinstven inverzni element,
mora biti

(2) ((ba)""H)™ = ((ab)"" 1)~
Mnozedéi leve i desne strane jednakosti (1) i (2) dobija se

ba = ab.

PRIMEDBA. Primerom pokazati da se gornji zaklju¢ak ne moze izvesti
iz pretpostavke da identitet

(ab)’ = a't',
vazi samo za dva uzastopna cela broja medu kojima se ne nalazi 2 ili —1.

134. Neka je G grupa u kojoj za svako z,y € G vazi (zy)? = 233 i
(ry)® = 28y8. Dokazati da je G Abelova grupa.

Resenje. Iz (xy)® = 23y sledi da je (yr)? = x%y? iz cega se dobija
(yx)8 = (2%y?)® = 2%5. Kada se ova jednakost pomnozi sleva sa z i zdesna
sa y dobija se da je (zy)” = x7y". Takode vazi (zy)? = (23y3) = 2%°.
Dobili smo da je za svako x,y € G (2y)’ = z'y’, za i = 7,8,9, pa na osnovu
prethodnog zadatka sledi da je G Abelova grupa.

135. Koje od sledeéih grupa su ciklicke:
(Z7 +)’ ({17 _17 iv _Z}v ')7 (Q7 +)7
(Zn,+), ({1,3,5,7},-), {1,3,5,7} CZs?

136. Ciklicke grupe istog reda su izomorfne. Sve beskonacne ciklicke
grupe su medusobno izomorfne. Dokazati.

Resenje. Ako je a generatorni element ciklicke grupe G reda n, a
b generatorni element ciklicke grupe G5 istog reda, onda je preslikavanje
a¥ — b k=1,2,... n, izomorfizam grupa G; i G.

Funkcija f koja beskonac¢nu ciklicku grupu sa generatornim elementom
a preslikava na aditivnu grupu celih brojeva f : a¥ — k, je izomorfizam.
Prema tome, sve beskonacne ciklicke grupe su izomorfne grupi (Z, +).
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137. Dokazati da beskonacna ciklicka grupa ima prebrojivo mnogo
elemenata.

138. Red elementa a konacne grupe G je delitelj reda grupe. Dokazati.

Resenje. Ciklicka podgrupa generisana elementom a je reda jednakog
redu elemenata a, pa na osnovu Lagranzove teoreme (1.50) sledi da je red
elementa a delitelj reda grupe G.

140. U ciklickoj grupi C,, reda n generisanoj elementom a, element o™
je generator ako i samo ako su m i n uzajamno prosti brojevi. Dokazati.

Resenge. Ako je nzd(n,m) = 1, onda su slede¢ih n elemenata medusob-
no razliciti

Zaista, iz

sledi

ali=m _ .

tj. n mora biti delitelj broja (i — j)m, a to je, s obzirom na pretpostavku,
kontradikcija. Prema tome, a™ je generator grupe C,.

Neka je sada a™ generator grupe C,, i pretpostavimo da je nzd(n,m) =

d > 1. Tada je

(am)n/d — (an)m/d =,
a kako je n/d < n, element a™ ne moze biti generator grupe C,,. Pretpostavka
od koje smo posli stoga ne vazi, pa je nzd(n,m) = 1.

141. Ako su u ciklickoj grupi C), elementi a, b takvi da je a® = b°, pri
¢emu je s uzajamno prosto sa n, dokazati da je tada a = b.

Resenje. Ciklicka grupa je Abelova, pa iz a® = b® sledi da je (ab™!)® = e.
Neka je g generator C,,. Tada je ab~' = ¢, pa se dobija da je g™ = e iz
cega sledi da je n delitelj rs. Medutim, n i s su uzajamno prosti, Sto znaci
da n deli 7. Neka je r = ng. Tada je ab™! = ¢" = ¢"? = e, tj. a = b.

142. Svaka podgrupa ciklicke grupe je takode ciklicka. Dokazati.

Resenje. Neka je H # {e} podgrupa ciklicke grupe C generisane ele-
mentom a. Neka je najmanji pozitivan stepen elementa a koji se nalazi u
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H, a* € H (s obzirom da je H podgrupa takvo k uvek postoji). Ako je a!
proizvoljan element podgrupe H, mora biti

l=kq+r, qreZ, 0<r<k,

pa je, prema tome,
a’ = 6Ll—kq — al(ak)—q’

odakle sledi da a" € H.

Kako je k bio minimalan pozitivan stepen, mora biti » = 0, a to znaci
da je I deljivo sa k, tj. a! = (a¥)9, pa je a* generator podgrupe H, koja je,
prema tome, ciklicka.

143. Dokazati da je svaka kona¢éno generisana podgrupa G aditivne
grupe racionalnih brojeva (Q, +) ciklicka.

Resenje. Neka je u grupi (Q, +) podgrupa G generisana sa g1, g2, - - - , gn.
Tada je
G={g|g="Fkag +kega+  +kngn, ki €Z}.

Oznacimo sa d najmanji zajednicki sadrzalac za imenioce brojeva g1, go, . . .,
gn- Neka je dG = {dg | g € G}. Neposredno sledi da je dG aditivna
podgrupa u grupi (Z,+), a na osnovu prethodnog zadatka svaka podgrupa
aditivne grupe celih brojeva je ciklicka, dakle, dG je ciklicka grupa i neka je
c generator grupe dG. Ako se sada svaki element lé dG podeli sa d, dobija

se ponovo G i to je ciklicka grupa ¢iji je generator 7

144. Mora li grupa G da bude ciklicka ako su sve njene prave podgrupe
ciklicke?

Rezultat. Priferova grupa (zadatak 8) nije ciklicka, a sve njene prave
podgrupe su ciklicke.

145. U ciklickoj grupi C' preslikavanje f je endomorfizam ako i samo
ako je za svako x € C

f(z) =af,
¢ fiksiran ceo broj. Dokazati.

146. Nadi sve endomorfizme grupe (Z, +).

147. U ciklickoj grupi C,, reda n preslikavanje f(x) = 2™ je automor-
fizam ako i samo ako su m i n uzajamno prosti brojevi.

Uputstvo. Koristiti zadatak 140.
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148. Navesti sve endomorfizme ciklicke grupe reda 12. Koji od njih su
automorfizmi?

149. Nadi red svakog elementa ciklicke grupe reda 30.

150. Neka je C, ciklicka grupa reda n. Ako je m delitelj broja n,
dokazati da onda (), ima jednu i samo jednu podgrupu reda m.

Resenje. Ako je a generator grupe Cj, onda element a™/™ generise

podgrupu H reda m. Pretpostavimo da postoji jos jedna podgrupa K reda

m. Ona mora biti ciklicka (zadatak 142) i neka je njen generator a'.

Tada je

a™ =,

l
Sto znaci da je Im deljivo sa n, me_ k, pa je odatle
n

al _ akn/m _ (an/m)k

Prema tome, o' € H, |H| = |K|, odakle sledi da je H = K.
151. Nadi sve podgrupe ciklicke grupe reda 30.
Uputstvo. Koristiti zadatke 142 i 150.

152. Dokazati da klase ostataka (2i + 1) po modulu 16, i =0,1,...,7
¢ine multiplikativnu grupu i naéi sve njene podgrupe.

153. Dokazati da je Abelova grupa G reda pips - - - pp, gde su p; medu-
sobno razli¢iti prosti brojevi, ciklicka.

Resenje. Na osnovu Kogijeve teoreme (1.97), u G postoje elementi g;
reda p;, t =1,2,...,n. Tada je m = p1pa - - - p, red elementa g = g1g2- - - gn

k prirodan broj. Ako u G jednac¢ina z" = e za svaki prirodan broj n ima
najvise n reSenja, dokazati da je G ciklicka grupa.

Resenje. Svaki element grupe G ima red koji je delitelj broja p¥ (1.97).
Neka je a element grupe G ¢iji je red maksimalan i neka je |a| = p™. Tada
su

e, a, a®, ..., a"" L,
medusobno razli¢iti elementi koji su razli¢ita resenja jednacéine 2P = e, pa
kako ta jednac¢ina po pretpostavci nema vise od p™ reSenja to su sva reSenja.
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Neka je b proizvoljan element grupe G. Njegov red je p', i < m, pa je
bpm _ (bpi)pm—i _ 67

tj. b je takode resenje jednacine zP" = e. To znaéi da je b = a® za neko s,

155. Neka je G kona¢na Abelova grupa u kojoj za svaki prirodan broj
n jednacina x™ = e ima najvise n reSenja. Dokazati da je G ciklicka grupa.
Uputstvo. Ako je G reda k, onda je k = pfﬁpé2 .. .p}j, gde sup1,pa,...,p;
razliciti prosti brojevi, pa G ima podgrupe Hy, Ha, ..., H; reda p?,p’;, cees
p;.j respektivno (1.103). Uslov da za svako n € N 2™ = e ima najvise n
reSenja vazi i za podgrupe grupe G, pa na osnovu prethodnog zadataka sledi

da su sve podgrupe Hy, Ho, ..., H; ciklicke. Generator c¢; grupe Hp je reda

plf, generator co grupe H je reda p? , pa na osnovu zadatka 77 sledi da je

cico reda pitps2. Ako je ¢ generator Hs, posmatrajuéi cicy i ¢ dobijamo da

je cicacs reda pilpps. Produzujudi ovaj postupak dobijamo da u G postoji

element ¢iji je red jednak redu grupe, tj. G je ciklicka grupa.

156. Neka je G konacna Abelova grupa. Ozna¢imo sa G skup svih ho-
momorfizama grupe G u multiplikativhu grupu kompleksnih brojeva
(C\ {0},). Ako su ¢1,¢2 € G definisimo mnozenje homomorfizama sa

(61 - 92)(9) = ¢1(9)¢2(g), zasvako g € G.

Dokazati:
a) Za svako g € G ¢(g) je koren iz jedinice.
b) (G,-) je konatna Abelova grupa.
Resenje. a) 1z ¢(e) = ¢(e - e) = ¢(e)d(e) sledi da je ¢p(e) = 1.

Neka je n red grupe G. Tada je ¢g" = e, za svaki element grupe G, i
kada se primeni homomorfizam ¢ dobija se da je ¢(g") = (¢(g))" = 1.

b) Dokazimo zatvorenost skupa G u odnosu na mnozenje homomorfiza-
ma. Ako su ¢1,¢2 € G, onda je

(01 ¢2)(gh) = ¢1(gh)p2(gh) = ¢1(g)1(h)P2(g)a2(h) =
= ¢1(9)92(9)P1(h)p2(h) = (¢1 - ¢2)(9)(¢1 - P2)(h),

pa je proizvod dva homomorfizma opet homomorfizam.
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Jasno je da je zbog asocijativnosti i komutativnosti mnozenja komplek-
snih brojeva i proizvod homomorfizama asocijativna i komutativna operacija.

Lako se proverava da je preslikavanje ¢ definisano sa ¢g(g) = 1 za svako
g € G, homomorfizam koji je neutralni element za mnozenje homomorfizama.

Iz gg—l = e se dobija da je qb(gg_l) _ ¢(g)¢(g_1) — 1, pa je ¢(g_1) _
@ multiplikativni inverzni element za ¢(g). Na osnovu a) je |¢(g)| = 1, pa

je #(g71) = ¢(g) (kompleksan broj konjugovan broju ¢(g)). Ako definisemo
homomorfizam ¢ sa ¢(g) = ¢(g) za svako g € G, odmah se dobija da je
9 = ¢o.

157. Ako je C, ciklicka grupa reda n, dokazati da je grupa (Cy,-)
homomorfizama definisana u prethodnom zadatku izomorfna sa C,,.

Uputstvo. Ako je g generator grupe C,, dokazati da je preslikavanje

definisano sa
k 2km . 2km
¢ : g° — cos — +isin —,
n n

trazeni izomorfizam.

158. Ako je G konaéna Abelova grupa, dokazati da je tada grupa (G, -)
homomorfizama definisana u zadatku 156 izomorfna sa G.

Uputstvo. Koristiti da je kona¢na Abelova grupa direktni proizvod cik-
lickih grupa i prethodni zadatak.

159. Neka je G konacna Abelova grupa i G grupa homomorfizama
definisana u zadatku 156. Ako je ¢ € G \ {¢o}, gde je ¢o neutralni element
grupe G (tj. ¢o je homomorfizam definisan sa ¢o(g) = 1 za svako g € G),

dokazati da je
> olg) =0
geG

Resenje. Neka je a fiksan element grupe GG. Ako je g proizvoljan element
grupe G, tada je g = ah za neki element h € G i pri tome ako g prolazi kroz
sve elemente grupe G i h prolazi kroz sve elemente grupe G, pa je

d_olg) =D olah) = Y d(a)p(h) = d(a) Y o(h),

geG aheG aheG heG

odakle je
(1—¢(a)) Y o(9) =0.

geG
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Ako se a izabere tako da je ¢(a) # 1, a to je moguce jer je ¢ # ¢, dobija se
da je > ycq #(g) = 0.

1.6 Grupe permutacija

160. Sledece permutacije napisati kao proizvod disjunktnih ciklusa:

a) p=[4512367), b) q=[1325647],
¢) r=[238451967], d) s = [654321].

Resenge. a) Kako je p(1) =4, p(4) =2, p(2) =5, p(5) =3, p(3) =11
p(6) = 6, p(7) = 7, imamo

p = [4512367) = (14253).

S obzirom na definiciju ciklisa o¢evidno je da se p moze pisati i na sledeéi
nacin:
p = (14235) = (42531) = (25314) =
= (53142) = (31425) = (14253)(6) =
= (7)(14253) = (14253)(6)(7).

(Ovde ciklus koji se sastoji od samo jednog simbola oznacava da je taj simbol
nepromenjen. )

b) q = [1235647] = (23)(456) = (23)(456)(1)(7),

161. Sledece permutacije prikazati kao proizvod disjunktnih ciklusa

a) (234)(125)(3617), b) (1234)(123)(12),
¢) (123)(435)(1346), d) (12)(23)(34)(45).

Resenje. a) (234)(125)(3617) = (17425)(36).

(S obzirom da argument piSemo zdesna ra¢unanje pocinjemo od krajnjeg
desnog ciklusa.)

b) (1234)(123)(12) = (14)(23).

162. Bilo koje dve permutacije koje pomeraju disjunktne skupove sim-
bola komutiraju. Dokazati.

163. Ciklus duzine n je reda n. Dokazati.



74

I. GRUPE

(Red permutacije je njen red kao elementa simetri¢ne grupe Sy,.)

Resenje. Neka je g ciklus duzine n :

q(ar1) = az, q(a2) = as,...,q(a,) = a1, q(x) =z, x # ay,az, ..., an.

Tada je ¢*(a;) = aiio i, uopste, ¢*(a;) = a;ix, za svako k € N (gde su svi
indeksi redukovani na najmanji pozitivan ostatak po modulu n). ¢* ée biti
identicko preslikavanje ako i samo ako je a; = a;y, tj. ako i samo ako je
k = 0 (mod n). Najmanji takav pozitivan broj k je n, pa je, prema tome,
ciklus ¢ reda n.

164. Neka je ¢ = (12...m) ciklus duzine m. Dokazati:

a) ¢" je ciklus duzine m ako i samo ako su m i n uzajamno prosti
brojevi.

b) Ako je d najveéi zajednicki delitelj za m i n, tada je ¢" proizvod d
ciklusa.

165. Dokazati da je red permutacije najmanji zajednicki sadrzalac
duzina njenih disjunktnih ciklusa.

Resenje. Neka je permutacija p prikazana kao proizvod disjunktnih
ciklusa, p = q1q2 . . . q;. Disjunktni ciklusi komutiraju, pa je

Pt =4ids gk

Odavde sledi da je p™ identicko preslikavanje ako i samo ako je svaki od
ciklusa ¢j' takode identicko preslikavanje, pa je prema zadatku 163 red per-
mutacije p zaista najmanji zajednicki sadrzalac duzina ciklusa q1, go, . . ., qk-

166. Nadi red permutacija
a) (245)(18)(6739),
b) (134)(236).

Resenje. a) Ova permutacija je proizvod disjunktnih ciklusa duzine 3,2
i4, pa je njen red 12.

b) Najpre ¢emo datu permutaciju prikazati kao proizvod disjunktnih
ciklusa:
(134)(236) = (13624),

pa je red ove permutacije 5.
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167. U simetri¢noj grupi S, opisati sve elemente ¢iji je red prost broj

.
168. Nacéi element najveéeg reda u grupi S, zan = 2,3,...,10.
169. Dokazati da je (12...n) ' =(nn—1...21).

170. Ako je

P = (a11a12 . alkl)(aglagg e a2k2) . (allalQ ce alkl),

dokazati da je tada

pi1 = (alkl v algall) v (agkz e a22a21)(a1k1 e a12a11).

171. Neka su (ay...ag) i (by...b;) ciklusi koji imaju zajednicki jedan
i samo jedan simbol. Dokazati da je (aj...ax)(b;...b;) takode ciklus i naéi
njegovu duzinu.

172. U grupi S, naéi permutacije koje komutiraju sa ciklusom p =
(arag...ay).

Resenje. Neka je g € S, tako da je pq = gp. Ako je q(a1) = a;, bice

(qp)(a1) = q(az)

(pg)(ar) = p(ar) = aiy1,
pa kako je pqg = gp, mora biti ¢(a2) = a;+1. Indukcijom se lako dokazuje da
je
qlar) = aipo—1), k=1,2,...,n,
(svi indeksi u ovom razmatranju su redukovani na najmanji pozitivan ostatak

po modulu n). To znaci da je g = p¥, a kako je p*p = pp” sledi da sa ciklusom
p komutiraju stepeni tog ciklusa i samo oni.

173. Neka je

a= (x122...Tm)(Tmi1)(Tms2) - (Tn)

jedan element grupe S,,. Ako element b (b € S,,) zadovoljava uslov ba =
ab, onda b ima oblik a*p, gde je k prirodan broj i p (p € Sy,) sa fiksnim
elementima x1, z9, ..., T,. Dokazati.
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Resenje. Pretpostavimo da je b(z;) = x5,
i € {z1,22,...,xm} = A, xj € {Tmi1, Tmy2,...,Tn} = B.
Tada je
ab(z;) = xj, ba(z;_1y) = zj,
gde je

m, za 1=1

(¢—1)’:{ i1, s ix1
$to zbog ab = ba ne moze biti, pa sledi da je
(Vz; € A)b(z;) € A 1 (Vz; € B)b(xj) € B.
Prema tome, b = ¢p, gde permutacija ¢ ima za fiksne elemente Xy, 11, Tmy2,

..., Zn a fiksni elementi permutacije p su x1, 2o, ..., Tm.

Svaka permutacija sa fiksnim elementima x1, zo, ..., z,, je komutativna
sa a 1 g, pa jos treba odrediti oblik permutacije q.

S obzirom da je a ciklus duzine m sa fiksnim elementima %, +1, Tm+2,

..., Ty, a q permutacija ¢iji su fiksni elementi takode x,,41, Tm42,--., Ty 1

kako mora biti ag = ga, na osnovu prethodnog zadatka sledi da je ¢ = a”,

gde je k prirodan broj.

Prema tome, mora biti b = a*p, gde je k prirodan broj a p permutacija
sa fiksnim elementima x1, xo, ..., Ty.

174. Dokazati da je
(araz...an) = (a1an)(a1an-1) ... (a1a2).

Resenje. Proverom se neposredno utvrduje da je gornja jednakost tacna.

175. Dokazati da je ciklus duzine n parna permutacija ako je n neparan
broj, a neparna permutacija ako je n paran broj.

Resenje. Posledica prethodnog zadatka.
176. Permutaciju p = [2157346] napisati kao proizvod
a) transpozicija,

b) terceta.
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Resenje. a) Permutaciju ¢emo prikazati kao proizvod ciklusa, a zatim
primeniti zadatak 174.

p = [2157346] = (12)(35)(476) = (12)(35)(46)(47).

b) Pokazano je da je p = (12)(35)(46)(47) parna permutacija, pa se ona,
prema tome, moze prikazati kao proizvod terceta. Kako je

(12)(35) = (12)((23)(23))(35) = (12)((23)(23))(35) =
— ((12)(23))((23)(35)) = (123)(352),
(46)(47) = (476),

bice
p = (123)(352)(476).

177. Ako je permutacija p € S,, proizvod k disjunktnih ciklusa (uzima-
judi u obzir i sve cikluse duzine 1), onda je permutacija p parna ili neparna
prema tome da li je n — k paran ili neparan broj. Dokazati.

178. Permutacija koja je prikazana kao proizvod ciklusa je parna ili
neparna prema tome da li sadrzi paran ili neparan broj ciklusa parne duzine.
Dokazati.

179. Dokazati da je svaka permutacija p € S19 reda 20 neparna.

Resenje. Permutaciju p rastavimo u proizvod disjunktnih ciklusa. Kako
je red permutacije najmanji zajednicki sadrzalac duzina njenih disjunktnih
ciklusa (zadatak 165), ciklusi koji ¢ine permutaciju p mogu biti samo duzina
1,2,4,5,10. Zbir duzina ciklusa je 10 (jer je p permutacija skupa od 10
simbola), pa treba utvrditi kako se 10 moze prikazati kao zbir nekih od
brojeva 1, 2, 4, 5, 10, ali tako da najmanji zajednicki sadrzalac tih sabiraka
bude 20. Postoji samo jedan nac¢in da se to ucini: 54+ 4 + 1 = 10, pa je,
prema tome, p proizvod ciklusa duzine 5, 4 i 1. Na osnovu zadataka 178 (ili
177) permutacija p je neparna.

180. Permutacije p,q € S,, su konjugovani elementi u grupi .5,, ako i
samo ako se mogu rastaviti na jednak broj disjunktnih ciklusa i medu tim
ciklusima se moze uspostaviti bijektivno preslikavanje tako da su odgovara-
judi ciklusi iste duzine. Dokazati.
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181. Neka je permutacija p prikazana u obliku proizvoda ciklusa, a ¢

proizvoljna permutacija. Ako u ciklusima koji ¢ine p sve simbole zameni-

mo onako kako to propisuje permutacija ¢, dobiéemo permutaciju gpg~!.

Dokazati.

182. Koristedi se prethodnim zadatkom izracunati gpg~' i r—2sr?, gde
je

q = (123)(4568), r = (874312)(56),

p = (82143)(12)(15), s = (134)(2357)(1846).

Rezultat.
qpq~' = (43251)(23)(26),
r~2sr? = (847)(7523)(8641).

183. Dokazati da se transpozicijama
(12),(13), .., (1n)

moze generisati grupa S,.

Resenje. Bilo koja transpozicija (ab) grupe S,, moze se prikazati kao
proizvod datih transpozicija jer je

(ab) = (1b)(1a)(1b), a,b# 1.

Svaka permutacija grupe S, se moze prikazati kao proizvod transpozi-
cija, a pokazali smo da se svaka transpozicija moze prikazati pomoc¢u datih,
pa otuda sledi da transpozicije (12), (13),...,(1n) generisu grupu S,.

184. Dokazati da se grupa S,, moze generisati permutacijama

p=1(23...n), q=(12).
Resenje. Neposeredno (koriste¢i zadatak 181) mozemo izracunati sledeée
proizvode:
pap~" = (13),
p*ap~? = p(pap~)p~" = (14),

pa na osnovu prethodnog zadatka sledi da premutacije p i ¢ generisu grupu
Sh-
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185. Dokazati da ciklusip=(12 ...n—1)ig=(12 ...n—1n)
generisu grupu Sy,.

Resenje. Neposredno se proverava da je 7 = pgp" > = (2n). Ako se
r konjuguje stepenima elementa p, tj. izra¢una p'rp~*, i =1,2,...,n — 1,
dobijaju se transpozicije

(In), (2n), ..., (n—1n).

Da ove transpozicije generisu .S, se dokazuje analogno kao u zadatku 183.

186. Dokazati da se transpozicijama
(12), (23), ..., (n—1n)

moze generisati .S,,.

Uputstvo. (12)(23) = (123), (12)(23)(34) = (1234), itd. Koristiti
prethodni zadatak.

187. Permutaciju [4231] prikazati kao proizvod transpozicije [2134] i
terceta [1342].

Uputstvo. Koristiti zadatak 184.

188. Odrediti broj elemenata u svakoj klasi konjugovanih elemenata
grupe Sy.

Rezultat. U klasi ¢iji su elementi permutacije koje se rastavljene u
proizvod disjunktnih ciklusa sastoje od j; ciklusa duzine 1, js ciklusa duzine
2,...,J% ciklusa duzine k, ima

n!

11292 opdn - glgl g,
elemenata.
189. Odrediti podgrupe reda 6
a) simetri¢ne grupe Sy,
b) alternativne grupe Ajy.
190. Dokazati da n — 2 terceta:
(123), (124),...,(12n)

generisu alternativnu grupu A4, (n > 3).
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Uputstvo. Koristiti
(zyz) = (Lzz)(1zy), (lzy) = (1y2)(122)(12y), (1y2) = (12y)"".

191. Dokazati da se podgrupa parnih permutacija A, simetri¢ne grupe
Sn, n > 3, moze generisati permutacijama (123) i (12...n) ako je n neparan
broj, a permutacijama (123) i (23...n) ako je n paran broj.

192. Neka je G podgrupa grupe S, generisana ciklusima:

(ar1a2 ...amam+1), (@162 ... amam+2), .-, (a1a2 ... amay),

gde je m < n — 1. Dokazati da je G = S,, ako je m neparan broj, a G = A,
ako je m paran broj.

Uputstvo. Oznagimo ciklus (ajag...ama;) sap;, i =m+1,...,n. Ako
je m = 2r 4+ 1, dokazati da je za i # j

(pipj) Pip; = (a1a2),

(pip;) " p; = (ara;),

(Pipj)rﬂpiwgftpf*lpj = (a1a¢) zat=3,4,...,m.

Ako je m = 2s, dokazati da je
(pips)°'pipj = (a1a2a3),

(pip;)°p; = (a102a;),

(pipj)° P 'pip; = (a1a2as) za t # 3.

Literatura:
L. Miller, Generators of the symmetric and alternating group, Amer. Math.
Monthly, 48 (1941), 43—-44.

193. Ako prava normalna podgrupa N grupe S, sadrzi jedan tercet,
dokazati da IV sadrzi sve tercete. Na osnovu toga dokazati da je N = A,,.
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1.7 Podgrupe, normalne podgrupe i faktor grupe

194. Neka su H i K podgrupe grupe G, a x,y elementi grupe G.
Dokazati da iz Hx = Ky sledi H = K.

Resenje. 1z Hxr = Ky sledi da postoji element k € K takav da je
ex =ky, tj. yr~ ! =k ' € K, paiz Hx = Ky sledi H = Kyz~!' = K.

195. Neka su H i K podgrupe grupe G. Dokazati da je H UK podgrupa
grupe GG ako i samo ako je H C K ili K C H.

Resenje. Ako je H C K ili K C H, onda je, o¢igledno, H U K podgrupa
grupe G.

Ako pretpostavimo da nijedna od datih podgrupa ne sadrzi drugu, onda
postoje elementia € H\ K ibe€ K\ H. Iz ab € H sledi a~!(ab) = b € H,
a to je protivre¢nost. Iz ab € K analogno dolazimo do protivrecnosti, pa,
prema tome, H U K nije podgrupa.

196. Ako je A podgrupa grupe G takva da je (G \ A) U {e} takode
podgrupa, dokazati da je ili A = {e} ili A =G.

Uputstvo. Primeniti prethodni zadatak.

197. Neka je G grupa definisana u zadatku 3. Ispitati koji od slede¢ih
podskupova su podgrupe grupe G :

8) H = {(0,0) | a > 0},
b) K ={(1,b) | b € R},

c) I ={(a,k(a—1))|a R\ {0}}, gde je k fiksiran realan broj,

d) J={(a,na™) |a € R\ {0}}, gde je n fiksiran prirodan broj.
Resenge. a) U grupi G neutralni element je (1,0), a inverzni element za

1
(z,9) € Gje (z,y)" 1 = (;, —%) Ako su (z,0), (y,0) € H, onda je

1 T
z,0) % (y,0)" = (z,0)% (=,0) = (=,0) € H,
(2,0 (5,0) ™" = (2,0) (£,0) = (.0
$to znadi da je H podgrupa (1.16).
b) K je podgrupa, jer iz (1,z),(1,y) € K sledi

(La)*(Ly) ™ =L a)*(L,~y) = Lz —y) € K,
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c) I je podgrupa, jer iz (x,k(z — 1)), (y, k(y — 1)) € I sledi

(z, k(z = 1)) * (. k(y — 1)) " =

= (z,k(x —1)) % (11/’ _k(yy_l)> _ (27’ k@y‘l/)) cr

d) Ako jen =0, J je podgrupa (tada je J = H), a akojen #0, J
nije podgrupa jer ne sadrzi neutralni element (1,0).

198. Neka je G kona¢na grupa, a H i K njene podgrupe takve da su
|H| i |K| uzajamno prosti brojevi. Dokazati da je H N K = {e}.

Resenje. Neka je a € H N K. Tada je red elementa a delitelj |H| i |K]|,
a kako je nzd(|H|,|K|) = 1 sledi da je |a| = 1, tj. a =e, paje HNK = {e}.

199. Dokazati da je grupa konacna ako i samo ako sadrzi konac¢no
mnogo podgrupa.

200. Nadi levu (desnu) dekompoziciju grupe simetrija kvadrata

G = {[1234], [2341], [3412], [4123], [2143)], [4321], [3214], [1432]}

(v. zadatak 16 b)) po podgrupi H = {[1234], [1432]}.

Resenje. Permutacije koje ¢ine grupu G oznac¢imo (onim redom kojim su
u tekstu zadatka navedene, tj. isto kao u zadatku 16 b) sa e, a,b, ¢, d, f, g, h.

Tada je H = {e,h}. Element a ¢ H, pa je aH levi suskup razli¢it od
H. Kako je ae = a,

ah = [2341][1432] = [2143] = d,

sledi
aH = {a,d}.

(Kada se permutacije ovako oznacavaju, onda se proizvod dve permutacije
najjednostavnije izrac¢unava tako Sto se elementi prve permutacije napisu
u rezultatu onim redom kako to propisuje druga permutacija — u naSem
primeru najpre prvi element prve permutacije, pa zatim cetvrti, treé¢i i na
kraju drugi element prve permutacije.) Produzujuéi ovaj postupak dobijamo
suskupove:

bH = {b,g}
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cH = {c, f},

pa je
G =HUaH UbH U cH.

Naravno, s obzirom da predstavnik jednog suskupa moze biti bilo koji el-
ement tog suskupa (na primer aH = dH) ova ista dekompozicija se moze
prikazati i u ovom obliku:

G=HUdHUgHU fH.

Kako je aH = {a,d} a Ha = {a, f} vidimo da je aH # Ha, pa H
nije normalna podgrupa, dakle, desna dekompozicija se razlikuje od leve
dekompozicije (desna dekompozicija grupe G po podgrupi H jednaka je levoj
ako i samo ako je H normalna podgrupa grupe GG). Desna dekompozicija je:

G=HUHcUHbLU Ha.

201. Nadi levu i desnu dekompoziciju simetri¢ne grupe S3 po podgrupi
H = {[123],[213]}. Da li se te dve dekompozicije razlikuju?

202. Ako je
G=aHUawHU...Ua,H

leva dekompozicija grupe G po podgrupi H, dokazati da je onda
G =Ha'UHa;'U...UHa,*

desna dekompozicija grupe G po podgrupi H.

203. Dokazati da za neprazan podskup K grupe G iz a,b,c € K sledi
ab~lc € K ako i samo ako je K levi suskup za neku podgrupu H grupe G.

Resenje. Pretpostavimo da za svako a,b,c € K, ab~'c € K. Neka je
H={x|xz=a', abc K}. Ako z,y € H, onda postoje a,b,c,d € K
tako dajex =a 'biy=c'd, paje

syt =a"to(cld) =a(bd ) e H

jer je bd~'c € K. Dakle, H je podgrupa.

Za fiksnoa € K, aH C K,aiaa 'b=0¢€ aH za svako b € K, pa
K C aH i, prema tome, K = aH.
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Obrnuto, neka je K = xH za neku podgrupu H. Ako su a,b,c € K tada
je
ab e = $h1($h2)71$h3 = l‘hth_lxilxhg = xhlhglhg € xH,
gde hy, ho,hg € H.

PRIMEDBA. Potpuno analogno tvrdenje vazi ako se u zadatku rec¢ ,levi”
zameni sa ,desni”. U tom slu¢aju, uzimajuéiskup Hy = {z | x = ab™!, a,b €
K} dobijaju se desni suskupovi po podgrupi Hj.

204. Ako su H i K podgrupe grupe G, onda je HK podgrupa ako i
samo ako je HK = K H. Dokazati.

Resenje. Pretpostavimo da je HK = KH inekasuz,y € HK. Tada je
T = hlkl) y= h2k27 hluhZ € H7 kl)kz € Kv
pa iz
xy = hikihoks,
s obzirom da je k1hy = hsks, hs € H, ks € K (zbog HK = KH), sledi
Ty = (hlhg)(k‘gkg) € HK.
Posto je i
et = (k) ' =k 'hit € KH = HEK,
dokazali smo da je skup H K podgrupa grupe G.

Obrnuto, ako je HK podgrupa, onda za svako h € H i svako k €
K, h,k € HK (jer i H i K sadrze neutralni element), pa kh € HK a to
znaci da je
KH C HK.
Za svako v € HK, 2~ ' € HK, tj. ~' = hk, odakle je x = k~'h~! € KH,
pa smo dobili da je
HK C KH.

Prema tome,
HK = KH.

205. Neka su A, B i C podgrupe grupe G takve da je AB = BA i
A C C. Dokazati da je

C'N(AB) = A(CNB).
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Resenje. Na osnovu prethodnog zadatka AB je podgrupa grupe G.
Neka je M = C N (AB). M je, kao presek dve podgrupe, takode podgrupa.
Ocevidno je (AB)NB=B,pajei MNB=CN(AB)NB =CnNB. Treba
dokazati da je A(M N B) = M.

MDA jerCDOAIAB D A,ai M DO MNB pa, posto je M podgrupa,
sledi M D A(M N B).

S druge strane AB O M, pa je svako m € M oblikam =ab, a € A, b €
B,tj. b=a"'mstoznacidab e M, jer M O A, pab & MNB. Prema tome,
m=abe A(MNB),tj. M C A(M N B).

206. a) Presek svake dve netrivijalne podgrupe grupe (Z, +) je netrivi-
jalna podgrupa.

b) Presek svake dve netrivijalne podgrupe grupe (Q,+) je netrivijalna
podgrupa.

Dokazati.

Uputstvo. a) Ako su H i K podgrupe grupe Z, onda postoje celi brojevi
hiktakodaje H={x|z=2z2h, z€Z}, K={z|x=zk, z€Z}. Tada
je HNK ={x | x = zhk, z € Z}.

b) Koristiti a) i ¢injenicu da ako je H podgrupa grupe Q, onda iz % € H
sledi a € H (a,b € Z).

207. Neka su (QP,+) i (Qp,+) podgrupe (definisane u zadacima 36 i
37) aditivne grupe racionalnih brojeva (Q, +). Dokazati da je

a) Q*NQ, =2,

b) Qp + QP = Q7

c) QN QY = Z, za proste brojeve p,q, p # q.

208. Neka je Hy € Hy C ... C H, C ... niz podgrupa grupe G.

[e.e]
Dokazati da je H = |J H, podgrupa grupe G.

n=1

209. Naéi bar tri skupa nezavisnih generatornih elemenata grupe (Z, +).

Resenje. Grupa (Z,+) je ciklicka, pa ima skup generatora koji se sastoji
od jednog elementa: Z = (1). Element —1 takode generise grupu Z, pa je
Z = (—1). Lako se moze proveriti da je Z = (2,3). Kako se ni jedan od
elemenata 2 i 3 ne moze prikazati kao umnozak onog drugog, skup generatora
{2,3} je nezavisan.
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Analogno se dokazuje da je Z = (k,l), gde su k i [ proizvoljni uzajamno
prosti celi brojevi.

210. Svaka konac¢na grupa ima skup nezavisnih generatora. Dokazati.

211. Odrediti koliko ima razli¢itih skupova nezavisnih generatora od
po 2 elementa u ciklickoj grupi reda 20.

Rezultat. 16.

212. Nacéi skup nezavisnih generatora multiplikativne grupe:
a) pozitivnih racionalnih brojeva.

b) nenula racionalnih brojeva.

Rezultat. a) Skup svih prostih brojeva.

b) Skup svih prostih brojeva i —1.

213. Dokazati da je skup

11 1
M: {1, 5, 6,...,5,... }
skup generatora za aditivnu grupu racionalnih brojeva. Da li je svaki besko-
nacni podskup skupa M takode skup generatora te grupe?

214. U multiplikativnoj grupi nenula racionalnih brojeva odrediti pod-
grupu generisanu skupom {2, 3}.

215. Neka su a i b elementi grupe G. Dokazati da je
H = {a"b"a"3b™ - - o™ 10" | k € N,n; € Z}

podgrupa koja sadrzi a i b i da svaka podgrupa K koja sadrzi a i b sadrzi i
H.

216. Neka je G multiplikativna grupa generisana realnim matricama
11 . 20
A_[M] 1 B_[“].

a) Dokazati da je BAB~! = A2

b) Dokazati da se svaki element grupe G moze napisati u obliku B*A7 B k
gde su ¢, j, k neki celi brojevi.
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217. Dokazati da u multiplikativnoj grupi regularnih kompleksnih ma-
trica reda 2 matrice

e2mi/n . 0 1
A_[ 0 el N R

generisu kona¢nu podgrupu reda 2n.
218. Ako je G konacno generisana grupai H1 C H, C...C H, C ...
[ee]
niz podgrupa grupe G takav da je G = |J Hj, dokazati da postoji prirodan

n=1

k
broj k takav da je G = | Hj.
n=1

219. Dokazati:
a) (Q, +) nije konac¢no generisana grupa.
b) (Z3°,-) nije konacno generisana grupa.

Uputstvo. Koristiti prethodni zadatak, posto se dokaze

a) daje (Q+) = U Hy, gdeje Hy = {z |z =", acz),
n=1

ma
a) da je (2°,-) = U Hy, gde je Hy, ={z |2z €C, 2" =1}.
n=1

220. Homomorfna slika grupe s kona¢nim brojem generatora je takode
grupa s kona¢nim brojem generatora. Dokazati.

Uputstvo. Ako je G1 = (ay,as,...,a,) a f homomorfizam grupe G1 na
grupu G, onda je Gz = (f(a1), f(az),..., f(an))-

221. Svaka beskona¢na grupa sa konacnim brojem generatora je pre-
brojiva. Dokazati.

222. Ako su u kona¢noj grupi G svi elementi sem neutralnog reda 2,
onda je red grupe G stepen broja 2.

Resgenje. Veé smo dokazali u zadatku 88 da grupa GG mora biti Abelo-
va. Kako je grupa kona¢na ona ima konacan skup nezavisnh generatornih
elemenata, G = (a1, ag, ..., ay,). Bilo koji element g grupe G moze se, prema
tome, napisati u obliku

(1) g=d"al? . d) ki e{0,1}, i=1,2,...,n,

n

i to na jedinstven nacin, jer iz pretpostavke da se neki element iz G moze
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prikazati na dva razli¢ita nacina dobili bismo da elementi aq, as, . .., a, nisu
nezavisni.

S obzirom da eksponenata u (1) ima n i oni uzimaju samo vrednosti 0
i1, sledi da u G ima 2" elemenata.

223. Neka je G grupa ¢ije su sve konacno generisane podgrupe ciklicke.
a) Dokazati da je G Abelova grupa.
b) Dokazati da za proizvoljne podgrupe A, B, C' grupe G vazi

A(BNC) = (AB) N (AC).

Resenje. a) G je Abelova grupa, jer za svako z,y € G, (x,y) = (z), pa
jex=2",y=2°(r,s€Z)ixy=2"2°=2°2" = yx.

b) Nadalje ¢emo koristiti aditivnu notaciju za operaciju u grupi G, jer
je G komutativna grupa.

BNnCCB,paje A+ (BNC)C A+ B,

analogno je
BNnCCC, paje A+ (BNC)CA+C,
i sledi da je
A+(BNC)C(A+B)Nn(A+C).

Neka je x € (A+ B)N(A+C). Tada je z = a1 + b = az + ¢, gde
aj,ap € A, b€ Bice C. (bc) = (d) po pretpostavci, pa je b = md i
c=nd, n,m € Z.

Neka je najveéi zajednicki delitelj za m i n broj [. Tada je m = m1l i
n = n1l, gde su my i n; uzajamno prosti brojevi, pa postoje celi brojevi r i
s takvi da je rmq1 + snp = 1.

Tada je

r = rmx+ snix =rm(ag + ¢) + sni(ag +b) =
= rmyag + sniai +rmic+ snib = ag + rmind + snymd =

= ag+rminild + snymild = as + (r + s)minald.

Kako je
minild = mind = myc € C,
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minild = niymc = nb € B,
onda je

minild € BNC, tj. z€ A+ (BNCQC).

224. Nadi sve neizomorfne grupe reda 1, 2, 3,4, 5,61 7.

grupe jedine grupe reda 1, 2, 3, 51 7.

(i) Neka je G grupa reda 4, G = {e,a,b,c}. Red elemenata je delitelj
reda grupe pa su a, b i c reda 2 ili 4.

Ako u G postoji element reda 4, G je ciklicka grupa reda 4.
Ako u G nema elemenata reda 4, onda je

2 _p2 — 2

a = C = €.

Na osnovu zadatka 88 grupa G mora biti Abelova. Posmatrajmo element
ab. Svaka od pretpostavki

ab=-e, ab=a, ab=0b,

dovodi do kontradikcije, pa sledi da mora biti ab = ¢. Sada se mogu lako
izracunati preostali proizvodi, pa se dobija Kejlijeva tablica:

‘ e a b ab
el e a b ab
al a e ab b
bl b ab e a

ablab b a e

Iz tablice se utvrduje da je G zaista grupa.
Ova grupa se naziva Klajnova (Klein) ¢etvorna grupa.

(ii) Posmatrajmo sada grupu G sa 6 elemenata. Svi njeni elementi sem
neutralnog su reda 2, 3 ili 6.

Ako grupa ima element reda 6 ona je ciklicka.

Ako u grupi G nema elemenata reda 6, onda su svi elementi sem neu-
tralnog reda 2 ili 3. Na osnovu zadatka 222 zaklju¢ujemo da svi elementi
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grupe ne mogu biti reda 2 (jer je |G| = 6 # 2"), pa, prema tome, u G postoji
element a reda 3. Dakle, e,a i a? su razliciti elementi grupe G. Neka je b
element iz G razlicit od e, a i a®. Pokazimo da su tada

e,a,a’,b,ab,a’b
medusobno razli¢iti elementi. Pretpostavke da je
ab=e, ab=a, ab=a? ab="b

o¢evidno dovode do kontradikcije, pa je ab razlicito od e, a,a® i b.

Svaka od pretpostavki
a’b=e, a’b=ua, a*b=ad>% a*b=0b, a’b=ab,
takode dovodi do protivrecnosti, pa su
e,a,a’,b,ab,a’b

zaista razliCiti elementi, a kako ih ima 6 sem njih grupa G nema drugih
elemenata.

Da bi formirali multiplikativnu tablicu grupe G odredi¢emo proizvode
elemenata te grupe. b? je jedan od elemenata grupe, ako pretpostavimo da
je

b2 =b, b2 =ab, b*=d’b,

skra¢ivanjem ovih jednakosti odmah dolazimo do kontradikcije. Iz b? = a
sledi da je b reda 3, pa mnoZenjem sa b dobijamo b® = e = ab, §to je
kontradikcija. Analogno pokazujemo da je b # a?, pa preostaje da mora
biti b = e.

Sli¢no kao ranije, svaka od jednakosti
ba=e, ba=a, ba=a% ba=b
odmah dovodi do kontradikcije. Ako je ba = ab, onda je
(ab)? =a’? =a® #e, (ab)? =d’b® =b+#e,

pa je ab reda 6, §to ne moze biti. Prema tome ba = a?b, (tj. (ab)? = e).
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Preostali proizvodi se sada mogu lako izra¢unati, pa se dobija Kejlijeva

tablica:
e a a2 b ab a®b
e e a a? b ab a’b
a a a® e ab a?b b
a? | a? e a a’b b ab
b b a’b ab e a? a
ab | ab b a?b a e a?
a’b | a®b  ab b a? a e

Iz tablice se utvrduje da je G zaista grupa.

Ova grupa je nekomutativna, generisana je elementima a i b koji zado-
voljavaju relacije
a® =0 = (ab)? =e.

(Videli smo da ove relacije potpuno odreduju grupu.)

225. Nadi Kejlijevu tablicu za grupu generisanu elementima a i b koji
zadovoljavaju sledeée relacije

a* = b = (ab)? =e.

Dokazati da je ta grupa izomorfna sa grupom simetrija kvadrata (za-
datak 16 b).

226. Dokazati da je simetri¢na grupa S3 izomorfna sa nekomutativnom
grupom reda 6 opisanom u zadatku 224.

227. Podgrupa H grupe G je normalna ako i samo ako za svako a,b € G
iz ab € H sledi ba € H. Dokazati.

Resenge. Ako je h € H, tada g~'(gh) € H, pa sledi ghg™! € H.
Obrnuto, neka je H normalna podgrupa, a,b € H i neka ab € H. Tada
je a~t(ab)a = ba € H.

Literatura:
F. E. Masat, A useful characterization of a normal subgroup, Math. Maga-
zine, 52 (1979), 171-173.

228. Ako u grupi G normalne podgrupe H i K imaju zajednicki samo
neutralni element, onda svaki element iz H komutira sa svakim elementom

iz K. Dokazati.

Uputstvo. Neka je a € H, b € K. Posmatrati (aba= )b~ = a(ba=tb71)
i iskoristiti da aba™! € K, ba~'b~' € H zbog normalnosti podgrupa H i K.
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229. Dokazati da je skup zHz~! podgrupa grupe G za svako = € G,
ako i samo ako je H podgrupa grupe G.

PRIMEDBA. zHx ! se naziva podgrupa konjugovana sa podgrupom H.

230. Podgrupa grupe G je normalna ako i samo ako se poklapa sa svim
svojim konjugovanim podgrupama. Dokazati.

231. a) Dokazati da konjugovane podgrupe imaju isti red.

b) Neka je H podgrupa grupe G. Ako je K podgrupa grupe G ko-
njugovana sa H onda, ako je H komutativna mora i K biti komutativna.
Dokazati.

¢) U grupi G podrupa H je ciklicka i njen generator je a. Ako je K
podgrupa grupe G konjugovana sa H, K = xHz~', onda je i K ciklicka
podgrupa i njen generator je zaz~!. Dokazati.

Uputstvo. Preslikavanje f : H — K podgrupe H na podgrupu K =
xHz~ ! grupe G dato sa f : a +— xaz~! je izomorfizam.

232. Ako je u grupi G svaka podgrupa normalna, dokazati da svaka
dva elementa ¢iji su redovi uzajamno prosti komutiraju.

Uputstvo. Posmatrati ciklicke podgrupe generisane tim elementima.

233. Dokazati da je u grupi GG podgrupa generisana kvadratima eleme-
nata iz G normalna (element x € G je kvadrat ako i samo ako postoji g € G
tako da je x = g?).

234. Odrediti normalne podgrupe grupe simetrija kvadrata (v. zadatke
16 b, 200).

235. Ako se izvrsi particija grupe G na disjunktne podskupove, kada ¢e
familija tih podskupova biti grupa u odnosu na operaciju mnozenja skupova
definisanu u 1.457

236. U aditivnoj grupi celih brojeva (Z, +) sa H je oznacena podgrupa
svih brojeva deljivih sa 4. Izvrsiti razlaganje grupe Z po podgrupi H i nadi
faktor grupu Z/H.

Resenje. H je normalna podgrupa jer je (Z,+) komutativna grupa, pa
se leva i desna dekompozicija grupe Z po H poklapaju.

U H se nalaze svi brojevi oblika 4k, k € Z, pa ¢emo izabrati bilo koji
element koji ne pripada H, recimo 1, i sabrati ga sa svakim elementom iz H,
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tako dobijamo suskup

1+ H={1+4k | kez}.

Ako sada uzmemo bilo koji element koji nije ni u H ni u 1+ H, recimo
2, i saberemo ga sa H dobijamo suskup

2+ H={2+4k | ke Z}.
Produzavajuéi ovaj postupak dobijamo i suskup

3+H={3+4k | kez}.

Unija navedenih suskupova je cela grupa G, pa je time dovrseno razla-
ganje grupe Z po podgrupi H :

Z=HUQ1+H)U(2+H)U 3+ H).

Ovi suskupovi su elementi faktor grupe Z/H. (Faktor grupa (Z/H,+)
je ustvari grupa (Za, +) ostataka po modulu 4 (zadatak 12).)

237. Neka je C12 = {a,a?,...,a'? = e} ciklicka grupa reda 12, a H =
{e,a*,a®} njena podgrupa. Naéi faktor grupu Cio/H i formirati Kejlijevu
tablicu te grupe.

Resenge.

H = {e,a*, a®},

aH = {a,a’,a"},
a?H = {a2,ab, '},
a3 H = {d®,d7,a'},

su suskupovi koji predstavljaju elemente faktor grupe

Cio/H = {H,aH,o’H,a*H}.

S obzirom da je aH -bH = abH, jednostavno se formira Kejlijeva tablica
(na primer, aH - a3H = a*H = H itd.).

238. Dokazati da je svaka faktor grupa ciklicke grupe ciklicka.

Uputstvo. Ako je a generatorni element ciklicke grupe C', a H njena
podgrupa, dokazati da onda suskup aH generise faktor grupu C/H.
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239. Ako je aditivnoj grupi kompleksnih brojeva (C,+), R podgrupa
svih realnih brojeva naéi faktor grupu C/R.

Kako se elementi ove faktor grupe mogu graficki predstaviti u komplek-
snoj ravni?

Rezultat. C/R ={R+bi | b € R}.
240. Nadi sve neizomorfne homomorfne slike ciklicke grupe Cg reda 6.

Resenje. Prema prvoj teoremi o izomorfizmu grupa (1.64) svaka homo-
morfna slika grupe G je izomorfna nekoj faktor grupi grupe G. Prema tome,
da bi nasli sve homomorfne slike grupe Cg = {a,a?,...,a® = e} odredi¢emo
sve faktor grupe te grupe. Podgrupe grupe Cg su

Hy ={e}, Hy={e,a®}, H3={e,a’a*}, C,

drugih podgrupa nema (zadatak 150), ove podgrupe su normalne jer je grupa
komutativna, pa su faktor grupe

Cs/Hi, Cs/Hz, Cg/Hsz, Cgs/Cé,

trazene neizomorfne homomorfne slike.

Na primer, preslikavanje f : x — xHs je homomorfizam grupe Cg na
grupu Cg/Ho = {Ho, aHo,a’Hs}.

241. Neka je p prost broj. Dokazati da je Z;° = QP /Z.

242. Dokazati da je u grupi svaka podgrupa indeksa 2 normalna pod-
grupa.

243. Neka je H podgrupa simetri¢ne grupe S, (n > 1). Ako H sadrzi
bar jednu neparnu permutaciju, dokazati da H sadrzi podgrupu K takvu da
je [H: K] =2.

Resenje. Ako H sadrzi bar jednu neparnu permutaciju, onda je HA, =
Sp. Iskoristimo drugu teoremu o izomorfizmu (1.68):

H/HN A, = HA,JA, = S, /A, = Cs,

paje HN A, = K podgrupa grupe H indeksa 2.

244. Dokazati da grupa S3 nema pravih normalnih podgrupa razli¢itih
od Ag.
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245. Navesti primer grupe G u kojoj postoje podgrupe A i B takve da
je A C B, A je normalna podgrupa grupe B, B je normalna podgrupa
grupe G, ali A nije normalna podgrupa grupe G.

246. Neka je grupa G2 homomorfna slika grupe Gj.

a) Ako je H; < Gi, onda je i slika podgrupe H; normalna podgrupa
grupe Gos.

b) Ako je Hy <1 G2, onda je skup svih elemenata iz G koji se preslika-
vaju na elemente iz Hy normalna podgrupa grupe GG1. Dokazati.

247. Ako je A podgrupa a N normalna podgrupa grupe G, dokazati
da je tada

a) AN podgrupa,
b) ANN < A,
c) AJANN = AN/N.

Uputstvo. Posmatrati restrikciju f4 homomorfizma f : G — G/N na
A. Dokazati da je AN N jezgro, a AN/N slika homomorfizma f, i primeniti
prvu teoremu o izomorfizmu (1.64).

248. Neka su K i H normalne podgrupe grupe G takve da je K C H.
Tada je

a) H/K normalna podgrupa grupe G/K,
b) G/H = (G/K)/(H/K).
Dokazati.

Uputstvo. Definisati preslikavanje f : G/K — G/H sa f : Ka — Ha.
Dokazati da je f funkcija, homomorfizam, da je H/K jezgro f, da je G/H
slika homomorfizma f i primeniti prvu teoremu o izomorfizmu (1.64).

249. Neka je K normalna podgrupa grupe G i f : G — G/K preslika-
vanje definisano sa f : g — gK. Dokazati:

a) f preslikava bijektivno podgrupe grupe G koje sadrze K na podgrupe
grupe G/K.

b) f preslikava bijektivno normalne podgrupe grupe G koje sadrze K
na normalne podgrupe grupe G/K.

250. Neka je H normalna podgrupa kona¢ne grupe G takva da su joj
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red |H| i indeks [G : H] uzajamno prosti brojevi. Dokazati da je H jedina
podgrupa grupe G koja ima red |H|.

Uputstvo. Pretpostaviti da postoji podgrupa K takva da je |K| = |H]|.
U sta se preslikava K pri preslikavanju f : G — G/H, f:x+w— zH?

251. Dokazati da konac¢na grupa reda 2n koja sadrzi element reda n
ima najmanje 7(n) + 1 normalnih podgrupa. Sa 7(n) je oznaen broj svih
delitelja broja n.

252. Ako je grupa G unija familije pravih normalnih podgrupa, takvih
da je neutralni element jedini zajednicki element za bilo koje dve od tih
podgrupa, onda je G Abelova grupa. Dokazati.

Resenje. Neka je G = ;e Ni, gde je N; « G, N; # G, i@ € I,
NiNN; ={e}, i #j,inekasua € N;, be Nj, i # j. Ako je

c=aba b1 =a(ba" b)) = (aba )b,
onda, s obzirom da su IV; i N; normalne podgrupe,
ba bl e N;, aba! e Nj,
pa ¢ € N;, ¢ € Nj. Prema tome, ¢ = e, odnosno ab = ba.

Pretpostavimo sada da a,b € N;. Kako je N; prava podgrupa postoji
g € G, g € N; ielement ga € N;. Na osnovu onoga $to smo ranije dokazali,
g i ga komutiraju sa svakim elementom iz N;, pa i sa ba, dakle,

e = (ga)(ba)(ga)~"(ba) " = aba~ 07},
tj. ab = ba.

253. Neka je K normalna podgrupa grupe G takva da je faktor grupa
G /K reda n Dokazati:

a) 2" € K za svako x € G.

b) Ako z € G i ¥ € K za neki ceo broj k koji je uzajamno prost sa n,
tada x € K.

Resenje. a) Faktor grupa G/K je reda n, pa je (zK)" = 2"K = K, tj.
" e K.

b) Ako su n i k uzajamno prosti brojevi, tada postoje celi brojevi r i s
tako da je rk + sn =1, pa je

xrk—&-sn — (.Z‘k)T . (l,n)s — .
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FeKiz"e K, paizxeK.

254. Neka je (G, +) Abelova grupa koja ima slede¢u osobinu: za svaki
prirodan broj n i svako z € G postoji y € G tako da je ny = x. Dokazati:

a) G je beskonaé¢na grupa.

b) Ako je H podgrupa grupe G, tada i faktor grupa G/H ima navedenu
osobinu.

c¢) Podgrupa grupe G ne mora da ima tu osobinu.

Resenje. a) Ako pretpostavimo da je G kona¢na grupa, |G| = n, onda
jeny = 0 zasvako y € G, paza x # 0 ne postoji y € G tako da bude ny = x.
1z ove protivrecnosti sledi da je grupa G beskonacna.

b) Neka je x € G/H, tj. X =z + H za neko x € G. U G postoji takvo
y da je ny = x, pa tada za klasu y + H =Y vazi

nY =n(y+H)=ny+nH=x+H =X,
tj. G/H ima navedenu osobinu.
¢) (Q, +) zadovoljava dati uslov, a njena podgrupa (QP, +) (zadatak 37)
ne zadovoljava (za © = , in#ph, keN).
255. Neka su A, B i C' normalne podgrupe grupe G takve da je A C
B, AC=BCiANC = BnNC. Dokazati da je tada A = B.

Resenje. Lako se proverava da je B= BN (BC)iA=AN(AC) ida
vaze sledece jednakosti:

A=AN(AC)=AANC)=A(ANB)=BnN(AC)=Bn(BC)=B.

256. Neka je G konac¢na grupa u kojoj za fiksan prirodan broj n > 1
vazi (zy)" = x"y" za svako z,y € G. Neka je G, = {z | z € G, 2" = e} i
G"={z |z € G, (3z € G) x = 2"}. Dokazati:

a) G, 1 G™ su normalne podgrupe grupe G.

b) Red podgrupe G" je jednak indeksu podgrupe G, u G.

Uputstvo. Primeniti prvu teoremu o izomorfizmu (1.64) na homomorfi-

zam f:G — G dat sa f:xz— 2",

257. Neka je H podgrupa indeksa k grupe G. Dokazati da postoji
homomorfizam h : G — Sj takav da je jezgro homomorfizma h maksimalna
normalna podgrupa grupe G sadrzana u H.
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Resenje. Posmatrajmo skup X = {H, goH, ..., g H } svih levih suskupo-
va grupe H u G. Lako se proverava da je za svako a € G preslikavanje
fa : X — X definisano sa

f _ H ggH ng
“ aH agoH ... agiH

permutacija skupa X. Ako ozna¢imo sa Sx grupu svih permutacija skupa

X, onda je preslikavanje h : G — Sx = Sy definisano sa h : a — f,
homomorfizam. Zaista,

h(ab) = fab = fafo = h(a)h(b)

Neka a € Kerh, tada je f, identicko preslikavanje, tj. abH = bH za
svako b € G. Za b= e je

aH =aeH =eH = H,

pa a € H. Prema tome, Kerh C H.

Neka je N proizvoljna normalna podgrupa grupe G sadrzana u H. Tada
jex lyxr € N C H za svako y € N isvako x € G, pa je x 'yzH = H, a
odatle je yaH = aH, tj. y € Ker h. Dokazali smo da je N C Kerh, Kerh je
normalna podgrupa grupe G (jer je jezgro svakog homomorfizma normalna
podgrupa), pa je, prema tome, Ker h maksimalna normalna podgrupa grupe
G sadrzana u H.

258. Ako beskonaéna grupa G sadrzi pravu podgrupu H konac¢nog in-
deksa, tada G sadrzi i pravu normalnu podgrupu kona¢nog indeksa. Dokaza-
ti.

Resenje. Neka je [G : H| = k. Na osnovu prethodnog zadatka sledi da
postoji homomorfizam h : G — Sy, Cije je jezgro sadrzano u H. Posto je Ker h
jezgro homomorfizma, ono je podgrupa grupe G, a faktor grupa G/Ker h je
izomorfna sa nekom podgrupom konacne grupe .S,. Prema tome, normalna
podgrupa Ker h je kona¢nog indeksa u G.

259. Ako je G konac¢na grupa reda m, H prava podgrupa indeksa
k grupe G i n nije delitelj k!, dokazati da H sadrzi netrivijalnu normalnu
podgrupu grupe G.

Resenje. S obzirom da n nije delitelj k! na osnovu Lagranzove teoreme
(1.50) sledi da Sy nema podgrupu reda n, tj. homomorfizam h definisan u
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reSenju zadatka 257 ne moze biti izomorfizam. Dakle, jezgro tog homomor-
fizma koje je normalna podgrupa grupe G, nije trivijalna podgrupa {e}.

260. a) Ako je u grupi G reda 99 H podgrupa reda 11, dokazati da je
H normalna podgrupa.

b) Dokazati da grupe reda 20, 28 i 44 nisu proste.

Resenje. a) S obzirom da je [G : H] =9 i 99 nije delitelj 9!, na osnovu
prethodnog zadatka H sadrzi netrivijalnu normalnu podgrupu N grupe G.
Kako je red podgrupe H prost broj, H nema netrivijalnih podgrupa, prema
tome, N = H, tj. H je normalna podgrupa grupe G.

1.8 Direktan proizvod grupa

261. Neka su A i B grupe. Direktan proizvod A x B sadrzi podgrupe
A’i B' izomorfne redom grupama A i B. Svaki element grupe A x B se moze
na jedinstven nacin prikazati kao proizvod jednog elementa iz A’ i jednog iz
B’ i elementi u tom proizvodu komutiraju. Dokazati.

Resenje. S obzirom da su A i B grupe, lako se dokazuje da je A x B
grupa.

Skup A" = A x {ep} = {(a,ep) | a € A} je podgrupa grupe A x B
izomorfna sa A, a B’ = {es} x B ={(ea,b) | b € B} je podgrupa izomorfna
sa B (sa e4 i ep oznagili smo neutralne elemente redom grupa A i B).

Ako je (a,b) bilo koji element grupe A x B, onda je

(a,b) = (a,ep)(ea,b) = (ea,b)(a,en)
i ovo je ocevidno jedini nacin da se (a, b) napise kao proizvod jednog elementa
iz A’ i jednog elementa iz B’.

262. Ako su Cy = {a,a? = e1} i C3 = {b,1%,b% = ey} ciklicke grupe
reda dva i tri, naéi Cy x Cj.

Resenge. Elementi grupe Cy x C3 su sledecih Sest uredenih parova
(e1,e2), (e1,b), (e1,b?),
(aves), (ab), (a,b?).
Kako je
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(a,b)? = (e1,b%), (a,b)® = (a,e2), (a,b)* = (e1b),
(a’ b)5 = (avb2)a (a’ b)6 = (61762),
grupa Co x (3 je ciklicka, a njen generator je (a,b).

263. Direktan proizvod C, x C,, ciklickih grupa je ciklicka grupa ako
i samo ako su m i n uzajamno prosti brojevi. Dokazati.

264. Ako je grupa G direktan proizvod grupa A i B, dokazati da su
podgrupe A’ i B’ definisane u resenju zadatka 261 normalne, i da je

G/A' =B, G/B ~A.
265. Neka je G grupa i neka je G = {z | 2 = (¢, 9), g € G} podskup
direktnog proizvoda G x G. Dokazati:
a) G je podgrupa grupe G x G i G~G.

b) G je normalna podgrupa grupe G x G ako i samo ako je G Abelova
grupa.

Resenje. b) Neka je G normalna podgrupa grupe G x G. Tada je za
svako a,g € G

(e;a)(g,9)(e;a) ™" = (g,aga™) € G,
paje g = aga', tj. ag = ga. Obrnuto vazi o¢igledno.

266. Navesti primer grupe G koja ima normalne podgrupe H i K tako
da vazi:

a) H= K, a G/H # G/K.
b) H# K, a G/H=G/K.
Resenje.
a) G=CyxCy, H=Cyx1, K=1xC0C.
b) G=CyxCy, H=CyxCy, K=1xC0Cy.
(Sa 1 je oznacena grupa koja se sastoji samo od neutralnog elementa.)

267. Navesti primer dve neizomorfne grupe G i G, pri ¢emu grupa
(G1 ima normalnu podgrupu Kj a grupa Go ima normalnu podgrupu Ko,
tako da je
Kl = KQ i Gl/Kl = GQ/KQ.

Resenge.
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G1 =0y xCy, Ga=0Cy, K1 =Cyx1, Ky=0Ch.
268. Ako su A i B podgrupe grupe G takve da je AB = G, jedini
zajednicki element podgrupa A i B je neutralni element e i ako svaki element
iz A komutira sa svakim elementom iz B, onda je G = A x B. Dokazati.
Resenje. S obzirom da je G = AB, svaki element g grupe G moze se
a € A, b € Bito na jedinstven nacin, jer iz

prikazati u obliku g = ab,
pretpostavke
ab=aiby, a,a1 € A, b,b; € B,

sledi
ayta =bib

pa kako je AN B = {e}, mora biti al_la =bbl=e tj. a=a;, b=b.
Preslikavanje f : ab — (a,b) je izomorfizam grupe G na grupu A x B

jer je to preslikavanje oc¢evidno bijekcija i ako su x,y € G, onda je

x =aib, y=asbs, ar,ax € A, b1,b2 € B,

pa je
f(acy) = f(alblang) = f(alagble) = (alaz,ble) =
(a1,b1)(az,b2) = f(z)f(y).

Dakle, G 2 A x B.
269. Akosu A i B normalne podgrupe grupe G takve da im je neutralni

element jedini zajednicki element i ako je G = AB, onda je G = A x B.

Dokazati.
Uputstvo. Koristiti zadatke 228 i 268.
270. Dokazati da je za svako k € N

Dsary1) = Dagy1 % Co,

gde je D,, diedarska grupa (zadatak 16 d)).
22k+1) _

Uputstvo. Ako su r,s € Dy(gpyq) takvi da je r
rs = sri**l dokazati da su H = (r?¢1) = Cy i K = (r?,s)
normalne podgrupe, da im je presek {e} i koristiti prethodni zadatak.

271. Dokazati da grupe Cy, X ... x C, i Cpx, n,k > 1, nisu izomorfne.
k
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Resenje. Grupa O, ima element reda n* a svaki element grupe
Ch X ... x C, je reda koji je delitelj n.
k
272. Dokazati da je skup klasa ostataka uzajamno prostih sa 21 po

modulu 21 multiplikativna grupa izomorfna sa direktnim proizvodom cik-
lickih grupa reda 6 i 2.

Resenje. Ranije (zadatak 13 b) je pokazano da je

multiplikativna grupa. A = {2,4,8,16,11,1} je ciklicka podgrupa reda 6
(jedan njen generator je 2), a B = {1,13} ciklicka podgrupa reda 2, pa kako
je G komutativna grupa i AN B = {1}, AB = G, na osnovu zadatka 268
sledi da je G =2 A x B.

273. Koje od slede¢ih multiplikativnih grupa su izomorfne netrivijal-
nom direktnom proizvodu:

a) {T7 g? 57 7} - ZSv

b) {173797 11} C Zlﬁv
C) {T, 7, g, ﬁ} - Z16.

274. Dali je ciklicka grupa reda 25 izomorfna netrivijalnom direktnom
proizvodu?

Resenje. Ne, jer ima samo jednu netrivijalnu podgrupu Cs (v. 1.71), a
C5 x Cx nije ciklicka grupa.

275. Nacdi sve neizomorfne Abelove grupe reda 36.

Resenje. Svaka konacna Abelova grupa je izomorfna direktnom proizvo-
du ciklickih grupa (1.99), a redovi tih grupa su delitelji reda grupe (1.50).
To znaci da treba nadi sve neizomorfne direktne proizvode reda 36 ciklickih

grupa. Kako je 36 = 22 - 32, postoje Getiri neizomorfne Abelove grupe reda
36:

Co2 x C32, CyxCyxCz2, Ch x(C3xCs; CyxCyxCCsxC(Cs.

Pri tome smo koristili ¢injenicu da grupe Cp2 i Cp X Cp nisu izomorfne
(zadatak 271).

276. Naéi sve neizomorfne Abelove grupe reda 77, 98, 100, p?q*, p?q*r?,
gde su p, g i r razli¢iti prosti brojevi.
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Resenje. Koristicemo postupak opisan u prethodnom zadatku. Kako je
77 =T-11, sve Abelove grupe reda 77 su izomorfne grupi C7 x C11 (= C77).
98 = 272, pa ima dve neizomorfne Abelove grupe reda 98, to su Cy x C7 x C7
i Cy x Cy9. 100 = 22 .52, pa ima 4 neizomorfne Abelove grupe reda 100.
Neizomorfnih Abelovih grupa reda p?¢* ima 10, a reda p?q*r? ima 20.

277. Za koje n su izomorfne sve Abelove grupe reda n 7

Resenje. Za n = pipa...pk, gde su pips...p, razliciti prosti brojevi
(1.99, 1.100).

1.9 Komutatori, reSive grupe

278. Dokazati da je u grupi G centar Z(G) (definicija 1.74) normalna
podgrupa.

279. Neka su z i y elementi grupe G takvi da xy pripada centru grupe
G. Dokazati da je xy = yx.

Resenge.
vy = e(zy) = (yy~)(zy) = y(ay)y ™" = ya.
280. U grupi simetrija kvadrata (zadatak 16 b) naéi centar.

281. Odrediti centar multiplikativne grupe G realnih regularnih matri-
ca formata 2 x 2.

Resenje. Neka je

A:[gg].

matrica koja pripada centru. Ona komutira sa svim matricama iz G, pa je

sl el

odakle dobijamo da je b = ¢ = 0. Takode mora biti

Ballte]=lve]leu)

odakle je a = d.
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Prema tome, A = aF, a # 0
oc¢evidno za svako B € G

(E je jedini¢na matrica), a kako je

(aE)B = B(aFE),
centar grupe G se sastoji od svih matrica oblika aF (takve matrice se nazi-
vaju skalarne).

PRIMEDBA. Moze li se gornji zakljucak uopstiti za multiplikativnu
grupu regularnih matrica formata n xn ?

282. Neka je G grupa matrica definisana u zadatku 28. Dokazati da je
Z(G) = Ft, gde je sa F'T oznagena aditivna grupa polja F.

Resenje. Neka

1 a b
0 1 ¢ |e€ZG).
0 0 1
Tada je
(1 a b 1 z y | (1 z vy 1 a b]
1 1 2| = 1 =z 1 ¢ |,
_O 01 0 0 1_ _O 01 00 1_
odakle se dobija
(1 z2+a y+az+b_ (1 a4+ b+cx+y_
0 1 z+c =10 1 c+z
_0 0 1 | _0 0 1 |

Iz ove matri¢ne jednakosti sledi da je az = cx za svako x,z € F. Ako se
stavidajex =11z =0dobijasedajec=0,azax=0iz=1jea=0,
pa su sve matrice koje pripadaju centru Z(G) oblika

o = O

1 b
0 0
0 1

Za matrice ovog oblika se lako proverava da ¢ine multiplikativnu grupu

izomorfnu Ft.

283. Dokazati da je faktor grupa G/Z(G) grupe matrica definisanih u
zadatku 28 izomorfna grupi F* x FT, gde je F™ aditivna grupa polja F.
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Uputstvo. Koristeéi zadatak 282 dokazati da se u svakom suskupu iz
G/Z(G) moze izabrati matrica oblika

1
0
0

oS~ 2

0
c
1

i odrediti predstavnika proizvoda dva suskupa.

284. Neka je Z(G) centar grupe G. Ako je faktor grupa G/Z(G) cik-
licka, onda je grupa G Abelova grupa. Dokazati.

Resenje. Neka je aZ(G) generatorni element ciklicke grupe G/Z(G).
Tada se svaki element grupe G/Z(G) moze prikazati u obliku a"Z(G), za
neki ceo broj n. Prema tome, svaki element grupe G moze se prikazati u
obliku a"x, © € Z(G). Ako su p,q dva proizvoljna elementa grupe G, onda
je

p=a"z, ¢q=a"y, z,y€ Z(G),

pq = a"za™y = a"a"xy = a"a"yx = a"ya"xz = qp,
pa je G Abelova grupa.

285. Ako je A neprazan podskup grupe G, onda je centralizator C(A)
skupa A u G skup svih elemenata iz G koji komutiraju sa svakim elementom
iz A, tj.

CA) ={z|zeG, (YyeA)ury=uyz}.

Ako A, B C G, dokazati:

a) C(A) je podgrupa grupe G,

b) Iz A C B sledi C(A) 2 C(B),

c) ACC(C(4)),

d) C(A) = C(C(C(A)))-

286. Koji elementi simetri¢cne grupe S3 su komutatori? Nadi izvod
grupe S3.

Resenje. S obzirom da je komutator proizvod 4 permutacije od kojih su
dve i dve iste parnosti, sledi da svaki komutator mora biti parna permutacija.
Prema tome, komutatori mogu biti jedino permutacije

[123], [231], [312].
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Ove permutacije zaista su komutatori, jer je

[213] [213] [213]7! [213]7! = [123],
[132] [213] [132]~! [213]~! = [231],
321] [213] [321]~! [213] [312}

pa kako one ¢ine grupu (to je Az, podgrupa svih parnih permutacija) dobi-
jamo da je izvod grupe S3 alternativna podgrupa As.

287. Neka je G grupa. Dokazati da je
G’:{x|a::g1~-gkgl_1'~gk_1, keN, g; € G}.
Resenje. Neka je
H:{$|$=91"'9k9f1---g,§1, k€N, g; € G}.
Akosua,be Gig =a, go=ba"'igs=0""1, tada je

g192g3 = aba" bt = [a, b]

gl gy =a (b)) T =alab b=,
pa je 91920391 92 95 = la,b].
Ovo vazi za svaki komutator, pa stoga za proizvod komutatora vazi
[a,bllc,d] = g1929397 95 ‘g5 hihohshy'hy'hyt =
= g19293hihahagy gy g5 hy hy thy
gde je koriséeno da je 91—192—193—1 =e. To znaci da je G' C H.

Dokazimo da je H C G’ matematickom indukcijom. Za k=1 (g197 -
e € G ik=2 (g19297 ‘95 * € G') tvrdenje vazi. Pretpostavimo da je za svaki
niz od k elemenata iz G ¢ -- -gkgl_1 - ~gk_1 € G'. Tada je

11— 1
919293 Gk191 93 95 g =

= (919291 '92 ") (9291)93 - - Gr+1(9291) "' 95 "+ Gt

[91, g2] po inducijskoj pretpostavci u G’
paje HCG'.
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288. Neka je G grupa. Dokazati da a € G’ ako i samo ako postoje
elementi g1, ..., gx € G, za neko k € N, takvi da je

a=¢g ...y 1 e=gk...g1.

Resenje. Za svaki komutator u = aba 'b"! = a(ba )bt vazi
b=1(ba=')a = e, pa i za proizvod komutatora postoji niz elemenata g1, ...,
gk sa trazenom osobinom.

Obrnuto, neka jeu =¢1...g9x i e = gr ... g1, tada je

u:ueflzgl...gkgl_l...g;l,

pa na osnovu prethodnog zadatka u € G’.
289. Dokazati da je u grupi G izvod G’ normalna podgrupa.

290. Neka je H normalna podgrupa grupe G. Dokazati da je faktor
grupa G/H Abelova ako i samo ako H sadrzi izvod G’.

Resenje. Neka je G/H Abelova grupa i z,y € G. Tada je
ayely " H = («H)(yH)(« ' H)(y ' H) =

= (zH)(yH)(zH) '(yH)"' = («H)(zH) ' (yH)(yH) ™" = H,
pa je [z,y] = zyz~'y~! € H. Prema tome, G’ C H.

Obrnuto, neka je G’ C H. To znaéi da je za svako z,y € G, zyz 'y~ ! €
H, tj. zyr— 'y~ 'H = H. Poslednja jednakost je ekvivalentna sa
(zH)(yH)(«H) ' (yH)™' = H, t].

(zH)(yH) = (yH)(zH),

pa je G/H Abelova grupa.

PRIMEDBA. Direktna posledica ovog tvrdenja je da je G/G’' Abelova
grupa.

291. Neka je G konacna grupa neparnog reda. Dokazati da je proizvod

svih elemenata grupe G element komutatorske podgrupe G’.

Resenje. Neka je G = {g1,92,...,9n}. G' je normalna podgrupa grupe
G, pa je
(9192 9n)G" = (01G')(92G") ... (gnG') = X,
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gde je m red grupe G’, a X je proizvod svih elemenata grupe G/G’. Grupa
G je neparnog reda, pa je i red Abelove grupe G /G’ takode neparan broj.
Na osnovu zadatka 78 je X = G’, pa sledi da je (g1g2...92)G" = G, tj.
9192 ---gn € G".

292. Nadi izvod G’ grupe G regularnih matrica formata 2 x 2 nad
poljem realnih brojeva R.

Resenje. Neka je ¢ preslikavanje grupe G u multiplikativnu grupu ne
nula realnih brojeva R*, definisano sa ¢(A) = det(A). ¢ je homomorfizam
jer je det(AB) = det(A)det(B) za proizvoljne matrice A, B iz G. Jezgro
homomorfizma ¢ su matrice iz G za koje vazi det(A) = 1.

Posto je R* Abelova grupa, na osnovu zadatka 290 sledi G’ C Ker ¢.

b
d

a b] [T )71 071 4 .
A—[cd}— 01 {cl}[o ) kad je ¢ # 0,

Neka je A = “ € Ker ¢. Tada je ili
c

ili je
A:[g 2]::8 1?@: [(1) b{a] kad je ¢ = 0. Matrice
RO TR
Bk e |[ 4 ]

o )= o]l B ]

su komutatori pa je A € G'. Dakle, G’ = Ker ¢, odnosno G' = {A | A€ G i
det(A) = 1}.

_1y 242
s =wlzlwz,
2y 142
3 3

293. Dokazati da su u grupi (G, *) iz zadatka 35 elementi x = (p, 0, 0, 0)
iy=(0,p,0,0) komutatori, a zy nije komutator.

294. Neka je G multiplikativna grupa matrica formata 2 x 2 nad poljem
realnih brojeva sledeéeg oblika

c={[5 ] larer axol
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Identifikovati matricu

g i) ] sa tackom (a,b) u ravni R x R.

a) Sta odgovara komutatorskoj podgrupi G'?

b) Sta odgovara faktor grupi G/G’ ?

ia>0}7

¢) Sta odgovara podgrupi H = {o|x= [ g (1)

d) Sta odgovara levim, a §ta desnim suskupovima po podgrupi H ?

e) Sta odgovara normalizatoru A (g) i centralizatoru C(g) elementa

a b
= ?
Rezultat. Na sledecoj slici su prikazani trazeni skupovi.
N(g) =C(g)
A G,
Hyg
(0,1) ¢ (a,b) =g gH
0,0 -
0.0 (1,0) =e H
9G'
Literatura:

G. Dobbins, G. Strate, Matriz examples in modern algebra, Amer. Math.
Monthly, 85 (1978), 377-380.

295. Dokazati da je u grupi G svaka podgrupa H koja sadrzi izvod
grupe G (H 2O G’) normalna podgrupa grupe G.

Uputstvo. Koristiti da je faktor grupa G/G’ Abelova, da je svaka pod-
grupa Abelove grupe normalna i zadatak 249 b.
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296. Neka je (G, x) grupa iz zadatka 35. Dokazati da je G’ C Z(G).

297. Neka je grupa G takva da je G' C Z(G). Dokazati da za svako
x,y € G i svaki prirodan broj n vazi:

2
a) [z",y"] = [z, y]"",
n(n—1)
b) (o) =" [wy]
Resengje.
a) [xnjyn] — xnyn$—ny—n = xT.. x(x y)y .. .yx_”y_” =
N
n n
o —MN,,—N __
=g...x(r,ylyr)y...yx "y " =
n—1 n—1
— Ty = =
=z...xylxy)y...yx "y "z, y=... =
n—1 n—2
— xn—lynx—n+1y_n[$’y]n =...= [flz‘,y}nz-

b) Primenimo indukciju po n. Za n = 1 tvrdenje ocigledno vazi. Ako
pretpostavimo da vazi za n, onda je

n+1 n n,..n n{n—1) n,..n n{n—1)
(yx)" " = (ya)"yr = y"a"[x,y]” = yx =y a"yxlz, Y] 2

Ako sad na y"z"yx primenimo isti postupak koji je pod a) primenjen na
z"y"x" "y~ ", dobiéemo da je

n+1xn+1[x’ y}n,

yratyr =y
pa je

_ y"""lxm‘l [.Z', y]n+ n(nz—l) _ y”+1$n+1 [x7 y] n(n2+1)

(ya;)"+1

298. Neka je u grupi G G’ izvod a Z(G) centar. Ako za normalnu
podgrupu N # Z(G) vazi N NG’ = {e}, tada je N C Z(G). Dokazati.

Resenje. Posto je N normalna podgrupa za svako g € G i svako = €
N, grg~' € N, pajeilg,z] = (grg~)x~! € N. S obzirom da [g,2] € G’,
mora biti grg~'z~! = e, tj. gr = xg, §to znaci da z € Z(G). Prema tome,

N C 2(G).

299. Neka je u grupi G centar Z(G) podgrupa indeksa n. Dokazati da
G ima najvise n? razlicitih komutatora.
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Resenje. Neka su z,y,u,v € G. Ako x i u pripadaju suskupu aZ(G), a
y 1 v pripadaju suskupu bZ(G), dokaza¢emo da je onda [x,y] = [u,v]. Tada
je x = acy, u=acy, c1,c2 € Z(QG), pa je

1 1

ru~t = acy(ac) ™t = acicy a7l = aa_lclcgl = 6162_1 € Z(G).

Analogno, iz y,v € bZ(G) sledi da yv~! € Z(G). Prema tome,
1 1,—1

ryrly™t = (zuHu(yr Hou Nz H o (yo ) T = wou oL

Dva elementa se iz n skupova mogu izabrati na n? razli¢itih nacina,
dakle, u G ima najvise n? razli¢itih komutatora.

300. Neka je G grupa, a f : G — G homomorfizam koji komutira sa
svakim unutrasnjim automorfizmom grupe G. Neka je K = {z | z € G i
f(f(z)) = f(z)}. Dokazati da je K normalna podgrupa grupe G koja sadrzi
G'.

Resenje. Posto g komutira sa svim unutrasnjim automorfizmima grupe
G, onda je f(a 'xa) = a=! f(x)a za svako a € G.

Skup K ocigledno nije prazan jer je e € K. Neka a,b € K, tada je
F(f(ad™) = F(f(@)f67Y) = F(F@)f(FO7Y) = fla)f(f)™H) =
= [ (F(f) " = f@)(f®) ! = fla)f (™) = flab~h),
pa je K podgrupa. Neka je z € G, tada je
f(f(zaz™)) = flzf(a)z™) = zf(f(a))z™" =
— af(a)e™t = flwazY),
pa je K normalna podgrupa.

Neka z,y € G, tada je
F(fleyz™ly™h) = F(f(eyz™ ) fy) ") = flaf )z~ fly)™) =
= f@)f(f@)a fy)™) = F@) f ) @) fly) " = flayz~y™)
pa K sadrzi sve komutatore, dakle, sadrzi i G’.

301. (i) Grupa G se naziva resiva ako se njen n-ti izvod G, za neki
konacan broj n, sastoji samo od neutralnog elementa.

(ii) Konaé¢na grupa je resiva ako je njen kompozicioni niz faktor grupa
niz ciklickih grupa prostog reda (tj. ako je njen kompozicioni niz indeksa niz
prostih brojeva).
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Dokazati da su za konacne grupe ove dve definicije ekvivalentne.
302. Svaka komutativna grupa je resiva. Dokazati.

Resgenje. Ako je G komutativna grupa svih komutatori su jednaki neu-
tralnom elementu, pa je G’ = {e}. Time je teorema dokazana.

Dokaza¢emo ovu teoremu za konacne grupe joS jednom koriste¢i samo
definiciju (ii) iz prethodnog zadatka.

Neka je G konacna komutativna grupa, a H njena maksimalna normalna
podgrupa. Prema poznatoj teoremi (H je maksimalna normalna podgrupa
ako i samo ako je G/H prosta grupa) sledi da je G/H prosta grupa (grupa se
naziva prostom ako nema netrivijalne normalne podgrupe). Grupa G/H je
Abelova pa, prema tome, G/H uopste nema netrivijalne podgrupe, odakle
odmabh sledi da je G/H ciklicka grupa prostog reda.

Produzujuéi ovaj postupak, analognim rasudivanjem dobijamo da je
kompozicioni niz faktor grupa niz ciklickih grupa prostog reda, a to znaci da
je grupa G resiva.

303. Dokazati da je grupa reda p?, gde je p prost broj, resiva grupa.
Uputstvo. Koristiti zadatak 324.

PRIMEDBA. Generalizacija ovog zadatka je zadatak 308.

304. Svaka podgrupa resive grupe je resiva. Dokazati.

305. Svaka faktor grupa reSive grupe je reSiva. Dokazati.

306. Dokazati da je kona¢na grupa G reSiva ako i samo ako je njen
kompozicioni niz faktor grupa niz Abelovih grupa.

307. Neka je N normalna podgrupa konacne grupe G. Ako su N i G/N
resive grupe, dokazati da je tada i G reSiva grupa.

Resenje. Posto su N i G/N resive grupe, postoje prirodni brojevi mq i
my takvi da je N0™) = {e} i (G/H)(™2) = N. Neka je m = max(my, ms).
Neka je f : G — G/N prirodni homomorfizam. Lako se proverava da je za
svakon € N f(G") C (G/H)™, pa je f(G"™)) C N, tj. G™ C N. Tada
je G@™ = (Gm)(m) ¢ N = {e} pa je G resiva grupa.

PrRIMEDBA. Ovo tvrdenje moze se dokazati na drugi nacin koristeci
direktno teoreme o korespondenciji podgrupa 1.67 i 1.69.

308. Dokazati da je svaka grupa G reda p”, gde je p prost broj, n € N,
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reSiva.

Uputstvo. Primeniti indukciju po n, koristeéi zadatak 303, G/Z(G) i
¢injenicu da je Z(G) resiva grupa.

309. Neka je G konacna grupa i neka je f netrivijalan automorfizam
grupe G takav da je za svako z € G, f(x) =z ili f(z) = z~!. Dokazati da
je G re§iva grupa.

Resenje. Neka je H={x | v € G1i f(z) =x}. H je podgrupa grupe
G, jer ako z,y € H onda f(z) =z i f(y) =y, pajei f(z)f(y) = zy, tj.
f(zy) = zy, i na osnovu 1.17 konacan skup H je podgrupa.

Neka h € H ia ¢ H, tada je f(ah) = f(a)h = a~1h, a sa druge strane,
f(ah) jeili ahili (ah)~!, pajeili ah = a 'hili (ah)~' =a"th.Izah =a"'h
sledi @ = a™!, pa bi bilo f(a) = a=! = a, tj. a € H §to je kontradikcija.
Dakle, (ah)™' = a~'h, tj. a=tha = h™!. 1z ovoga sledi da je H normalna
podgrupa grupe G.

Neka je h,k € Hia ¢ H. Tada je

hl = (ak)‘h(ak) = ko thak = k1A 1E,
hk = kh, pa je H Abelova grupa.

Neka je a,b ¢ H. Proizvod ab ili pripada ili ne pripada H. Ako ab & H,
tada je

F@™b™) = (o)™ = fla™ )7 = ()T
pa je ba = ab i tada je aHbH = abH = bHaH. Ako ab € H, tada i ba
pripada H (jer ako ba ¢ H, tada je ba = ab ¢ H, sto je kontradikcija) pa je

aHbH = abH = H = bHaH. Dakle, G/H je Abelova grupa. H i G/H su
reSive grupe, pa je na osnovu zadatka 307 i G reSiva grupa.

310. Dokazati da je direktan proizvod resivih grupa resiva grupa.

311. Za ciklicku grupu Cgo nac¢i bar dva kompoziciona niza faktor grupa
i proveriti izomorfnost tih nizova.

6

Resenje. Neka je Cgo = {a,a?,...,a% = e}. Ova grupa je komutativna

pa su sve njene podgrupe normalne.
Hsy = {a?,a*,...,a% = ¢}
je jedna maksimalna normalna podgrupa grupe Cgg.

H10 = {(IG,(IIQ, cee ,CL6O = 6}
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je maksimalna normalna podgrupa grupe Hsg, a

Hs = {a'?,6**,...,a% = ¢}
je maksimalna normalna podgrupa grupe Hig. Na kraju,
Hy = {e}

je maksimalna normalna podgrupa grupe Hs, pa je kompozicioni niz faktor
grupa:
Ceo/Hszo, Hso/Hi, Hio/Hs, Hs/Hi,

a kompozicioni niz indeksa:

2, 3, 2, 5.

Ako posmatramo sada niz podgrupa grupe Cyp :
CﬁOa H207 - {a37a67 o 7a60 - 6}7 H107 H2 - {a307a60 = 6}7 Hla

vidimo da je svaka podgrupa tog niza maksimalna normalna podgrupa pret-
hodne, pa je to kompozicioni niz grupe Cgo a kompozicioni niz faktor grupa
je

Ceo/Hzo, Hzo/Hy, Hio/Hs2, Hz/Hj,
dok je kompozicioni niz indeksa

3, 2, 5, 2.
Na osnovu Zordan-Helderove (Jordan-Hélder) teoreme (1.91), faktor
grupe jednog kompozicionog niza faktor grupa se mogu obostrano jednoz-

na¢no preslikati na faktor grupe drugog niza, tako da odgovarajuce faktor
grupe budu izomorfne. Zaista,

Ceo/Hszo = Hao/Hio, Hszo/H1o = Ceo/ Hao,
Hyo/Hs = Hy/Hy, Hs/Hy = Hyo/Ha.
312. Da li dve grupe koje imaju izomorfne kompozicione nizove faktor
grupa moraju biti izomorfne?

Resenje. Ciklicka grupa reda 6 i nekomutativna grupa reda 6 imaju
izomorfne kompozicione nizove faktor grupa, ali nisu izomorfne.

313. Svaki prirodan broj n moze se na jedinstven nacin prikazati kao
proizvod prostih brojeva (ne uzimajuéi u obzir poredak). Dokazati ovo ko-
riste¢i Zordan - Helderovu teoremu (1.91).

Uputstvo. Posmatrati grupu (Z,, +).
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1.10 Teoreme Silova

314. Normalizator nepraznog podskupa S grupe G je skup N(S) =
{z|ze@G, xS =>Sx}.

Dokazati da je N'(S) podgrupa grupe G.
Resenje. Ako je a,b e N(S), tj. aS = Sa i bS = Sb, onda je

abS = aSb = Sab,

a to znaci da je ab € N(S). Iz jednakosti a.S = Sa mnozenjem sleva i zdesna
sa a~! dobijamo
Sa~'=a"'S, paa' € N(9).

Time je dokazano da je N(S) podgrupa.

315. Nekaje G grupaiG = {z |z = (g,9), g € G'} podgrupa direktnog
proizvoda G x G (zadatak 265). Dokazati da je N(G) = G ako i samo ako
je 2(G) = {e}.

316. Dokazati da postoji bijektivno preslikavanje izmedu skupa svih
elemenata konjugovanih sa elementom a grupe G i skupa svih levih suskupo-
va normalizatora N (a).

Resenje. Definisimo preslikavanje f skupa svih levih suskupova norma-
lizatora N (a) na skup svih elemenata konjugovanih sa a na sledeéi nacin

f(xN(a) = zaz™".

Dokazimo najpre da je f dobro definisana funkcija. Ako je yN(a) =
xN(a), onda je y = zn, n € N(a), pa je

yay ! = (zn)a(zn) ™! = z(nan Yzt = zaz ™,

1

(koristili smo da je nan™" = a).

Funkcija f je oCigledno surjektivna, pa preostaje da se dokaze da je i
injektivna. Pretpostavimo da je f(zN(a)) = f(yN(a)), tj.

zax~! = yzy_l.

Onda je
(y~'w)a = a(y'a),
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pa y~ 'z € N(a), $to znaéi da = i y pripadaju istom suskupu normalizatora

N(a), tj. zN(a) = yN(a).

317. Broj elemenata konjugovanih sa elementom a u grupi G jednak je
indeksu normalizatora A(a) u toj grupi. Dokazati.

Resenje. Posledica prethodnog zadatka.

PRIMEDBA. Primenom Lagranzove teoreme (1.50) odavde dobijamo da
je broj elemenata u klasi medusobno konjugovanih elemenata konaé¢ne grupe
uvek delitelj reda grupe.

318. Broj razlicitih podgrupa konjugovanih s podgrupom H grupe G
jednak je indeksu normalizatora N'(H) u grupi G. Dokazati.

Uputstvo. Dokaz je analogan dokazu u zadacima 316 i 317.

319. Jedina kona¢na grupa koja ima tac¢no dve klase konjugovanih
elemenata je grupa reda 2. Dokazati.

Uputstvo. Uzeti u obzir da neutralni element sam ¢ini jednu klasu kon-
jugovanih elemenata, a zatim koristiti primedbu uz zadatak 317.

320. Odrediti sve neizomorfne konaéne grupe koje imaju ta¢no tri klase
konjugovanih elemenata.

Resenje. Neka konacCna grupa G ima 3 klase konjugovanih elemenata
Go, G1,Gs. Neka je Gy klasa koja sadrzi samo neutralni element, |Go| = 1.

Ako se u centru Z(G) grupe G nalazi element a (# e), tada {a} ¢ini
posebnu klasu, tj. |G1| = 1, pa se dobija 1 + 1+ ng = n gde je |G2| = no.
Posto je |Ga| = ng indeks normalizatora nekog elementa iz Go, to je no
delitelj reda n = |G| grupe G (1.54), pa je zbog 2 = n — ny, ng delitelj
broja 2, tj. ng je 11ili 2. my = 2 ne moze biti jer bi tada bilo |G| = 4, a
sve grupe reda 4 su komutativne pa imaju 4 klase konjugovanih elemenata,
dakle, no =11 G je ciklicka grupa reda 3.

Ako je Z(G) ={e}, tada je i n; > 11ing > 1. Posto su n; i ng delitelji
broja n, a 1 + ny + ny = n, imamo da je ng delitelj 1 + n1, a i ny delitelj
1+ no. ReSavajudi sistem jednacina

1+n1:kn2, 1+n2:ln1, k,lEN,

uz uslov ny > 11 ny > 1, dobija se reSenje ny = 21 no = 3, pa je G
nekomutativna grupa reda 6, tj. G = S3.

321. Red svakog elementa a konacne grupe G je stepen fiksnog prostog
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broja p ako i samo ako je red grupe G stepen prostog broja p. Dokazati.
Uputstvo. Koristiti Kosijevu teoremu (1.97).

322. Neka je H normalna podgrupa grupe G. Akosu H i G/H p-grupe
dokazati da je i G p-grupa.

323. Ako je G konacna grupa reda p™ (p prost broj, n prirodan broj),
onda centar te grupe ima bar dva elementa. Dokazati.

Resenje. Neka su K1, Ko, ..., K, klase medusobno konjugovanih ele-
menata. S obzirom da je broj elemenata svake od tih klasa deljitelj reda
grupe (zadatak 317), onda te klase imaju respektivno

1 2

b P 7"'7pnm7 n>nz>o

elemenata, pa je
pr=p"t+p" 4.+

Kako, medutim, jedna od klasa, recimo K;, ima samo jedan element (neu-
tralni), bic¢e

pt— (" P+ Pt Pt ) =1,

Leva strana je deljiva sa p a desna nije, pa to zna¢i da bar jedno
nj, j=1,2,...,4—14+1,...,m mora biti 0, odnosno u grupi G pos-
toji jo§ jedna klasa konjugovanih elemenata koja se sastoji samo od jednog
elementa (razli¢itog od neutralnog). Taj element ocevidno pripada centru,
pa je time tvrdenje dokazano.

324. Grupa reda p?, p prost broj, mora biti Abelova. Dokazati.

Resenje. Centar Z(G) ove grupe je podgrupa, pa je, prema tome, (na
osnovu Lagranzove teoreme) red centra 1, p ili p?. Na osnovu prethodnog
zadatka red centra nije 1. Ako pretpostavimo da Z(G) ima p elemenata,
onda faktor grupa G/Z(G) ima p elemenata, pa kako je p prost broj grupa
G/Z(Q) je ciklicka. Medutim, na osnovu zadatka 284, sledi da je G Abelova
grupa, pa centar te grupe ima p? elemenata, §to je kontradikcija.

Prema tome, centar je reda p?, a to znaéi da je G Abelova grupa.

325. Neka je grupa G reda p?q, gde su p i ¢ razliciti prosti brojevi takvi
dajep?#1 (modgq)ig#1 (mod p). Dokazati da je G Abelova grupa.

Uputstvo. Dokazati da su podgrupe Silova normalne. Iskoristiti zadatak
3241 1.73.
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326. Nacdi sve neizomorfne grupe reda 8.
327. Nadi sve neizomorfne grupe reda 9.
Uputstvo. Koristiti zadatak 324.

328. Neka je grupa G reda p" (p prost broj). Dokazati da za svako
k € {0,1,...,n} postoji normalna podgrupa H grupe G takva da je |H| = p*.

Resenje. Dokaz ¢emo dati indukcijom po n. Za n = 1 tvrdenje je
o¢evidno tacno. Pretpostavimo da je ta¢no za svako m < n tj. u svakoj grupi
reda p™ postoji normalna podgrupa reda p* za svako k € {0,1,...,m}.

Na osnovu zadatka 323 Z(G) # {e}. S obzirom da je | Z(G)| delitelj reda
grupe G, bi¢e | Z(G)| = p”, pa na osnovu Kosijeve teoreme (1.97) Z(G) sadrzi
element a reda p. Ako je K ciklicka podgrupa reda p generisana elementom
a, onda je K normalna podgrupa grupe G (jer je svaka podgrupa centra
Z(G) normalna podgrupa grupe G). Prema tome, |G/K| = p" L.

Na osnovu indukcijske pretpostavke G/K ima normalnu podgrupu H
reda p* za svako k € {0,1,...,n—1}. Prema 1.69 postoji normalna podgrupa
H grupe G koja sadrzi K takva da je H/K = H. Red podgrupe H je
pFTL. Dakle, dokazali smo da G sadrzi normalnu podgrupu reda p* za svako
ke {1,2,...,n}. Za k = 0 takva podgrupa je {e}, pa je time dokaz zavrsen.

329. Neka je G konacna p-grupa i neka je H netrivijalna normalna
podgrupa grupe G. Dokazati da je |H N Z(G)| > 1.

330. Dokazati da je u nekomutativnoj grupi reda p3, p prost broj,
centar reda p.

Uputstvo. Koristiti zadatak 284.

331. Neka je G nekomutativna grupa reda p3, gde je p prost broj.
Dokazati da je G' = Z(G).

Resengje. Na osnovu prethodnog zadatka | Z(G)| = p, a tada je |G/ Z(G)|
= p?, pa je na osnovu zadatka 324 G/Z(G) Abelova grupa, tj. G’ C Z(Q)
(zadatak 290). Posto je G nekomutativna grupa G’ # {e}, pa je G' = Z(G)
(jer je Z(@G) grupa prostog reda pa nema netrivijalne podgrupe).

332. Nadi sve podgrupe Silova simetri¢ne grupe Sy.
Rezultat. |Sy| = 3 - 22, ima ¢etiri podgrupe Silova reda 3
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Hy = {(1), (134), (143)},  Hy = {(1), (234), (243)}.
i tri podgrupe Silova reda 8
K; ={(1),(1234), (13)(24), (1432), (14)(23), (12)(34), (13), (24) },
Ky ={(1),(1243), (14)(23), (1342), (13)(24), (12)(34), (23), (14) },
K3 ={(1),(1324), (12)(34), (1423), (13)(24), (14)(32), (12), (34) },

333. Ako je P p-podgrupa Silova kona¢ne grupe G, dokazati da je
NN (P)) = N(P).

Resenge. Neka je z € N(N(P)), tada je

odakle, posto je P C N(P), sledi

zPz~' C N(P).

P je normalna podgrupa grupe N(P) (1.77), pa je na osnovu 1.106 P
jedina podgrupa Silova u N (P). Konjugovanje sa = € N (N (P)) prevodi P
u podgrupu Silova grupe N (P), a posto je P jedina takva podgrupa mora
biti xPr~! = P, tj. x € N(P).

Dokazali smo da je N(N(P)) € N(P), da vazi N(N(P)) 2 N(P)
ocigledno je, pa je N(N(P)) = N(P).

334. Ako je u konacnoj grupi G svaka p-podgrupa Silova normalna
podgrupa za svaki prost broj p, dokazati da je grupa G izomorfna direktnom
proizvodu svojih podgrupa Silova.

335. Neka je H p-podgrupa Silova kona¢ne grupe G. Dokazati da su
svi elementi normalizatora N'(H) koji su reda p¥, k €N, sadrzani u H.

Uputstvo. Koristiti da je svaka podgrupa reda pF sadrzana u nekoj
p-podgrupi Silova i da je H normalna podgrupa u N'(H).

336. Neka je G grupa reda 112 - 13%2. Dokazati da je G Abelova grupa.

Resenje. Po teoremama Silova (1.105, 1.106, 1.107) G ima 1 + 11k
podgrupa reda 112 i 1 + 131 podgrupa reda 132. Posto su 1 + 11k i 1 4 131
indeksi odgovarajuéih normalizatora, to 1 4+ 11k, odnosno 1 + 13[, moraju
biti delitelji 112 - 132, a to je moguée jedino kad je k = [ = 0. Znaéi, postoji
tac¢no jedna podgrupa H reda 112 i taéno jedna podgrupa K reda 132.
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Posto su sve podgrupe koje su konjugovane sa podgrupom Silova takode
podgrupe Silova istog reda, a H i K su jedine podgrupe Silova reda 112 i
132 sledi da su H i K normalne podgrupe grupe G.

Na osnovu zadatka 324, podgrupe H i K su komutativne.

Posto su 11 i 13 uzajamno prosti brojevi, mora biti H N K = {e}. Ako
a,b€ H, c,d € K,izac=bdsledi bla=dc ' e HNK = {e}, tj. a=0bi
c=d, prema tome, HK = G.

Ako h € H, k € K, onda hkh™'k™' = h(kh™'k~!) € H jer je H
normalna podgrupa, a takode je hkh™'k~! = (hkh™V)k € K, jer jei K
normalna podgrupa, dakle, hkh~'k=' € HN K = {e}, tj. hk = kh.

Posto je G = HK, a za svako h € H, k € K, hk = kh, grupa G je
Abelova.

337. Dokazati da je svaka grupa reda 15 ciklicka.
338. Odrediti sve neizomorfne grupe reda 99.

Rezultat. Ako je G grupa reda 99, onda je

G203XC3><011 ili G%CQ)XCH.

339. Dokazati da grupa G reda 72 sadrzi bar jednu netrivijalnu nor-
malnu podgrupu.

Resenje. 72 = 23 .32, pa na osnovu 1.107 sledi da ima 1 + 3k podgrupa
reda 32. 1 + 3k je ¢inilac broja 72za k =01k = 1.

Dakle, G ima jednu ili éetiri podgrupe Silova reda 32. Ako G ima jednu
podgrupu Silova H reda 32, onda, s obzirom da su sve podgrupe Silova istog
reda konjugovane, podgrupa H je normalna.

Ako G ima cetiri podgrupe Silova reda 3%, onda su te podgrupe ko-
njugovane a drugih sa njima konjugovanih nema, pa na osnovu zadatka 318
sledi da je indeks u G normalizatora svake od tih podgrupa 4. S obzirom
da 72 nije delitelj 4!, na osnovu zadatka 259 normalizator sadrzi netrivijalnu
normalnu podgrupu grupe G.

340. Ako je grupa G reda p"q, gde su p i ¢ prosti brojevi i p > g,
dokazati da tada G sadrzi jedinstvenu normalnu podgrupu indeksa q.

341. Neka je G grupa reda 48. Dokazati da G ima bar jednu netrivijalnu
normalnu podgrupu.
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Resenje. Posto je 48 = 2* .3 @G sadrzi 1 + 2k 2-podgrupa Silova reda
16. 1 4 2k je delitelj broja 48 za k =0ik = 1. Za k =0 G sadrzi tacno
jednu podgrupu Silova reda 16 koja mora biti normalna.

Za k =1 ima 3 podgrupe Silova reda 16. Neka su H i K dve razlicite
podgrupe Silova reda 16. Posmatrajmo podgrupu H N K. To je podgrupa
¢iji je red delitelj broja 16, dakle, 1, 2, 4 ili 8. Moguénosti 1, 2 i 4 ne dolaze
u obzir jer je tada (na osnovu 1.55)

[H] | K]
HK| = ——7— > 64,
| | |H N K|

a u G ima samo 48 elemenata.

Neka je |H N K| = 8. Tada je H N K podgrupa indeksa 2 i u H i K,
pa je HN K normalna podgrupa u H i u K. Normalizator N'(H N K) sadrzi
HK, pa je
H K|
|HN K|
Normalizator je podgrupa u G, pa je red N(H NK) delitelj 48 (1.50). Jedini
¢inilac 48 vedi od 32 je 48, pa je N(H N K) = G.

N(HNK)| > |HK| = 32.

Posto je svaka podgrupa normalna podgrupa svog normalizatora (1.77),
H N K je netrivijalna normalna podgrupa u G.

342. Dokazati da grupa G reda 56 ima pravu normalnu podgrupu.

Resenje. Posto je 56 = 23 -7, u G postoji podgrupa Silova H reda 8.
Posmatrajmo grupe Silova reda 7, njih ima 1 4+ 7k i 1 + 7k je delitelj 56.
Dakle, ima jedna (k = 0) ili osam (k = 1) podgrupa Silova reda 7. Ako ima
jedna, ona je normalna podgrupa. Ako ima osam podgrupa Ki, Ko, ..., Kg,

8

U Ki
i=1
reda 7. Podgrupa H ima 8 elemenata (od kojih nijedan nije reda 7), pa kako

je 48 + 8 = 56, postoji samo jedna podgrupa reda 8 i ona je u tom slucaju
normalna podgrupa.

onda je K; N K; = {e}, i # j, pa je =49, tj. u G ima 48 elemenata

343. Grupe reda 12 i 200 sadrze normalnu podgrupu Silova. Dokazati.

344. Neka je K konacna normalna podrgrupa grupe GG, a P podgrupa
Silova u K. Dokazati da je G = Ng(P)K, gde je Ng(P) normalizator P u
G.

Resenje. Neka je g € G. P je podgrupa grupe K, pa je tada gPg~! pod-
grupa u K¢~ ! = K, jer je K normalna podgrupa u G. Svake dve podgrupe
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Silova su konjugovane (1.106), pa postoji h € K takvo da je gPg~' = hPh™!,
odakle je h~'gPg~'h = P i h~!g je u normalizatoru Ng(P). Normalizator
je podgrupa (zadatak 314), pa i (hg~!)~! = gh~! pripada normalizatoru, a
tada g € Ng(P)K. g je bio proizvoljan element u G isledi G C Ng(P)K, a
posto je Ng(P)K C G, dobili smo da je G = Ng(P)K.

345. Dokazati da postoje samo dve neizomorfne grupe reda 2p, gde je
p neparan prost broj.

Resenje. Neka je G grupa reda 2p, gde je p neparan prost broj. Na
osnovu prve teoreme Silova u GG postoji podgrupa reda 2, ona je ciklicka i
neka je njen generator a i postoji podgrupa reda p, ona je takode ciklicka
i neka je njen generator b (zadatak 139). Grupa (b) je indeksa 2, pa je
normalna. Dakle, aba~! = b* pa je

b=a’ba"? = ab*a! = (aba™HF = b

Otuda je k> =1 (mod p). Ova jednagina ima 2 refenja k = 1ik =p — 1.
Za k =1je aba™' = b, tj. ab = ba. Lako se proverava da medu elementima
(ab)’, i =1,2,...,2p, ne moze biti jednakih, dakle G je ciklicka grupa reda
2p. Za k =p—1u grupi G vazi aba™' = bP~! pa je grupa izomorfna grupi
simetrija pravilnog p-tougla (zadatak 16 d)).

346. Neka je G konatna grupa reda pq, gde su p i g prosti brojevi.
Dokazati da G nije prosta grupa.

Resenje. Ako je p = q, tvrdenje odmah sledi na osnovu zadatka 324.

Neka je p > ¢ ineka je C}, podgrupa generisana elementom reda p (1.97).
Red grupe C), nije delitelj ¢!, pa na osnovu zadatka 259 C), sadrzi normalnu
podgrupu grupe G razlicitu od {e}. p je prost broj, pa je C) jedina podgrupa
u C), razli¢ita od {e}, dakle, C} je normalna podgrupa u G.

347. Neka je red grupe G proizvod tri razli¢ita prosta broja. Dokazati
da grupa G nije prosta.

Resenje. Neka je |G| = pqr, gde su p, ¢ i r prosti brojevi takvi da je
p > g >r. Nekau G ima s, s41 s, podrgrupa Silova reda p, ¢ i r respektivno.
Ako je grupa G prosta, tada su s, > 1, s, > 1i s, > 1 na osnovu 1.104.
S obzirom da su p-podgrupe Silova reda p, presek dve razli¢ite p-podgrupe
Silova sadrzi samo e. To znaci da s, razlicitih p-podgrupa Silova grupe G
sadrze s,(p — 1) razlicitih elemenata reda p. Analogno tvrdenje vazi i za g-
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i m-podgrupe Silova pa se dobija da je
G| =pgr > 1+ sp(p— 1) + s4(q — 1) + s,(r — 1).

Na osnovu druge i trece teoreme Silova (1.1051 1.106) s, deli gr i s, = 1+kp,
za prirodan broj k£ > 1, tj. s, > p. Medutim, p > ¢ i p > r pa mora biti
sp = qr. Iz istih razloga, s, deli pr i s; > g pa je s, = pili s, = pr, au
svakom slucaju je s, > p, a analogno se dobija i s, > ¢. Ako se ove granice
za Sp, 8¢ 1 s, uvrste u gornju nejednakost dobija se

pgr>1+qr(p—1)+plg—1)+q(r—1),

a odavde sledi

Sto je protivreénost. Dakle, neki od s, s, ili s, mora biti 1, a tada G sadrzi
normalnu podgrupu zbog 1.104.

1.11 Automorfizmi grupa

348. Skup A(G) svih automorfizama grupe G u odnosu na kompoziciju
preslikavanja ¢ini grupu. Dokazati.

349. Dokazati da je grupa automorfizama grupe (Z,,+) izomorfna
grupi ostataka po modulu n uzajamno prostih sa n u odnosu na mnozenje.

Uputstvo. Koristiti zadatak 147.

350. Dokazati da je grupa automorfizama grupe (Q, +) izomorfna grupi
@\ {0},-).
351. Nadi grupu automorfizama A(G) nekomutativne grupe G reda 6.

Resenje. Grupa G je generisana elementima a,b i pritom je a3 = b =

(ab)? = e (zadatak 224). Svaki automorfizam ée biti potpuno odreden ako
znamo slike elemenata a i b. Kako slika elementa a® (= €) mora biti e, sledi
da slika elementa a ima red 3 i, analogno, slika od b je reda 2 (nijedna od
tih slika ne moze biti e jer je automorfizam injektivno preslikavanje). Prema
tome, slike od a mogu biti samo a i a?, a slike od b elementi b, ab, ab,
tj. automorfizama moze biti 6 (elementi u koloni ispod oznake funkcije
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predstavljaju slike elemenata grupe dobijene tom funkcijom):
i fo s fa s Je
e e e e e e e
al a a a a® a®
a’®| a® a® a® a a a
b b ab a’b b ab a?b
ab| ab a?b b a’b b ab
a’b | a®b b ab ab a?b b
Svako od preslikavanja f;, i = 1,2,...,6, prikazanih u tabeli je zaista

automorfizam. Kako je

fi=fi=(fsf0)*= A,

grupa automorfizama A(G) je nekomutativna grupa sa 6 elemenata, tj.
izomorfna je grupi G.

352. Naéi grupu automorfizama Klajnove Cetvorne grupe (zadatak
224).

Rezultat. Grupa automorfizama je izomorfna grupi Ss.

353. Dokazati da je u grupi G preslikavanje f, : x — axa™"
fizam.

, automor-

(Takav automorfizam naziva se unutrasnji (1.108, 1.110).)

Resenje. Dokazimo najpre da je f, bijekcija. Ako je fu(x) = fa(y), tj.
aza~! = aya™', onda mora biti z = y, pa je f injektivno preslikavanje.
1

Svaki element x € G je slika elementa a~ 1

a(a™tza)a™t =z, tj. f je surjektivno. Kako je

fa(@) faly) = (aza™")(aya™") = a(zy)a™" = fo(zy),

za svako x,y € G, preslikavanje f, je zaista automorfizam.

za, jer je fq(a 'wa) =

354. Dokazati da je skup unutrasnjih automorfizama normalna pod-
grupa grupe svih automorfizama.

355. Nadi sve unutrasnje automorfizme grupe simetrija kvadrata (za-
datak 16 b).

356. Dokazati da je grupa U(G) svih unutrasnjih automorfizama grupe
G homomorfna slika grupe G.
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Resenje. Ako sa f, ozna¢imo unutrasnji automorfizam koji je odreden
elementom a, f, : ¢ — aza~', onda funkcija ¢ : a — f, preslikava G na
skup U(G) svih unutrasnjih automorfizama. Kako je

(fa- fo)(@) = fa(fol2)) = a(fo(z))a™" = a(bab™")a™" = abx(ab) ™" = fup(),
bice

¢(ab) = fap = fa - fo = ¢(a)9(b),
pa je time pokazano da je ¢ homomorfizam. Homomorfna slika grupe je
grupa, pa je, prema tome, U(G) grupa.

357. Odrediti jezgro homomorfizma ¢ definisanog u resenju zadatka
356.

Resenje. Neutralni element grupe unutrasnjih automorfizama je iden-
ticko preslikavanje, pa jezgro homomorfizma ¢ Cine svi elementi a za koje
je preslikavanje f,(z) = axa~! identicko, x = axa~!, za svako = € G, tj.
ax = xa, za svako r € G.

Prema tome, jezgro ovog homomorfizma je centar Z(G) grupe G, pa je
prema prvoj teoremi o izomorfizmu grupa (1.64)

G/2(G) 2 U(G).

358. Ako je grupa U(G) unutrasnjih automorfizama grupe G ciklicka
grupa, onda je U(QG) trivijalna grupa. Dokazati.

Resenje. Na osnovu zadatka 357 U(G) = G/Z(G), pa je na osnovu
zadatka 284 G Abelova grupa.

359. Neka je f automorfizam kona¢ne grupe G takav da je f(x) = x
samo za x = e. Dokazati:

a) Preslikavanje g : G — G definisano sa g(x) = f(x)x ™!, je bijekcija.

b) Ako je f? identicko preslikavanje, tada je G Abelova grupa neparnog
reda.

Resenje. a) Iz pretpostavke g(z) = g(y), tj. f(z)z~! = f(y)y~!, sledi

(f) ' f(z) =y e, tj. fly o) =y 'z Dakle, y"'z =, tj. z =y, pa je
g injektivno. S obzirom da je GG konac¢an skup g mora biti bijekcija.

b) Za svako x € G je
flg(@) = f(f@)z™) = xf(@™h) = (f(@)2™) ! = (g(=) 7"
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S obzirom da je g bijekcija, onda za svako z € G f(x) = 27!, pa je

y et = (ay) = flay) = fl@)fly) =2ty
odakle sledi xy = yx, za svako x,y € G.

Ako bi red grupe bio paran broj, onda bi na osnovu zadatka 70 postojao
u G element z reda 2, dakle, bilo bi 271 = 2, 2z # e, tj. f(2) = z, §to je
protivrecnost. Prema tome, grupa G je neparnog reda.

360. Ako je G kona¢na grupa a k prirodan broj koji je uzajamno prost
sa |G| i ako je za svako a,b € G

(ab)* = a*v*
dokazati da je
a) f:x +— x¥ automorfizam grupe G,
b) za svako a € G, a*1 € Z(Q).

Resenje. a) Preslikavanje f je homomorfizam jer je
f(ab) = (ab)* = a"b" = f(a) (b).

Neka je a € Ker f, tada je f(a) = e, tj. a* = e, a posto je k uzajamno
prosto sa |G| to je a = e (jer bi ina¢e postojala podgrupa ¢iji red ne deli red
grupe) i f je monomorfizam (zadatak 108). Monomorfizam kona¢ne grupe
je i epimorfizam, pa je f automorfizam.

b) Iz a*b* = (ab)¥ sledi a*~16F~1 = (ba)*~1, pa je
" ke = (ba)* = bFa”,
tj.
ak’*lbk — bkakfl.
S obzirom na a) za svako x € G postoji b € G tako da je x = V¥, dakle, za
svako € G a1z = 2a* 1, tj. d" 7 € Z(G).

361. Grupa automorfizama nekomutativne grupe ne moze biti ciklicka.
Dokazati.

Uputstvo. Koristiti zadatke 284, 357 i 142.

362. Dokazati da ne postoji grupa G ¢ija je grupa automorfizama A(G)
ciklicka grupa neparnog reda veéeg od 1.
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Resenje. Pretpostavimo da je G grupa ¢ija je grupa automorfizama
ciklicka grupa neparnog reda veéeg od 1. Na osnovu zadatka 361, grupa G
mora biti Abelova grupa. Abelova grupa uvek ima automorfizam ¢ : x +—
x71. Ako je za neko x € G, x # z7 !, tada je ¢ # idg i ¢* = idg, pa bi
red grupe A(G) bio paran. Ako su svi elementi u grupi G reda 2, tada je
ili |G| = 21 G ima samo jedan element reda 2 ili je |G| > 2. Ako u G
ima samo jedan element reda dva, tada je grupa automorfizama trivijalna
A(G) = {idg}, a ako u G ima bar dva elementa a, b reda 2, tada G sadrzi
podgrupu H = (a,b) reda 4 izomorfnu Klajnovoj ¢etvornoj grupi (Cy x Cs).
Svaki automorfizam f podgrupe H moze se prosiriti do automorfizma cele
grupe G (ako se definise f(x) = z za svako z € G\ H), pa kako je A(H) = S3
(zadatak 352), sledi da A(G) ima nekomutativnu podgrupu.

363. Ako je grupa G bez centra (tj. centar se sastoji samo od neu-
tralnog elementa), onda je i njena grupa automorfizama bez centra. Dokaza-
ti.

Resenje. Neka je f automorfizam grupe G razli¢it od identickog pre-
slikavanja i neka je element a € G takav da je f(a) = b, b # a. Ako pret-
postavimo da f pripada centru grupe automorfizama, onda f komutira sa
unutradnjim automorfizmom proizvedenim elementom a, tj. za svako g € G

af(g)a" = flaga™") =bf(g)b~".

Odavde je
(a™'b)f(9) = f(g)(a™'D),

pa posto f(g) prolazi kroz celu grupu G kad g prolazi kroz G, sledi da element
a~'b (# e) pripada centru grupe G. To je protivreéno sa pretpostavkom da
G nema centra, pa sledi da ni grupa A(G) ne moze imati centar.

364. Bijektivno preslikavanje f grupe G na grupu G naziva se antiau-
tomorfizam ako je za svako z,y € G

flzy) = f(y) f(z).

Dokazati da je f antiautomorfizam grupe G ako i samo ako je f = gh, gde
je g(x) = 271, za svako x € G, a h je automorfizam grupe g.

Resenje. Oznaéimo sa g funkciju koja preslikava z +— 27!, (u zadatku
110 je pokazano da je g bijekcija grupe G na sebe). S obzirom da su elementi
xi2~! jedan drugom inverzni, zakljuéujemo da se inverzno preslikavanje g—!

poklapa sa g, tj. g = g~ .
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Neka je f antiautomorfizam grupe G. Onda za svako x,y € G iz

f(zy) = f(y) f(2),
sledi

ili drugacije napisano
(9./)(@y) = (9/)(z)(9.f)(y),

a kako je gf bijekcija (jer su g i f bijekcije) sledi da je gf automorfizam
grupe G. Oznacimo li taj automorfizam sa h, imamo gf = h, ili f = g~ 'h,
pa kako smo ranije videli da je g~ = ¢, dobijamo da je f = gh, §to je trebalo
dokazati.

Obrnuto, neka je f = gh, gde je h automorfizam grupe G, g : 1z —

x71. f je bijekcija jer je proizvod dve bijekcije. Pored toga je

flzy) = (gh)(zy) = (h(x)h(y)) " = (h(y)) " (h(z)) ™" =
= (gh)(y)(gh)(z) = f(y) f(z),

za svako x,y € G, §to znaci da je f antiautomorfizam.
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PRSTENI

2.1 Pregled definicija i teorema

2.1. Neka je R neprazan skup na kome su definisane dve binarne ope-
racije + i - (koje ¢emo nazivati ,sabiranje” i ,mnozenje” respektivno). Tada
se uredena trojka (R, +, ) naziva prsten ako i samo ako vazi:

R1. (R,+) je Abelova grupa.
R2. Za svako a,b,c € R a-(b-c) = (a-b)-c (mnozenje je asocijativno).

R3. Za svako a,b,ce R a-(b+¢)=(a-b)+ (a-c),
(leva distributivnost mnozenja u odnosu na sabiranje).
Za svako a,b,ce R (a+b)-c=(a-c)+ (b-c),
(desna distributivnost mnozenja u odnosu na sabiranje).

Cesto ¢emo, kada se podrazumeva o kojim je operacijama re¢, umesto
prsten (R, +,-) pisati samo prsten R. Kao i kod grupa, obi¢no ¢emo izostav-
ljati znak - i pisati ab umesto a - b. Takode ¢emo umesto (ab) + (ac) pisati
ab + ac, podrazumevajuci da se najpre primenjuje operacija - pa tek onda
operacija +.

Neutralni element za sabiranje u prstenu R ¢emo oznacavati sa 0 (ili sa
Or). Inverzni element elementa a € R u odnosu na operaciju 4+ ozna¢ava¢emo
sa —a i nazvacemo ga suprotni element elementa a. Umesto a+(—b) pisac¢emo
a—b.

129
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2.2. Prsten (R, +,-) se naziva komutativan prsten ako i samo ako je
operacija - komutativna, tj. za svako a,b € R ab = ba.

2.3. Prsten (R,+,-) se naziva prsten sa jedinicom ako i samo ako
postoji element 1 € R takav da je za svako a € R

Element 1 nazivamo jedinica prstena (jedinicu prstena R oznacavaéemo u
nekim slucajevima sa 1p ili sa e).

Ako je R prsten sa jedinicom sa bar dva elementa, onda je uvek 1 # 0.
Ubuduce ¢emo kad god kazemo ,prsten sa jedinicom” podrazumevati da je
re¢ o prstenu sa bar dva elementa.

2.4. U prstenu (R, +,-) za svako a,b,c € R i svako n € Z vazi:
i) a0 = 0a =0,
i) a(b —
iii) a(—b) = (—a)b = —(ab),
iv) (—a)(~b) = ab,

(v) (na)b = a(nb) = n(ab),

c)=ab—ac, (a—b)c=ac—bc,

(
(
(
(

pri tom, ako je x element prstena R, a n ceo broj, onda je nx definisano sa
rz+...+x, zan>0,
———

n sabiraka

nx =
Og, zan =0,

(—n)(—z), zan<DO.

2.5. U prstenu R element a se naziva levi (desni) delitelj elementa b # 0
ako 1 samo ako postoji element ¢ € R tako da je b = ac (b = ca). Element
a prstena R koji je levi ili desni delitelj elementa b € R se naziva delitelj
elementa b.

Da je u komutativnom prstenu R element a delitelj elementa b zapisi-
vademo sa alb, a da a nije delitelj b zapisiva¢emo sa a fb.

Element a # 0 se naziva levi (desni) delitelj nule ako i samo ako postoji
element b # 0 takav da je ab = 0 (ba = 0). Element prstena koji je levi ili
desni delitelj nule naziva se delitelj nule.
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2.6. U prstenu R vaze zakoni levog i desnog skrad¢ivanja (kancelacije)
za mnozenje (1.12 g) ako i samo ako prsten R nema delitelje nule.

2.7. Komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule se naziva
domen integriteta (ili integralni domen ili samo domen).

2.8. Element = # 0 prstena R se naziva levo (desno) regularan ako i
samo ako za element x vazi zakon leve (desne) kancelacije, tj. iz xa = xb
sledi a = b (iz ax = bz sledi a = b). Element koji je levo i desno regularan
naziva se regularan.

2.9. Prsten R u kome su regularni svi elementi razliciti od nule, nema
delitelja nule.

2.10. Ako je u prstenu sa jedinicom R element a € R takav da postoji
element b € R tako da je ba = 1 (ab = 1) onda se b naziva levi (desni)
multiplikativan inverzni element za a.

Ako je b takvo da je
ab=ba =1,

onda se b naziva multiplikativan inverzni (ili samo inverzni) element za a.
Tada je b jedini multiplikativan inverzni element elementa a i oznacava se sa
a”l.

Ako za element a postoji multiplikativan inverzni element a~!, onda se
a naziva invertibilan element.

2.11. Ako u prstenu R element a ima levi (desni) inverzni element,
tada je a levo (desno) regularan.

2.12. Najmanji prirodan broj n (ako takav broj postoji) takav da je za
svaki element x prstena R
nr =20

naziva se karakteristika prstena R. Ukoliko takav broj ne postoji, kazemo da
je prsten R karakteristike nula. Karakteristiku prstena R oznacavaéemo sa
Char R.

Prsten s jedinicom je karakteristike n ako i samo ako jenl =01kl #0
za svako k € {1,...,n—1}.

2.13. Prsten s jedinicom u kome je svaki element razli¢it od nule in-
vertibilan se naziva telo (ili prsten sa deljenjem).

2.14. Prsten (R, +,-) je telo ako i samo ako je (R \ {0}, ") grupa.
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2.15. Komutativan prsten s jedinicom u kome je svaki element razli¢it
od nule invertibilan se naziva polje.

2.16. Prsten (R, +,-) je polje ako i samo ako je (R \ {0},-) Abelova
grupa.

2.17. Element z prstena R se naziva idempotentan (ili idempotent)

ako i samo ako je x? = .

2.18. Prsten sa jedinicom u kome su svi elementi idempotentni se nazi-
va Bulov (Boole) prsten. Svaki Bulov prsten je komutativan i ima karakter-
istiku 2.

2.19. Prsten sa jedinicom R u kome za svako x € R postoji y € R
takvo da je
TYr =

se naziva fon Nojmanov (von Neumann) regularan prsten (ili samo regularan
prsten).

2.20. Svako telo, svako polje i svaki Bulov prsten su fon Nojmanovi
regularni prsteni.

2.21. Element x prstena R se naziva nilpotentan ako i samo ako postoji
prirodan broj n takav da je z'™ = 0.

2.22. Prsten u kome je jedini nilpotentan element 0 naziva¢emo prsten
bez nilpotentnih elemenata.

2.23. U komutativnom prstenu sa jedinicom R element ¢ # 0 naziva se
nesvodljiv ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:

(i) ¢ nije invertibilan element u R,

(ii) ako je ¢ = ab, tada je a ili b invertibilan element prstena R, tj. ¢ se
ne moze prikazati u obliku proizvoda dva neinvertibilna elementa.

2.24. Domen integriteta R se naziva domen sa jednoznac¢nom faktori-
zacijom ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:

(i) svaki element » € R, r # 0, koji nije invertibilan u R moze se
prikazati u obliku
T =1C1C2...Cp,
gde su ¢;, 1 =1,2,...,n, nesvodljivi elementi iz R.
(ii) iz

r:clcg...cn:dldg...dm,
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gde su ¢;, 1 = 1,2,...,n, dj, j = 1,2,...,m nesvodljivi elementi iz R,
sledi da je n = m, da postoji permutacija o skupa {1,2,...,n} i invertibilni
elementi u;, i = 1,2,...,n, tako da je

C; = uida(i), 1= 1, 2, I

2.25. Domen integriteta R se naziva Euklidov prsten (ili Euklidov
domen) ako i samo ako je svakom elementu a € R, a # 0, pridruzen nene-
gativan ceo broj ¢(a), tj. definisana je funkcija

¢: R\ {0} - NU{0},

tako da vaze sledeéi uslovi:

El. Za svako a,b € R\ {0}
$(ab) = ¢(a).

E2. Za svako a,b € R, b # 0, postoje ¢, € R (q — ,koli¢nik”, r —
,ostatak”) tako da je
a=bg+r,

gde je ¢(r) < ¢(b) ili je r = 0.

2.26. Neka je (R, +, ) prsten, a S neprazan podskup od R. S se naziva
potprsten prstena R ako i samo ako je S prsten u odnosu na restrikcije
operacija + i - na S.

2.27. Neka je (R,+,-) prsten, a S neprazan podskup od R. S je
potprsten prstena R ako i samo ako za svako a, b€ S, a—be SiabeS.

2.28. U prstenu R skup
C(R) ={x € R| za = az, za svako a € R}
se naziva centar prstena R.

C(R) je potprsten prstena R.
2.29. Neka su A i B podskupovi prstena R. Sa A+ B oznaci¢emo skup

A+B={z|z=a+b, ac A bec B},
a sa AB skup

AB={z|xz=a1by+...+arby, k€N, a; € A, b € B, i=1,...,k},
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tj. AB je skup svih konaénih suma proizvoda a;b;, a; € A, b; € B.
Umesto {z} + A pisaéemo x + A, a umesto {x}A pisa¢emo zA.

2.30. Neprazan podskup I prstena R se naziva levi (desni) ideal u R
ako i samo ako vazi:

(i) (I,+) je podgrupa grupe (R, +),

(ii) za svako x € I i svako r € R

ree€l (xrel).

2.31. Ako je I ilevii desni ideal u prstenu R, [ se naziva ideal u R.
2.32. Presek proizvoljne familije ideala prstena R je ideal u R.

2.33. U prstenu R skup {0} i sam skup R su ideali i ti ideali se nazivaju
trivijalni. Ostali ideali se nazivaju netrivijalni.

Ideali u prstenu R razli¢iti od R nazivaju se pravi.

2.34. Ideal M, M # R, prstena R je maksimalan ideal ako i samo ako
ne postoji pravi ideal u R razlicit od M a koji sadrzi M, tj. za svaki ideal I
za kojije M C I C Rsledi I =M ili I =R.

Analogno se definise maksimalan levi (desni) ideal, a takode i minimalni
ideal, odnosno minimalan levi (desni) ideal.

2.35. Neka je R prsten sa jedinicom. Tada je svaki ideal sadrzan u
nekom maksimalnom idealu prstena R.

Analogno tvrdenje vazi za leve (desne) ideale.

2.36. U prstenu R ideal P # R se naziva prost ideal ako i samo ako za
svaka dva ideala I, J u R vazi

IJCP=I1ICPiliJCP

2.37. U komutativnom prstenu R ideal P # R je prost ideal ako i samo
ako za svako a,b € R

abe P=acPilibe P.

2.38. Neka je S podskup prstena R. Presek svih ideala koji sadrze S
(tj. minimalan ideal koji sadrzi S) naziva se ideal generisan skupom S i
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oznacava se sa (5). Elementi skupa S se nazivaju generatori ideala (5). Ako
je S ={x1,22,...,2,} umesto ({z1,x2,...,z,}) pisatemo (x1,x2,...,Ty).

Analogno se definise levi (desni) ideal generisan skupom S.

2.39. Ideal generisan jednim elementom nazivamo glavni ideal. Glavni
ideal generisan elementom a oznacava¢emo sa (a), a u slu¢aju komutativnog
prstena sa jedinicom R i sa Ra (ako je R komutativan prsten sa jedinicom
glavni ideal (a) se sastoji od svih proizvoda oblika ra, r € R).

2.40. Prsten u kome je svaki ideal glavni se naziva prsten glavnih ideala.

2.41. U komutativnom prstenu sa jedinicom R skup svih nilpotentnih
elemenata je ideal koji je jednak preseku svih prostih ideala prstena R.

2.42. Homomorfizam prstena (R, +, ) u prsten (5, *, o) je preslikavanje
f: R — S za koje za svako =,y € R vazi

1) flz+y) = f(z) = f(y),
(ii) f(z-y) = f(x) o f(y).

2.43. Jezgro homomorfizma f prstena R u prsten S je skup svih ele-
menata iz R koji se preslikavaju u nulu prstena S. Jezgro homomorfizma f
oznacavacemo sa Ker f, dakle,

Kerf={z e R]| f(x) =0}.
Sa Im f (ili sa f(R)) oznacava¢emo skup

Imf=f(R)={yeS|(@reR)f(r) =y},

i taj skup nazivamo slika homomorfizma f.

2.44. Homomorfizam prstena koji je injektivno preslikavanje se naziva
monomorfizam, homomorfizam koji je surjektivno preslikavanje se naziva
epimorfizam, dok se homomorfizam koji je bijekcija naziva izomorfizam.

Prsten R je izomorfan prstenu S ako i samo ako postoji izomorfizam
f: R — S. Da je prsten R izomorfan prstenu S oznacavatemo sa R = S.

Ako je f epimorfizam prstena R na prsten .S, onda se S naziva homo-
morfna (ili epimorfna) slika prstena R.

Ako postoji monomorfizam prstena R u prsten S, kazemo da se R moze
potopiti u S.
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2.45. Ako je f homomorfizam prstena R u sebe, onda se f naziva
endomorfizam, a ako je f izomorfizam prstena R u sebe onda se f naziva
automorfizam.

2.46. Ako je f homomorfizam prstena R u prsten S, onda je jezgro
Ker f ideal prstena R a slika Im f je potprsten prstena S.

2.47. Neka je R prsten i I ideal u R. Ako je (R/I,+) aditivna faktor
grupa i ako se na skupu R/I definise mnozenje sa

(a+I)-(b+J)=ab+1,
onda je (R/I,+,-) prsten koji se naziva faktor prsten prstena R po idealu I.
2.48. Ako je R prsten, a [ ideal u R, onda faktor prsten (R/I,+,-)
(i) je komutativan ako je R komutativan,
(ii) ima jedinicu ako R ima jedinicu.
2.49. Neka je I ideal prstena R. Tada je preslikavanje 7 : R — R/I
definisano sa 7 : r +— r+1I epimorfizam prstena R na prsten R/I ¢ije je jezgro

I. 7 se naziva prirodni epimorfizam (ili prirodni homomorfizam) prstena R
na faktor prsten R/I.

2.50. (Prva teorema o izomorfizmu prstena) Ako je f : R — S homo-
morfizam prstena R u prsten S onda je

R/Ker f = Im f.

2.51. (Druga teorema o izomorfizmu prstena) Neka su I i J ideali
prstena R. Tada je
(I+J)/J=I/(INJ).

2.52. (Treca teorema o izomorfizmu prstena) Neka su I i J ideali
prstena R i neka je I C J. Tada je J/I ideal u R/I i

(R/D)/(J/T) = R/J.

2.53. Neka je I ideal prstena R. Tada je svaki ideal faktor prstena R/I
oblika J/I, gde je J ideal prstena R koji sadrzi I. Funkcija f koja preslikava
skup svih ideala prstena R koji sadrze I na skup svih ideala prstena R/I,

definisana sa
f:Jd—J/,
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je bijekcija.
2.54. U komutativnhom prstenu sa jedinicom R ideal P je prost ideal

ako i samo ako je R/P domen integriteta.

2.55. U komutativnom prstenu sa jedinicom R ideal M je maksimalan
ideal ako i samo ako je R/M polje.

2.56. Ako je M maksimalan ideal komutativnog prstena sa jedinicom
R, onda je M prost ideal prstena R.

2.57. Neprazan podskup S komutativnog prstena sa jedinicom se nazi-
va multiplikativno zatvoren (ili zatvoren u odnosu na mnozenje) ako i samo
ako vazi:

(i)1 €S,
(ii) a,b€e S=abe S.

2.58. Neka je S multiplikativno zatvoren podskup komutativnog prste-
na sa jedinicom R.

(i) Relacija ~ definisana na R x S sa
(r1,s1) ~ (re,s2) <= (s € §) s(risa — rasy) =0,

je relacija ekvivalencije.

Skup (R x S)/ ~ oznacavaéemo sa S™! R, a klasu ekvivalencije elementa
(r,s) sar/s.

(ii) ST'R je komutativan prsten sa jedinicom, ako se sabiranje i mno-
zenje definiSu na sledeéi nacin:

(r1/s1) + (r2/s2) = (r1s2 + 1251) /5152,
(r1/s1) - (ra/s2) = (r172)/(5152).

Prsten S™!' R se naziva prsten razlomaka prstena R sa imeniocima iz S.

(iii) Preslikavanje f : R — S™'R definisano sa

flr)=r/1

je monomorfizam R u S™'R, tj. R se moze potopiti u S™'R.

2.59. Neka je R domen integriteta i S = R\ {0}. S™!'R je tada polje
koje se naziva polje razlomaka domena R.
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U specijalnom slucaju, kada je R prsten celih brojeva Z, polje razlomaka
prstena Z je polje racionalnih brojeva Q.

2.60. Neka je R prsten. Beskonacan niz (ag,ai,...) elemenata iz R,
medu kojima je samo kona¢an broj razli¢it od nule, nazivamo polinom! nad R
(ili polinom sa koeficijentima iz R). Skup svih takvih polinoma ozna¢avaéemo
sa R[z]. Elemente ag,aq,... nazivamo koeficijentima polinoma (ag, a1, ...).
Polinom (0,0, ...) (¢iji su svi koeficijenti nule) nazivamo nula-polinom (ili
nula).

2.61. Neka je R prsten. Ako se u R[x] definiSe sabiranje i mnozenje
polinoma sa

(ao,a1,...) + (bo,b1,...) = (ag + bo, a1 + b1, ...),

(ag,al, .. ) . (bo,bl, .. ) = (Co,cl, .. .),

k
gde je cp = Y ajbg—;, k=0,1,..., onda je R[x] prsten koji se naziva prsten
i=0
polinoma nad R (ili prsten polinoma sa koeficijentima iz R).

Ako je R komutativan prsten (ili prsten sa jedinicom ili prsten bez
delitelja nule ili domen integriteta), onda odgovarajuée svojstvo ima i prsten
polinoma R[z].

Preslikavanje f : R — R]z| definisano sa
f(r)=(r0,0,...)

je monomorfizam prstena R u prsten R[x] (tj. prsten R se moze izomorfno
potopiti u prsten R[z]).

2.62. Neka je R prsten sa jedinicom i oznac¢imo sa x element

x=(0,1,0,0,...) € R[x].

U 2.62 éemo definisati polinom z, ali dotle ¢italac koji se nije sretao sa ovakvom
definicijom polinoma moze da posmatra polinom (ao, a1, ..., an,0,0,...) kao formalni izraz
ap +a1x+ ... +anz™.
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Ako se polinom (r,0,0,...) oznaci sa r, onda je

r(ag,a1,...) = (r,0,0,...)(ap,a1,...) = (ragp,ra,...),

ra™ = z"r = (0,0,...,0,7,0,...), gde je r (n—+ 1)-va koordinata.
Tada se svaki polinom f = (ag,a,...,an,0,0,...) moze napisati u ob-
liku
f=ay+aix+...+az".

Kada polinom f pisemo u ovom obliku, umesto f pisatemo i f(x).

2.63. Ako je f = (ag,aq,...) nenula polinom, onda se nenegativan
ceo broj n takav da je a, # 01 ar = 0 za svako k > n, naziva stepen
polinoma f i oznacava se deg f. a, se naziva vodedi korficijent polinoma f,
a ako je a, = 1 polinom se naziva normalizovan. ag nazivamo konstantni (ili
slobodan) ¢lan polinoma f. Stepen nula polinoma nije definisan. Polinom
stepena 0 nazivamo konstanta.

2.64. Ako je R prsten, a S = R[z], onda se prsten S[y] oznacava sa

Rz, y].
Sa R[z1,...,xy,) oznacavamo prsten S[z,], gde je
S =R[x1,...,2p-1], n>2.
2.65. Polinom f € F[z1,x2,...,x,], gde je F polje, se naziva simetri¢ni

polinom ako i samo ako je za svaku permutaciju p € S,
f(@1, 2, 20) = f(Tp1), Tp2)s - - Tp(n))-

2.66. Elementarni simetri¢ni polinomi o; € Flzy,22,...,2y], © =
1,2,...,n, gde je F' polje, su polinomi:
n
or=x14+ 220+ ...+ THp = > x4,
i=1
o9 =T1x2 + X123+ ... +T1Tp + 2223+ ...+ ToTy + ...+ Tp_1Ty =

= > xzy,

1<i<y<n
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o3= >, XTIy,
1<i<j<k<n

Op = L1L2...Tp.

2.67. Polinom f € R[z|, gde je R komutativan prsten sa jedinicom, se
naziva nesvodljiv nad R ako i samo ako je f nesvodljiv element prstena R[x]
(v. 2.23).

Ako je F polje, onda je polinom f(z) € F[z], degf(x) > 1, nesvodljiv
nad F' ako i samo ako iz h(z) | f(z) sledi da je h(z) = cili h(z) = cf(z), gde
je ¢ konstanta (tj. f(x) je nesvodljiv nad F' ako i samo ako f(z) nije jednak
proizvodu dva polinoma pozitivnog stepena sa koeficijentima iz F').

2.68. (Algoritam deljenja) Neka je R prsten sa jedinicom, f,h € R|x]
nenula polinomi takvi da je vodeéi koeficijent polinoma h invertibilan ele-
ment u R. Tada postoje jedinstveni polinomi ¢,r € R[x] takvi da je

f=qh+r,
gde je degr < degh ili je r nula.

2.69. Neka je R prsten sa jedinicom i f(z) = aptai1z+. . .+apz™ € R[z].
Tada za svako ¢ € R postoji jedinstven polinom ¢(x) € R[z| takav da je

f(@) = q(@)(z — ) + f(c).
2.70. Ako je R domen integriteta sa jednozna¢nom faktorizacijom, tada

je i prsten polinoma R[z] domen integriteta sa jednozna¢nom faktorizacijom.

2.71. (Ajzenstajnov (Eisenstein) kriterijum nesvodljivosti) Neka je R
domen integriteta sa jednoznacnom faktorizacijom, F' polje razlomaka do-
mena R, f(z) =ap+aix+...4+a,2" € R[x] a p nesvodljiv element prstena
R. Ako vazi

(i) p nije delitelj a,,
(i) p je delitelj ag, a1, ..., an—1,
(iii) p? nije delitelj ag,

onda je f(z) nesvodljiv nad F.

U specijalnom slucaju, ako je R = Z, nesvodljiv element p je prost broj
i ako je f(x) polinom sa celim koeficijentima takav da vazi (i), (ii) i (iii),
onda je polinom f(z) nesvodljiv nad poljem Q.
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2.72. Neka je R potprsten komutativnog prstena S i
f(z) =ao+a1r+ ... +a,2" € R[z].

Reéi¢emo da je element ¢ € S nula (ili koren) polinoma f(z) (ili da je resenje
jednacine f(x) = 0) ako i samo ako je

fle)=ap+ajc+ ...+ apc” =0.

2.73. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i f(z) € R[z]. Ele-
ment ¢ € R je nula polinoma f(z) ako i samo ako postoji polinom g(z) € R[z]
takav da je

fx) = (z = c)g(x).

2.74. Neka je R domen integriteta koji je sadrzan u domenu integriteta
S i neka je f € R[z] polinom stepena n. Tada f ima najvise n razlicitih
korena u S.

2.75. Neka je R domen integriteta i f(z) € R[z]. Ako je ¢ € R koren
polinoma f(x), onda postoji najveéi nenegativan ceo broj m takav da je

fx) = (z = )" g(2),

gde je g(z) € R[x], g(c) # 0. Pri tom je 0 < m < degf(x).

Nenegativan ceo broj m nazivamo visestrukost korena c. Ako je m =1,
onda se ¢ naziva prost (ili jednostruki) koren jednacine f(x) = 0, a ako je
m > 1 c je visestruki koren.

2.76. Neka je R domen integriteta sa jedinstvenom faktorizacijom ¢ije
je poljerazlomaka F, f(x) = ap+aixz+...+a,x™ € R[z]inekajeu = % € F,

pri ¢emu su ¢ i d uzajamno prosti. Ako je u nula polinoma f(z), onda je ¢
delitelj ag, a d delitelj a,,.

2.77. Neka je R domen integriteta i
f(x) =ap+a1x+ ...+ ap2" € R[z].
Sa f’(x) oznacié¢emo polinom
1

f(x) = a1 + 2a2z + 3azz® + ... + nayz"”

i nazivamo ga izvod (formalni) polinoma f(z).
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2.78. Neka je R domen integriteta. Tada za svako f,g € R[z]ic€ R
vazi:

W) (f+9) =1 +4d,

(ii) (cf) =cf,

(iii) (fg)' = f'g+ fg'.

2.79. Neka je R domen integriteta koji je sadrzan u domenu integriteta
S, fE€R[x]iceS.

(i) ¢ je visestruki koren polinoma f ako i samo ako je f(c¢) = f'(c) = 0.

(ii) Ako je R polje i polinom f relativno prost sa f’, onda f nema
visestruke korene u S.

2.80. Neka su x1,x9,..., 2, koreni polinoma f(x) = ay+ a1z + ...+
anz™ € Flz], gde je F polje. Tada je

oi = (—D'an—i/an, i=1,2,...,n,

gde su o; elementarni simetri¢ni polinomi (definicija 2.66).

2.81. Neka je p(z1,z2,...,xy,) simetriéni polinom sa koeficijentima iz
polja F. Tada postoji jedinstveni polinom g(o71, 09, ..., 0,) sa koeficijentima
iz F, takav da je

p(z1, 2, ..., xn) = g(01,02,...,0p).

2.82. Simetri¢ni polinomi sy € F[z1,22,...,2,], k € N, gde je F polje,

definisani sa

sk:x]f+$'§+...+$fl, k €N,

se nazivaju Njutnove (Newton) sume.

2.2 Primeri i aksiomatika

365. Ispitati da li sledeéi skupovi ¢ine prstene u odnosu na odgovara-
juce operacije:

a) (Z7+7')’
b) ({2k | k € Z}, +, ),
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) (@ +), R+,), (C+,),

d) (Zp,+,-).

Rezultat.

a) Komutativan prsten s jedinicom,

b) komutativan prsten bez jedinice,

c¢) komutativni prsteni s jedinicom,

d) komutativan prsten s jedinicom (v. zadatak 12).

366. Ispitati da li sledeéi skupovi ¢ine prstene u odnosu na odgovara-
juce operacije:

a) {a +bv2 | a,b € Q} u odnosu na uobicajeno sabiranje i mnozenje
racionalnih brojeva.

b) {a+bi | a,b € Z, i = —1} (Gausovi celi brojevi) u odnosu na
sabiranje i mnozenje kompleksnih brojeva.

¢) {(a,b) | a,b € Z) u odnosu na operacije + i - definisane sa:
(@,0) + (c+d) = (a+c,b+d),
(a,b) - (¢,d) = (ac + bd, ad + bc).

d) Skup svih vektora trodimenzionalnog Euklidovog prostora u odnosu
na sabiranje vektora i vektorsko mnozenje.

Resenge. a), b), ¢) Komutativni prsteni sa jedinicom.
d) Ne, jer vektorsko mnozenje nije asocijativno.

367. Neka je S neprazan skup, P(S) skup svih podskupova skupa S.
Dokazati da je (P(S),+, ) Bulov prsten ako su + i - definisani sa

A+B=(A\B)U(B\A4),
A-B=ANB.
Uputstvo. Koristiti zadatak 38.

368. Dokazati da skup svih matrica formata n x n sa realnim (kom-
pleksnim) elementima u odnosu na sabiranje i mnozenje matrica ¢ini neko-
mutativan prsten sa jedinicom (n > 2).

369. Neka je R = {a,b,c,d} a binarne operacije + i - definisane tabli-
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cama

S It
QU O Qe
0 Qo oo
e Qoo
Q@ O O Qs
QU O o2
QR 2 Q|
Qo oo
o o olo
QUL Q|

Dokazati da je (R, +,-) prsten.

Resenje. (R,4+) je Abelova grupa jer je izomorfna sa Klajnovom cet-
vornom grupom (Cs x Cy).

Proveri¢emo da li je mnozenje asocijativno, tj. da li je za svako x,y, z €
R
z(yz) = (zy)z.

Ako je = jednako a ili ¢, onda je
x(yz) = a = (zy)z.
Ako je x jednako b ili d, onda je
z(yz) = yz = (zy)z,

Sto znaci da je mnozenje asocijativno.

Na slican nacin moze se dokazati da vaze oba distributivna zakona, pa
je (R, +,) prsten.
Iz tablice kojom je definisano mnozenje odmah se vidi da je prsten

nekomutativan i da nema jedinicu.

370. Dat je skup R = {z,y, z,u}. Kompletirati tablice operacija + i -
tako da (R, +,-) bude prsten

—l—‘xyzu ~‘:cyzu
T |z z zTlr =z x
yily =2 . . ) y|r y .
z x z|x z
U z ulr u 2z

371. Ako je (G,+) Abelova grupa, |G| > 1, i ako u G definisemo
mnozenje sa
ab=10, zasvako a,be€ @G,
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onda je (G, +, ) komutativan prsten bez jedinice. Dokazati.

PRIMEDBA. Prsten sa ovako definisanim mnozenjem naziva se nula-
prsten.

372. Dokazati da je skup End (G) svih endomorfizama Abelove grupe
G, prsten u odnosu na operacije sabiranja, definisanog sa

f,9 € End(G), (f+9)(a) = f(a)+g(a), zasvakoa€ G,
i mnozenja, definisanog sa
(f-9)(a) = f(g(a)), zasvakoaeG.
Resenje. Neka su f, g € End (G). Tada je za svako a,b € G

(f+9)a+b) = fla+b)+glatd)=f(a)+ f(b)+g(a)+g(b) =
= f(a) +g(a) + f(b) +g(b) = (f + g)(a) + (f + 9)(b),

pa je preslikavanje f + g takode endomorfizam, tj. operacija sabiranja en-
domorfizama je unutrasnja. Iz asocijativnosti i komutativnosti sabiranja u
G odmah sledi asocijativnost i komutativnost sabiranja u End (G). Endo-
morfizam koji sve elemente grupe G preslikava u neutralni element te grupe
je neutralni element za sabiranje u End (G), za endomorfizam f suprotan
element je endomorfizam — f definisan sa:

(=f)(a) = —f(a), zasvako a € G.

Prema tome, (End (G),+) je Abelova grupa.

Da je proizvod dva endomorfizma endomorfizam dokazuje se sli¢no kao
§to je to ucinjeno za sabiranje.

Asocijativnost mnozenja u End (G) je neposredna posledica asocija-
tivnosti kompozicije preslikavanja, pa preostaje da se dokaze da vaze zakoni
distributivnosti.

(flg+h)(a) = fl(g+h)(a))=flg(a) + h(a)) = f(g(a)) + f(h(a)) =
(f9)(a) + (fh)(a) = (fg+ fh)(a)
za svako a € G i svako f,g,h € End (G).

Slicno se dokazuje da vazi desna distributivnost, pa je (End (G),+,-)
prsten.
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Identicko preslikavanje grupe G je endomorfizam te grupe, taj endomor-
fizam je jedinica u prstenu End (G), dakle, End (G) je prsten sa jedinicom.

373. Odrediti prstene endomorfizma za:

a) ciklicku grupu reda n,

b) beskona¢nu ciklicku grupu,

¢) aditivnu grupu racionalnih brojeva.

Rezultat.

a) End (G) & (Zp, +, ),

b) End (G) = (Z,+, ),

¢) End (G) = (Q, +,-).

374. Ako se u prstenu sa jedinicom (R, +, ) definiSu operacije * i - sa
axb=a+b—-1, a-b=a+b—ab,

dokazati da je (R, *,-) prsten izomorfan prstenu (R, +, ).

375. Neka je R prsten. Oznac¢imo sa R’ skup svih beskona¢nih nizova
sa elementima iz R. U skupu R’ defini§imo operacije + i - na slede¢i nacin:

(ag,at,y ..., ag,...) + (b1,b1, ..., bg,...) =
= (ap + bo,a1 +b1,...,a5 + bg,...),
(ag,a1,...,ag...) (bo,b1,... bg,...) =
= (aobo, apby + aibo, ..., apbx + arbg—1 + ...+ agbo,...) .
Dokazati da je (R/,+,-) prsten.

PRIMEDBA. Prsten polinoma R[x] definisan u 2.60, 2.61 i 2.62 je pot-
prsten prstena R'.

376. Neka je R prsten. Oznacimo sa R[[z]] skup svih formalnih stepenih
redova sa koeficijentima R, tj.

o0
fER[[w]]<:>f:ao+a1m+a2x2+...+an:c"+...:Zakazk.
k=0

Neka su f =30 apz® i g =30, bp2” elementi R[[z]]. f =g ako i
samo ako je ap = by za svako k =0,1,2,... .
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Na skupu R[[z]] uvedimo operacije + i - na sledeéi nacin:

o
F+g=> (ar+by)ak,
k=0
0 k
frg=> aa* gdeje cp =) abp.
k=0 1=0

Dokazati da je (R[[x]],+, ") prsten.

377. Dokazati da je prsten (R, +,-) iz zadatka 375 izomorfan prstenu
(R[[z]],+,-) iz zadatka 376.

378. Neka je R prsten. Ozna¢imo sa R(x) skup svih prosirenih formal-
nih stepenih redova sa koeficijentima iz R,

fEeER@)—=f = a,kx_k—i—a,kﬂx_kﬂ +.oo4ax M+ ap+
+ax+...+apx” + ...,

[e.°]
(pri ¢emu k zavisi od f). Uvedimo skra¢enu oznaku f = 3 apz”, gde se
n=—oo

podrazumeva da je samo kona¢no mnogo koeficijenata sa negativnim indek-
sima razli¢ito od nule.

Ako su - -
f= Z apnz", g= Z bpa" € R(x),

onda je
f=g<=a,=0b, zasvako n € Z.

U skupu R(x) uvedimo operacije + i - na sledeéi nacin:

e}

fHag= > (an+by)a",

n=—0oo

n

oo
frg= Z cpx™, gdeje ¢, = Z aibp—;.

n=—oo 1=—00

Dokazati da je (R(x),+,-) prsten.

379. Ako je R komutativan prsten, tada su i prsteni R[[z]] iz zadatka
376 1 R(x) iz zadatka 378 komutativni prsteni. Dokazati.
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380. Neka su R; i Ry prsteni. U skupu R; x Ry definiSemo operacije
+ i - na sledeéi nacin:

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + ba),
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1 - az, by - b).

Dokazati da je (Ry X Ra,+,-) prsten.

PrRIMEDBA. Prsten R; X Ry naziva se direktan proizvod prstena R; i
Rs. Analogno se definise direktan proizvod bilo kog kona¢nog broja prstena.

(o ¢]
381. Neka je {R; | i € N} familija prstena. Oznac¢imo sa [] R; skup
=1

o0
svih nizova (ai,ag,...) takvih da je a; € R; zai=1,2,... . Na skupu [] R;

i=1
definiSemo operacije + i - na slede¢i nacin:

(al,ag,. . ) + (bl,bg, .. ) = (a1 4+ b1,a9 + bs, .. .),

(al,aQ, .. ) . (bl, bg, .. ) = (albl,agbg, .. )

[o¢]
Dokazati da je (] R;,+,-) prsten.
1

1=
&0 . . . .
PRIMEDBA. Prsten R; se naziva direktan proizvod prstena R;, ¢ =
i=1
1,2,....

382. Svako telo, svako polje i svaki Bulov prsten su fon Nojmanovi
regularni prsteni. Dokazati.

383. Dokazati da su sledeéi prsteni fon Nojmanovi regularni prsteni:
a) Bulov prsten.
b) Prsten matrica formata n x n nad poljem.
[e.e]
c) Il R; (zadatak 381), gde je svaki od prstena R;, i = 1,2,..., fon
i=1
Nojmanov regularan prsten.

Resengje. a) U Bulovom prstenu za svaki element z vazi

pajezay =z, xYyr =x.
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b) Dati prsten matrica je prsten sa jedinicom (jedini¢na matrica je je-
dinica prstena). Za svaku matricu A formata n xn ranga k postoje regularne
matrice P i () takve da je

- (3]

gde je B} jedini¢na matrica formata k x k. Tada je

ansa- [ 0|5 3] 1] - v

pa posto su P i @Q regularne matrice, sledi da je
AQPA = A,
tj. za B = QP je
ABA = A.
[ee] o0
c) Neka je z = (z1,22,...) € [l Ri. Za niz y = (y1,92,...) € [[ R;
i=1 i=1
definisan sa y; = 2, gde je xjzix; = x;, 1 =1,2,..., vazi zyr = x.
384. Dokazati:

a) Prsten celih brojeva Z je Euklidov prsten (2.25) ako se ¢ definise sa
¢(x) = |z,

b) Prsten polinoma Fz|, gde je F' polje, je Euklidov prsten ako se
¢ definise sa ¢(f(x)) = degf(z) (sa degf(z) oznacavamo stepen polinoma

f(x)).

¢) Proizvoljno polje F' je Euklidov prsten, ako se ¢ definise sa ¢(z) =1
za svako = # 0.

385. Neka je R = {a + bi | a,b € Z} prsten Gausovih celih brojeva

(zadatak 366 b). Dokazati da je R Euklidov prsten, ako se ¢ definise sa
¢:a+bi—a’+b? abecl.

Resenje. Neposredno sledi da je ¢(a +bi) > 1 za a+ bi # 01 da je
d((a+bi)(c+di)) = ¢lac—bd+ (ad+ be)i) = (ac — bd)? + (ad + be)? =
(a® + b*)(2 + d?) = ¢(a + bi)p(c + di),

pa sledi da je
d((a+ bi)(c+di)) > ¢(a+ bi),
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tj. vazi E1 iz 2.25.

Neka su z1,20 € R, z9 # 0. Neka je 21251 = 51 + s91, gde su s1 i s9
racionalni brojevi. O¢igledno, postoje celi brojevi ny i ne takvi da je

N

i ‘82—77,2‘ <

N

‘81 - m‘ <
Tada je
21 = 22(81 4 821) = 22(n1 + noi + (51 — ny) + (52 — n2)i) = 22q + 7,

gde je g =nq+noi, a r=29(s1 —ny+(s2—82)i). r € Rjer jer = 21 — 294.

d(r) = 1T = 29Z2(s1 —n1 + (82 —n2)i)(s1 — N1 + (s2 — n2)i) =

= 6(z2) (51— m)? o+ (52— ma)?) < 0(=2) (5 + 1) < 3 6(22) < B(z).
Dakle, ili je r = 0 ili je ¢(7) < ¢(22).

386. Neka je (R,+,-) algebarska struktura koja zadovoljava sve ak-
siome prstena izuzev komutativnosti sabiranja. Ako R ima desnu jedinicu,
dokazati da je R prsten.

Resenje. Ako je 1 desna jedinica, tada je
0=0b(14+(-1))=bl+b(—1) =b+0b(-1),

pa je
—b="0b(-1).

Dalje je
0= (-b)+(—a)+a+b=0b(-1)+a(-1)+a+b=(b+a)(—1)+a+D,
tj.
a+b=—((b+a)(-1)).
Kako je
(b+a)+(b+a)(—1)=(0b+a)l+ (b+a)(-1)=(b+a)(l1+(-1)) =0,

t.
b+a=—((b+a)(-1)),



2.2. Primeri i aksiomatika 151

mora biti

at+b=b+a.

387. Ako prsten R ima ta¢no jednu levu jedinicu 1;, dokazati da je
onda 1; jedinica (dvostrana).

Resenje. Kako je za svako a,b € R
(al; —a+1;)b=a(1;b) —ab+ 1;b = b,
s obzirom da postoji samo jedna leva jedinica mora biti za svako a € R
aly —a+1; =1y,

pa je

al; = a,

tj. 1; je i desna jedinica.

388. Neka je R komutativan prsten bez delitelja nule u kome vazi E1 i
E2 iz 2.25. Dokazati da je R domen integriteta, tj. da R ima jedinicu.

Resenje. Neka je a element prstena R, takav da je ¢(a) najmanji priro-
dan broj skupa nenegativnih celih brojeva {¢(z) | * € R A x # 0}. Tada
je za proizvoljno b € R, b = aq + r, gde je r = 0 ili je ¢(r) < ¢(a). Posto
ne moze da bude ¢(r) < ¢(a), jer je ¢(a) minimum, mora biti » = 0. Ako
uzmemo da je b = a, tada postoji e € R takvo da je a = ea = ae. Neka je b
proizvoljan element iz R. Tada je b = ga za neko g € R, pa je

be = gae = qa = b = eb,

tj. e je jedinica u prstenu R.

389. Dokazati da se u definiciji 2.25 Euklidovog prstena aksioma F2
moze zameniti aksiomom
E2’. Za svako a,b € R, ako je ¢(a) > ¢(b), onda postoji ¢ € R takvo da
je
pla—bec) < p(a) ili a=bc.
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2.3 Osnovne osobine

390. Dokazati da u prstenu R za svako a,b € R vazi:
1) a0 = 0a = 0,

Resenge. 1) a0 = a(0 + 0) = a0 + a0, pa sledi da je a0 = 0. Sli¢no se
dokazuje da je Oa = 0.

2) i 3) vaze u svakoj Abelovoj grupi.

4) 0 = a0 = a(b+ (=b)) = ab + a(—b), pa sledi da je a(—b) = —(ab).
Analogno se dobija (—a)b = —(ab).

U daljem ¢emo —(ab) oznacavati sa —ab.

5) Prema prethodnom je

(—a)(=b) = —(a(-b)) = —(—(ab)) = ab.
6) Po definiciji je 0a = 0 (ovde je prva nula ceo broj, a druga neutralni
element prstena), pa zato za n = 0 tvrdenje vazi. Pretpostavimo da je

k(ab) = (ka)b, k> 0.
Tada je
(k+1)(ab) = k(ab) + ab = (ka)b+ ab = (ka + a)b = ((k + 1)a)b,
pa je n(ab) = (na)b, za svaki nenegativan ceo broj n. Kako je po definiciji
n(ab) = (—n)(—(ab)), za n <0,
iz. prethodnog i 4) sledi da je
n(ab) = (na)b,

za svaki ceo broj n.
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Analogno je i n(ab) = a(nb), za svako n € Z.

391. Ako neki element prstena sa jedinicom ima multiplikativni inverzni
element, onda je taj inverzni element jedinstven. Dokazati.

392. Konacan prsten u kome postoji element a koji nije levi delitelj
nule i element b koji nije desni delitelj nule je prsten sa jedinicom. Dokazati.

Resenje. Preslikavanje x — ax je injektivno (jer iz ax = ay, = # v,
sledi a(x —y) = 0, a to protivreci pretpostavci da a nije levi delitelj nule), a
kako je prsten konacan to preslikavanje je surjektivno, dakle, ono je bijekcija.
Sliéno, i preslikavanje x — xb je bijekcija prstena na sebe.

Prema tome, postoje elementi e; i es takvi da je a = ae; i b = e2b. Za
svaki element z prstena je
axr = aeix,

pa je
a(x —ejz) =0,

odakle je x = ejx. Sli¢no, iz
xb = xegb,

sledi
Tey = T.
Iz ovih jednakosti za x = e; i * = eo dobijamo

€1 = €162 = €2,

pa je e1 jedinica prstena.
PRIMEDBA. Primerom pokazati da za beskona¢ne prstene ovaj stav ne
vazi.
393. U prstenu R za svako a,b,c € R, a # 0, vazi
ab=ac=b=c i ba=ca=b=c,
(tj. vaze zakoni kancelacije za mnozenje elementom razli¢itim od nule) ako i
samo ako prsten nema delitelje nule.

394. Neka je R konacan prsten u kome postoji bar jedan element koji
nije delitelj nule. Dokazati:

a) R je prsten sa jedinicom.
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b) Ako b € R nema multiplikativni inverzni element, tada je b delitelj
nule.

Resenje. a) Neka je a element koji nije delitelj nule. Tada postoje
prirodni brojevi m i n takvi da je " = a”, jer je R konacan skup. Neka je
m < n. Tada je a™ (a — a® ™) =0, pa je a = a" ™"

Neka je b proizvoljan element iz R. Tada je ba = ba™ ™T!, &to je ek-

vivalentno sa (b — ba™ " ™)a = 0, pa je b = ba~™ jer bi inace a bio delitelj
nule.

Analogno se dobija b = a™~"™b, pa je a”~™ jedinica prstena R.

b) Iz a) sledi da svaki element a koji nije delitelj nule ima inverzni
element a=! = a” ™ 1. Ako b nema inverzni element, onda b mora biti

delitelj nule.

395. Neka je R prsten sa p elemenata, gde je p prost broj. Ako R sadrzi
bar jedan proizvod razlicit od 0, dokazati da je onda prsten R izomorfan
prstenu (Zy, +,-).

Resenge. S obzirom da je p prost broj, aditivna grupa (R, +) mora biti
ciklicka (zadatak 139). Ako je a jedan generator te grupe, onda je

R ={a,2a,...,pa=0}.

Neka je

Ukoliko je k jednako p svi proizvodi u prstenu R su jednaki 0, §to je pro-
tivrecnost, dakle, k£ # p. ki p su relatvno prosti brojevi, pa postoje celi
brojevi [ i m tako da je lk +mp = 1. Preslikavanje f : Z,, — R definisano sa
f(i) = ila, je izomorfizam prstena Z, na prsten R. Zaista, f je injektivno pre-
slikavanje (jer iz ila = jla, i # j, sledi (i — j)la = 0, tj. (i — j)I = 0(mod p),
sto je kontradikcija), a kako je R konacan skup preslikavanje f je surjektivno,
dakle, f je bijekcija. Takode, za svako i,j € Z, vazi

F@) +
O

) = dla+jla=(i+j)la= f(i+j),
fG) = (ila)- (jla) = ijl*a® = ijl’ka =
= ijl(1 —mp)a = ijla = f(i-j),

pa je f izomorfizam.
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PRIMEDBA. Prema tome, svaki prsten sa p elemenata, gde je p prost
broj, je izomorfan nula-prstenu (zadatak 371) ¢ija je aditivna grupa ciklicka
ili prstenu (Zy, +, ) (koji je polje).

396. Koliko nacina postoji da se na skupu S = {0,1,2,3} definise
operacija mnozenja - tako da (S, 4+, ) postane prsten, ako je + sabiranje po
modulu 47

Uputstvo. Ako je u nekom prstenu (R, +,-) (R,+) ciklicka grupa, i ako
je a generator te grupe, onda je mnozenje potpuno odredeno ako se zna a?.
Zaista, za svako x,y € R postoje m,n € Z tako da je x = ma, y = na, pa
je

zy = (ma)(na) = mna®.

Ako sada podemo od neke ciklicke grupe (C, +) sa generatorom a, za a?
uzmemo neki element te grupe i definiSemo mnozenje gornjom jednakoséu,

onda se lako proverava da je tako definisano mnozenje asocijativno i dis-
tributivno u odnosu na sabiranje, tj. (C,+,-) je prsten.

Rezultat.
1]0 1 2 3 20 1 2 3
00 0 O O 00 0 O O
110 0 0 O 110 1 2 3 )
2,10 0 0 O 210 2 0 2
310 0 0 O 310 3 2 1
310 1 2 3 410 1 2 3
00 0 0 O 0(0 0 0 O
170 2 0 2 110 3 2 1
210 0 0 O 210 2 0 2
310 2 0 2 310 1 2 3

397. Odrediti broj neizomorfnih prstena ¢ija je aditivna grupa ciklicka
grupa reda m.

Resenje. Neka je R prsten reda m ¢ija je aditivna grupa ciklicka grupa
reda m 1 neka je x generator te grupe. R je tada komutativan prsten.
S obzirom na ono $to je refeno u uputstvu za reSavanje prethodnog

zadatka, mnozenje u prstenu R je potpuno odredeno ako je poznato 2. 1z
moze biti svaki od elemenata prstena R, dakle, ne moze postojati vise od m
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neizomorfnih prstena ¢ija je aditivna grupa ciklicka grupa reda m. Ispita¢emo
sada koji od tih prstena su izomorfni.

Neka je u prstenu R x? = nz, n € N, i neka je S neki drugi prsten ¢ija
je aditivna grupa ciklicka grupa reda m sa generatorom y i y?> = ry, r € N.
Razmotri¢emo pod kojim uslovima su prsteni R i S izomorfni.

Da bi preslikavanje f : R — S bilo izomorfizam potrebno je da se
generator aditivne grupe preslikava u generator aditivne grupe, dakle, f(x) =
ky, zaneko k € N, gde je k uzajamno prost sa m (1.23). Ako je f izomorfizam
i multiplikativnih polugrupa, onda je

nky =nf(z) = f(nz) = f(a*) = f(x)* = (ky)* = k*y* = k’ry,

tj. n = kr (mod m). Nije tesko proveriti da su ova dva uslova (postoji k takvo
da su k i m uzajamno prosti i n = kr (mod m)) ne samo potrebni nego i
dovoljni da preslikavanje f bude izomorfizam prstena R i S. Ako su zado-
voljena oba ova dva uslova, onda neposredno sledi da je najveéi zajednicki
delitelj za n i m jednak najveéem zajednickom delitelju za r i m.

Obrnuto, neka je nzd(n,m) = nzd(r,m). Tada je S — uzajamno
nzd(r, m)
m . .
prost sa ————, pa postoje s,t € Z tako da je
nzd(r, m)
U L 1
s =1.
nzd(r, m) nzd(r, m)
Mnozeéi gornju jednakost sa n dobijamo
bt ——
r m=n
nzd(r,m) nzd(r, m) ’
tj.
kr =n (mod m),
. Ce1s . n n e .
pri ¢emu smo sa k oznacili broj s =5 koji je relativno
nzd(r,m) nzd(n, m)
e 4 n
prost sa m, jer bi inace bilo nzd (nzd(n, m)’ nzd(n, m)) # 1.

Dakle, R = S ako i samo ako je nzd(n,m) = nzd(r, m) = [, pri ¢emu je
[ delitelj broja m. Prema tome, postoji onoliko neizomorfnih prstena koliko
broj m ima razlicitih delitelja. Ako je m = p{'p§?...pp*, gde su p; @ =
1,...,k, razli¢iti prosti brojevi, onda postoji (a; + 1)(a2 + 1)...(ax + 1)

razli¢itih neizomorfnih prstena ¢ija je aditivna grupa ciklicka grupa reda m.
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398. Neka je R konacan prsten reda n > 1 pri ¢emu je n proizvod
razli¢itih prostih brojeva. Dokazati da je R komutativan prsten.

Resenje. Ako je n = pipo...pg, gde su p1,po,...,pg razlic¢iti prosti
brojevi, onda je Abelova grupa (R, +) reda n ciklicka (zadatak 153).

Neka je x generator ciklicke grupe (R, +). Tada za svaki element a € R
postoji m, € N takvo da je a = myx. Neka je b = myx, onda je

ab = (mgx)(mpx) = ()mamb)ac2 = (mbma):c2 = (mpz)(mex) = ba,
tj. prsten R je komutativan.

PRIMEDBA. U vezi sa zadacima 398, 399 i 400 videti D. B. Erickson,
Orders for finite noncommutative rings, Amer. Math. Monthly, 73 (1966),
376-377.

399. Dokazati da za svaki prost broj p postoji nekomutativan prsten
reda p?.

Uputstvo. Neka je R = {(z,y) | z,y = 0,1,...,p — 1}. Sabiranje u
R definisemo sa (z1,z2) + (y1,y2) = (1 + y1,22 + y2), gde je sabiranje
komponenata po modulu p. Mnozenje definiSemo sa (z1,x2) * (y1,y2) =
(z1(y1 + v2), z2(y1 + y2)), gde je sabiranje i mnozenje komponenata po
modulu p. Dokazati da je (R, -+, *) nekomutativan prsten reda p?.

400. Neka je m prirodan broj, m > 1. Dokazati da postoji nekomuta-
tivan prsten R reda m ako i samo ako je m deljivo kvadratom celog broja

(+1).

Uputstvo. Neka je M = p®n, gde je p prost broj. Posmatrati prsten
Ry x Ry gde je R; prsten iz prethodnog zadatka, a Ry = (Z,, +, -) 1 koristiti
zadatke 398 i 399.

401. Nadi sve neizomorfne prstene koji imaju najvise 7 elemenata.
Delimican odgovor.

red ‘
broj prstena ‘

1 2 3 4 5
1 2 2 2

6 7
11 4 2
Ovo je detaljno razmotreno u C. R. Fletcher, Rings of small order, Math.
Gazette, 64 (1980), 9-22.

402. Ako su m i n uzajamno prosti brojevi veéi od jedan, dokazati da
Zomn sadrzi bar dva idempotentna elementa razli¢ita od 0 i 1.
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Resenje. Ako sum in uzajamno prosti brojevi, onda postoje celi brojevi
ris takvi da je rm+sn = 1. Ako ovu jednakost pomnozimo sa rm, dobijamo
(rm)? + rsmn = rm, pa je

(rm)* = rm (mod mn),

2

tj. (Tm)* = 7m, i 7m je idempotent razliciti od 0 i 1.

Ako bi bilo rm = 0 (mod mn), tada bi zbog pretpostavke o m in, r
bilo deljivo sa n, recimo, r = kn, k € Z, pa bi bilo

1 =rm+ sn=knm+ sn =n(km+ s),

Sto je protivrec¢nost.

Analogno se dobija protivretnost ako se pretpostavi da je
rm =1 (mod mn).

Na slican nacin se pokazuje da je sm takode idempotent razlicit od 0 i
1. Iz rm + sn = 1 neposredno sledi da je sn # 7n.

403. Neka je R prsten karakteristike £ > 0, gde k nije stepen prostog
broja. Dokazati da u R postoje bar dva idempotenta e; i e razli¢ita od nule
i jedinice.

Uputstvo. Ako k nije stepen prostog broja tada, postoje dva uzajamno

prosta broja s it takva da je k = st. Iskoristiti da je {n-1| n € Z} potprsten
izomorfan Zj i prethodni zadatak.

404. Za koje n € N prsten Z, nema idempotenata razlic¢itih od 0 i 17
Rezultat. n = p*, gde je p prost broj.

405. Za koje n € N prsten Z,, nema nilpotentnih elemenata razli¢itih
od nule?

Rezultat. n = pi1p2 ... pg, gde su p; razliciti prosti brojevi.

406. Dokazati da je neprazan podskup S prstena (R, +,-) potprsten
ako i samo ako za svako a,b € §

a—besS i a-beS.

407. Dokazati da je u prstenu (R, +, ) podskup

C(R)={x € R|za=azx, zasvako a € R}
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potprsten (C(R) se naziva centar prstena R).

[e.°] [e.°]
408. Oznac¢imo sa >, R; podskup onih nizova iz prstena [[ R; defini-
i=1 i=1
sanog u zadatku 381 koji imaju samo konacan broj komponenata razli¢itih
od nule. Dokazati.

a) (zo§1 R;, +, ) je potprsten prstena (Ziio[l R;, +, )

o0
b) Svaki element prstena Y R; razlic¢it od nule je delitelj nule.
i=1
o0
¢) Y. R; nema jedinicu.
i=1
o0
Uputstvo. b) Neka je f = (f1, f2,...) € > R;. Tada postoji prirodan
i=1

o]
broj n takav da je fr = 0, za k > n. Neka je g = (91,92,...) € Y R; takav
i=1
dajegnr1 #0igr =0,za k #n+ 1.
Proveriti da je f-g = 0.

o0
409. Neka je [] R; prsten definisan u zadatku 381, pri ¢emu je R; & R
i=1

o0
za ¢ = 1,2,... . Posmatrajmo podskup S skupa ][] R onih nizova = =
i=1
(z1,x2,...) za koje postoji prirodan broj p takav da je |z;| < p za i =
1,2,... (p zavisi od z) i podskup T onih nizova y = (y1,y2,...) za koje je
lim y, = 0. Dokazati:
n—oo

o
a) S je potprsten prstena [[ R, a T' potprsten prstena S.
i=1

o0
b) Svaki od prstena [ R, S, T sadrzi beskona¢no mnogo potprstena
i=1
izomorfnih samom sebi.

o0

¢) > R (definisan u prethodnom zadatku) je potprsten i prstena S i
i=1
prstena T

410. Neka je R prsten matrica formata n X n sa elementima iz polja.

Dokazati da je skup gornjih (donjih) trougaonih matrica potprsten prstena
R.

411. Dokazati:
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(i) Potprsten prstena sa jedinicom ne mora biti prsten sa jedinicom.
(ii) Potprsten prstena bez jedinice moze da ima jedinicu.
(iii) Potprsten moze da ima jedinicu razli¢itu od jedinice prstena.

412. Ako je n prirodan broj, n > 2, konstruisati prsten sa jedinicom R

koji ima niz potprstena 1 2 Rs O ... O R, takvih da Rop41 nema jedinicu,

a Rog ima jedinicu, k =1,2,..., B} .

Uputstvo. n = 2.

b
R= { l Z d ] ‘ a,b,c,d e Z}, prsten matrica formata 2 x 2,

R = { [ 8 Z ] ‘ b,d € Z}, potprsten bez jedinice,

Ry = { [ 8 2 ] ‘ de Z}, potprsten od R; sa jedinicom.
Za n > 2 koristiti blok matrice odgovarajuéeg formata.

413. Neka je L potprsten prstena R. Ako L ima jedini¢ni element, a R
nema jedini¢éni element, tada R ima delitelje nule.

Resenje. Neka je e jedini¢ni element prstena L. Tada postojia € R, a ¢
L, tako da je ea = b # a. Kako je

eb = e(ea) = (ee)a = ea = b,

onda je ea = eb, sto daje e(a—b) =0. a#b, e#0(v. 23),pajee
delitelj nule u R.

414. a) Dokazati da se svaki prsten R moze potopiti u prsten sa jedini-
com.

b) Dokazati da se svaki prsten R karakteristike £ moze potopiti u prsten
sa jedinicom karakteristike k.

Uputstvo. a) U skupu uredenih parova Zx R = {(m,a) | m € Z, a € R}
definiSemo operacije + i - sa

(m,a) + (n,b) = (m +n,a +b),
(m,a) - (n,b) = (mn,ab+ na + mb).
Dokazati da je (Z x R,+,-) prsten sa jedinicom (1, 0) i da je podskup
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elemenata oblika (0, a) potprsten prstena Z X R izomorfan prstenu R.

b) Ako je karakteristika prstena R nula, tada se primenjuje konstrukcija
pod a), a ako je Char R = k # 0 primeniti postupak iz a) na Zj; x R.

415. Konacan domen integriteta D je polje. Dokazati.
Resenje. Ako je

ab=ac, a,b,ce D, a#0,

onda iz
ab—ac=a(b—c) =0,
sledi b = ¢. Dakle, u kona¢noj komutativnoj polugrupi (D\ {0}, -) vazi zakon
kancelacije, pa je na osnovu zadatka 48, (D \ {0}, -) komutativna grupa.
Prema tome, (D, +,-) je polje.

PRIMEDBA. Prethodno tvrdenje se moze dokazati i pod znatno slabi-
jim uslovima (bez pretpostavki o komutativnosti i postojanju jedinice u D).
Gornji dokaz se moze primeniti i na proizvoljan konac¢an prsten R bez deli-
telja nule, pa se dobija da je svaki takav prsten telo. S obzirom na teoremu
Vederberna (Wedderburn): svako kona¢no telo je polje; sledi da je i prsten
R polje.

Literatura:
M. Stojakovié, Teorija jednacina, Naucéna knjiga, Beograd, 1973, (str. 130),
V. Perié¢, Algebra II, Svjetlost, Sarajevo, 1980, (str. 100).

416. Neka je R prsten sa jedinicom bez nilpotentnih elemenata. Ako
za svako x € R, x # 0, postoje a,b € R takvi da je axb = 1, tada je R telo.
Dokazati.

417. Konstruisati prsten razlomaka S~'R (2.58) ako je R = Z i

a) § =2\{0},

b) S ={1,p,...,p",...}, pje prost broj,

c)S={a€Z|p fa, pjeprostbroj }.

Resenje. Posto je Z domen integriteta, a .S u sva tri slucaja ne sadrzi

0, uslov 2.58 (i), tj.

(r1,81) ~ (re,s2) <= (Is € S) s(r1s90 — ras1) =0,
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gde ri,179 € R, 81,89 € 5, se svodi na
(7"1,81) ~ (7’2,52) <= T1S82 = 1281.

Detaljno ¢emo resiti a), dok se b) i ¢) resavaju analogno.
Lako se proverava da je ~ refleksivna i simetri¢na relacija, dokazimo da

je i tranzitivna. Neka je

(r1,s1) ~ (re,s2) 1 (r2,s2) ~ (r3,53),

tj. 7182 = 1roS1 1 roS3 = r3Se, Ppaje Tr1S283 = reS1S3 1 T9S381 = 138281
odakle sledi 715983 = r35951. Kako je sy # 0 vazi r1s3 = r3sy, tj. (r1,$1) ~
(r3,s3), pa je ~ tranzitivna relacija, dakle, relacija ekvivalencije. U daljem
¢emo klasu u kojoj se nalazi element (7, s) oznacavati sa r/s.

Treba dokazati da su operacije definisane u 2.58 (i) na skupu Z x S/~
= S~17 dobro definisane, tj. da iz

(Tlvsl) ~ (7“,1,8,1) i (T2752) ~ (ré,sé)

sledi
! ! ! ! ! !
(r182 + 1ros1, s1852) ~ (r)Sy + rys7, 5155)

! ! !/
(1172, 8152) ~ (1173, 5155),
§to se lako proverava. Na taj nac¢in dobili smo prsten razlomaka S~1Z.

Proverimo da je preslikavanje f : Z — S~™'Z definisano sa f : r +— /1
homomorfizam.

Jasno je da je r1 = ry <= (r1,1) ~ (re,1) <= r1/1 = ro/1, pa je f
dobro definisano, a i injektivno.

flri+r2) = (ri+r2)/1=r1/1+r2/1= f(r1) + f(ra2),

f(rire) = (rir2)/1 = (r1/1)(r2/1) = f(r1) f(r2),

pa je f monomorfizam. Dakle, S~'7Z sadrzi potprsten izomorfan sa Z, tj. Z
se moze potopiti u STIZ.

Neposredno se proverava da je 1/1 jedinica u S™1Z i da svako s/1 €
S=17, (tj. s # 0), ima mutiplikativni inverzni element 1/s, tj. S™'7Z je polje
i to polje je, §to nije tesko videti, ustvari polje racionalnih brojeva Q.
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U slucaju b) dobija se prsten izomorfan prstenu {% eQ ’ b=7p", ke
N}, a u slucaju c) prsten izomorfan prstenu {% €Q ‘ nzd(b, p) = 1}.

418. Dokazati da se svaki domen integriteta R moze potopiti u polje.

Uputstvo. Konstruisati S~ R, gde je S = R\ {0}.

419. Prsten R je domen integriteta ako i samo ako postoji polje F' tako
da je R potprsten polja F.

420. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, S multiplikativno
zatvoren podskup u R i preslikavanje f : R — S™'R dato sa f : r — 7/1,
gde je ST'R definisano u 2.58. Dokazati:

a) f je homomorfizam R u S~'R.

b) Ker f = {r € R | postoji s € S tako da je sr = 0}.
c¢) Ako S ne sadrzi delitelje nule, f je momomorfizam.
d) Svaki element iz f(S) ima inverzni element u S~!R.

421. Konstruisati S™!R (2.58) ako je R = F[[z]], gde je F polje (za-
datak 376), a S = {1,2,...,2F,...}.

Rezultat. ST'R = F(x) (videti zadatak 378).

422. Dokazati da je prsten R komutativan ako i samo ako za svako
a,b € R vazi
(a+b)? = a® + 2ab + b*.

423. Dokazati da je svaki Bulov prsten komutativan prsten karakteri-
stike 2.

Resenje. Ako je R Bulov prsten, onda za svako a € R vazi
ata=(a+a)P=d*+d*+a*+a*=a+a+a+ta,
odakle je a + a = 0, tj. R ima karakteristiku 2. Iz
a+b=(a+b)?=(a+b)(a+b) =a®>+ab+ba+b>=a+ab+ba+b

sledi ab + ba = 0, a kako je ab + ab = 0 (jer prsten ima karakteristiku 2)
mora biti
ab = ba,

za svako a,b € R, tj. prsten R je komutativan.
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PRIMEDBA. Primer Bulovog prstena je prsten iz zadatka 367.

424. Ako u prstenu sa jedinicom R vazi za svako a,b € R (a + b)? =
a®? 4 b2, tada je R komutativan prsten. Dokazati.

Resenge. 1z
A+1)?* =1 +12+12+12 =12 +1°
sledi141=0, tj. 1=-1,paje —a=(—1)a=1la=a zasvako a € R.

Za svako a,b € R iz
(a+b)? =a®+ab+ba+b*=a*+b?
sledi ab 4 ba = 0, pa je ab = —ba = ba.
425. Neka je R prsten u kome za svako x,y € R vazi

a2y’ —y) = (y* — y).

Dokazati da je R komutativan prsten.

Resenje. Za svako a,b € R

ab = a(ab+ ba — ab — ba) + ab = a(ab + ba) — a®b — aba + ab =
= a(a® + ab+ ba + b* — a® — b?) — (a® — a)b — aba =
=a((a+b)?—(a+b) - (a®? —a)— (b*>—b)) — (a®> — a)b— aba =
=((a+b)?—(a+b)—(a®?—a) — (b —b))a —b(a® — a) — aba =
= (ab + ba)a — ba® + ba — aba = ba.

426. Neka je R prsten takav da postoji prirodan broj n tako da je
x" = x za svako x iz R. Ako je n neparan broj, karakteristika prstena R je
proizvod razli¢itih prostih brojeva, a ako je n paran broj, onda je Char R = 2.
Dokazati.

Resenje. Za svako x € R i svako k € N vazi (kz)" = kz, tj. (k" —k)z =
0, pa Char R deli k™ — k za svaki prirodan broj k. Ako je kvadrat nekog
prirodnog broja ¢inilac broja Char R, tada je ¢inilac Char R i kvadrat nekog
prostog broja, recimo p?. To znaéi da p? deli k™ — k za svako k € N, pa i da
p? deli p" — p, §to je nemogucée. Dakle, Char R je proizvod razli¢itih prostih
brojeva.

Ako je n paran broj, onda je —x = (—z)" =z, paje 2z =01i Char R =
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3

427. Neka je R prsten u kome vazi ° = x za svako x € R. Dokazati

da je R komutativan prsten.

Resenje. 1z (x4 x)% = x + x za svako = € R se neposredno dobija da je

zasvakox € R 6x =0, a iz
2t — 2= (2% —2) =25 - 325 + 32 — 2% =2 — 32 + 327 — 1,

sledi da je 322 = 3z za svako x € R.

Neka je T'= {3z | # € R}. Dokazac¢emo da je T' komutativan potprsten
prstena R. Ako su a,b € T, onda postoje z,y € R tako da je a = 3z, b = 3y,
pajea—b=3(x—y)eTiab=3(3zy) € T. Prema tome, na osnovu 2.27,
T je potprsten. Kako je

a® = (3z)* =922 = 32% = 3z = q,

na osnovu zadatka 423 T je komutativan prsten. Dakle, (3z)(3y) = (3y)(3x),
odakle sledi

(1) 3zy = 3yx.

Kako je
(z49)* = (2 +zy+ya+y°) (z4y) = 2 +aya+ys’+y e+ y+oy’ +yzy+y°,
iz (x+y)® = (v +1y) dobija se
(2) zyx + ya® + g’z + 2%y + 2y’ + yoy = 0,
a sliéno iz (z — y)® = (z — y) sledi
(3) xy? — 2%y — zyx — ya* + yay + y?x = 0.
Sabirajuéi (2) i (3) dobija se
(4) 2zy? + 2yzy + 2%z = 0.
Ako jednakost (4) pomnozimo sa y najpre sleva, pa onda zdesna, dobi¢emo

(5) 2yzy”® + 2y°xy + 2y = 0,

(6) 2xy + 2yxy® + 2y%xy = 0.
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Oduzimajuéi (6) od (5) sledi
(7) 2ry = 2yz,

pa ako od (1) oduzmemo (7) bi¢e xy = yx za svako z,y € R.

4

428. Neka je R prsten u kome vazi * = x za svako x € R. Dokazati

da je R komutativan prsten.

Resenje. Neka je a proizvoljan element iz R. Zbog zadatka 426 a) je
Char R = 2, pa je

(a+a®)? =a®+2a +a* = a+d?,

tj. a+a? je idempotent. R o¢igledno ne moze da ima nilpotentnih elemenata,
pa na osnovu zadatka 437 a) element a? + a komutira sa svim elementima
prstena. Zbog Char R = 2 vazi da je a® + a = a® — a, pa s obzirom na
zadatak 425 sledi da je R komutativan prsten.

PRIMEDBA. Zadaci 427 i 428 su specijalni sluc¢ajevi teoreme Dzejkob-
sona koja je navedena u primedbi iza zadatka 511.

429. Neka je R domen integriteta takav da postoji element a € R, a #
0 i prirodan broj n, tako da je na = 0. Dokazati da je karakteristika domena
R prirodan broj d koji je delitelj broja n.

Resenge. 1z
na =n(lra) = (nlg)a=0

ia+0sledi nlg =0 poSto je R domen. Otuda je za svako r € R
nr =n(lgr) = (nlg)r = 0r =0,

pa je Char R = d, gde je d prirodan broj manji ili jednak n. Iz pretpostavke
da d nije delitelj broja n, tj. da postoje k,l € Z, | # 0, | < d, tako da je
n = kd + [, sledi da je Ir = 0, za svako r € R, §to je protivre¢nost. Dakle, d
je delitelj n.

430. Neka je R prsten sa kona¢no mnogo elemenata, ai,as,...ay, i
neka je n; red elementa a;, ¢ = 1,2,...,n u aditivhoj grupi prstena R.
Dokazati da je karakteristika prstena R najmanji zajednicki sadrzalac za n;,
i=1,2,...,n.

431. Neka je R prsten u kome je xy = yx ili zy = —yx zasvako x,y € R.
Dokazati da je R ili komutativan prsten ili je za svako x,y € R xy = —yx.
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Resenje. Za svako a € Rneka je Cp, ={r € R|axr =za} 1 A, = {x €
R | ax = —za}. Po pretpostavci je za svako a € R C, U A, = R.

Ako je R # C, 1 R # A,, postoje elementi b € C, \ Ag id € A, )\ C,.
Tada iz a(b + d) = (b+ d)a sledi da je ad = da, a iz a(b+d) = —(b+ d)a
sledi da je ab = —ba, sto su kontradikcije, pa je ili R = C, ili R = A,.

Ozna¢imosa U = {a € R|Cy, =R} iV ={a € R| A, = R}. Tada
je R=UUV. Ako je R # U i R # V, tada postoje elementi u € U \ V i
v € V\ U. Posmatrajmo u + v. Iz u + v € U analogno kao i ranije sledi da
veU aizu+v €V sledi da u € V. Prema tome, ili je R=U ili R =V, tj.
ili je R komutativan prsten ili je xy = —yx za svako x,y € R.

Literatura:

M. Reich, A commutativity theorem for algebras, Amer. Math. Monthly, 82
(1975), 377-379.

432. Neka je R prsten sa jedinicom i neka njegovi elementi a,bi a+ b
imaju multiplikativne inverzne elemente. Dokazati da je (a+b)~! =a 1 +b7!
ako i samo ako postoji element p € R takav dajeb=apip?+p+1=0.

Resenje. Pretpostavimo da je (a +b)~! = a~! +b~1. Ako tu jednakost
pomnozimo sleva sa a 4+ b i zdesna sa b dobijamo
b=2b+a+ba'b
pa je
ba b +b=—a,

sto daje, kad se pomnozi sleva sa a1,

atba b +atb+1=0.

Ako a~'b ozna¢imo sa p, vidimo dajeb=ap i p>+p+1=0.
Obrnuto, neka je p € R takvo da je b=ap i p?> + p+ 1 =0. Tada je

pl=—1-p=p* i (14p) '=-p=1+4p°

pa je
(a+b) ™ =(atap) ™ =(a(l+p) " =1+p la =1 +p)a =

=a'+plat=al+plat=a +(ap)t=at + 7L
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Literatura:

T.E. Elsner, The inverse of a sum can be the sum of the inverses, Math.
Mag., 52 (1979), 173-174.

433. Ako u komutativnom prstenu sa jedinicom element a ima mul-
tiplikativan inverzni element, a b je nilpotentan element, onda a + b ima
multiplikativan inverzni element. Dokazati.

Resenje. Neka je b =0, n € N. Ako za a + b postoji multiplikativan

inverzni element x, onda je (a + b)z = 1, odakle je
r=a"t—atbe.

Ako sada z na desnoj strani ove jednacine zamenimo sa a~' — a~ bz, biée
t=a'—a e —a ) =a" —a b+ a bz
Produzujuéi ovaj postupak, posle n koraka dobi¢emo
r=at—a?b+a 3 — ..+ (=) a4 (1) " .
Kako je b™ = 0, poslednji sabirak na desnojj strani ove jednacine jednak je
0, pa je
n
T = Z(—l)k_la_kbk_l.
k=1
Mnozenjem sa a + b se lako proverava da je x zaista multiplikativni inverzni

element za a + b.

434. Ako su a i b nilpotentni elementi komutativnog prstena R, dokaza-
ti da je a + b takode nilpotentan element.

Resenge. a i b su nilpotentni elementi, tj. postoje n,m € N, tako da je
a”=bv"=0.
S obzirom da je prsten komutativan, bi¢e
n+m
n-+m
a+b n+m _ an—&-m—kbk'
(a+b) kg L

Medutim, za k < mjen+m —k > n, paje a®™™ % =0, aza k >m je
bk = 0. Prema tome,

a]?’L-‘y—?’Tl—kak:O7 k:()’l,...,m_'—n’
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tj.
(a+b)" ™ = 0.
PRIMEDBA. Primerom pokazati da gornje tvrdenje ne vazi ako prsten
nije komutativan.

435. Neka je R komutativan prsten bez nilpotentnih elemenata i neka
za elemente z,y € R vazi 2% = y? i 23 = y3. Dokazati da je = v.

Resenge.
(z—y)® =2® =322y + 3zy® —y® = 2% — 393 + 323 — ¢ =0,

pa poSto R nema nilpotentnih elemenata sledi da je x —y =0, tj. =z = y.

436. Dokazati da prsten R nema nilpotentnih elemenata ako i samo
ako iz 22 = 0 sledi = 0 za svako z iz R.

Resengje. Pretpostavimo da za svako z € R iz 22 = 0 sledi = 0 i neka
je a € R nilpotentan element, tj. a* = 0ia*~! = b # 0 (k > 2). Tada je

b2 = o252 = gkgb=2 —

tj. b =0, §to je protivrecnost.
Obrnuto tvrdenje je direktna posledica definicije nilpotentnog elementa.
437. Ako je prsten R bez nilpotentnih elemenata onda:
a) Za svaki idempotent e i svaki element x prstena R vazi xe = ex.
c¢) Ako su a,b € R, onda je ab = 0 ako i samo ako je ba = 0.
Dokazati.
Resenge. a) Vazi

(ze — exe)?

= rexe — vexe — evexe + ervexe = 0,
pa je
(*) ze —exe = 0.

Analogno je

(ex — exe)? = exex — exexe — exex + exexe = 0,
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pa je i
(k) ex —exe = 0.

Ako od (*) oduzmemo (**), dobijamo ze = ex.

b) Neka je ab = 0. Tada je (ba)? = b(ab)a = 0, pa je ba = 0. Analogno
se dokazuje obrnuto tvrdenje.

438. Neka je R prsten u kome za svako b, ¢ € R za koje je b> = ¢? sledi
da postoji element a takav da je a? = b i a® = c. Dokazati da prsten R nema
nilpotentnih elemenata.

Resenje. Dovoljno je pokazati da iz b% = 0 sledi b = 0 (zadatak 436).
Neka je b> = 0. Tada je b3 = 0, pa je b> = b%. Prema tome, postoji element
a € R takav da a®> = bia® = b. Tada je

b=a’=ab=ad® =a%a®=b>=0.

439. Neka je R prsten takav da svaki nenula polinom sa koeficijentima
iz R ima samo kona¢no mnogo korena u R. Dokazati da je R konacan prsten
ili prsten bez delitelja nule.

Resenje. Neka je R beskonacan prsten i neka je za neko a,b € R ab =
0, a # 0, b # 0. Preslikavanje f : r — br je endomorfizam aditivne grupe
R. Skupovi Im f i Ker f ne mogu biti oba konac¢ni zbog prve teoreme o
izomorfizmu grupa (1.64).

Neka je Im f beskonacan skup, tada polinomna jednac¢ina ax = 0 ima
beskonaéno mnogo reSenja, jer je svaki element ¢ € Im f oblika ¢ = bd za
neko d € R, pa je reSenje jednacine ax = 0.

Ako je Ker f beskonacan skup, onda jedna¢ina bx = 0 ima beskonaé¢no
mnogo resenja.

440. Dokazati da je prsten F'[[x]] formalnih stepenih redova nad poljem
F' (zadatak 376) domen integriteta.

o0
441. Neka je R prsten sa jedinicom. Element f = Y apz® € R[[z]]
k=0

(zadatak 376) ima multiplikativni inverzni element u R[[z]] ako i samo ako
ao ima multiplikativni inverzni element u R. Dokazati.

(0] (0]
Resenje. Neka je f = . apa® ig= Y bya®. Ako pretpostavimo da je
k=0 k=0
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fg = gf =1, onda je po definiciji mnozenja stepenih redova agbg = bgpag = 1,
pa je by inverzni element za ag.

Obrnuto, pretpostavimo da ag ima multiplikativni inverzni element.
fg =1 ako i samo ako vaze sledece jednakosti:

agbo = 1,

apby + arby = 0,

apby + a1by + az2bg = 0,

aobn, + a1bp_1+ ...+ anby = 0,

agbp+1 + a1by + ... + anby + any1bo = 0,

Dokazimo indukcijom po n da ovaj sistem ima reSenje po bg, by, ... .
Da je tvrdenje tatno za n = 0 neposredno sledi iz pretpostavke. Ako su
izracunati by, b1, ..., b,, tada je

bpt1 = —ag (arby + ... + apbi + any1bo),

pa za f postoji desni inverzni element g. Analogno se pokazuje da postoji
i levi inverzni element, ako postoje i levi i desni inverzni element tada su
oni medusobno jednaki i to je inverzni element za f (h = h-1= h(fg) =

(hf)g =19 =g).
442. Dokazati da za svaka dva elementa f, g u prstenu F'[[z]] formalnih
stepenih redova nad poljem F' (zadatak 376) vazi: f je delitelj g ili je g delitelj

I
Resenje. Ako su f,g € Fl[z]], neka je fi koeficijent sa najmanjim
indeksom razli¢it od nule u f = fo+ fiz+...+ fuz"+ ..., aug = go+
g1T + ...+ gox"™ + ... neka je to go. Tada f i g mogu da se napiSu u obliku
f=a"(fu+ fomz +...), g=1"(ge+ grz+...),

paza k </ f deli g, a ako je £ > k tada g deli f, jer na osnovu prethodnog
zadatka redovi u zagradama imaju inverzne elemente.

443. Neka je R komutativan prsten bez delitelja nule u kome postoji
idempotent a razlicit od nule. Dokazati da je R domen integriteta ¢ija je
jedinica a.

Resenje. Neka je x proizvoljan element iz R. Kako je a? = a, biée

ra® = za,
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pa je
(ra —x)a =0,
odakle je, zbog a # 0, xa — x = 0, odnosno xa = ax = x.

444. Neka je R domen integriteta koji nije polje. Ozna¢imo sa D =
{z € R | x je invertibilan ili z = 0}. Nazovimo element v € R\ D uni-
verzalnim deliteljem ako za svako x € R postoje z* € D iy € R takvi da je
T —z* = uy.

Ako je R Euklidov prsten, onda u R postoji univerzalni delitelj. Dokaza-
ti.

Resenje. Posmatrajmo neprazan podskup skupa nenegativnih celih bro-
jeva S ={¢(z) e N |z € R\ D}.

Neka je u € R\ D takav da je ¢(u) najmanji prirodan broj u S. Za svaki
element z € R postoje ¢, € R takvi da je x = qu + r i pri tome je r = 0 ili
p(u) > ¢(t).

Ako je r = 0, tada mozemo uzeti da je z* = 0, a ako je r # 0 tada
r & R\ D, jer je ¢(u) najmanji u S, pa r € D i mozemo uzeti z* = r. Dakle,
u je univerzalni delitelj.

Liretarura:

K.S. Williams, Note on non-FEuclidean principal ideal domains, Math. Mag.,
48 (1975), 176-177.

445. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka je e idempotent
razli¢it od 0 i 1. Dokazati:

a) 1 — e je idempotent,

b) Re i R(1 — e) su potprsteni sa jedinicom,
c) R2¥Rex R(1—c¢e).

Resenje. a) (1 —e)?=1—-2e+e?=1—ce.
b) Za svako xe,ye € Re je

re—ye=(x—yle i zeye= zye® = xye,

pa je Re potprsten (zadatak 406) a njegova jedinica je e.

Analogno se proverava za R(1 — e).
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¢) Definisimo preslikavanje f : R — Re x R(1 —e) sa
frxz— (ze,z(1—e)).
f je injektivno preslikavanje, jer ako je
(ze,z(1—e)) = (ye,y(1 —e)),

tada je
ze=ye 1 z(l—e)=y(l—e),

pa kad saberemo dve poslednje jednakosti dobijamo

ze+z(l—e)=ye+y(l—e),

tj. T=uy.
f je surjektivno preslikavanje, jer ako je (ze,y(1 —e)) € Re x R(1 — e)
tada je
flze+y(1 —e)) = (ze,y(l —e)),
posto je

(ze +y(1 —e))e = ze? +yle — ?) = ze

(ze+y(1—e))(1—e)=x(e —e?) +y(l —e)? = y(1 —e).
f je izomorfizam, jer za svako z,y € R vazi

flet+y) = ((@+yle (z+y)(1-e)) = (ret+ye,z(l—e)+y(l—e)) =
= (ze,x(l—¢€)) + (ye,y(1 —e)) = f(z) + f(y)

flxy) = (zye,zy)(l —e) = (veye,z(1 —e)y(1 —¢)) =
= (ze,z(1—e))(ye, y(1 —e)) = f(x)f(y)-
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2.4 Ideali 1 homomorfizmi

446. Dokazati da je u prstenu svaki ideal potprsten, a da svaki pot-
prsten ne mora da bude ideal.

447. Neka je S neprazan podskup prstena R za koji vazi
a) Iz a,b € Ssledia+beS,
b) Iz a,be Sire Rsledi ar, ra € S.

Dokazati da S ne mora da bude potprsten (a to znaéi ni ideal) prstena
R.

Resenje. U skupu celih brojeva Z pored uobic¢ajenog sabiranja, defi-
niSemo mnozenje sa

a-b=0, zasvako a,bé€ Z.
Skup Z je u odnosu na sabiranje i ovako definisano mnozenje prsten.

Tada u skupu Z podskup nenegativnih celih brojeva zadovoljava date uslove,
ali nije potprsten.

448. Neka je R = { l g i ] ‘ a,b,cEZ}.
a) Dokazati da je R prsten u odnosu na sabiranje i mnozenje matrica.

a b

b) Dokazati da je I = { [ 0 0

] ) a,be Z} ideal u prstenu R.

c) Nadéi faktor prsten R/I.

Resenge. c) 1z

a b 0 0 a b 00
[Oc +I_[O c]jL[O 0]+1_[Oc +1
sledi da je suskup odreden matricom l g l; ] jednak suskupu odredenom

sa [ 8 2 ] , pa je na osnovu definicije operacija u faktor prstenu i definicije

matri¢nih operacija

R/I:{lg 2]+I|cez}gz
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449. Ako je S = { l g 2 ] ‘ a,be R}, dokazati da je preslikavanje

a 0
I [ 0 b 1 o
homomorfizam prstena S na prsten R realnih brojeva. Odrediti jezgro Ker f

tog homomorfizma i faktor prsten S/Ker f.

450. Neka je D skup svih diferencijabilnih funkcija f : R — R. Dokaza-
ti da je (D,+,-) komutativan prsten sa jedinicom ako su operacije + i -
definisane sa

(f +9)(x) = f(x) +g(x), (fg)(x)= f(x)g(x), zasvako z € R.

Akoje S={f[feD, f(0)=0} a T={f|feD, f(0)=0}, gde
je f' izvod funkcije f, dokazati:

a) S jeideal u D,

b) T je potprsten od D, ali nije ideal,

c) SNT jeideal u D.

Resenje. a) Za svako f,g € S (f—g)(0) = f(0)—g(0) =0,pa f—g € S.
Za svako he D, fe€ S,

(b)(0) = h(O)F(0) =0, (FR)(0) = F(O)A(0) =,

pa hf, hf € S, sto znadi da je S ideal u D.

b) Ako f,g € T, onda je

(f = 9)'(0) = (f' = ¢")(0) = f'(0) — ¢g'(0) = 0,
(f9)'(0) = (f'g + £g')(0) = f'(0)g(0) + £(0)g'(0) = 0.

Prema tome, T je potprsten od D. T nije ideal u D, jer, na primer, funkcija
f definisana sa (Vx € R)f(z) = 1 pripada T jer je f/(0) = 0, ali za funkciju
g € D definisanu sa (Vx € R)g(z) = x vazi fg=g & T.

c) Posto su S i T potprsteni i SN T je potprsten. Ako je f € SNT,
onda je f(0) =01 f'(0) =0, pa je za svako g € D (fg)(0) = f(0)g(0) =0 i

(f9)'(0) = (f'g + £g')(0) = £'(0)g(0) + £(0)g'(0) = .
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451. Neka su R i.S prsteni sa bar dva elementai f : R — S epimorfizam
(2.44). Odrediti, dajuéi dokaz ili kontra primer, koja od sledeéih tvrdenja
su tacna:

a) Ako je R komutativan prsten i S je komutativan.

b) Ako R ima jedinicu i S ima jedinicu.

c) Ako R i S imaju jedinice, onda je f(1g) = 1g.

d) Ako R ima delitelje nule i S ima delitelje nule.

e) Ako je R domen integriteta i S je domen integriteta.
f) Ako je R polje i S je polje.

Uputstvo. Tvrdenja a), b) i ¢) su tacna.

d) Neta¢no. Konstruisati epimorfizam prstena Zg na Zs.
e) Netacno. Konstruisati epimorfizam prstena Z na Zg.

f) Tacno. Kerf je ideal u R, pa ako je R polje mora biti Kerf = {0}
ili Kerf = R. Ako bi bilo Kerf = R, onda bi S imao samo 1 element, §to je
protivrecnost. Dakle, Kerf = {0}, $to zna¢i da je f izomorfizam.

452. Neka je R komutativan prsten.

a) Dokazati da je skup N(R) svih nilpotentnih elemenata prstena R
ideal u R.

b) Dokazati da faktor prsten R/N(R) nema nilpotentnih elemenata.
Resenje. a) Koristiti postupak primenjen u zadatku 434.

b) Ako je a + N(R) nilpotentan element faktor prstena R/N(R), tj.
(a+ N(R))" = N(R), onda je a" + N(R) = N(R), pa je a™ € N(R). Dakle,
(a™)® = 0, odnosno a € N(R),ia+ N(R) = N(R), tj. a+ N(R) je nula
prstena R/N(R).

453. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom koji ima n € N delitelja
nule. Dokazati da prsten R ima najvise (n + 1)? elemenata.

Resenje. Neka je d delitelj nule u prstenu R. Ozna¢imo sa A = {a €
R | ad = 0}. Ocigledno je A ideal u prstenu R i |A| < n+1, jer su svi nenula
elementi iz A delitelji nule, a njih nema vige od n.

Posmatrajmo faktor prsten R/A. Definisimo preslikavanje

f:RIA—D sa f:r+A—rd.
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Lako se proverava da je f dobro definisano (tj. da iz r + A = s + A sledi
rd = sd). Preslikavanje f je injektivno, jer

fr+A)=f(s+A) <= rd=sd <= (r—s)d=0 <= r—sc A <
= res+A <= r+A=s5s+A = r+A=s+A

Posto je d delitelj nule, postoji ¢ # 0, takvo da je ed = 0. Tada je za

svako r € R\ A, ¢(rd) = r(cd) = 0, tj. rd je delitelj nule. Funkcijom f se

nula faktor prstena R/A preslikava u 0 € R, a slike ostalih elemenata faktor

prstena su delitelji nule u R, pa |[R/A| < n+ 1. Kako jei |A| < n+ 1 dobija
se da je |R| < (n+1)2

Literatura:

Ganesan, N., Properties of rings with a finite number of zero divisors,
Math. Ann. 157(1964), 215-218.

454. Dokazati da je prsten celih brojeva Z prsten glavnih ideala.

Resenje. Neka je I ideal u prstenu celih brojeva Z. Ako je I = (0),
onda je I glavni ideal. Ako je I # (0), onda u I mora postojati bar jedan
pozitivan ceo broj, pa postoji i najmanji pozitivan ceo broj m. Neka je a bilo
koji element ideala I. Tada je

a=km+r, 0<r<m.
Ako jer > 0,ondar =a—km € I, a to je protivreéno sa pretpostavkom da
je m najmanji ceo pozitivan broj u I. Dakle, r = 0, tj. a = km, Sto znaci da
su svi elementi ideala I umnosci broja m. [ je, prema tome, glavni ideal

455. Nadi sve neizomorfne homomorfne slike prstena celih brojeva Z.

Uputstvo. Koriste¢i prethodni zadatak i 2.50 dokazati da skup svih

neizomorfnih homomorfnih slika ¢ine svi prsteni (Z,,,+,-), m € N i sam
prsten Z.

456. Dokazati da je u prstenu celih brojeva Z za svako a,b € Z ideal
generisan sa a i b generisan najve¢im zajednickim deliteljem d brojeva a i b,
tj. (a,b) = (d). Generalisati.

Uputstvo. Koristiti zadatak 454.

457. Neka je f endomorfizam prstena R i neka je S skup elemenata
prstena R koji su fiksni za f, tj. S = {z € R | f(x) = x}. Dokazati da je S
potprsten od R.
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458. Neka je R Euklidov prsten (2.25). Dokazati da je R prsten glavnih
ideala.

Resenje. Neka je I ideal u R razlicit od (0). Neka je a element iz [
takav da je ¢(a) najmanji prirodan broj u skupu nenegativnih celih brojeva
{¢(z) | ce I Nz # 0}. Neka je b € I. Tada je b = qa + r, gde je r = 0 ili
o(r) < ¢(a). Posto b€ [ 'iqa € I, ondair =b—qa € I, pa ne moze biti
o(r) < ¢(a). Stoga jer =01b=qa, tj. I = (a).

459. Neka je R prsten bez delitelja nule u kome je svaki potprsten
ideal. Dokazati da je R komutativan prsten.

Resenje. Neka je a € R, a # 0, i neka je S potprsten generisan sa a.
S je ocigledno komutativan prsten. Po pretpostavci je S ideal, pa za svako
r € Rvaziar =b € S. Tada je ara = ba = ab iz ¢ega sledi da je a(ra—0b) = 0
pa je ra = b, jer R nema delitelje nule. Dakle, ar = b = ra.

460. Neka je I ideal fon Nojmanovog regularnog prstena R. Dokazati
da je svaki ideal J ideala I (kada se I posmatra kao potprsten od R), ideal
u R.

Resenje. Ideal I kao potprsten je takodje fon Nojmanov regularan
prsten, jer ako je a € I i ad’a = a, tada je b = d’ad’ € I, pa je

aba = a(d'aa’)a = (ad’a)d’a = ad'a = a.

Treba dokazati da za svakoa € J C Iir € Rvaziar,ra € J. Po pretpostavci
ar € I, a posto je R regularan prsten postoji x € R tako da je arxzar = ar.
Tada rz(ar) € I, a J jeideal u I pa ar = a(rzar) € J. Analogno se dokazuje
dara € J.

o0 o0
461. Nekasu [[ R, >. R, S i7T definisani u zadatku 409. Dokazati:
i=1 i=1

o0

[e.°]
a) > R je ideal u svakom od prstena [[ R, S iT.
i=1 i=1

o0
b) T je ideal u S, a nije ideal u ] R.
i=1
462. Neka je R prsten a I ideal u R. Ako je a € R, dokazati da je
A={r e R|ra—ar e I} potprsten.

Resenje. Neka je r1,ro € A. Na osnovu zadatka 406 je dovoljno da
pokazemo da 1 — 1o € Airiry € A.
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Ako r1,r9 € A, tada r1a — ary, rea —are € I, pa
ria —ary — (rea — are) = (11 —ro)a —a(ry — ) € 1
jer je I ideal, tj. 1 — ro € A. Takode je
rirea — arire = r1(rea — ary) + (ria — ary)re € I,
pa je riry € A.
463. Neka je C(R) centar prstena R. Dokazati:

a) Ako R nije komutativan i nema jedinicu, onda C(R) ne mora biti
ideal.

b) Ako R ima jedinicu ali nije komutativan, onda centar nikad ne moze
biti ideal.
464. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom u kome je svaki ele-

ment ili nilpotentan ili ima mutiplikativni inverzni element. Dokazati da je
R/N(R) polje, gde je sa N(R) oznacen ideal nilpotentnih elemenata.

Resenje. NekajeT € R/N(R), T # 0. Tadajex = 2+ N(R) iz & N(R),
pa  po pretpostavci ima inverzni element 2’. Tada je 2’ inverzni element za

x.

465. Neka je f : Ry — Ro homomorfizam prstena R; u Ry. Neka je
I ideal u R; takav da je Ker f C I. Dokazati da je I = f~1(f(1)), gde je
fTHA) ={z e Ry | f(z) € AC Ry}

466. Neka je f : Ry — Ro homomorfizam prstena R; u prsten Ro i
neka je Char Ry > 0. Dokazati da je Char (f(R;)) < Char R;.

467. Neka je R prsten sa jedinicom i n prirodan broj. Oznacimo sa
I, = {nz | x € R}. Dokazati:

a) I, je ideal u R.

b) Char (R/I,) je delitelj broja n.

Resenge. b) Ako je 1 jedinica prstena R, onda je 1+ I, jedinica prstena
R/I,. 1z

n(l+1,) =nl+ 1, =1,

sledi da je Char (R/I,) | n.

468. Neka su R; i Ro prsteni i neka Rjsadrzi potprsten F} koji je polje.

Ako je f: Ri — Ry homomorfizam, dokazati da je tada F; C Ker f ili Ro
sadrzi potprsten Fy = F7.
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469. Neka su (R, +,-) i (R, +,-) Bulovi prsteni takvi da su polugrupe
(R,-) i (R,-) izomorfne. Dokazati da su R i R’ izomorfni prsteni.

Resenje. Neka je f : R — R’ izomorfizam polugrupa (R,-) i (R, -). Ako
su 0 i 0’ nule prstena R i R’ respektivno, tada je f(0) = 0'. Zaista, ako je
f(a) =0, onda je

£(0) = f(a0) = f(a)f(0) = 0'f(0) = 0".

Neka su a i b proizvoljni elementi iz R. Tada postoji element z € R ,
(z = 7 (f(a+b) + f(a) + f(b))), takav da je

(%) fla+b) = fa) + f(b) + f().

Pomnozimo (x) sa f(ab), bi¢e (pri tom koristimo da je svaki Bulov prsten
komutativan i karakteristike 2)

flab)f(a+b) = fa)(f(a) + f(b) + f(2)),

tj. dobijamo
f(ab+ ab) = f(ab) + f(ab) + f(abx),

odnosno f(abz) =0 pajeiabzr =0 (f je bijekcija).

Ako sad pomnozimo (x) sa f(ax), dobijamo

flaz)f(a+0b) = flax)(f(a) + f(b) + f(2)),

odnosno

flaz + abx) = f(azx) + f(abz) + f(ax),
otuda je f(ax) =0, pajeiazx =0.
Konaéno, mnozedi (%) sa f(z) imamo
f(@)f(a+0b) = f(x)(f(a) + f(b) + f(x)),
flaz +bx) = f(ax) + f(bx) + f(z),
f(bx) = f(bx) + f(x),

pa je
flz)=0"

Posto je f(z) =0, (%) postaje
fla+b) = f(a)+ f(b),
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§to je i trebalo dokazati.

470. Neka je R prsten i a € R. Odrediti minimalan ideal I prstena R
koji sadrzi element a :

a) Ako je R komutativan prsten sa jedinicom.
b) Ako je R komutativan prsten bez jedinice.

¢) Ako je R nekomutativan prsten sa jedinicom.
d) Ako je R nekomutativan prsten bez jedinice.
Rezultat.

a) [ = Ra={ra|r e R}

b) I = Ra+Za={ra+na|r e R, ne€Z}

c) I:{ 3 rias; | ri, s; € R, keN} = RaR.

=1

k
d) I = {ra+as+na+ Yoras; | rys,rs; € R, n€Z, k € N} =
i=1
Za + Ra + aR + RaR.

471. Neka je R prsten sa jedinicom i neka je I levi ideal koji sadrzi
jedinicu. Dokazati da je I = R.

Resenje. 1z 1 € I sledi da za svakor € R, r =711 € I, paje R C I.
Kako je I C R,, to je I = R.

PRIMEDBA. Analogno se dokazuje odgovarajuce tvrdenje za desni ideal.

472. Neka je R prsten sa jedinicom i [ levi ideal u R. Ako neki element
a € I ima levi multiplikativni inverzni element, dokazati da je tada I = R.

Uputstvo. 1z a € I sledi 1 = a~'a € I i primeniti prethodni zadatak.

PRIMEDBA. Analogno se dokazuje odgovarajuée tvrdenje za desne ide-
ale.

473. U komutativnom prstenu sa jedinicom R, element a ima multipli-
kativan inverzni element ako i samo ako a nije sadrzano ni u jednom pravom
idealu prstena R.

Resenje. Neka a € R ima multiplikativan inverzni element, tada na
osnovu zadatka 472 iz a € [ sledi da je I = R.

Obrnuto, aR je ideal koji po pretpostavci mora biti ceo prsten R, pa
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postoji y € R tako da je ay = 1.
474. Dokazati da telo (a to znaci i polje) ima samo trivijalne ideale.

Resgenje. Neka je I ideal tela T. Ako I sadrzi element a # 0, onda je
a ' €T, pajeaa ! =1¢€T. Naosnovu zadatka 471 je tada I = T.

475. Navesti primer komutativnog prstena koji ima samo trivijalne
ideale, a nije polje.

Resenje. (R,+,-), gde je grupa (R, +) izomorfna grupi (Z,, +) za prost
broj p, a a-b= 0 za svako a,b € R.

476. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom koji ima samo trivi-
jalne ideale. Dokazati da je R polje.

Resenje. Neka je a € R, a # 0. Tada je glavni ideal (a) = R, pa postoji
x tako da je xa = ax = 1.

477. Dokazati da prsten F™" matrica formatan xn (n € Nin > 2)
nad poljem F' ima samo trivijalne ideale.

Resenje. Koristicemo €injenicu da se svaka matrica A = [a;5] € F™"
moze izraziti kao zbir matrica a;;B;j, 1,5 = 1,2,...,n, gde je B;; matrica
koja na (i, 7)-om mestu ima 1 a ostali elementi su nule.

Sa E;; oznaci¢emo matricu koja nastaje od jedinicne matrice kad se u
jedini¢noj matrici zamene i-ta i j-ta vrsta.

Neka matrica A = [a;j] # 0 pripada idealu I i neka je a;; # 0. Tada je
Bi;ABj; = aijBij, pa je

EilBiiABijjl = Eﬁ(aijBij)Ejl = (lijBu el

Ako je by proizvoljan element iz F, onda je i

b
B <klE> (aijBH)Ell = b By € 1.

Cbij

Kako se svaka matrica B = [b;;] € F™" moze prikazati u obliku

B=> > (buBu),
k=1 I=1

a svaki sabirak na desnoj strani gornje jednakosti je iz I, dobili smo da iz
pretpostavke da u I postoji matrica A # 0 sledi da je [ = F™".
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478. Neka je R prsten sa jedinicom, [ ideal u R i I™"™ prsten matrica
formata n X n sa elementima iz I.

a) Dokazati da je I™" ideal u R™".

b) Dokazati da je svaki ideal prstena R™™ oblika I™" za neki ideal I iz
R.

Uputstvo. b) Dokazati, koristeéi se postupkom iz prethodnog zadatka,
da elementi u preseku prve vrste i prve kolone svih matrica iz ideala J u
R™™ obrazuju ideal I u R ida je J = I™".

479. U prstenu matrica formata n x n nad poljem F, odrediti sve
minimalne leve (desne) ideale.

Uputstvo. Skup matrica koje mogu da imaju elemente razli¢ite od nule
samo u i-toj koloni je levi ideal I;. Dokazati da za svaki levi ideal L koji
sadrzi matricu koja u i-toj i j-toj koloni, ¢ # j, sadrzi bar po jedan element
razli¢it od nule, vazi I; C L, I; # L.

Pretpostaviti da je levi ideal J C I; i elementarnim transformacijama
na vrstama, koje mogu da se realizuju mnozenjem odgovarajuéim matricama
sleva, pokazati da je J = I;.

480. U prstenu F[[z]] formalnih stepenih redova nad poljem F' (za-
datak 376) svaki nenula ideal je oblika (") za neki nenegativan ceo broj k.
Dokazati.

0 .
Resenje. Neka je f = > a;x* element ideala I takav da je ap # 0, a; =
i=0
0, i=1,2,...,k— 11 pri tom je f izabrano tako da je k najmanji medu
indeksima svih koeficijenata razli¢itih od nule svih stepenih redova iz I.

Ako je k =0, tj. ag # 0, onda f ima multiplikativan inverzni element
(zadatak 441) i [ = F[[z]].

Ako je k > 0, onda je
f= zk(ak +app1z+ . a4 )= T h.
Element h ima multiplikativan inverzni element, pa fh~! = zF € I. Lako se
pokazuje da je svako g € I oblika x¥g; za neko g1 € F[[z]], tj. I = («F).

481. Neka je R prsten sa jedinicom. Dokazati da su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

a) R je fon Nojmanov regularan prsten.
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b) Svaki glavni levi ideal u R je generisan idempotentom.
c¢) Svaki kona¢no generisan levi ideal u R je generisan idempotentom.
Resenge. a) = b)

Neka je I = Ra glavni levi ideal generisan sa a € R i neka je element
a’ € R takav da je ad’a = a. Tada je e = d’a idempotent i e € Ra, pa je
Re C Ra. Iz ad'a = a sledi a € Ra’a = Re, pa je Ra C Re, dakle, Ra = Re.
b) = ¢)

Dovoljno je da dokazemo da je svaki konacno generisani levi ideal, glavni
levi ideal, a da bismo to dokazali dovoljno je dokazati da je proizvoljan levi
ideal generisan sa dva elementa glavni levi ideal. Jednostavno se dokazuje
da je levi ideal generisan sa a,b € R skup Ra + Rb.

Neka je e idempotent takav da je Ra = Re. Kako je

b=be+ 1b(1 —e) € Re+ Rb(1 —e),

bice
Re+ Rb(1—e) 2 Ra i Re+ Rb(1—e¢€) D Rb,
pa je
(1) Ra+ Rb C Re + Rb(1 —e).
Takode je
(2) Re C Ra + Rb,

a zbog Re = Ra sledi da je —be = ca, za neko ¢ € R, pa je

b(1—¢)=b—be=ca+1b€ Ra+ Rb

(3) Rb(1 —e€) C Ra+ Rb.

(4) Ra+ Rb D Re + Rb(1 —¢),

Ra+ Rb= Re+ Rb(1 —e).
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Po pretpostavci postoji idempotent f takav da je Rb(1 —e) = Rf, pa
je f =1rb(1l —e) za neko r € R. Prema tome,

fe=rb(1—e)e=rble—e*) =0.

Neka je g = (1 —e)f. Za g vazi

gF=0-efl-ef=0-e)(f-fe)f =(1-e)f*=(1—¢)f =y,
tj. g je idempotent, a ocigledno je ge = eg = 0. Kako je g € Rf, neposredno
sledi da je Rg C Rf, a zbog
fog=fA—-ef=f-(fe)f =f

jei Rf C Rg, pa je Rg = Rf.

Dokazimo da je

Re + Rg = R(e + g) = Ra + Rb.

R(e+g) C Re+ Rg, a zbog eg = ge =0 je za svako r,s € R
re+sg = (re+sg)(e+g) € R(e+ g)

tj. Re+ Rg C R(e+g), pa je Re+ Rg = R(e+ g), odnosno ideal Ra+ Rb =
R(e + g) je glavni levi ideal generisan idempotentom e + g (da je e + ¢
idempotent neposredno se proverava).

c) = a)

Neka je a € R i neka je e idempotent takav da je Ra = Re. Tada je
e =ra za neko r € R, pa je ae = ara. Iz a = se za neko s € R, sledi da je

ae:.962:se:a,

pa je konaé¢no
ara = ae = a,
tj. R je fon Nojmanov regularan prsten.

482. Neka je R prsten bez delitelja nule u kome je svaki potprsten
ideal. Dokazati da je R komutativan prsten.
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Resenje. Neka je a # 0, a € R. Posmatrajmo potprsten S generisan
elementom a. On je oblika

n
S:{$€R|x:Zkziai, ki € Z, nEN}
i=1
iS5 je ocigledno komutativan.

Posto je S ideal, to je ar € S za svako r € R, pa je a(ar) = (ar)a, tj.
a(ar —ra) = 0. Prema tome, ar = ra, jer R nema delitelja nule.

483. Neka je R nula-prsten definisan u zadatku 371. Dokazati da je
svaka podgrupa aditivne grupe (R, +) ideal prstena R.

484. Neka su I i I5 ideali prstena R. Dokazati da su sledeéi skupovi
takode ideali prstena R :

a) I1 N I,

b) 1 +Iy={a+b|ac be I},

c) Iy - Iy = {aiby + agby + ... + apby | a; € I, b; € I3, n € N},
(tj. I - Iz je skup svih kona¢nih suma proizvoda a;b;, a; € I, b; € I3).

485. Dokazati da u prstenu celih brojeva za svaka tri ideala I, Is i I3
vazi

a) 1 - (b+I3) =5 -+ 113

b) I1 NIy + I3) = (I1 N I2) + (Ia N I3),

c) (hinl)-(Ii+1x)=1-I.

PRIMEDBA. U proizvoljnom prstenu a) vazi, a b) i ¢) ne vaze.

486. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom a I, J i K ideali u R.
Dokazati:

a)[-JCINdJ

b) Akoje I+ J =R, tadajeI-J=1NJ.

¢) Ako je M maksimalan ideal i I € M, tada je M-I =M N 1.
d) Ako su M; i My razliciti maksimalni ideali, tada je

My - My = My N M.

e)(I-J)-K=1I-(J-K).
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Resenje. a) Neposredno sledi iz definicije ideala.

b) S obzirom na a) dovoljno je dokazati da je I NJ C I - J. Posto je
I+J = R, postoje x; € [ ix; € J takvida je 1 = x; +x;. Neka jer € INJ,
tada je

r=r-1=rx;+rx;.
rej€1-Jjerrel,ax; €J, analogno vazi za rx; = x;r, pair el - J.

c¢) Neposredno sledi iz b) i ¢injenice da je M + I ideal (zadatak 484) i

daiz I € M sledi M + I = R, jer je M maksimalan ideal.

d) Iskoristiti ¢) i ¢injenicu da ako su M i My razliciti maksimalni ideali
tada M1 g Mg.

487. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom. Dokazati da je R fon
Nojmanov regularan prsten ako i samo ako za svako a € R i svaki ideal I u
Rvazi (a)NI = (a)-I.

Resenje. Neka je (a) NI = (a) - I za svaki ideal u R. Tada za ideal
I = (a) sledi da je (a) = (a) N (a) = (a) - (a) = (a®) pa a € (a?), tj. postoji
b € R tako da je a = a®b = aba, jer je R komutativan prsten.

Obrnuto, neka je R fon Nojmanov regularan prsten. Kako za ideale u
komutativnom prstenu uvek vazi da je (a) - I C (a) NI (zadatak 486 a)) to
je dovoljno dokazati da je (a) NI C (a) - I. Neka je z € (a) N I. Tada je
x = ar, za neko r € R, jer pripada idealu (a) (zadatak 395), a ako je b € R
takvo da je aba = a onda je

x = ar = abar = abx = bax € (a) - I.

488. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i I, J; i Jy ideali u R
takvi da je I + J; = I + Jo = R. Dokazati da je:

a) I+Ji-Jo=1I+J1NJy=R.

b) I"+J"=R,nmeN, (["=1-1-...-1 nputa).

Resenje. a) Iz uslova zadatka sledi da postoje a’,a” € I, b} € Jy i
by € Jy takvi da je

d+bv=11i d+0b5=1,
pa je
1 = (d+b)(d +b))=dd" +dby+ad"t) +bb) =
— VeI dy d €
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Posto je Jy - Jo C JiNJo, sledidajeil+ JyNJe=R.
b) Koristiti indukeiju po n i m.
489. Neka su u prstenu R, [ i I ideali takvi da je
(i) L + I, =R,
(ii) Iy NI = {0}.

Dokazati da je prsten R izomorfan sa direktnim proizvodom ideala I i Io,

(R7+7 ) = (Il S 127+7 )

Resenje. Definisimo preslikavanje f : Iy x Iy — R sa f : (a1,a2) —
a1 + as.

Zbog uslova (i) f je surjektivno preslikavanje.
Ako su ay, by € Iy, ag, by € I takvi da je f((a1,a2)) = f((b1,b2)), onda

je a1 +az = by + bz, a1 — by = by — az, pa je
a1 — by =as—by € I1 N Is.
Prema tome, a1 = by, ao = bg, pa je f injektivno preslikavanje. Dakle, f je
bijekcija.
Ostaje da se dokaze da je f homomorfizam.
fl(a1,a2) + (b1,b2)) = f((a1 + b1,a2 + b)) = a1 + by + a2 + by =

=a1+as+b; +by = f((al, CLQ)) + f((bl, bg)).
Iz I - I € I) N Iy = {0} (zadatak 488) sledi da je ab = 0 za svako a € I; i
b e Iy, paje
f((a1,a2)(bi,b2)) = f((aibi, a2bs)) = a1by + azbs =

= a1b1 + a1by + asby + asby = al(b1 + b2)+
+a2(b1 + bg) = ((11 + ag)(bl + bz) = f((ah CLQ))f((b1, bg))

Dakle, f je izomorfizam prstena R i direktnog proizvoda Iy X Is.

490. Neka su R i Ry prsteni sa jedinicom. Dokazati da je u prstenu
R x Ry (zadatak 380) podskup I ideal ako i samo ako je I = I; x I, gde je
Iy ideal prstena Rq, a Iy ideal prstena Ra.
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491. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom koji je direktan
proizvod kona¢nog broja polja.

Dokazati da prsten R ima kona¢no mnogo ideala.

492. Neka je I ideal komutativnog prstena sa jedinicom R. Dokazati
da je skup S = 1 + I multiplikativno zatvoren.

493. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i S7 C So dva multi-
plikativno zatvorena skupa R. Dokazati da je

STH(S3'R) = S3 M (ST'R) = S 'R,

(S7!R je definisano u 2.58).

494. Neka je S multiplikativno zatvoren skup komutativnog prstena R,
aliJidealiu R.

Dokazati:

(i) ST+ {x|x=a/s, acl, scS}jeideal u S~'R (2.58),
(i) S7Y(I+J)=S5"1t1+85"1J

(iii) S~YI-J)=(S7)-(S~1J),

(iv) STH(InJ)=8"tInsS-1J

Uputstvo. Koristiti

n n

Zn:(ci/s):(znzci)/s, Z (a;bi/s) = Z (ai/s)(bis/s),
i=1

i=1 i=1 i=1

n

n
Z (ci/si) = ( Z CiS1...8i—1Si+1--- Sk)/8182 ... Sk
=1

i=1

2.5 Maksimalni i prosti ideali

495. U prstenu celih brojeva Z odrediti sve maksimalne ideale.

Rezultat. Ideal I je maksimalan ako i samo ako je I = (p), gde je p
prost broj.

496. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, a M njegov ideal.
Dokazati da je M maksimalan ideal ako i samo ako je R/M polje.
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Resenje. Neka je M maksimalan ideal prstena R i neka je a € R, a &€
M. Jednostavno se proverava da je skup M + aR svih elemenata oblika
m+ax, m € M, x € R, ideal u R. Taj ideal sadrzi M i a & M, pa kako je
M maksimalan ideal sledi da je konstruisani ideal ceo prsten R. Tom idealu
pripada i jedinica, pa je za neko b € R

1 =m+ ab.
To znaci da je u faktor prstenu R/M,
(a+M)b+M)=ab+M=1-m+M=1+ M.

Dakle, u R/M za bilo koji suskup a + M # M postoji multiplikativni in-
verzni element b + M, R/M je komutativan prsten sa jedinicom (jer je R
komutativan prsten sa jedinicom), pa je R/M polje.

Obrnuto, pretpostavimo da je R/M polje. Ako M nije maksimalan
ideal postoji ideal I razli¢it od M i R koji sadrzi M. Ako je a proizvoljan
element iz R, a b proizvoljan element iz I \ M, onda, s obzirom da je R/M
polje, postoji suskup = + M takav da je

a+ M=+ M)(x+ M).

Odavde je
a—bxe M,

a kako je M C I, sledi da a — bx € I. Medutim, b € I, pa odatle sledi a € I,
tj. I = R, §to je kontradikcija. Prema tome, M je maksimalan ideal.

497. U komutativnom prstenu sa jedinicom R pravi ideal M je maksi-
malan ako i samo ako za svako r ¢ M postoji z, € R tako da je 14+rx, € M.
Dokazati.

Resenje. Neka je M maksimalan ideal. Tada jezar & M, M +rR =
R, jer je M 4+ rR ideal koji strogo sadrzi M. Tada je za neko m € M i
reM, m+rx=1, pajezax, =—x, 1 +rx, € M.

Obrnuto, ako za svako r € M postoji x, € R takvoda je 1 +rx, =m €
M, tada ideal M + rR sadrzi 1, pa je M + rR = R na osnovu zadatka 471.
Dakle, ako M CTiM # I,ondaza Re I\M, rRCIiM+rRCI,tj.
I = R, pa je M maksimalan ideal.

498. Neka je P pravi ideal komutativnog prstena R. Dokazati da su
sledec¢i uslovi ekvivalentni:
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(i) Za svako a,b€ Rizabe Psledia e Pilibe P.

(ii) Za svaka dva ideala A, B prstena R iz A-B C P sledi A C P ili
B C P (v. 2.3612.37).

Resenje. (i) = (ii) Neka AB C P, ali A Z P i B ¢ P. Tada postoje
a€ A\Pibe B\P, pazbog (i) ab ¢ P,noab € AB C P, §to je kontradikcija.

(ii) = (i) Ako ab € P, tada i (a)(b) C P. Zbog (ii) (a) C P ili (b) C P,
paa€ Pilibe Pjerac(a)ibe (b).

499. U komutativnom prstenu sa jedinicom, pravi ideal I je prost ako
i samo ako je skup R\ I multiplikativno zatvoren.

500. Dokazati da je ideal P komutativnog prstena sa jedinicom R prost,
ako i samo ako je R/P domen integriteta.

Regenje. Neka je P prost ideal i neka sua,b € R/P, @+# 0, b# 0. Ako
jea=a+P, b=b+ P postojea#0ib#0,slediag Pibg¢ P. Tada
ab & P, jer je P prost ideal, pa je ab # 0 (videti prethodni zadatak).

Obrnuto, ako je@ =0, aa@ # 0, b # 0, toznacidaa € P, b € P, a
ab € P, tj. P nije prost ideal.

501. Dokazati da je u komutativnom prstenu sa jedinicom svaki mak-
simalan ideal prost.

502. Dokazati da je u domenu integriteta R u kome su svi ideali glavni,
svaki prost nenula ideal maksimalan.

Resenje. Neka je (z) # 0 prost ideal i (y) 2 (z), (y) # (z). = € (y),
tj. = yz, a tada i yz € (x), pa posto je (z) prost ideal (2.37) to ili y € ()
ili z € (x).

Posto y & (z), jer (y) strogo sadrzi (z), to z € (x) i neka je z = vz.
Tada je

x =yz = yvr,
tj.
z(1—yv) =0.

R je domen integriteta pa je yv = 1, tj. y ima multiplikativni inverzni
element, pa je (y) = R.

503. Neka je R domen integriteta u kome svaki skup S ideala sadrzi

ideal I takav da nijedan drugi ideal J € S nije sadrzan u I (ideal I nazivamo
minimalni element skupa S). Dokazati da je R polje.
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Resenje. Neka je a € R, a # 0. Posmatrajmo skup ideala

{(a)7 (GQ), ceey (a”), .. }

Ocigledno vazi (a) D (a?) D ... D (a®) D ... . Neka je (a¥) minimalni
medu njima. Tada je (a¥) D (a**'), medutim, zbog minimalnosti ideala
(a*) mora biti (a*) = (a¥*1). Odatle je a* = a**'r, za neko r € R, pa je
a®(1—ra) = 0. R je domen integriteta, pa je ra = 1, tj. a ima multiplikativni
inverzni element. Prema tome, R je polje.

504. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom u kome svaki skup
ideala ima minimalan element u odnosu na inkluziju (v. prethodni zadatak).
Dokazati da je u R svaki prost ideal maksimalan.

Uputstvo. Dokazati da se uslov o maksimalnosti oGuvava u faktor prste-
nu, formirati faktor prsten R/P, gde je P prost ideal. R/P je domen in-
tegriteta (2.54), a na osnovu prethodnog zadatka R/P je polje, pa je zbog
zadatka 496 P maksimalan ideal.

505. Neka je R domen integriteta sa kona¢nim brojem ideala. Dokazati
da je R polje.
Uputstvo. Ako je broj ideala u R konacan, tada svaki skup ideala ima

minimalan element. Primeniti zadatak 503.

506. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom u kome je svaki ideal
prost. Dokazati da je R polje.

Resenge. (0) = {0} je prost ideal po pretpostavci, pa iz ab = 0 sledi
a=0ili b =0, tj. R je domen integriteta.

Za a # 0 (a?) je prost ideal, pa iz aa = a? € (a?) sledi a € (a?). Znadi
da postoji x € R takvo da je a = a®x tj. a(l — ax) = 0. R nema delitelje
nule, pajel —ax =0,tj. ar =1iz =a""

507. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom c¢ija je svaka homo-

morfna slika domen integriteta. Dokazati da je R polje.

Uputstvo. Koristiti prethodni zadatak, ¢injenicu da je svaka homomortf-
na slika prstena R izomorfna faktor prstenu R/I i zadatak 500.

508. Neka je R komutativan prsten i neka su Iy, Is, ..., I, ideali u R,
a P prost ideal u R. Dokazati da iz

n
P2 (I sledi P2I, zanekok=1,2,...,n.
=1
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Resenje. Neka za svako k = 1,2,...,n I € P, tada postoje zp € Iy
takvida je xx € Pza k=1,2,...,n. Ali tada

n
1wy an€h-I-... I, C (L CP,
i=1

pa posto je P prost ideal mora biti neki x; € P, sto je kontradikcija.

509. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, I proizvoljan ideal u
R,a P, Ps,..., P, prosti ideali u R. Dokazati da iz

n
IC|JP sledi ICP;, zaneko je€{1,2,...,n}.
i=1

Resenje. Dokaz ¢emo dati indukcijom po broju n prostih ideala.

Za n =1 je tvrdenje ocigledno tacno.

n
Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za n — 1 i neka je I C |J P;. Pret-
i=1
postavimo sada da je za svako j =1,2,...,n

IZP1U...UPJ‘_1UPJ‘+1U.,,UP7L: P;.

n n
Neka je aj € I\ U P, j =1,2,...,n, akako I C |J P sledi da
=
n
a; € Pj. Posmatrajmo element z = a1 + azaz...a, € I C | F;. Posto

=1

n
z € U P, postoji j € {1,2,...,n} tako da je z € P;.
i=1

Ako je j =1 tada asas...a, = ¢ —ay € Pi, a posto je P prost ideal
sledi da za neko k € {2,...,n} ap € Py, §to protivreci izboru ay, ..., a,.

Ako je j > 1, tada a; = x —azas3...a, € P}, sto je takode kontradikcija.
Iz ovih protivrecnosti sledi da pretpostavka za svako j = 1, 2 , 1

I1¢ U P; nije tacna. Prema tome, za neko j € {1,2,...,n}je I C U P, tj.
=1

7,73] ’L;J
I je sadrzano u uniji (n—1)-og prostog ideala, pa po indukcijskoj pretpostavci
I je sadrzano u nekom od tih ideala. Dakle, iz pretpostavke da tvrdenje vazi
za n — 1 dokazali smo da vazi za n, pa je time dokaz dovrsen.



194

II. PRSTENI

PRIMEDBA. Za n = 2 ne mora da se pretpostavi da su ideali P; i P,
prosti.

510. Neka je u komutativnom prstenu sa jedinicom R, P prost ideal
takav da je R/P konacan prsten. Dokazati da je P maksimalan ideal.

Uputstvo. Koristiti zadatke 415 i 500.

511. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom takav da za svako
x € R vazi 2" = x, gde prirodan broj n zavisi od .

Dokazati da je u prstenu R svaki prost i ideal maksimalan.

Resengje. Neka je I prost ideal u R. Tada je R/I domen integriteta
(zadatak 500). Oznac¢imo sa f prirodni homomorfizam f : R — R/I. Neka
je x € R proizvoljan element takav da je f(z) # 0 (sa 0 oznacavamo neutralni
element u prstenu R/I, tj. klasu I). U R/I ¢e takode vaziti (f(z))" = f(x),
pa je f(z)((f(z))""! —1)=0.

Posto je R/I domen integriteta i f(z) # 0 sledi da je (f(z))" ! —1=0,
pajezan >2 f(z)((f(z)" 2 =1,tj. (f(z))" 2 je multiplikativni inverzni
element za f(x) i R/I je polje. Ako je n = 2, tada je f(z) = 1, pa je i
(f(x))™' = f(x) i R/I je opet polje. Na osnovu zadatka 496 sledi da je I
maksimalan ideal, Sto je trebalo dokazati.

(Za prirodni homomorfizam f : R — R/I je f(z) =0 <= z € I, pa
ne moze biti za svako x € R f(z) = 0, jer bi to znacilo da je I = R, au
definiciji prostog ideala se zahteva da je I # R.)

PrIMEDBA. Da bi se pojednostavilo resenje ovog zadatka data je pret-
postavka da je R komutativan prsten. Medutim, ova pretpostavka je suvisna
s obzirom na teoremu N. Dzejkobsona (N. Jacobson): ako za svaki element z
prstena postoji prirodan broj n(x) > 1 takav da je 2™ = 2, onda je prsten
komutativan.

Literatura:

1. Herstein, An elementary proof of a theorem of Jacobson, Duke Math.
Journal, 21 (1954), 45-48.

512. Neka je Z[x| prsten polinoma sa celim koeficijentima i p prost
broj. Dokazati:

a) Ideal I generisan sa x i p nije glavni.

b) I je maksimalan ideal.
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c¢) Glavni ideal (p) je prost, a nije maksimalan.

513. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, a I maksimalan ideal
u R.

Dokazati da prsten R/I k k€N, ima ta¢no jedan maksimalan ideal i
to jeideal I/I*. (I*=1-I-...-1, k puta).

Resenje. Iz defincije ideala neposredno sledi I D I*. S obzirom na 2.53
dovoljno je dokazati da ne postoji drugi maksimalan ideal u R, razli¢it od
I, koji sadrzi I*. Neka je J, J # I, maksimalan ideal u R koji s sadrzi I*.
Posto je maksimalan ideal u komutativnom prstenu prost (zadatak 501) iz
karakterizacije prostog ideala (zadatak 498) sledi da je I C J, paje I = J.

514. Neka je R prsten sa jedinicom koji ima tactno jedan maksimalan
levi ideal M. Dokazati:

a) M je skup svih elemenata iz R koji nemaju levi multiplikativni in-
verzni element.

b) Nijedan element iz M nema desni multiplikativni inverzni element.

Resenje. a) Nijedan element iz M nema levi multiplikativni inverzni
element, jer 1 € M. Obrnuto, ako x iz R nema levi multiplikativni inverzni
element, tada je Rx # R, pa je Rx C M jer se svaki levi ideal sadrzi u nekom
maksimalnom levom idealu (2.26). No tada je i 1z = 2 € M, pa je M skup
svih elemenata iz R koji nemaju leve multiplikativne inverzne elemente.

b) Pretpostavimo da je zy = 1 za x € M iy € R. Tada je
(I—ya)y=y—-ylxy) =y —y=0.

S druge strane, yz € M, pa 1 —yx ¢ M (jer bi inate yx + (1 —yzx) = 1
pripadalo M), a to zna¢i da 1 — yz ima levi multiplikativni inverzni element
z. Odatle sledi

y=2z(1—yzr)y=20=0,
Sto je protivrecno sa zy = 1, pa nijedan element z € M nema desni multi-

plikativni inverzni element.

PRIMEDBA. Analogno se dokazuju odgovarajuéa tvrdenja za desne ide-
ale.

515. Dokazati da prsten sa jedinicom R ima jedinstven maksimalan
levi ideal M ako i samo ako je R\ M skup svih invertibilnih elemenata u R.
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Resenje. Neka R ima jedinstveni maksimalan levi ideal M i neka je
x ¢ M. Tada, na osnovu prethodnog zadatka, postoji y € R takvo da je
yr = 1.

Bar jedan od elemenata xy ili 1 — zy ima levi inverzni element, jer bi
inace oba pripadala idealu M, pa bi i njihov zbir pripadao M, tj. 1 € M,
§to je protivrecnost. (Iz 1 € M sledi M = R (zadatak 471), a kako je
M maksimalan levi ideal mora biti M # R). 1 — xy ne mozZe imati levi
miltiplikativni inverzni element s, jer bismo imali s(1 — zy) = 1, a tada je

x=s(1—zy)r =sx—sx(yr) =sx—sx-1=0¢€ M,

Sto protivreci pretpostavci x ¢ M. Dakle, postoji z € R tako da je zxy = 1,
pa je zzxyr = x, tj. * = zz(yx) = zx - 1 = zx, Sto konacno daje zy = 1,
pa je x invertibilan element. Na osnovu prethodnog zadatka, u M nema
invertibilnih elemenata, pa je R\ M skup svih invertibilnih elemenata.

Obrnuto, neka levi ideal M ima osobinu da je R\ M skup svih inver-
tibilnih elemenata. Tada iz J € M za neki levi ideal J, sledi da je J = R,
jer J sadrzi element = ¢ M tj. invertibilan element (zadatak 472). Prema
tome, sem M drugih pravih levih ideala (koji nisu sadrzani u M) nema u R,
pa je M jedinstven maksimalan levi ideal.

PRIMEDBA. Analogno se dokazuje odgovarajuce tvrdenje za desne ide-
ale.

516. Neka je R prsten sa jedinicom koji ima jedinstven maksimalan
levi ideal M. Dokazati:

a) M je dvostrani ideal koji sadrzi sve prave leve i sve prave desne ideale
prstena R.

b) R/M je telo.

Resenje. a) Za proizvoljno r € R, Mr je levi ideal, pa posto je M
jedinstven maksimalan levi ideal mora biti Mr C M, tj. M je dvostrani
ideal. Preostaje jos da dokazemo da M sadrzi sve prave desne ideale prstena

R.

Ako je I pravi desni ideal u R, onda nijedan element iz I ne moze imati
desni multiplikativni inverzni element (jer bi na osnovu zadatka 472 bilo
I = R), a to znaci ni miltiplikativni inverzni element. Na osnovu prethodnog
zadatka sledi da je I C M.

b) Nekajex+ M € R/M, x +m # 0+ M = M, pa x ¢ M. Na osnovu
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zadatka 515 z ima multiplikativni inverzni element y, pa je
(t+M)(y+M)=zy+M =1+ M,
Sto znaci da je R/M telo.

517. Neka je R prsten sa jedinicom u kome postoji jedinstven maksi-
malan ideal M. Dokazati da su u prstenu R jedini idempotenti 0 i 1.

Resenje. Neka je e idempotent razlicit od 01 1. Tada je e(1 —e) = 0,
pa su e i e — 1 delitelji nule, tj. ideali (e) i (1 — e) su netrivijalni ideali
prstena R. Svaki pravi ideal je sadrzan u maksimalnom idealu (2.35), pa se
eil—esadrze u M, jer je M jedinstveni maksimalan ideal. To znaci da je
1=e+ (1—¢) € M, sto je protivreénost, jer je M pravi ideal u R.

518. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, P prost ideal u R.
Dokazati da S~!R ima jedinstven maksimalan ideal S~!P, ako je S = R\ P.

519. Neka je R prsten sa jedinicom u kome zbir dva elementa koji
nemaju multiplikativne inverzne elemente takode nema multiplikativan in-
verzni element. Dokazati da R ima jedinstven maksimalan levi ideal.

520. Neka je R prsten sa jedinicom koji ima ta¢no jedan maksimalan
levi ideal M. Dokazati da su u R jedini idempotenti 0 i 1.

Resenje. Neka je a € R, a # 0, a # 1, idempotent. Tada jei 1 —a
takode idempotent: (1 —a)? =1 —2a+a = 1 — a. Takode je a(l —a) = 0,
tj. a 1 1 — a su delitelji nule, pa a i 1 — a nemaju multiplikativne inverzne
elemente. Na osnovu zadatka 515 sledi da a € M i1 —a € M, pa je i
l=a+(1—a)e M,tj. M =R, sto je protivrecnost.

521. Neka je M maksimalan ideal u komutativnom prstenu sa jedini-
com R u kome za svako x € M, 1+ x ima multiplikativan inverzni element.
Dokazati da je M jedinstven maksimalan ideal.

Resenje. Ako y € R\ M, tada je M + yR = R jer je M maksimalan
ideal, pa je x + yt = 1 za neko t € R, odnosno yt =1 —x =1+ (—z). Prema
tome, yt ima multiplikativni inverzni element 3/, pa je ty’ multiplikativni
inverzni element za y. Dakle, svaki element iz R\ M je invertibilan. U M
nema invertibilnih elemenata (jer bi u tom sluc¢aju bilo M = R), pa je R\ M
skup svih invertibilnih elemenata. Na osnovu zadatka 515 M je jedinstven
maksimalan ideal.

522. Neka je F[[z]] prsten formalnih stepenih redova nad poljem F
(zadatak 376). Dokazati da F[[x]] ima jedinstven maksimalan ideal.
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Uputstvo. Koristiti zadatak 480.

2.6 Prsten polinoma

523. Ispitati svodljivost slede¢ih polinoma nad poljem racionalnih bro-
jeva Q :
a) x? +4z+2, b) 2% — 2?4,
c) x*—102% +1, d) 42® - 2%+ x4+ 1,
e) x3+322+6x+3, f) 2°0+ 14z — 56.

Resenje. a) Ako je polinom drugog stepena svodljiv nad nekim poljem,
tada je on proizvod dva linearna polinoma sa koeficijentima iz tog polja, tj.
on ima nulu u datom polju. Medutim, 22 + 4z + 2 nema racionalne nule, pa
je, prema tome, nesvodljiv nad poljem Q.

b) Sliéno, ako je polinom treceg stepena svodljiv nad nekim poljem
onda on mora imati bar jedan linearan faktor, tj. bar jednu nulu u tom
polju. Jedine moguée racionalne nule polinoma 23 — 22 — 4 su faktori broja
4, tj. £1,£2, £4. Proverom utvrdujemo da je x; = 2 nula datog polinoma,
koji je, prema tome, svodljiv nad Q

23— 2? 4= (z-2)(2*+z+2).

c¢) Ako je polinom cetvrtog stepena svodljiv nad nekim poljem, onda
postoje dve moguénosti. Ili dati polinom ima jedan linearan faktor sa ko-
eficijentima iz polja (a to zna¢i da ima nulu u datom polju) ili je jednak
proizvodu dva nesvodljiva kvadratna polinoma.

41 nisu nule datog polinoma, pa on nema racionalne nule. Prema tome,
ako je dati polinom svodljiv, on je proizvod dva polinoma drugog stepena:

gt = 1022 + 1 = (2 + az + b) (2% + cx + d),

gde su a,b,c,d € Z (poznato je da ako se polinom ¢iji su koeficijenti celi
brojevi moze rastaviti u proizvod polinoma sa racionalnim koeficijentima,
onda se on moze rastaviti i u proizvod polinoma sa celim koeficijentima).
Odatle je

a+c=0, b+ac+d=-10, bc+ad=0, bd=1.
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Iz ovog sistema jednacina lako se dobija da mora biti ili a? = 10 + 2,
medutim takav ceo broj a ne postoji, ili je a = 0 i b*> + 10b + 1 = 0, §to
takode nema resenje u Z, pa, prema tome, dati polinom je nesvodljiv nad Q.

d) Polinom je nesvodljiv nad Q.

e) Prost broj 3 je delitelj svih koeficijenata polinoma sem vodeéeg, 32
nije delitelj slobodnog ¢lana, pa je dati polinom nesvodljiv nad Q na osnovu
Ajzenstajnovog kriterijuma (2.71).

f) Nesvodljiv na osnovu Ajzenstajnovog kriterijuma.

524. Polinome
fl@y=2*—-1 i g(z)=42" +42* — 132® — 112> + 102 + 6

rastaviti u proizvod nesvodljivih polinoma nad poljem
a) Q, b) R, ¢) C.
Rezultat.
f(z)=(z—-1)(z+1)(z2+1) nad Q iR,
flz)=(z-1)(z+1)(x+1i)(r—i) nad C.
g(z) = (x—1)2z+1)(2x +3)(#®> —2) nad Q,
g(x) = (x—1)(2x+1)(2z+3)(z — vV2)(x ++2) nad R i C.
525. Ispitati svodljivost polinoma:
a) 13 + 1z +1,
b) 223 + 322+ 22+ 3

nad poljem Zs.
Rezultat. a) Nesvodljiv, b) svodljiv.

526. Nad poljem Zs polinom 3z3 4 422 + 3 se moze rastaviti u proizvod
nesvodljivih polinoma na ,,dva” nacina

308+ 402 +3 =Tz +2)2Br +2) = (Te +2)(Tx + D) Bz + 1).
Objasniti zasto ovo ne protivreci teoremi o jedinstvenoj faktorizaciji.

Resenje. Poznato je da se polinom f(z) nad poljem F' moze na jedin-
stven nacin prikazati kao proizvod nesvodljivih normalizovanih polinoma nad
F (tj. polinoma ¢iji su vodeéi koeficijenti jedinice).
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Kako je
3+ 1=3(1zx+2),

3x+2=3(1z+4),
vidimo da se u oba sluc¢aja radi o istoj faktorizaciji:

323 +42% +3 =3(1x +§)2(T3: +4).

527. Primerom pokazati da algoritam deljenja (opisan u 2.68) za poli-
nome f, h € R[z], gde je R prsten sa jedinicom, ne vazi ako vodeéi koeficijent
polinoma h nije invertibilan element u R.

Resenje. Neka je R =71 f(z) = 2%, h(x) = 2x i pretpostavimo da je
22 =q(x) - 2z + r(x)
gde je degr(z) < 11ili je r(x) = 0. Posto je Z domen integriteta mora biti
deggq(x) =1, pajeq(z) =ax+b, a,beZ, i
z? = (ax +b) - 2z + r(x).
Odavde sledi da je 2a = 1, §to je protivre¢nost jer je a ceo broj.

528. Ako je polinom p(z) nesvodljiv nad poljem F, onda je i polinom
p(z + a), za svako a € F, nesvodljiv nad F. Dokazati.

Resenje. Pretpostavimo da je p(z + a) svodljiv nad F,

p(z +a) = q(z)s(z),
gde su ¢(z) i s(z) polinomi pozitivnog stepena. Ako u gornju jednakost
stavimo x — a umesto x, bice
p(z) = q(z — a)s(z — a),

a polinomi ¢(x — a) 1 s(z — a) su pozitivnog stepena, tj. p(z) je svodljiv. Iz
ove protivrec¢nosti sledi da je p(z + a) nesvodljiv nad F.

529. Odrediti za koji racionalan broj a je polinom z* + a nesvodljiv
nad poljem Q.

Rezultat. Sliénim postupkom kao u zadatku 523 c) se dobija da je z* +a
2

nesvodljiv na Q ako i samo ako je a # —b® i a # CZ’ b,c € Q.
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530. Resiti jednacinu
ax* +bxd +cx’ +br+a=0

nad poljem kompleksnih brojeva C (a # 0).
1 1
Uputstvo. Koristeéi smenu y = = + — (y? = 2% + — +2) i deleci
x x

jednaginu sa 22 (pokazati da = = 0 nije resenje) dobija se

a(y? —2) + by +c=0.

531. Rastaviti u proizvod nesvodljivoh ¢inilaca nad poljem R

a) z*+1, c) a*+4x3 +82% +4x + 1,
by zt42241, d) 434?441

Rezultat.

a) 2t 4+ 1= (22 + V22 + 1)(2? — V22 + 1),

bzt 422+ 1= (2?2 +z+1)(2? -2 +1),

c) 2t + 423 + 822 +4r + 1=

=@+ 2+ V2)z +3+2V2)(2? + (2 - V2)z + 3 - 2V2),

VS 15
2 2

a4+ Fr+1=(2+ + 1) (2 +

x+1).

532. Dat je polinom p(z) = 2° — 209z + 56 nad poljem racionalnih

brojeva Q. Ako se zna da p(z) ima realne nule z; i — faktorizovati p(z) nad
x1
Q.
1
Resengje. Podelimo p(x) sa (x — x1)(x — x—) = 2% — Xz + 1 gde je
1
1
A =1z + — iizjednac¢imo ostatak sa nulom. Dobija se
T
(AT — 302 — 208)x + A3 — 2\ + 56 = 0,

a odatle je

(%) M 322 -208=0 i A\ —2\-56=0.
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Ako drugu jednac¢inu pomnozimo sa A i oduzmemo od prve (o¢igledno je
A # 0), dobijamo
A% — 56 + 208 = 0.

ReSenja poslednje jednacine su A\; = 4 i Ao = 52, od kojih jedino A = 4
zadovoljava obe jednacine (x), pa je

p(x) = (2? — 4z + 1)(2® + 42® + 152 + 56).

533. Dat je polinom
p(x,y) = az® + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f

sa realnim koeficijentima.

Koji uslov moraju da zadovoljavaju koeficijenti polinoma p(z,y) da se
p(z,y) moze rastaviti u proizvod dva linearna faktora u R[x,y] ?

Resenje. Da bi se p(x,y) mogao rastaviti u proizvod dva linearna fak-
tora u Rz, y] potrebno je i dovoljno da kvadratna jedna¢ina po z

az® +2(by + d)z + cy® + 2ey+ f =0

¢iji su koeficijenti iz R[y] ima resenja u R[y], tj. da je diskriminanta tacan
kvadrat:

A(by +d)* —alcy® +2ey + f)) = (k(y))®,  k(y) € R[y,
.

2
(b* — ac)y® + 2(bd — ae)y + d*> — af = <k:(2y)> .

Ovaj kvadratni trinom po y C¢e biti tacan kvadrat ako samo ako je
njegova diskriminanta jednaka nuli, Sto nam daje ekvivalentan uslov

(bd — ae)? — (b* — ac)(d* — af) = 0.
534. Koji uslov moraju da zadovoljavaju koeficijenti polinoma
2t + az® + ba® + cx + d € R[z]
da se smenom = = y + h dobije polinom oblika

vt +py +q.
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Rezultat. 8c = (4b — a?)a.

535. Neka su f(z), g(z) € F[z], a € F, gde je F polje. Dokazati:
a) (f(z) +g(@))" = f'(z) + g'(x),

b) (af(x)) = af'(x),

c) (f(x)g(x)) = f'(z)g(x) + f(x)g'(x),

d) ((f@)") = n(f(@))" " f'(z), neEN.

536. Neka je a nula polinoma f(x) € F[z], gde je F polje. a je
vigestruka nula polinoma f(z) ako i samo ako je f’(x) = 0. Dokazati.

Resenje. Neka je f(a) = f'(a) = 0. To znaci da je f(z) deljiv sa z — a,

pa je
f(z) = (x = a)q().
Odatle je
fl(@) = q(z) + (z — a)q'(2),
odnosno

f'(a) = q(a) = 0.
Dakle, a je nula polinoma ¢(x), a to znaci da je a viestruka nula polinoma
f(z).

Pretpostavimo da je a viSestruka nula polinoma f(x). Tada je
f(@) = (x = a)q(x), q(a) =0,
pa je
f'(@) =q(z) + (z — a)q'(2),
odakle odmabh sledi da je f'(a) = 0.

537. Za koje vrednosti a € Q polinom 2° —5z—a nad poljem racionalnih
brojeva ima visestruku nulu?

Resenge. Ako je b visestruka nula datog polinoma p(x), onda je

p(b) =0 —5b—a=0

p'(b) = 5b — 5 =0.

Iz ovih jednacina sledi b* = 1 i a = b> — 5b = —4b, odnosno a = +4.
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538. Dokazati da u prstenu polinoma Q[z] vazi teorema analogna
n

velikoj Fermaovoj teoremi, tj. ne postoji reSenje jednacine p" + ¢" = r”,
p,q,r € Q[z], n prirodan broj veéi od 2.

Resenje. Pretpostavimo suprotno. Neka su p, ¢ i r polinomi sa racional-
nim koeficijentima za koje je
(1) pt gt —r" =0, n > 2.

Moze se pretpostaviti da su ovi polinomi uzajamno prosti po parovima, jer
ako dva polinoma imaju zajednicki faktor, tada se odmah vidi da je i treéi
deljiv tim faktorom, pa se zajednicki faktor moze skratiti.

Neka je a stepen polinoma p, b stepen q, ¢ stepen r i neka jea > b > c.
Ako se jednakost (1) diferencira i skrati sa n, dobija se
(2) pn—lp/ + qn—lq/ _ ’l“n_l’l"/ —0.
Kada se jednakost (1) pomnozi sa 7/, a (2) sa r i oduzmu dobija se da je

P —pr') — " g — q'r) =0,

pnfl(

p/T —pT'/) _ qnfl(qr/ _ q’r),
pa p" 1| (¢r' — ¢'r). Posmatrajuéi stepene polinoma p, ¢ i r dobija se da je
(n—1)a <b+c—1 §to je nemoguée zan >2ia>b>c.

Dokaz je analogan i za sve ostale medusobne odnose stepena a, b, c.

539. Za koje vrednosti a,b € Q je polinom
f(x) = azx"™ + b2 — 1

deljiv sa (z — 1)%?

Resenge. Ako je dati polinom deljiv sa (z —1)2, onda je 1 bar dvostruka
nula tog polinoma, pa stoga mora biti

f)=a+b+1=0, f(1)=(n+1a+nb=0.

Odavde je
a=n, b=—(n+1).

540. Nadi uslov koji moraju da zadovoljavaju a i b da bi polinom
2® +ax® +b, nad poljem racionalnih brojeva Q, imao dvostruki koren razli¢it
od nule.
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Rezultat. a # 0 i 31256 4 108a® = 0.
541. Dokazati da je polinom

f(x) = 22" —n(n+ Da"'2? + 2(n* — Da"z — n(n — 1)a™"!

deljiv sa (z — a)3, n €N,

542. Odrediti polinom p(z) treéeg stepena nad poljem racionalnih bro-
jeva takav da je p(z) deljiv sa x — 1, a daje medusobno jednake ostatke pri
delenjusax —2, x —3iz—4.

Resenje. Lako se vidi da je
px)=(z=-2)(z-3)z—-4)+a 1 p1)=0,

pa je a =6.

543. Neka su 7, i 7 ostaci pri delenju polinoma p(x) sa z — a odnosno
x —b, (a #b). Koliki je ostatak pri delenju p(z) sa (z —a)(x —b) ?

Resenje. Mora biti
(i) p(x) = q(z)(x — a)(x — b) + mz + n,
(ii) p(x) = ga(z)(x — @) + 74,
(iil) p(x) = qo(2)(x — b) + 0.
Za p(a) iz (i) i (ii) dobijamo da je

ma—+n =rg,
a za p(b) iz (i) i (iii) dobijamo

mb+n=ry.
Resavajudi sistem jednacina po m i n dobija se da je ostatak pri delenju p(z)
sa (x —a)(z —b)

z—b T —a

aafb—i_rbbfa

r

544. Ostaci pri delenju polinoma p(z) € Q[z]saz—1, x—2ix—3su 3,
7113 respektivno. Nadi ostatak r(x) pri delenju p(x) sa (x —1)(z—2)(z—3).

Rezultat. v(x) = 22 + 2 + 1.
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545. Izracunati ostatak pri delenju polinoma p(z) € R[z] sa 2+ 1, ako
je

a) p(z) = (cosa+ zsina)”,

b) p(z) = (a+ bx)™.

Resenje. a) Ako u

(cosa + xsina)” = (22 + 1)g(z) + kx +1
stavimo x = 7 dobiéemo ostatak

r(z) = xsinna + cos na.
b) Koristiti da je

a+bx:\/a2+b2<

\/CL;W + h) = Va2 +b? (cos ¢ + zsin @),
gde je ¢ = arctg g.
546. Neka je polinom p(x) € F[z], F polje, napisan u obliku
p(x) = po(a®) + ap1 (a¥) + 2°pa(a®) + ...+ 2" Tpp_1 (a),
pi(x) € Flz|, 1=0,1,...,k—1.

Dokazati da je ostatak pri deljenju p(z) sa z* — a

k—1

r(z) =po(a) +xzpi(a) + ...+ 2" "pr_1(a).

k

Resenje. Deleéi p;(x*), i =0,1,...,k — 1, sa ¥ — a dobijamo

pi(a®) = (¥ — a)ai(@®) + pi(a).
Ako dobijene vrednosti za p;(2*) zamenimo u p(x), dobijamo

p(z) = (2" = a)(qo(®) + zqu (z®) + ... + 2" g1 (2¥))+

xk_lpk_l(a).

+po(a) + xpi(a) + ... +
Kako je ostatak kod deljenja jedinstven, dobija se da je trazeni ostatak

r(z) = pola) + xzpi(a) + ...+ ¥ tpr_1(a).
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547. Neka je p(z™) polinom nad poljem racionalnih brojeva Q koji je
deljiv sa x — 1. Dokazati da je deljiv i sa ™ — 1.

548. Neka je p(z) = 2™ + 2™ 4 ...+ 2™ gde su ni,ng, ..., n, prirodni
brojevi. Dokazati da je p(z) deljiv sa q(z) =1+ 2 + 22+ ... + 2P~ ! ako i
samo ako je n; # n; (mod p) za i # j.

Uputstvo. Koristiti ¢injenicu da je 2P = 1 (mod ¢(x)) i da g(z) deli p(z)
ako i samo ako je p(z) = 0 (mod ¢(z)).

549. Neka je R komutativan prsten bez nilpotentnih elemenata i neka
je polinom p = ag+ a1z + ... +apz® delitelj nule u R[x]. Dokazati da postoji
element b # 0 u R takav da je bag = ba; = ... = bay = 0.

Resenje. Neka je ¢ = by + bz + ... + biz! € R[] takav da je pg = 0.
Tada je
apbo = 0,
arbg + apby =0,
azbg + a1b1 + agbo = 0,

apbo + ag—1b1 + ... + agby, = 0.

Ako je by # 0, onda se mnozeéi drugu jednacinu sa by, treéu sa b3 itd.,
poslednju sa b’g , dobija

CLObO = 0, albg = 0, (Igbg = 0, ceey akb]ngl = O7

tj. b’g“ = b je trazeni element.

Ako je bg = 0, tada se ponavlja opisani postupak koriste¢i umesto by
prvi razli¢it od nule koeficijent bs u q.

PrRIMEDBA. Tvrdenje navedeno u prethodnom zadatku moze se dokaza-
ti i bez pretpostavke da prsten nema nilpotentnih elemenata. Videti: W. R.
Scott, Divisor of zero in polynomial rings, Amer. Math. Monthly, 61 (1954),
336.

550. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom. Dokazati da polinom
f=ao+aix+...+apr’ € Rlr] ima multiplikativan inverzni element u R[x]
ako i samo ako ag ima multiplikativan inverzni element u R, a a1, as, ..., ax
su nilpotentni.

Resenje. Neka je fg =1, gde je g =bg+bi1x+ ...+ bnrz™. Neposredno
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sledi da je agbg = 1, tj. ag je invertibilan element. Pokazimo najpre da je ax
nilpotentan. Iz fg = 1 sledi
arbpy, =0,

arbm—1 + ar—1by =0,

pa je
agbm—1+ ag—1axbm =0,

tj. aibm—1 = 0.1z
arbm—2 + ap—1bym—1 + ag—2by =0
mnoZenjem sa a; dobijamo
3 2 2p
axbm—2 + ap_1agbm—1 + ar_2arby =0,

paje a%bm_g = 0. Nastavljajuéi ovaj postupak, kona¢no dobijamo a}?ﬂbo =

0, paje a’;“ = 0 jer by ima multiplikativni inverzni element ayg.

Neka je n < k prirodan broj takav da je a; nilpotentan za¢ =n+1, ..., k.
Posmatrajuéi koeficijente uz ™™, ... 2™ u fg = 1 i koristeéi ¢injenicu da
je skup N(R) nilpotentnih elemenata iz R, ideal u R, dobijamo da

anbm € N(R),
jer je
anbm + apy1bpm—1+ ...+ agby—i =0,

pa je
anbm = —an+1bm,1 — ... —agbg_i € N(R)

1z apbm—1 + an—1bym € N(R) sledi
an(anbm—l + an—lbm) = a%bm—l + an—lanbm € N(R),

pa je i a2b,_1 € N(R). Nastavljajuéi ovaj postupak iz a,bg + an_1b1 + . ..
dobijamo da a™'by € N(R) pa i

ap(a™by) = a™Maghy = o™ € N(R).

Neka je a1 = cic® = 0. Tada je as™ = 0, pa a, € N(R). Prema tome,

svi elementi ay,ar_1,...,a2,aq su nilpotentni.
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Obrnuto, pretpostavimo da je ag invertibilan u R, a da su a1, ae, ..., ag
nilpotentni. Polinom

h:a1x+a2x2+...+akajk

je nilpotentan (zadatak 434), pa f = ap + h ima multiplikativan inverzni
element (zadatak 433).

551. Dokazati da u prstenu polinoma F'[z] sa koeficijentima iz polja F’

vazi:
a) Svaki ideal u F[z] je glavni.
b) Ako su f(z),g(x) € F[z] i d(x) je najvedi zajednicki delitelj za f(z)
i g(z), tada je ideal generisan sa f(x) i g(x) generisan polinomom d(zx), tj.
(f(x), g(x)) = (d(2)).
Generalisati.

Uputstvo. Koristiti postupak slican postupku koji je primenjen prilikom
ispitivanja ideala u prstenu celih brojeva Z (zadatak 454).

552. Za polinome
flx)=223+22% i g(2)=T2" +22% + 1z
iz. Zs[x] naéi najvedi zajednicki delitelj d(x) i izraziti ga u obliku

d(x) = s(x) f(z) + t(z)g(x).

Resenje. Najveéi zajednicki delitelj éemo odrediti koriséenjem Eukli-
dovog algoritma.

Ako g(z) podelimo sa f(z), dobi¢emo koli¢nik

i ostatak r1(z) = 222 + 1z, tj.

(1) 9(x) = f(2)(2z +2) + 22° + Tz = f(2)q1(w) + ri(z).

Sada dobijenim ostatkom r;(x) delimo f(z), dobija se koli¢nik
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i ostatak r9(z) = 1z, odnosno

(2) f(2) = 22 + T2)(Tz +2) + Tz = r1(z)q2(z) + r2(2).

Nastavljajuéi ovaj postupak delimo r1(z) sa ro(z), koli¢nik je
q3(z) =2z + 1,

a ostatak rs(z) =0, tj.

(3) 2% 4+ Tz = Tx(2x + 1) = ro(x)g3(x).

Poslednji ostatak razlicit od nule je ro(x) = 1x i to je trazeni najveci
zajednicki delitelj: d(z) = 1z.

(Ukoliko je poslednji ostatak razli¢it od nule polinom koji nije normali-
zovan, da se dobije najveéi zajednicki delitelj treba taj polinom normalizo-
vati.)

Iz (2) je

(4) d(x) = f(x) —ri(r)ga(z),

a iz (1) se dobija da je

odnosno

553. Za polinome
fl@) =12+ T3+ T2 +2 i g(z) =Tz +2
iz Zs[z], nacéi najvedi zajednicki delitelj d(z) i izraziti ga u obliku

d(x) = s(x) f(z) + t(z)g(x).
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Resenje. Najveéi zajednicki delitelj éemo odrediti koris¢enjem Eukli-
dovog algoritma opisanog u prethodnom zadatku. Ako f(x) podelimo sa
g(z), dobijamo da je
(%) T+ T2+ T+ 2= (T2 +2)T+ 123 + T.

Ako sad Tz 4+ 2 podelimo ostatkom 1z3 + 1z, dobijamo
(s5) Tt +2 = (T2® + To)To + 22% + 2.
Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo

123 + 1z = (22° + 2)2x.

Poslednji ostatak razli¢it od nule je 222 + 2, pa se najveéi zajednicki delitelj
dobija kad se taj ostatak normalizuje. 27 'y Z3 je 2, pa je najvedi zajednicki
delitelj 2(222 4+ 2) = 122 + 1. Iz (**) dobijamo

Ako se sad 122 + Iz zameni vrednodéu iz (x), sledi

T2? +1=2T2* +2) + To((T2* + T2* + T2 +2) + 2(12* + 2)) =
= (2+422)(12* +2) + To(Tat + 123 + Tz + 2).
554. Odrediti najveéi zajednicki delitelj za sledeée parove polinoma sa
koeficijentima iz odgovarajuéeg polja:
a) fi(z) =2 —2? -~z +1,
=z*—322-22x+4, nad Q

<

=
8

~
|

Tz* + 323 + 322 + Iz + 2, nad Zs.

Q
w
—
8
~—
I
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Za svaki par polinoma f;(x), g;(x) najveéi zajednicki delitelj prikazati u
obliku

sz(x)f,(a:) + tl(:B)gl(:L’)

Rezultat.

2) 01 =5 (—a*+ 20+ Dfi(2) + (@~ (@),

1 1
b) z +1= (2 +2)fa(z) = o (2° + 32” + 8z + 24)ga (),

c) 12?2 +2 = (4= + 3) f3(z) + (1z? + 42 + 3)g3(x).

555. Neka su F' i K izomorfna polja. Dokazati da su F[z] i K|x]
izomorfni prsteni. Da li vazi obrnuto?

556. Neka je (Q*,-) multiplikativna grupa pozitivnih racionalnih bro-
jeva. Dokazati da je

(QJrv ) = (Z[J}], +)'

Uputstvo. Dokazati da se svaki element skupa Q1 moZe napisati u obliku

P ps? ... pp¥, za razlicite proste brojeve p; i jedinstvene cele brojeve a;.

557. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka je I ideal u R.
Dokazati da je I[x] ideal u prstenu polinoma R[z].

558. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka je f : R[x] —
R[z] datosa f : p(z) — p(x—a), p(z) € R[z]. Dokazati da je f automorfizam
prstena R[z].

559. Nadi sve automorfizme prstena Q[x].

Rezultat. Svaki automorfizam f prstena Q[z] je dat sa f(a) = «, za
svako o € Q, i f(x) = ax + b, a,b € Q, a # 0 i svako takvo preslikavanje je
automorfizam.

560. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom. Dokazati da prsten
polinoma R[z] sadrzi beskonaéno mnogo potprstena izomorfnih sa R|x].

Uputstvo. R[z] = R[z*], za k € N.
561. Dokazati da je

a) Z[z]/ (3, x) = Z3,

b) Z[x]/(6) = Zs[].
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Resenje. a) Posmatrajmo homomorfizam f : Z[z] — Z koji svaki poli-
nom iz Z[z] preslikava u njegov konstantan ¢lan i homomorfizam ¢ : Z — Zs
definisan sa ¢g(z) = z. gf je homomorfizam Z[z] u Zs, a njegovo jezgro
Ker (gf) je ideal koji sac¢injavaju svi polinomi ¢iji je konstantan ¢lan deljiv
sa 3, tj. ideal (3,z). Na osnovu 2.50 sledi da je

Z[z]/(3,x) = Zs.

b) Posmatrati homomorfizam f : Z[z] — Zg[z] definisan sa

flap+ariz+...+ap2"™) =ap+ a1z + ... +apz".

562. Dokazati:
a) ideal (x) je prost, ali nije maksimalan u Z[x],

b) ideal (y) je prost, ali nije maksimalan u Q[z, y].

nula. Ako je proizvod dva polinoma iz Z[z| polinom ¢iji je konstantni ¢lan
nula, onda bar jedan od tih polinoma ima konstantan ¢lan nula, dakle, ideal
(z) je prost. Medutim, taj ideal nije maksimalan jer je sadrzan, na primer,
u idealu (2, ) # Z[x].

b) Sliénim zaklju¢ivanje dobija se da je (y) prost ideal. Medutim, taj
ideal nije maksimalan jer je sadrzan u idealu (z,y) # Q[z, y].

563. Neka je I = (p(z)) glavni ideal generisan polinomom p(z) u
prstenu F'[z], gde je F' polje. Dokazati da se polinomi f(x) i g(z) iz F|[x]
nalaze u istom suskupu faktor prstena F[z]/I ako i samo ako f(z) i g(z)
daju isti ostatak pri delenju sa p(x).

Resenje. Pretpostavimo da je
fl@)+1=g(x)+1.
Tada u I postoji polinom h(z)p(x) tako da je
f(x) = g(x) + h(z)p(x).

Ako je r(z) ostatak pri deobi g(x) sa p(x), tj. ako je
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onda je

f(@) = q(@)p(z) +r(z) + Mz)p(z) = (h(z) + q(2))p(z) + r(z),
a to znaci da je r(z) ostatak i pri deobi polinoma f(x) sa p(z).

Obrnuto, ako je
f(x) = au(@)p(z) + r(z)

9(@) = ga()p(w) + r(2),
onda je
J@)+1 = qi@p@) +r(@) +1=r()+1=
— g(2) - @(@)p(e) + T = gla) + I,
pa f(z) i g(z) pripadaju istom suskupu.

564. Ako je p(z) svodljiv polinom, koji elementi faktor prstena
Flz]/(p(z)) imaju multiplikativni inverzni element ?

565. Neka je F' polje i p(x) € Flz]. Dokazati:

a) Ideal (p(x)) je maksimalan u F[x] ako i samo ako je p(x) nesvodljiv
nad F.

b) Flx]/(p(x)) je polje ako i samo ako je p(z) nesvodljiv nad F.
Uputstvo. Koristiti zadatke 502 i 496.

566. Dokazati da je ideal (2 + 1) maksimalan u prstenu R[z].
Uputstvo. Korsititi prethodni zadatak.

567. U polju Zs[z]/I, gde je I = (122 + Tz + 1), naéi multiplikativan
inverzni element za element 122 + 2 + I.

Resenje. Polinom 122 + 1z + 1 je nesvodljiv nad Zs (ako bi bio svodljiv
imao bi jedan linearan faktor, pa i nulu u Zs, a lako se proverava da dati
polinom nema nulu u Zs), pa je uzajamno prost sa polinomom 122+2. Prema
tome, postoje polinomi s(x) i ¢t(z) takvi da je

T=s(x)(T2? + To + 1) + t(x)(12? + 2).
Euklidovim algoritmom se dobija da je

s(z) =3x+3 i t(x)=2+4,
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pa otuda sledi da je 22 +4+ I multiplikativni inverzni element za Tz2+2+1.

568. U polju Q[z]/(x3 + 2z + 1) naéi multiplikativni inverzni element
za 12 + 1. (Sa 22 + 1 smo oznaéili suskup kome pripada polinom z? + 1.)

Resenje. Jedan od nac¢ina da se nade trazeni inverzni element je primena
Euklidovog algoritma kao u prethodnom zadatku. Pored toga, taj inverzni
element se moze odrediti i metodom neodredenih koeficijenata.

Svi suskupovi koji ¢ine dato polje su potpuno odredeni ostavima pri
deobi sa p(x) (8to sledi iz zadatka 563), tj. u svakom suskupu postoji tacno
jedan polinom stepena manjeg od 3, odnosno

Qlz]/(2® + 22+ 1) = {az? + bz + ¢ | a,b, ¢ € Q},

pa mozemo pisati

(2 4+1) - (ax? +bx +c¢) =1,

a odatle je

azt 4+ ba® + (a4 c)z? + bxr + ¢ = 1.

S obzirom da je

B=w3+2r+1—-20—1=-2x—-1, 2*=x-23=—-22—z,

bice

a(—2x2 —z)+b(—2x — 1)+ (a+c)x? +bx +c=
=(c—a)z®—(a+bx—b+c=1.

Prema zadatku 563 dva polinoma stepena manjeg od 3 nalaze se u istom
suskupu ako i samo ako su jednaki, pa mora biti

Z_(a+br—b+c=1,

(c—a)x
odakle se dobija sistem jednacina
c—a=0, —(a+b)=0, —b+c=1,

Cije je reSenje

1 b 1 . 1
a== =——, 1 c=<.
2’ 2’ 2
Prema tome, za 22 + 1 u polju Q[z]/(x® + 2x + 1) multiplikativni inverzni

element je

1
5(372—37—1—1).
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569. Dokazati da je:

a) Qz]/(z* +1) = Q[z]/(+* - 4),

b) Q[z]/(z? + 1) = Q[z]/ (2 + 2z + 2),
¢) Qz,y]/(z +y) = Q[z].

2.7 Simetri¢éni polinomi

570. U jednacini 22 — 7z 4+ A = 0 odrediti realan parametar )\ tako da
za reSenja x1 i x9 vazi r1 = 2x2.

Rezultat. A € {—6,6}.
571. Polinom

p(z) = ° — 132" + 672° — 1712 + 2162 — 108 € Q[z]

rastaviti na ¢inioce, ako se zna da jednac¢ina p(x) = 0 ima jedan trostruki i
jedan dvostruki koren.
Resenje. p(z) = (x — 21)%(x — 22)?, pa je
31 + 21 =13 i 32% + 23 + 6120 = 67.
Resavajuéi ovaj sistem jednacina dobija se x1 = 3 1 29 = 2, pa je p(z) =
(x —3)3(z — 2)2

572. U jednacini 2 — 923 + ma? — 8z + 6 = 0 odrediti vrednost realnog
parametra m tako da zbir dva korena bude jednak zbiru druga dva korena.

Resenje. Koristeci elementarne simetri¢ne polinome, dobijaju se sledeci

uslovi:
9
T1+x2 =23+ x4 = 5 (1 + x2) (w3 + 24) + 172 + T3T4 = M,
xlxg(xg + $4) + .%'31'4(.%1 + .%‘2) =38, x1Tox314 =6,
pa je
_ 793
36

573. Resiti jednacinu

x4—2m3—|—21:2—x—2:(),
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ako je zbir dva korena jednak jedinici.

574. Ako su sva tri korena polinoma

® —pr+q, p,gER, p>0,q>0,

3
realni, dokazati da za koren r najmanje apsolutne vrednosti vazi d <r< 2—(]
p p
Resenje. Posto je zbir korena nula, a proizvod negativan (¢ > 0), (v.
2.80), polinom ima dva pozitivna i jedan negativan koren. Neka su r,s it

koreni tako daje s> r >0,at=—(r+s). Iz
(x—7r)(z—s)(z+r+s)=x3—pr4q

dobijamo
p= r? 4+ rs+ s

q=rs(r+s).

2

Kako je s2>rs>r , iImamo

s +rs—2r? >0,
pa je
3(rs + %) = 2(r% + rs + 5?),
.
3
3 (rs+s%) > 12 +rs+ 52
Ako nejednakosti

3

rs+ s <r’+rs+si< 3 (rs + 5°)
pomnozimo sa T st 2 > 0 dobijamo
rs(r+s) 3 rs(r+s)
- 7 r g -,
r2 4+ 1rs+ 52 2 r2+rs+s?
odnosno 5
g < r < —q.
p 2p



218

II. PRSTENI

575. Neka je p(x) = 2® + ay? + bxr — 1, a,b € Z, nesvodljiv polinom
nad poljem racionalnih brojeva. Neka je r1 koren polinoma p(x), a r; + 1
koren polinoma q(z) = 2% + ca? + dx + 1, ¢,d € Z. Izraziti korene 75 i 73
polinoma p(x) pomocu ;.

Resenje. Posto je p(x) nesvodljiv nad Q, to je i p(x — 1) nesvodljiv nad
Q. Kako je 1 + 1 jedan koren polinoma p(z — 1), to p(z — 1) i ¢(z) imaju
zajednicki faktor (z—r1), a posto je p(x —1) nesvodljiv, to je p(z—1) = gq(x).
Otuda dobijamo da su koreni polinoma ¢(x) r1+ 1, ro+ 1, 73+ 1, pa je

rirgrs =1 1 (ri+1)(ro+1)(rs+1) = —1.
Iz gornjih jednakosti dobija se da su ro i 73 reSenja kvadratne jednacine

2
1 1
IE2 + mx_i_ 7:0
7’1(7'14-1) 71

Resavanjem gornje kvadratne jednacine dobija se

1 . r1+1
i rg=— .
r1+1 r1

ro = —

(Reéavanje kvadratne jednacine moze se izbeéi koristeci

r%+27“1+1+7“_r1+1+ 1

ri(ri+1) g ri+1’
1 1
pa se odmah vidi da su reSenja te jednacine — i - + )
ry+1 r1

576. Sledete simetri¢ne polinome prikazati pomoéu elementarnih si-
metri¢nih polinoma:

a) (zy + 2)(yz + 2) (22 +y),
b) (z+y)(y + 2)(x + 2),
c) zt +yt + 2t — 222y — 22222 — 29222,
Resenje. a) Ispitatemo najpre proizvod datog polinoma p(x,y,z) =
(zy + 2z)(yz + z)(zx + y) i polinoma zyz.
zyz - p(x,y,2) = (zyz + 22)(Zy37 + xz)(zxy + y2) =

= (o3 + 2%) (03 + y*) (03 + 2%) = 08 + (2® + y* + 2%)o3+
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+(a:2y2 + 222 + 22332)03 + 22y 22
Kako je
$2+y2+22 = (x+y+z)2—2(my+yz+zx) :a%—202,
22y 422 2% = (wy yr +22)? = 2@y 4 2)ayz =
= 05 — 2003,
bice
_ 3 2 2 2 2
o3p(x,y, z) = 03 + (0] — 202)03 + (03 — 20103)03 + 03,
odnosno
p(z,y,z) = ag + (0% — 209)03 + (0’% — 20103) + 03.
b) (z+y)(@+2)(y+2)=(01—2)(01 —y)(o1 — 2) =

=0} —o1(x+y+2) +o1(zy +yz + 22) — xyz = 0109 — 03.

c¢) Rezultat:
O'il — 40%0’2 + 8o0103.

577. Za jednacinu
2 —3x+1=0

naéi Njutnove sume s1, $2, . . ., Sg, korena x1, T2, x3 (2.82).

Resenje. Ovde je 01 =0, o9 = —3, pa e biti
s1=x1 +x2+x3 =01 =0,

S9 = 93% +£L‘% +x§ = (r1+z2+ x3)2 —2(x129 + 2173 + T2X3) = O'% — 209 = 0.

Iz date jednagine dobija se z3 = 3x; — 1, i = 1,2,3, pa je
_.3..3. .3 _ _
s3 =] + x5 + a3 = 3(x1 + 22+ 23) — 3 = =3,
takode je l’;l = 31’12 —x;, 1 =1, 2,3, odakle sledi
sy = xf + oy +ah =3t + 25 +23) — (x1 + a2 + 23) = 18.

Sliéno se dobija da je s5 = —15, sg = 57.
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578. Data je jednacina

22— 522+ 22 —4=0.

a) Naci Njutnove sume s1, s9, s3, s4 korena jednacine.

b) Naéi sume s_1,$_2,5_3,5_4 korena jednacine, gde je

s_k:xfk+x§k+x§k, k=1,2,3,4.

579. Ako su x1,x9,..., T, nule polinoma
p(z) = 2" + a1z + .+ ap,
a s Njutnove sume nula 1, zs,...,z,, dokazati da tada vazi
a) Sk +a18k—1 + agSg—o+ ... +ax_151 + kar =0, k=1,2,...,n.
b) sk + a18k—1+ ...+ anSg—n =0, k> n.
580. Akosu o1 =21+ X2, 09 = 11T2 1 S = :U’f + xlg, dokazati da je

B Y =m 1) s,
k= ml(k —2m)l O}

oy, zasvako k € N.
=0

([a] je najvedi ceo broj koji nije veéi od a).

Uputstvo. Za k = 11i k = 2 formula je tacna. Posto je za k > 2,
Sk = 01Sk_1 — 02Sk_2, moze se primeniti indukcija po k.

PRIMEDBA. Ovo je specijalan slu¢aj Voringove (Waring) formule kojom
se sy, izracunava pomocu 01,09, ...,0,

An

n

Z (_1)k—>\1——>\n(>\1++)\n_1)' )\1

sp=Fk S oit...o

A1 +2X0+...+nAp=k

gde se sumiranje vrsi po svim nenegativnim celobrojnim reSenjima jednacine
AM+2X +...+n\, = k.

581. Formirati kvadratnu jednacinu ¢iji su koreni treéi stepeni korena
jednagine 22 + 6z + 10 = 0.

Resenje. Ovde je 01 = x1+2x2 =6, 09 = x12x2 = 10. Trazena jednacina
22 4+ pr + ¢ = 0 ima korene 2| = 23, o, = 23, pa je

—p=2a) +ah =1} 425 =0} — 30100 = —36,
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q = rhrh = 2323 = o3 = 1000.
Prema tome, trazena jednacina je

22 + 362 4+ 1000 = 0.

582. Formirati kubnu jednacinu ¢iji su koreni kvadrati korena jednacine
23 —pr+q=0.

Rezultat. 23 + 2pz? + p?x — ¢> = 0.
583. Nadi vrednost izraza

T 4 X9 4 T3 i T4
x1+1 zo+1 2341 x4+1’

ako su 1, T2, T3, x4 nule polinoma z* + 93 + 2.

584. Izraziti elementarne simetri¢ne polinome o1, 09, 03,04 kao poli-
nome po Njutnovim sumama si, S2, 83 1 S4.

Rezultat.

01 = 81,

202 = S% — 89,

603 = S:{’ — 38159 + 259,

240, = 57 — 65259 + 85153 + 353 — 654.

585. Resiti sistem jednacina
r+yt+z+u=1,
22+t + 2+ u? =0,

4yt 423 ud =1,
ot oyt 4+ 24+t = 33.

Resenje. Ako leve strane datih jednagina izrazimo pomocu elementarnih
simetri¢nih polinoma bice

o1 =1,

02 —209 =9,

ai)’ — 30102+ 303 =1,

U‘f — 40%02 + 20% + 40103 — 404 = 33.
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Resenje ovog sistema se lako odreduje:

c1=1, oo=—-4, 03 =—-4, o4=0.

Prema tome, da bi resili dati sistem dovoljno je naéi korene jednacine
th— 3 —4? + 4t = 0.

Njeni koreni su t; =0, to =1, t3 = 2, t4 = —2, sto znaci da dati sistem ima
24 reSenja, koja se dobijaju medusobnim permutovanjem korena iz reSenja

r=0, y=1, z=2, u= -2

586. U polju realnih brojeva resiti sisteme jednacina

a) 3+ + 23 =ad,
(y =2+ (z —2)° + (2 — y)* = 2d°,
r+y+z=a,

b) z+y+2z=09,
x2+y2—|—22:4l,
22(y + 2) + % (2 + x) + 23 (z + y) = 180.
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POLJA

3.1 Pregled definicija i teorema

3.1. Neka je (F,+, ) potprsten polja (K, +,-). Potprsten F' nazivamo
potpolje polja K ako i samo ako je F' polje.

3.2. Podskup F polja K je potpolje polja K ako i samo ako F' ima bar
dva elementa i vazi

a,bccF, c£0=a—b, abc ' eF.

3.3. Polje K se naziva prosirenje (ekstenzija) polja F' ako i samo ako
je F' potpolje polja K.

3.4. Presek proizvoljne familije potpolja polja F' je potpolje polja F.
3.5. Prosto polje je polje koje ne sadrzi ni jedno pravo potpolje.

3.6. Svako polje F' sadrzi jedno i samo jedno prosto polje, to prosto
polje je presek svih potpolja polja F.

3.7. Karakteristika proizvoljnog polja je 0 ili prost broj p.

3.8. Ako je polje F potpolje polja K, onda polja F' i K imaju istu
karakteristiku.

3.9. Prosto potpolje polja karakteristike 0 je izomorfno polju Q racional-
nih brojeva.

Prosto potpolje polja karakteristike p je izomorfno polju Z, ostataka po

223
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modulu p.

Prema tome, svako polje sadrzi potpolje izomorfno polju Q ili polju Z,,.

3.10. Ako je F konac¢no polje, onda F' ima p" elemenata, gde je p prost
broj, n € N, a karakteristika polja je p.

3.11. Za svaki prost broj p i svaki prirodan broj n postoji polje sa p™
elemenata.

3.12. Svaka dva konacna polja sa istim brojem elemenata su izomorfna.

3.13. Multiplikativna grupa konacénog polja je ciklicka.

3.14. Neka je K polje, a S podskup od K. Presek F' svih potpolja
polja K koja sadrze S je potpolje polja K koje se naziva potpolje generisano
skupom S.

F' je minimalno potpolje polja K koje sadrzi S.

3.15. Ako je polje K prosirenje polja F'i S C K, onda se potpolje polja
K generisano skupom F'U S oznacava sa F(S). Za polje F(S) reéi¢emo da
je dobijeno adjunkcijom skupa S polju F.

Ako je S ={ai,as,...,a,}, tada éemo F(S) oznacavati sa F'(ay,ag, ...,
ap).
3.16. Neka je polje K prosirenje polja F'i ay,as,...,a, € K.

(i) Za svaku permutaciju o € S,
K(ai,az,...,a,) = K(ag(1),a5(2), - - - > Qo (n))-

(ii)) K(a1,a2,...,an—1)(an) = K(a1,az,...,ay).

3.17. Ako je polje K progirenje polja F' a element a € K, onda se
F(a) naziva jednostruko prosirenje polja F. Element a nazivamo primitivan
element prosirenja. F'(a) je polje koje se sastoji od svih elemenata oblika

M, gde su f(z) i g(z) polinomi sa koeficijentima iz F' i g(a) # 0.

g(a)

3.18. Neka je polje K prosirenje polja F. Element a € K se naziva al-
gebarski nad F' ako i samo ako postoji nenula polinom p(x) sa koeficijentima
iz polja F takav da je p(a) = 0. Ako takav polinom ne postoji, a se naziva
transcendentan nad F.

3.19. Neka je polje K prosirenje polja F. Polje K se naziva algebarsko
proSirenje polja F' ako i samo ako je svaki element iz K algebarski nad F.
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Polje K je transcendentno prosirenje polja F' ako i samo ako je bar jedan
element iz K transcendentan nad F.

3.20. Neka je polje K prosirenje polja F' i neka je element a € K al-
gebarski nad F. Tada postoji jedinstven normalizovan polinom minimalnog
stepena m(x) € F[z] takav da je m(a) = 0. Polinom m(z) se naziva mini-
malni polinom elemenata a nad F.

Minimalan polinom elemenata a je nesvodljiv nad F. Svaki polinom
q(z) € Flz] takav da je ¢(a) = 0 je deljiv minimalnim polinomom m(x).
Stepen minimalnog polinoma elementa a nad F' nazivamo stepen ele-

menta a nad F.

3.21. Ako je polje K proSirenje polja F' i ako je element a € K alge-
barski nad F, onda je
F(a) = Flz]/(m(z)),

gde je m(x) minimalan polinom elementa a nad F.

3.22. Neka je polje K prosirenje polja F. Tada se K moze posmatrati
kao vektorski prostor nad F, pri ¢emu je sabiranje vektora (elemenata iz K)
sabiranje u polju K, a proizvod vektora a € K i skalara o € F' proizvod aa
tih elemenata kao elemenata polja K.

Dimenziju polja K kao vektorskog prostora nad poljem F' naziva¢emo
stepen K nad F' i oznacavati sa [K : F.

3.23. Polje K se naziva konac¢no prosirenje polja F' ako i samo ako je K
kona¢no dimenzionalni vektorski prostor nad F. U suprotnom slucaju, kad
je K beskona¢no dimenzionalni vektorski prostor nad F, polje K se naziva
beskonaéno prosirenje polja F.

3.24. Neka je F(a) jednostruko prosirenje polja F' dobijeno adjunkcijom
elemenata a.

(i) Ako je a algebarski nad F, onda je
[F(a) : F = n,

gde je n stepen elementa a nad F (tj. n = degm(z), gde je m(x) minimalni
polinom elementa a nad F'). Skup

{1,a,a?,...,a" 1}

je baza vektorskog prostora F'(a) nad poljem F.
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Prema tome, svaki element b polja F'(a) moze se na jedinstven nacin
prikazati u obliku

-1
b=cy+cia+...+cp_1a"" ", co,c1y...,¢n1 € F.

(ii) Ako je a transcendentan nad F, onda je

[F(a): F] = oc.

3.25. Svako konac¢no proSirenje polja F' je algebarsko proSirenje polja
F.

3.26. Ako je F polje, onda je F[z] domen integriteta. Polje razlomaka
(v. 2.58 1 2.59) domena F[x] oznacavacemo sa F'(z). Polje F(x) naziva se
polje racionalnih funkcija po x nad F' i

Flz) = {;gg | f(@).9@) € Flal, g(a) # o}.

Polje F(x) sadrzi potpolje izomorfno polju F.

3.27. Ako je a transcendentan element nad poljem F, onda je polje F'(a)
izomorfno polju F'(x) racionalnih funkcija po x nad F' i postoji izomorfizam
v takav da je p(a) = x i p(b) = b, za svako b € F.

3.28. Ako su F, M i K polja takva da je F C M C K (tada se M

naziva medupolje za polje F' i K), onda je

[K:F)=[K:M]M:F].

Prema tome, polje M je konacno prosirenje polja F, a K kona¢no
prosirenje polja M ako i samo ako je K kona¢no proSirenje polja F.

Ako je {a1,aq9,...,a,} baza K nad M, a {by,bs,...,by} baza M nad
F, onda mn proizvoda

aibj, 1=1,2,...,n, j=1,2,...,m,

¢ini bazu K nad F.

3.29. Ako je polje K prosirenje polja F'i element a € K algebarski nad
F, onda je F(a) algebarsko prosirenje od F.
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3.30. (Teorema o primitivnom elementu) Ako je K kona¢no prosirenje
proizvoljnog polja F, onda je K jednostruko prosirenje polja F' ako i samo
ako postoji konacno mnogo medupolja za polja K i F.

Ako je K prosirenje polja F karakteristike 0, a a1, as,...,a, € K ele-
menti algebarski nad F, onda postoji element § € K algebarski nad F, takav
da je

F(ay,aq,...,a,) = F(0).

3.31. Svaki polinom stepena n nad poljem F' moze imati najvise n
korena u proizvoljnom prosirenju polja F.

3.32. Ako je F polje, a f(z) € F[x] polinom pozitivhog stepena n,
onda postoji kona¢no prosirenje K polja F' stepena najvise n u kome f(x)
ima koren.

3.33. Ako je F polje, a f(z) € F[x] polinom pozitivhog stepena n,
onda postoji kona¢no prosirenje K polja F takvo da se u K[z] polinom f(x)
moze rastaviti u proizvod linearnih faktora:

(x) flx)=a(z—a1)(zr—az)...(r—an), a; € K,1=0,1,...,n,
(tj. u polju K polinom f(z) ima n korena, racunajuéi pri tome visestruke
korene onoliko puta kolika je njihova visestrukost).

Minimalno prosirenje K polja F' u kome vazi faktorizacija () se naziva
faktorizacijsko (ili korensko) polje polinoma f(z).

3.34. Neka je f(x) polinom pozitivnog stepena n nad poljem F, a K
faktorizacijsko polje polinoma f(z) u kome f(x) ima faktorizaciju (x). Tada
je

(1) K = F(al,ag,.. . ,an),

(i) [K : F] < n!.

3.35. Polje F' naziva se algebarski zatvoreno ako i samo ako je F
faktorizacijsko polje za svaki polinom pozitivnog stepena sa koeficijentima
iz F.

3.36. Ako je F proizvoljno polje, onda su sledeéi uslovi ekvivalentni:
(i) F' je algebarski zatvoreno polje.

(ii) F nema prava algebarska prosirenja (tj. svako algebarsko prosirenje
polja F' se poklapa sa F').
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(iii) Svaki nesvodljiv polinom nad F' je stepena 1.
(iv) Svaki polinom pozitivnog stepena iz F'[x] ima koren u F.

3.37. Zasvako polje F postoji algebarsko prosirenje F koje je algebarski
zatvoreno. Polje F se naziva algebarsko zatvorenje polja F.

3.38. Neka je F' polje i n prirodan broj. Element ¢ polja F' se naziva
n-ti koren iz jedinice ako i samo ako je " = 1.

Element ¢ se naziva primitivan n-ti koren iz jedinice ako i samo ako je
eh=1ieb#£1zal<k<n—1

3.39. Ako je K progirenje polja F, elementi a,b € K se nazivaju ko-
njugovani nad F' ako i samo ako su a i b koreni istog polinoma p(x) € F|[x]
nesvodljivog nad F'ili su a i b transcendentni nad F.

3.40. Neka su F(a) i F(b) jednostruka prosirenja takva da su a i b
konjugovani nad F. Polja F(a) i F(b) su izomorfna i postoji izomorfizam
tih polja koji preslikava a u b a elemente polja F' ostavlja fiksnim (tj. svaki
element polja F' se preslikava u sebe).

Polja F(a) i F(b) se nazivaju polja konjugovana nad F.

3.41. Svaka dva faktorizacijska polja polinoma p(x) nad poljem F' su
izomorfna i postoji izomorfizam koji sve elemente polj F ostavlja fiksnim.

3.42. Skup svih automorfizama polja F' ¢ini grupu u odnosu na kom-
poziciju preslikavanja.

3.43. Ako je G neka podgrupa grupe svih automorfizama polja F, onda
je skup svih elemenata a € F takvih da je p(a) = a, za svako ¢ € G, potpolje
polja F' i to potpolje se naziva fiksno polje grupe G.

3.44. Neka je F potpolje polja K. Tada je skup svih automorfizama
polja K koji ostavljaju svaki element polja F' fiksnim, grupa koju nazivamo
grupa Galoa (Galois) polja K nad F' i oznacavamo sa G(K, F). G(K,F) je
podgrupa grupe svih automorfizama polja K.

Automorfizmi grupe G(K, F') se nazivaju F-automorfizmi polja K (tj.
automorfizam ¢ polja K se naziva F-automorfizam ako i samo ako je ¢(a) =
a za svako a € ).

3.45. Neka je K konac¢no prosirenje polja F. Svaki automorfizam ¢ €
G(K, F) preslikava proizvoljan element a € K u element ¢(a) konjugovan
sa a nad F.
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3.46. Neka je f(x) € Flz]| a K faktorizacijsko polje polinoma f(z) nad
poljem F. Grupa Galoa polinoma f(z) je grupa Galoa G(K, F) polja K nad
F.

3.47. Nesvodljiv polinom f(x) stepena n nad poljem F' se naziva sepa-
rabilan ako i samo ako f(x) ima n razli¢itih korena u faktorizacijskom polju
(tj. f(x) nema visestrukih korena).

Proizvoljan polinom nad F' se naziva separabilan ako i samo ako su svi
njegovi nesvodljivi faktori separabilni.

3.48. Svaki polinom nesvodljiv nad poljem F karakteristike O je sepa-
rabilan.

3.49. Neka je f(x) polinom stepena n nad poljem F koji ima tacno k ra-
zli¢itih korena aq,ag, ..., ay u faktorizacijskom polju K = F(a1,ag,...,ax).
Tada svaki automorfizam ¢ grupe Galoa G(K, F') odreduje jednu permutaci-
ju Dy

ay — p(ar), az— p(a2),...,ar — p(ag),
skupa {ai,as,...,ar}. Automorfizam ¢ je potpuno odreden permutacijom
DPyp-

Preslikavanje koje svakom automorfizmu grupe G(K, F') pridruzuje odgo-
varajuéu permutaciju korena aj,as,...,ax je izomorfizam grupe G(K, F') i
neke podgrupe grupe permutacija Sj.

3.50. Prosirenje K polja F' naziva se normalno ako i samo ako je
konacno prosirenje F'i F je fiksno polje grupe G(K, F') (tj. za svaki element
a skupa K \ F postoji automorfizam ¢ € G(K, F) takav da je p(a) # a).

3.51. Konacno prosirenje K polja F' je normalno ako i samo ako je

K : F] = |G(K, F)|.

3.52. Neka je K konac¢no prosirenje polja F' karakteristike 0. Tada su
slede¢a tvrdenja ekvivalentna:

(i) K je normalno prosirenje polja F.
(ii) F je faktorizacijsko polje nekog polinoma nad F.

(iii) Svaki polinom nesvodljiv nad F' koji ima jedan koren u K ima sve
korene u K.

3.53. (Osnovna teorema teorije Galoa) Neka je K normalno prosirenje
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polja F'ineka je M proizvoljno medupolje za polja K'i F' (tj. K O M D F).
Tada je preslikavanje
M — G(K, M)

bijekcija skupa svih medupolja za polja K i F' i skupa svih podgrupa grupe
Galoa G(K, F'). Pri tome vazi

(i) Medupolje M je fiksno polje grupe G(K, M) i

[K : M| =|G(K,M)|.

(ii) Ako je H proizvoljna podgrupa grupe G(K, F'), onda je
H=G(K,Kpg),

gde je Ky fiksno polje grupe H.
(iii) Ako su M; i My dva medupolja kojima odgovaraju redom podgrupe
H, =G(K, M) i Hy=G(K,Ms) grupe G(K, F), onda je

My C My < Hi D H,.

Ako je My C Ms, onda je
[MQ . Ml] = [Hl . HQ],

(sa [H; : Hs] ozna¢avamo indeks grupe H; po podgrupi Ha).

(iv) M je normalno prosirenje polja F' ako i samo ako je

G(M,F) = G(K,F)/G(K,M).

3.54. Neka je F polje i f(z) € Flz]. Jednacina f(z) = 0 je resiva
radikalima nad F' ako i samo ako se svaki koren polinoma f(z) moze dobiti
kona¢nim nizom operacija sabiranja, oduzimanja, mnozenja, deljenja i uzi-
manja n;-tih korena (za proizvoljne vrednosti n; € N) polaze¢i od elemenata
polja F.

3.55. Neka je F polje karakteristike 0, f(x) € Fx], a K faktorizacijsko
polje polinoma f(x). Jednac¢ina f(x) = 0 je resiva radikalima nad F' ako i
samo ako je grupa Galoa G(K, F) reSiva grupa.
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3.2 Primeri i osnovne osobine

587. Ispitati da li su sledeéi prsteni polja:
a) (Z,+,),

b) (@, +,-), (R, +,-), (C,+,°),

¢) (Zm,+,),

d) ({a+bv2]|a,beQ},+,),

o({| 5 1] [erer)sn).

Rezultat. a) Ne, b) da, c¢) da, ako je m prost broj; ne, ako je m
slozen broj (zadatak 12), d) da, e) da.

588. Neka je (F,+,) polje, a a i b dva razli¢ita elementa iz F. Defi-
nisimo * i o na sledeéi nacin:
rxy=xr+y—a,
vy s @ 0—a)
b—a
Dokazati da je (F,*,o0) polje.

589. Ako je R telo, tada je i prsten proSirenih formalnih stepenih
redova R(z) (zadatak 378) takode telo. Ako je R polje, tada je i R(z) polje.
Dokazati.

(o]
Resenje. Neka je R telo. Neka je f = Y a,2™ € R(x), a r najmanji
h=—00

indeks za koji je a, # 0. Tada je f =27 "h, gde je
h=a,+a17+ ... +a, 2" + ... € R[[x]],

ar ima inverzni element, pa na osnovu zadatka 441 postoji h=! € R][[z]].
Tada je 2"h~! inverzni element za f. Prema tome, R(x) je telo.

Ako je R polje na osnovu prethodnog neposredno sledi da je i R(z)
polje.
590. U polju prosirenih formalnih stepenih redova R(z) nad poljem

realnih brojeva naéi inverzne elemente za:

o0 o0

a) ' b) 1+, c)Zkak, d) Zwk

k=0 k=-3
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Rezultat. a) x=10, b) § (=Dkzk )1 -2z, d)z3— a2t
k=0

591. Neka u prstenu sa jedinicom R za neke elemente a, b vazi aba = a
i ba’b = 1. Dokazati da je tada b = a~".

Resenje. Ako se aba = a zdesna pomnozi sa ab, dobija se aba’b = a?b
pa je a = a?b, tj. ab = 1, a ako se aba = a pomnozi sleva sa ba potpuno
analogno se dobija da je ba = 1.

592. Navesti primer polja karakteristike 5 sa beskona¢no mnogo ele-
menata.

Resenje. Zs(z) (zadatak 589).
593. U skupu Q" udedenih n-torki racionalnih brojeva definisane su

operacije + i - na sledeéi nacin:

(ap,a1,...,an—1) + (bo,b1,...,bp—1) = (ap + bo, a1 + b1, ..., an—1 + byp_1),

(ag,at,...,an—1) - (bo,b1,...,bn1) = (co,c1,...,cn-1),
gde je
k n—1
Ck:Zajbk—j+2 Z ajbn+k_j, k=0,1,...,n—1,
3=0 Jj=k+1

(pri ¢emu se podrazumeva da je nil ajbntr—;j = 0). Dokazati da je (Q", +,)
polje. e

Uputstvo. Dokazati da je (Q", +,-) = Q[z]/(z"™ — 2).

594. Dokazati da je karakteristika polja 0 ili prost broj p.

595. Dokazati da polje racionalnih brojeva Q nema pravih potpolja.

596. Dokazati:

a) Polje karakteristike 0 sadrzi potpolje izomorfno polju Q.

b) Polje karakteristike p sadrzi potpolje izomorfno polju Z,,.

597. Ako je F polje karakteristike p # 0, onda za svako z,y € F vazi

(x+y)P = 2P 4+ y*.
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Resenje. Posto je

(z+y)P =) <z> T

k=0

a prost broj p je delitelj (i) za svako k # 0, p, s obzirom da je karakteristika

(e

za svako k # 0, p. Dakle, (z + y)P = aP + yP.

polja p, mora biti

598. Neka je F' konac¢no polje sa ¢ elementima. Dokazati da za svako
x € F vazi
z? = x.

Resenje. Multiplikativna grupa polja F' ima ¢—1 element, pa na osnovu
1.51 za svako x # 0 mora biti 297! = 1, tj. 29 = z. Poslednja jednakost
o¢evidno vazi i za x = 0.

599. Neka je F' konac¢no polje sa g elemenata. Dokazati da je
T1x2...Tg—1 + 1 =0,

gde su x1,...,x4—1 svi elementi polja F' osim nule.
Uputstvo. Dokazati da je 27! # x za svako x € F'\ {0} osim za x = +1.
PRIMEDBA. U specijalnom slucaju, kada je F' = Z,, gde je p prost broj,
dobija se da vazi teorema Vilsona (Wilson):

(p—1)! = —1 (mod p).

600. Neka je F' konac¢no polje sa g > 2 elemenata. Dokazati da je

Zx:O.

zeF

Resenje. Na osnovu zadatka 598 elementi polja F' su koreni polinoma
p(z) = 29 — 2. Kako je ¢ > 2, to je u p(x) koeficijent uz 29! nula, pa je na

osnovu 2.801 > z =0.
zel
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601. Neka je f(x) € Zy[z] nesvodljiv polinom nad Z,, deg f(z) =n, p
prost broj. Dokazati da je Zy[z]/(f(z)) polje sa p" elemenata.

Uputstvo. Videti zadatak 563.

602. Za polje Z3[z]/(12? + Tz + 2) formirati aditivnu i multiplikativnu
tablicu.

603. Konstruisati polje sa 4, 8 i 9 elemenata.
Uputstvo. Koristiti zadatak 601.
604. Naci generatore multiplikativne grupe polja sa 8, 9 1 13 elemenata.

605. Navesti primere konacnih polja F} i F5 takvih da je aditivna grupa
polja Fi izomorfna multiplikativnoj grupi polja Fb.

Uputstvo. Problem odredivanja parova takvih polja je ekvivalentan sa
problemom odredivanja prostih brojeva oblika 2P — 1, p prost broj. Prosti
brojevi ovog oblika nazivaju se Mersenovi (Mersenne) prosti brojevi. Da li
postoji beskona¢no mnogo Mersenovih prostih brojeva je do danas neresen
problem. Detaljnije o ovome moze se na¢i u kursevima teorije brojeva, na
primer u: Hardy, G. H., Wright E. M., An Introduction to the Theory of
Numbers, Oxford, 1960.

606. Neka je f(x) € Zy[x] polinom takav da je f(a+b) = f(a)+ f(b)
za svako a,b € Z,. Dokazati da je f(z) oblika

f(z) = apz + a12? + asa? + ...+ akxpk
za neki prirodan broj p.

607. Dokazati da u polju F' karakteristike p za svako a,b € F, a # b,
vazi

p—1
(a —b)P~1 = Z akpp—17k,
k=0
Uputstvo. Koristiti ¢injenicu da je u polju karakteristike p
p—1
(a—bP =a? — P =(a—0b) Z akpp1-k,
k=0

608. Neka je R domen integriteta koji satrzi polje F.

a) Dokazati da se R moze posmatrati kao vektorski prostor nad F, pri
¢emu je sabiranje vektora (elemenata iz R) sabiranje u domenu R, a proizvod
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vektora a € R i skalara a € F proizvod aa tih elemenata kao elemenata
domena R.

b) Ako je dimenzija vektorskog prostora R nad F' konacna, tada je R
polje.

Resenje. b) Neka je a € R i a # 0. Definisimo preslikavanje f, :
R — R sa f, : x — ax. Lako se proverava da je preslikavanje f, linearna
transformacija vektorskog prostora R. Posto je R domen integriteta, f, je
injektivno (jer bi inace iz x # y i ax = ay sledilo a(z—y) = 01 R bi sadrzavao
delitelje nule). Injektivna linearna transformacija kona¢no dimenzionalnog
vektorskog prostora je i surjektivna, pa postoji vektor = takav da je ax = 1,
tj. @ ima inverzni element.

609. Neka su R i .S domeni integriteta takvi da je R potprsten prstena
S i svaki element s € S je koren normalizovanog polinoma sa koeficijentima
iz R. Dokazati da je R polje ako i samo ako je S polje.

Resenje. Neka je R polje, neka je s € S, s # 0, i neka je

p=z"+az" ' +.. . 4an, a;€R, i=1,2,...,n,
jer bi inace bilo
5(3"71 +as" M+ an—1) =0,

pa kako je S integralni domen

Sl as" 4+ a1 =0,
tj. s bi zadovoljavalo polinom nizeg stepena od degp.

Neposredno se proverava da je
s =—a, (" P a4 dan) €S,

tj. S je polje.

Neka je S polje i neka je r € R, r # 0. Tada r~! € S, pa postoji
normalizovan polinom

g=az" +biz™ 4. +bn, bER, i=1,2,...,n,
takav da je ¢(r~1) = 0. Otuda sledi da je

= —(by+bor + ...+ bpr™ ) €R,



236

III. POLJA

tj. R je polje.

610. Neka je F' komutativan prsten sa jedinicom. Dokazati da je F
polje ako i samo ako za svaki prsten R svaki homomorfizam f : FF — R,
takav da je f(1) = 1, mora biti monomorfizam.

611. Neka su (F,+,-) i (K,+,-) polja takva da je (F,+) = (K,+) sa
izomorfizmom f i vazi f(1r) = 1, f(a™!) = (f(a))~! za svako a € F, a #
0. Dokazati da je f izomorfizam polja F'i K.

Resenje. Neka su a,b € F'\ {0}, a # b~!. Tada vazi
aba =a— (¢t + (b7t —a)"H!

(tehnicki najjednostavnije se provera tacnosti prethodne jednakosti moze

izvrsiti tako §to se inverzni elementi pisu u obliku razlomka (= umesto a=!),

a zatim primene poznata pravila o racunanju sa realnim razlomcima koja
vaze 1 u proizvoljnom polju), pa je

f(aba) = f(a)f(b)f(a)

za svako a,b € F, jer poslednja jednakost o¢igledno vazi i za a = b~ !, a vazi
i ako je neki od elemenata a,b jednak je Op (jer je f izomorfizam aditivnih
grupa, pa je f(0p) = Ox). Otuda dobijamo da je za svako a € F' (stavljajuéi
b=1p)

f(a®) = (f(a)*.

Posto je (F,+) = (K, +), sledi da je Char F' = Char K. Neka je Char F' # 2.
Tada iz
ab+ab = (a+b)* — a* — b

sledi da je
f(ab) + f(ab) = f((a+1b)* —a® = b*) =

= (f(a) + £(5))* = (f(a))* + (f(b))* = 2f(a) f (1),
pa je f(ab) = f(a)f(b).
Ako je Char F' = 2, tada je
(f(ab))? = f((ab)?) = f(ab’a) =

= f(a)f(6*)f(a) = (£())*(f(0))* = (f(a)£(b))*.
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Kako je polje K karakteristike 2 iz poslednje jednakosti sledi da mora biti
flab) = f(a)f(b).

612. Neka je R prsten sa jedinicom. R je telo ako i samo ako je u R
resiva jednacina a + x = az za svako a € R, osim za jedno. Dokazati.

Resenge. Ako je R telo, onda je a+x = az ekvivalentno sa (a —1)z = a,
pa za svako a # 1 postoji resenje = (a — 1) 'a.

Pretpostavio da jednacina a + x = ax ima reSenje za svako a € R, osim
za jedno. Za a = 1 data jednacina nema reSenje jer je 1 # 0, pa, prema
tome, resenje postoji za svako a # 1. Iz (a— 1)z = a sledi (a—1)(x —1) =1,
tj. svako b=a —1 € R, b # 0, ima desni multiplikativni inverzni element.

613. Neka je K telo ¢iji je centar F' (kao centar prstena, videti zadatak
407). Ako za svako z € K 22 € F, tada je K polje i K = F. Dokazati.

Resenje. Jednostavno se proverava da je F' polje. Neka je karakteristika
polja F razlicita od 2, tj. 2 = 1+ 1 # 0. Tada postoji 271, pa je za svako
rze K

r=(z+1)2 )2 - ((z-1)2"Y eF,

tj. K = F.

Neka je karakteristika F' dva i neka a € K, a # F. Tada postoji b € K
takvo da je ab # ba. Oznac¢imo sa ¢ = ab— ba # 0. Kako mora biti Char K =
Char F' = 2, onda je za svako z € K, —x =z, pa je

c=ab+ba=(a+b)?—a*—-b*€F,

ac = a(ab) + (ab)a = (a + ab)* — a® — (ab)* € F,
a kako postoji ¢c~! € F, jer je ¢ # 0, imamo
a=(ac)ct € F.

Dokazali smo da ne postoji a € K \ F, dakle K = F.
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3.3 Prosirenja polja

614. Naci potpolja polja kompleksnih brojeva C generisana sa:

a) {0,1}, ) {0}, ¢ {014}, d) {i,v2},

e) {V2,v3}, f) R, g) RU{i}.

Rezultat. a) Q, b)Q, c){a+bi|a,becQ}, d){a+bitcy2+div?2]|
a,byc,deQ},  e) {a+bV2+cV3+dV6|a,bc,deQl, )R, g)C.

615. Dokazati da se svaki element polja F(u), gde je u algebarski
element stepena n nad poljem F, moze prikazati na jedinstven nacin u obliku

LaeF, i=0,1,...,n—1.

ap+aiu+ ...+ ap_1u""

Resengje. Neka je f(u)/g(u), g(u) # 0, bilo koji element polja F'(u).

Ako je m(z) minimalni polinom elementa u nad poljem F, onda su m(zx) i

g(x) relativno prosti polinomi (jer minimalni polinom mora biti nesvodljiv),
pa postoje polinomi h(x) i k(z), takvi da je

h(z)g(x) + k(x)m(z) = 1.
1

Odavde je za x = u, h(u)g(u) =1 (jer je m(u) = 0). Prema tome,

f) _ f@) b o
g(u)  g(u) h(u) fwh(u) = fi(u).

Ako je polinom fi(x) stepena veéeg ili jednakog n, onda se deobom sa m/(x)

dobija

fi(x) = q(z)m(z) + r(z),

gde je stepen ostatka r(x) manji od n ili je r(z) = 0, pa je odatle za z = u

filu) =7(u) =ag+aru+...+a,_u", a; €F.

()

Ako pretpostavimo da se moze prikazati u navedenom obliku na

g(u)
dva nacina:
U
;Eu)) =ag+arut ... apqu" =bg Fbjut ... b qu

bice
ag — by + (a1 —b))u+ ...+ (ap_1 — bp_1)u" 1 =0,
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a to protivre¢i pretpostavci da je minimalni polinom elementa u stepena n.

616. U polju Q(a), gde je a koren jednacine

32 — 222+ 2 4+2=0,

—1
element ——— prikazati u obliku aa® + Ba + v, «,f3,v € Q.
a?2—a+1

Resenge. Koristi¢éemo postupak opisan u zadatku 615. Polinom

p(z) =323 — 222 + 2 +2

2

je nesvodljiv nad Q, pa su p(z) i ¢ — x + 1 uzajamno prosti polinomi, tj.

postoje polinomi f(z) i g(x) takvi da je
f@)p(@) + g(z)(a® =z +1) = 1.
Euklidovim algoritmom odredi¢emo polinome f(z) i g(z). Kako je
pz)=@*>—2z+1)Bz+1) -z +1,

2~z +1=(—z+1)(~z)+1,
bice
(2% =z +1) = (p(x) = (+* — 2z + 1Bz + 1)) () = 1,

odnosno
ap(z) + (=322 —x + 1) (2> —2+1) = 1.

Iz gornje jednacine za x = a dobijamo da je
(=3a* —a+1)(a®> —a+1) =1,

pa je, prema tome,

a—1 a—1 —3a®—a+1 3 9
— . = -3 2 2a — 1.
a2—a+1 a?2—a+1 —-3a2—-a+1 "+ 2a”+ 2a

Iz

3¢ —2d>+a+2=0,
je

—3a® = —2a® +a+2,
pa je

—1
9 +a+2+22+2—1=3a+1.
a?—a+1
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Do ovog rezultata moze se do¢i i metodom neodredenih koeficijenata.
Naime, iz jednacine
a—1
a?—a+1
odredi¢emo koeficijente «, 3,~. Ova jednacina je ekvivalentna sa

= aa® + Ba+v

a—1=(a*—a+1)(aa? + fa+~) =

= ad' +(B—a)d® + (a+7—P)d* + (B—7)a+7,
a kako je
a® = (2% —a —2)/3,
a*=a-a®=(2a® —a® — 2a)/3 = (a* — 8a — 4)/9,
bice
(4o B 9 Sa 203 20 27
a—1= (?—g—i-’y)a —l—(—?—i-?—fy)a—i-(?—?—i—fy).
Kako je a stepena 3 nad Q, svaki element polja Q(a) moze se na jedinstven
nacin prikazati pomocéu 1, a, a?, pa mora biti
4o fB 5a 203 20 203
=Py, 4oy, 2o
9 3 +7 5 9 + 3 7 ; +7 )
odakle se dobija o = 0, 8 = 3, v = 1. Prema tome, dobili smo i na ovaj
nacin da je
a—1

—_ =3 1.
a2 —a+1 @+

617. a) U polju Q(a), gde je a nula polinoma

a4+ 2?41,

napisati razlomak sa racionalnim imeniocem.

a —

b) U polju Q(a), gde je a nula polinoma

3 — 62% + 9z + 3,

.. 1 . .. .
napisati razlomak ————— sa racionalnim imeniocem.
a? —6a+ 8

618. U polju Q(a) razlomak napisati sa racionalnim imeniocem,
a

1
+2

ako je a nula polinoma z3 + x + 3.
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619. Odrediti [K : Q] i naéi bazu K nad Q ako je

a) K =Q(v2,V3),

b) K = Q(i,V3,¢), gde je ¢ = —% + 2\2/3 kompleksan kubni koren iz
jedinice,

c) K =Q(V5,v-2),

d) K = Q(¥/2,a), gde je a* + 6a + 2 =0,

e) K = Q(v8,3+ v/50).

Resenge. a) /2 je nula polinoma 2 — 2 nesvodljivog nad Q, bazu vek-
torskog prostora Q(\/i) nad poljem Q ¢ine elementi 1, v/2, pa se svaki element
iz Q(+/2) moze prikazati u obliku a + bv/2, a,b € Q.

v/3 je nula polinoma 22 — 3 nesvodljivog nad Q(v/2), pa bazu Q(v/2, v/3)
nad Q(v/2) ¢ine elementi 1,+/3. Svaki element a polja Q(v/2,v/3) moze se
prikazati u obliku

a=a+bV2+ (c+dV2)V3=a+bV2+ V3 +dV6, a,bceqQ.

Dobili smo da se svaki element polja Q(ﬂ, \/§) moze izraziti kao linear-
na kombinacija elemenata 1,v/2,v/3,v/6. Ovi elementi su linearno nezavisni
(jer iz pretpostavke da je o = 0 dobija se a+bv/2 = 0, c+dv/3 = 0, a odatle
a=b=c=d=0), pa prema tome, ¢ine bazu polja Q(v/2,v/3) nad Q.

Odavde odmah sledi da je
[@(v2, V3):Ql =4

(Kako je [Q(v2): Q] =2, a [Q(V2,V3):Q(V2)] = 2, stepen prosirenja
Q(v/2,v/3) nad Q mogli smo odmah dobiti iz

Q(V2,V3) : @] = [0(VZ,V3) : e(V2))[Q(v2) 1 Q] =22 =4.)

b) Sli¢no kao gore dobija se da je 1,7 baza Q(i) nad Q, a 1,i,/3,iv/3
baza Q(7,v/3) nad Q.

Kako je
1 /3
£ = —— + £7
2 2

sledi da € € Q(i,/3), pa se adjungovanjem ¢ polju Q(4,/3) dobija opet to
isto polje.
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Dakle,
[Q(i,V/3,¢) : Q] = 4.

620. Odrediti stepen prosirenja Q(i,/—5 + 12¢) nad poljem racional-
nih brojeva Q.
Resenje. [Q(i,v/—5+12i) : Q] = [Q(,vV—5+ 127) : Q(7)][Q(%) : Q).

[Q(i) : Q] = 2jer je p(z) = x2+1 minimalni polinom za 4, a [Q(i, /=5 + 121) :
Q(7)] = 1, jer iz formule

a+\/a2—i—b2 —a+\/a2+b2
S Y s A za b0,

Ibl

sledi
V—b+12i = £(2 4 3i) € Q(¢). Prema tome,

[Q(i,v/—5 +12i) : Q] = 1.

621. Nadi sva potpolja polja Q(v/—1) i odrediti stepen njihovog prosi-
renja u odnosu na Q.
\/> f

Resenje. Kako je v/—1 = Vi = — + i = sledi da je Q(v/—1) =

Q(i,v/2). Potpolja polja Q(v/—1) su Q, stepena prosirenja 1, zatim polja
Q(i),Q(v/2) i Q(iv/2) od kojih je svako stepena prosirenja 2 i samo polje
Q(i,/2) stepena prosirenja 4 nad Q.

622. Dokazati da je Q(e2x1+1) = Q(e4x12) za svako k € N, gde je eop1
primitivan (2k + 1)-vi koren iz jedinice (3.38).

Uputstvo. Dokazati da je —eory1 € Q(e9r41) primitivan (4k + 2)-gi

koren iz jedinice.

623. Odrediti sva medupolja izmedu polja racionalnih brojeva Q i polja

Q(V2,V3,V5).

Rezultat. Q, Q(v2), Q(3), Q(+5), Q(V6), Q(10), Q(/15),
Q(v30), Q(v2,v3), Q(v2,v5), Q(v3,V5), Q(v2,V15), Q(v3,v10),
Q(V5,v6), Q(v6,v10), Q(v/2,v3,V5).

Q(\/é, \/E) = Q(\/é, \/ﬁ) = Q(\/ﬁ, \/ﬁ) jer su elementi svakog od
ovih polja oblika a + bv/6 4+ ¢v/10 4+ dv/15.
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624. Ako je polje K algebarsko prosirenje polja E, a E algebarsko
prosirenje polja F, onda je K algebarsko proSirenje od F. Dokazati.

Resenje. Neka je a bilo koji element prosirenja K polja F i neka je

p(x) = bpx™ +by1z™ .+ by, b€ E, k=0,1,...,n,

polinom ¢iji je koren a. Tada je
Fy = F(bg,b1,...,by)

konacno prosirenje polja F' (na osnovu 3.16 (ii), 3.24 i 3.28), pa kako je a
algebarski element nad Fj (jer je koren polinoma p(z) sa koeficijentima iz
F1) mora biti Fi(a) konaéno prosirenje polja F;. Kako je, dakle, F} kona¢no
prosirenje polja F, a Fij(a) konacno proSirenje polja Fi, sledi da je Fi(a)
konacno prosirenje polja F. Na osnovu teoreme da je svako konacno prosiren-
je algebarsko, zaklju¢ujemo da je Fi(a) algebarsko prosirenje polja F) pa je
a algebarski element nad F.

Dokazli smo da je svaki element polja K algebarski nad F, a to znaci
da je K algebarsko prosirenje polja F.

625. Neka su K = Ky C K; C ... C K,,_1 = F polja. Dokazati da
vazi

[F : K] = [Kn,1 . Kn,Q] e [KQ . Kl][Kl . Ko]

Uputstvo. Koristiti indukciju.

626. Ako je a algebarski element prostog stepena p nad poljem F)
dokazati da ne postoji medupolje izmedu F' i F'(a) razli¢ito od F' i od F(a).

627. Neka je a algebarski element neparnog stepena nad poljem F.
Dokazati da je F(a?) = F(a).
Resenje. S obzirom da je a? € F(a), vazi F C F(a?) C F(a).

2

Posto je a koren polinoma p(r) = 2% — a? stepena 2 sa koeficijentima iz

F(a?), to je [F(a) : F(a?)] < 2. Kako je
[F(a): F] = [F(a): F(a®)][F(a®): F] =2k +1,
to je [F(a) : F(a®)] =1, paje F(a)= F(a?).

628. Neka je o algebarski element nad poljem Q. Dokazati da postoji
ceo broj ¢ takav da je ca nula normalizovanog polinoma sa celim koeficijen-
tima.
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Resenje. Neka je p(r) = apz™ +an_12" ' +...+ap € Q[z] polinom &ija
je nula «a, i neka je s najmanji zajednicki sadrzalac imenilaca koeficijenata
a;, 1=0,1,...,n. Ako jednakost

and" + ap_1a" 1+ . +ag=0

pomnozimo sa s, a sa b; ozna¢imo a;s, ¢ =0,1,...,n, bice
-1

() bpa™ +by_1a" "+ ...+ by =0,

pri ¢emu su b;, ¢ =0,1,...,n, celi brojevi.

Mnozeéi (*) sa b7~ dobijamo da je
(b @)™ + b1 (b))t 4+ bpby o (bpa) 2 4 4 bV 2by (byar) + b by = 0,

pa je c = by,.

629. Ispitati koji od slede¢ih brojeva su algebarski a koji transcendentni
nad poljem racionalnih brojeva:

\3/5, 772, T+ 2, V2 +iV3.

Resenje. V/2 je koren jednacine 23 —2 = 0, pa je, prema tome, algebarski
element nad poljem Q.

Ako pretpostavimo da je 72 algebarski element nad Q, onda postoji
polinom p(z) sa racionalnim koeficijentima takav da je p(7?) = 0. Tada je

takode polinom sa racionalnim koeficijentima i
p(7?) = g(m) =0,

tj. dobijamo da je 7 algebarski element nad Q (jer je koren polinoma g(x)).
Ovo je kontradikcija, jer je poznato da je 7 transcendentan nad Q, pa odatle
zakljuéujemo da je w2 transcendentan nad Q.

Na slican naéin se moze pokazati da je m+2 transcendentan, a v/2+1iv/3
algebarski element nad poljem racionalnih brojeva.

630. Neka je a realan broj. Dokazati da je bar jedan od brojeva a +
m, am, transcendentan nad poljem racionalnih brojeva.
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Resenje. Pretpostavimo da su i a + 7w i am algebarski nad Q. Tada
je F = Q(a + m,ar) konatno proSirenje polja Q, pa je na osnovu 3.25 F
algebarsko progirenje polja Q. ((a + 7)% — dar) € F, pa je (a + m)? — 4arw
algebarski element nad Q. Tada je i # — a = /(a + 7)? — daw algebarski
element nad poljem Q (ako je neki element b nula polinoma p(x), onda je
Vb nula polinoma p(z?)). Dakle, K = Q(a + 7, am,\/(a + 7)% — 4ar) je
konacno, a to znaci i algebarsko prosirenje polja Q.

Medutim, onda je

1 1 1
(a+7r)2—4a7r+§(a+7r)zi(w—a)—i-i(ﬂ%—a):ﬂeK,

N | =

§to je protivrecnost, jer je m transcendentan nad Q.

631. Polje Zs prosiriti do polja K tako da polinom
p(x) = Ta? + Tz + 2 € Z3[7]

ima koren u K.

Resenje. Dati polinom je nesvodljiv nad Zs, pa je faktor prsten K =
Zs[z]/I, gde je I glavni ideal (1x? + Tz + 2), polje. Polje K ima devet
elemenata

K={a+bx+1|abeZs}=

={I,L1+ 1,24 [, la+ [, 1+ 1o+ 1,2+ 1z + 1,22+ 1,1+2x+ 1,242z +1}.

Preslikavanje f : Zs — K definisano sa f(a) = a + I je izomorfizam polja
Z3 i potpolja {I,1+ I,2+ I} polja K, tj. Z3 se moze potopiti u K, pa ako
se svaki element a € Zs identifikuje sa svojim suskupom a + I € K moze se
smatrati da je K proSirenje polja Zs.

Pokazimo da je 1z+1 € K koren datog polinoma (s obzirom na navedeni
izomorfizam umesto elemenata iz Zg za koeficijente polinoma uzimamo njima
odgovarajuce elemente iz K). Zaista,

p(Az+1) = A+DTz+1)*+(T
T2+ T +Te+1+2

632. Neka je polje K konacno prosirenje polja F stepena n. Dokazati da
je polje K izomorfno potprstenu K’, koji je polje, prstena F™" svih matrica
formata n x n nad poljem F.
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Uputstvo. K je n-dimenzionalni vektorski prostor nad F| a preslikavanje
fo : K — K definisano sa f,(x) = ax, gde je a fiksiran element polja
K, je za proizvoljno a € K linearna transformacija vektorskog prostora K.
Ako je uoCena neka baza prostora K i sa [f,] ozna¢ena matrica linearne
transformacije f, u odnosu na tu bazu, onda je preslikavanje ¢ : K — F™"
definisano sa ¢ : a — [f,] monomorfizam polja K u prsten F™", tj. ako
uvedemo oznaku K’ = Im ¢, onda je K/ C F™" polje izomorfno polju K.

PRIMEDBA. Polje K’ naziva se matri¢na reprezentacija polja K nad
poljem F.

633. Naéi matri¢nu reprezentaciju (prethodni zadatak) polja K =
Zolx] /(12 + Tx + 1) nad poljem Zs.

Resenje. Elementi polja K su I, 1+ 1, 1x + 1,1+ 1x + I, gde je sa
I oznacen glavni ideal (122 4+ Iz + 1). Potpolje F = (I,1 + I) polja K je
izomorfno sa Zs, pa ako se elementi polja F' identifikuju sa odgovarajuéim
elementima polja Zo, onda je matri¢na reprezentacija polja K nad Zo ustvari
matri¢na reprezentacija polja K nad F.

Radi jednostavnijeg pisanja u daljem ¢emo suskupove koji ¢ine polje
K oznacavati samo pomoc¢u predstavnika tih skupova (suskup a + I oz-
nacavacemo samo sa a), onda je K = {0,1,1x,1+4 T} a operacije u polju K
se izvode po modulu 1z2 + Iz + 1. Tako, na primer,

Iz-I4+12)=Te+12 =Tz + Iz +1) =1,
gde je koriséeno 122 + Iz + 1 =0.

Polje K posmatrano kao vektorski prostor nad F' je dvodimenzionalni
prostor sa bazom e; = 11i ey = 1lz. S obzirom da su elementi i-te kolone
matrice koja odgovara jednoj linearnoj transformaciji koordinate slike i-tog
bazisnog vektora, bice
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pa elementu 1 + 1z odgovara [ % % ] .

Dakle, polje (K',+, ), gde je

;o 00 10 01
K‘Hoo o T |1 T
a operacije polja su sabiranje i mnozenje matrica, je matri¢na reprezentacija
polja K nad Zs.

= =
Ol =
| —
N—_——

634. Nadi matriénu reprezentaciju (v. zadatak 632) polja K iz zadatka
631 nad poljem Zs.

Rezultat.
K/ N { | | | | | | | | |; ]

2
635. a) Dokazati da je F' = { [ @ sz ] ai,as € Q} potprsten, koji

ol O
ol Ol
Ol =
=l <l
Ol N
| Ol
= O
o =
o O
=l Nl

=l =
Ol
NN
Sl N
= N
= =
[\l
NN

a9 al
je polje, prstena matrica Q*2 i da je F' izomorfno polju Q(v/2).

b) Neka je d ceo broj koji je proizvod razli¢itih prostih brojeva, ar € Q,

k=0,1,...,n—1,1ineka je Ag as..a;, = [aij] € Q™" matrica definisana sa
aij (=

a;; = : Do, =1,2,...,n.

" { dan+i—j7 ? <j7 ) o ’

Dokazati da je skup matrica

F= {Aalaz...ak | a1,a2,...,0 € Q}

potprsten koji je polje, prstena matrica Q™" i da je F izomorfno polju

Q(V/d).
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636. Dokazati da je polje Q(c), gde je a nula polinoma z3+pz+q € Q[z]
nesvodljivog nad Q, izomorfno potpolju

ayp  —qaz —qaq
F= a1 ap—paz —aip — asq ap, a1, az € Q
az ai ap — pa

prstena Q33.

637. Dokazati da polje realnih brojeva R nije jednostruko prosirenje
polja racionalnih brojeva.

Uputstvo. S obzirom da je Q prebrojiv skup, treba dokazati da je svako
jednostruko prosirenje polja Q prebrojiv skup. R je neprebrojiv skup, pa ne
moze biti jednostruko prosirenje polja Q.

638. Neka je A C C skup svih algebarskih brojeva nad poljem racional-

nih brojeva Q. Dokazati da je A beskona¢no proSirenje polja Q.

Resenje. Na osnovu 3.24 i 3.25 kompleksan broj a € C pripada A ako i
samo ako je stepen prosirenja [Q(a) : Q] konac¢an. Ako su a,b € A, onda je
na osnovu 3.28

[Q(a, ) : Q] = [Q(a,b) : Q(a)][Q(a) : Q.

[Q(a) : Q] < oo jer je a € A, element b je algebarski nad Q, pa je algebarski
i nad Q(a), prema tome, [Q(a,b) : Q(a)] < oo, dakle, i [Q(a,b) : Q] < oo.
Posto a + b, —a,ab € Q(a,b) i za a # 0, a=! € Q(a,b), sledi da je svako od
polja Q(a + b), Q(—a), Q(ab), Q(a~!) konaéno prosirenje polja Q. To znaéi
da a+b, —a, ab, a~! pripadaju A, tj. A je potpolje polja C.

Na osnovu Ajzenstajnovog kriterijuma (2.71) moze se pokazati da po-
stoje polinomi nesvodljivi nad Q proizvoljno velikog stepena. Prema tome,
na osnovu 3.24 sledi da A ne moze biti kona¢no prosirenje polja Q.

639. Neka je F, = Q( Qf/i), k=1,2,.... Dokazati:
o0

a) A= |J Fy je polje.
k=1

b) A je algebarsko prosirenje polja Q.

¢) A nije kona¢no prosirenje polja Q.

640. Neka je F polje, a K = F(«) i neka je L medupolje (F'C L C K)
razli¢ito od F. Dokazati da je K konacno prosirenje polja L.
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Resenje. Ako je o algebarski element nad F', tvrdenje ocigledno vazi
(3.24, 3.28).

Neka je a transcendentan element nad F. Svaki element polja K je onda

oblika f(a)7 gde je f(z),g(a) € Flx], g(x) # 0, (3.26, 3.27).

g(a)
f(a)

Neka je 8 = ——= € L. Tada a zadovoljava polinomnu jednacinu
o

Bg(x) — f(x) = 0 ¢&iji su koeficijenti iz L, oc¢igledno je K = L(«), pa je
K jednostruko algebarsko prosirenje polja L, a to znaéi i kona¢no prosirenje.

641. Neka je u element transcendentan nad poljem racionalnih brojeva

U3
Q. L=0)iv=-
K = Q(v) i odrediti [L : K].

T Dokazati da je L jednostruko proSirenje polja

642. Neka je K prosirenje polja F. Ako je a € K algebarski element
nad F'((3) za neko § € K i ako je a transcendentan element nad F, onda je
(3 algebarski element nad poljem F'(«). Dokazati.

643. Neka je a nula polinoma
23+ x+3,

nesvodljivog nad poljem Q. Polinom z? —2 je nesvodljiv nad Q. Da li je 22 —2
svodljiv nad poljem Q(a) ?

Resenje. Koristicemo teoremu: ako je K proSirenje stepena n polja F|
onda svaki element o € K ima nad F stepen koji je delitelj broja n (Sto
neposredno sledi iz n = [K : F] = [K : F(a)|[F(«) : F)).

a je nula polinoma z* + = + 3 nesvodljivog nad Q, pa je [Q(a) : Q] = 3,
a ako je b nula polinoma z? — 2 nesvodljivog nad Q, onda je [Q(b) : Q] = 2.
Pretpostavimo da je 22 — 2 svodljiv nad Q(a). Tada je taj polinom jednak
proizvodu dva linearna polinoma sa koeficijentima iz Q(a), $to znaci da b €
Q(a). Medutim, b je stepena 2 nad Q, Q(a) je stepena 3 nad Q, a 2 nije
delitelj broja 3, pa na osnovu navedene teoreme dolazimo do protivre¢nosti.

Ptema tome, 22 — 2 je nesvodljiv nad Q(a).

644. Ako je polinom p(z) stepena n nesvodljiv nad poljem F, a K je
konacno prosirenje od F' stepena koji je uzajamno prost sa n, dokazati da je
p(z) nesvodljiv nad K.

645. Dokazati da je Q(v/3,v5) = Q(v3 + V/5).
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Resenje. Ocigledno je Q(v/3 +v/5) € Q(v/3,v/5). S druge strane,

i((\/§+ V5)3 = 14(V3 +V5)) = V3, pa V3 € Q(V3+V5),
a tada 1

(V3 +5) - iwm VB —14(v3 + v5)) = VB € (V3 + VB),

pa je Q(V3,v5) C Q(V3 + V5).
646. Odrediti element a algebarski nad Q tako da bude

Q(v2, V5) = Q(a).

647. Neka je p(z) polinom sa racionalnim koeficijentima ¢ija je jedna
nula a. Naéi polinom ¢(z) € Q[z] ¢ija je nula f(a) ako je:

8) p(z) =% — 20— 2, fla) =a®—1,
b) p(z) = 23 + 322 — 3, f(a) =d®+a.

Resenge. a) Polinom p(x) je nesvodljiv po Ajzenstajnovom kriterijumu
(2.71), pa je Q(a) = K konac¢no prosirenje stepena 3 nad Q. K je trodi-
menzionalni vektorski prostor nad Q &ija je jedna baza {1,a,a®}. Elementi
1, f(a), f?(a), f3(a) € Q(a) moraju biti zavisni (kao vektori), tj.

a+Bf(a) +vf%(a) +0f3(a) =0,

gde je bar jedan od elemenata «, 3,7, € Q razli¢it od nule, pa je g(x) =
o+ B+ yx? + 63

Za f(a) = a® — 1, koristeéi a® — 2a — 2 = 0, dobijamo
fAa)=2a+1 i f3(a)=a*+2a+3,

pa je

a+pa®—1)+v(2a+1)+6(a® +2a+3) =0,
tj.

(=B +v+30)- 14 (2y+28)a+ (B + d)a’® = 0.
{1,a,a?} je baza od K, pa mora biti

a—0F+7v+36=0, 29v4+26=0, B+d=0.
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Jedno netrivijalno reSenje ovog sistema je

Oé:—?), /8:7:_17 5:17

paje q(x) =23 — 2% —x — 3.

648. Ako je a nula polinoma 3 — 2 4+ 1 odrediti minimalni polinom

elementa b = 2a% — 3a + 2 nad poljem racionalnih brojeva Q.
Rezultat. 23 — 1022 + 5z — 1.

649. Formirati polinome sa racionalnim koeficijentima ¢ije su nule:

) V3, 2, e) V24 V4,
) 1,3 ) V243,
) =244, 3-2i, g) V2++33.
d) 5+ /5,

SR

2}

Resenge. a) Ako je v/3 nula polinoma sa racionalnim koeficijentima,
onda njegova nula mora biti i broj —v/3 koji je konjugovan sa v/3 nad Q
(V3 i —+/3 su koreni polinoma x? — 3 nesvodljivog nad Q (v. 3.39)). Prema
tome, trazeni polinom je

(x —V3)(z+V3)(x —2) =2° — 222 — 32 + 6.

d) Uvedimo oznaku a = +/5. Potrebno je naéi polinom sa racionalnim
koeficijentima ¢ija je nula a + a?. Brojevi konjugovani sa a nad poljem Q su
ia, —a, —ia (to su nule polinoma x* — 5 nesvodljivog nad Q), pa su, prema
tome, sa a + a® konjugovani brojevi ia — a®, —a + a2, —ia — a®. Trazeni
polinom ¢e onda biti

(x —a—a®)(z—ia+ad®)(z+a—ad®)(z+ia+ a?) =

= ((z — a®)? — a®)((z + a®)? + a?) = z* — 102% — 20z + 20.

Ovaj polinom je nesvodljiv nad Q po Ajzenstajnovom kriterijumu, pa je to
minimalni polinom nad Q elementa

V5 + V5.

(Do istog rezultata moglo se doéi i postupkom opisanom u zadatku 647.)
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f) Brojevi konjugovani nad Q sa v/2 + /3 su
VI-V3, —VI4B, —VI-\3,

pa je trazeni polinom

(x—V2-V3)(z—V2+V3)(z+V2—-V3)(z+V2+V3) =
= (22 — 5 —2V6) (22 — 5+ 2V6) = * — 102° + 1.

Do istog rezultata moze se dodi i na sledeéi nacin:

Oznaéimo sa u = /2, v =+/3. Tadajeu? =2, v2 =3, paizx =u+v

sledi

22 = u? + 2uv + v® =5 + 2uw.

Dalje, iz 22 — 5 = 2uw sledi
zt —102% + 25 = 24,
pa je z* — 1022 + 1 polinom ¢ija je nula v/2 + /3.

650. a) Naci polinom sa racionalnim koeficijentima ¢ija je nula

a=v25+4v5 — 1.

b) Na osnovu rezultata pod a) razlomak
2V5
V25 + 495 -1

napisati sa racionalnim imeniocem.

Resenje. a) Na jedan od ranije navedenih naé¢ina odredi¢emo polinom
¢ija je nula « :

p(z) = 2% + 322 — 570 — 404, p(a) =0.
b) Kako je
o® +3a% — 57a = 404,
odnosno a(a? + 3a — 57) = 404, bide

25 _2\3/5 a2+3a—57_
V254451 a o2+3a—-57
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2v5(a? 4+ 30— 57)  9v/25 — 19+/5 + 85
404 N 202 ‘

651. Nadi polinom p(z) € Q[z] takav da je p(v/2 +v/5) = 2v/2 + 5v/5.
Resenje. Oznacimo sa u = \/5, v = /5. Tada iz

r=u—+v

sledi
2% = 17u + 11v.

Resavajuéi po u i v sistem koji ¢ine poslednje dve jednacine dobijamo

23— 11z 172 — 23
U= V= —
6 6
Odavde je
z® — 11z 172 — 23 21 1
U+ ov 6 + 6 Qac 296,
pa je
1 21
p(z) = —5373 T

652. Odrediti faktorizacijska polja slede¢ih polinoma nad Q :

a) a3 -2, c) z* -5,
b) 23— —x—-2, d) (22-2)(z?-3)(z?-5).

Resenje. Faktorizacijsko polje polinoma z® — 2 mora sadrzati nulu /2.

U polju Q(¥/2) je
2 =2 = (¢ — VD)@ + V2 + VI) = (¢ — V2)p(a).

Polinom p(z) nema realne korene, pa je, prema tome, nesvodljiv nad Q(+/2).
1 /3
Koreni polinoma p(z) su ev/2 i 2v/2, gde je ¢ = D) + 2\2[, pa je faktoriza-

cijsko polje datog polinoma Q(+/2,4+/3), a stepen proirenja je [Q(¥/2,i/3) :
Q] = 6.

b) a3 —2?—2-2=(x—2)(2®+x+1), pa je faktorizacijsko polje tog
i3

1
polinoma Q(e), gde je ¢ = -5 + 5

Ovde je [Q(e) : Q] = 2.

, kompleksan kubni koren iz jedinice.
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¢) Koreni jednac¢ine 2% — 5 = 0 su
T = \4/5, x2:—45, :ngi{l/g, x4:—i\4/5,
pa je faktorizacijsko polje
Q(z1,x2, 23, 24) = Q(V/5, —V/5,iV/5, —i%) = @(%, Q).

Stepen prosirenja je [Q(v/5,1) : Q] = 8.
d) Faktorizacijsko polje je Q(v/2,v3,v/5), a stepen prosirenja je

653. Jedna nula polinoma z* + 323 + 622 + 122 + 8 je —2i. Nadi sve
nule tog polinoma.

654. Odrediti a i b u polinomu p(z) = 2® — 622+ azx +b tako da polinom
ima nulu 1 —4+/5, a zatim resiti jednacinu p(x) = 0.

655. Dokazati da konacno polje ne moze biti algebarski zatvoreno.

Resenje. Neka su ay,aq,...,a,, (a1 # 0), svi elementi konacnog polja
F. Tada polinom

p(x)=(r—a1)(x—a2)...(xr —an) + a1,
nema nijednu nulu u F jer je p(a;) = a1, i = 1,2,...,n, pa na osnovu 3.35

F nije algebarski zatvoreno.

656. U polju C, potpolja Q(i) i Q(v/2) su izomorfni vektorski prostori
nad poljem @, ali nisu izomorfna polja. Dokazati.

657. Navesti potpolje polja C koje nije potpolje polja realnih brojeva,
izomorfno polju

a) Q(V2),  b) Q(V3).

Resenje. Koristi¢emo teoremu: ako su a i b nule polinoma nesvodljivog
nad poljem F, onda su polja F(a) i F(b) izomorfna.

a) Nule polinoma z3 — 2 nesvodljivog nad Q su
V2, ev?2, V2,
IREAVE]
2

gde je e = —3 + —— kompleksan kubni koren iz jedinice.
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Prema tome, polje Q(¢+/2) je jedno polje kompleksnih brojeva izomorfno
polju Q(v/2).

658. Neka je a koren polinoma 22 — 2 € Q[z], a 8 koren polinoma
2?2 — 4x + 2 € Q[z]. Dokazati da su progirenja Q() i Q(3) izomorfna.

Resenje. Polinomi 22 — 2 i 2 — 4z + 2 su normalizovani nesvodljivi
polinomi nad Q, pa je x? — 2 minimalni polinom za « nad poljem Q, a
22 — 4z + 2 je minimalni polinom za 3 nad Q. Prema tome, svaki element
polja Q(«) se na jedinstven nac¢in moze prikazati u obliku

ap + a1, ap,a1 € Q,
a svaki element polja Q((3) se na jedinstven nacin moze prikazati u obliku

bo + 013, bo,b1 € Q.

Dokazacemo da je preslikavanje ¢ : Q(a) — Q(f) definisano sa
v(ag +ara) = ap+a1(B —2)

izomorfizam polja Q(«) i Q(B).
¢ je ocigledno bijekcija. Ako su ag+ aja, by + bia € Q(x), neposredno
sledi da je p(ap + ajav + bg + brar) = p(ap + a1a) + @(by + by ).
o((ag + ar1a)(bg + b)) = p(apbp + (agby + a1bp)a + a1b1a2) =

= go(aobo + 2a1b1 + ((Igbl + albo)a = apbg + 2a1b1 + (a0b1 + albo)(ﬁ — 2) =
= aobo + (a0b1 + albo) ﬁ — 2) + albl(ﬂ2 — 4ﬁ —+ 4) =
= (ao + al(ﬁ — 2))(b0 + bl(ﬂ — 2)) = gp(ag + ala)cp(bo + bla),

pri ¢emu je koriséeno o =21 3% —48 +4 = 2.

)
(

659. Dokazati da je jedini automorfizam polja racionalnih brojeva iden-
ticko preslikavanje.

Resenje. Neka je f automorfizam polja Q. Svaki automorfizam polja
ostavlja neizmenjene 01 1, paje f(0) =0 1 f(1)=1.

Dalje, za svaki prirodan broj n je f(n) = n (Sto se jednostavno dokazuje
indukcijom: tvrdenje vazi za n = 1, ako pretpostavimo da vazi za k, bice

fk+1)=fk)+ f(1)=k+1).
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Takode je f(c) = c za svaki ceo broj c. Zaista, iz 0 = f(c —¢) =
f(e) + f(=c), sledi

—f(e) = f(=0),
pa je za svaki prirodan broj n f(—n) = —f(n) = —n. Sli¢no, iz
L= J(1) = f(er ) = f() J(5), e 40,

sledi 1 1 1
)=
c fle) ¢
za svaki ceo broj c razli¢it od nule.
Prema tome, za svaki racionalan broj L je
q

1) =16 2) = 1)1 (3) =p 2 =2,

§to znaci da je f identicko preslikavanje.
660. Dokazati da polja Q(v/2) i Q(+/3) nisu izomorfna.

Resenje. Pretpostavimo da su data polja izomorfna i neka je f izo-
morfizam polja Q(v/2) na polje Q(v/3). Tada se, slicno kao u prethodnom
zadatku, moze pokazati da je za svako r € Q

f(z) ==z
Neka je f(v/2) = a+ b3, a,b € Q. Tada ée biti
2=f(2) = f(V2:-V2) = f(V2) - f(V2) = (a +bV3)* =
= a® + 3b% + 2abV/3,
odakle dobijamo sistem jednacina
2ab =0, a®+3b* =2,

koji nema racionalna reSenja.
Iz ove protivreénosti zaklju¢ujemo da data polja ne mogu biti izomorfna.

661. Neka je a = k?b, a,b,k € Q, k > 0. Dokazati da je tada
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662. Neka je u transcendentan element nad poljem F. Odrediti sve
F-automorfizme polja F'(u).

Resengje. Neka je f F-automorfizam polja F'(u). Tada je f potpuno
odredeno ako je poznato f(u) = v € F(u), pri cemu v ¢ F. Na osnovu
zadatka 640 F(u) je jednostruko algebarsko prosirenje polja F'(v), pri éemu

p(u)

jev="="=, p(z),q(x) € Flz], q¢(x) #0, a u je koren polinoma

q(u)
r(z) = p(x) —vq(x) € F(v)[z].

f je F-automorfizam polja F(u) ako i samo ako je F(u) = F(v), a to vazi
ako i samo ako je [F(u) : F(v)] = 1, ako i samo ako je r(z) linearan polinom,
tj.
b
v = ZZid’ a,b,c,d € F, ad— bc # 0.
(Ukoliko bi bilo ad — bc = 0, onda bi za neko k € F bilo ak + b = k(cu + d),

tj. element v bi bio u F.)

663. Neka je polje K proSirenje polja F. Polje K je algebarsko prosirenje
polja F' ako i samo ako za svako medupolje E (FF C E C K) svaki F-
monomorfizam f : E — E je F-automorfizam polja E. Dokazati.

Resenje. Neka je K algebarsko proSirenje polja F, FE medupolje i
f + E — E F-monomorfizam polja E. Treba da dokazemo da je f epi-
morfizam, a za to je dovoljno da dokazemo da je f bijekcija, tj. da ima
i levo i desno inverzno preslikavanje. f je monomorfizam, pa ima levo in-
verzno preslikavanje, dakle, preostaje da se dokaze da f ima desno inverzno
preslikavanje.

Ako a € E, onda a € K, a kako je K algebarsko proSirenje polja F, pos-
toji polinom p(z) € F[z] takav da je p(a) = 0. Posto je f F-monomorfizam,
onda primenom monomorfizma f n puta (n € N) dobijamo da je

f"(p(@)) = p(f*"(a)) =0

Polinom p(x) ima najvise deg p(x) korena (3.31), a f™ za svako n € N presli-
kava koren polinoma p(z) u koren tog polinoma, pa je za neko k,m € N, k #
m7

f™(a) = fH(a).

Neka je m > k. f ima levo inverzno preslikavanje, pa je

" Me) = a
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Ako je m —k =1 f jeidenticko preslikavanje na F(«), a ako je m — k > 1,
tada je f™*~1 desno inverzno preslikavanje za f, pa je f automorfizam polja
F(a). « je proizvoljan element iz E, pa je f F-automorfizam polja E.

Za drugi deo dokaza ne¢emo navoditi kompletno resenje ve¢ samo uput-
stvo.

Neka je za svako medupolje £ (F C E C K) svaki F-monomorfizam f :
F — E F-automorfizam polja E. Pretpostavimo da je K transcendentno
prosirenje polja F' i neka je u element polja K transcendentan nad poljem
F.

Dokazati da je preslikavanje f : F(u) — F(u), medupolja F(u) defi-
nisano sa f : p(u) +— p(u?) F- monomorfizam koji nije F-epimorfizam
(u € F(u) nije slika nijednog elementa iz F'(u)).

664. Oznacimo sa K polje svih racionalnih funkcija po « nad poljem
racionalnih brojeva Q (3.26). Neka je Lj polje koje se dobija kad se polju
K adjunguje resenje jednacine t?> — 2 = 0, a Lo polje koje se dobija kad se
polju K adjunguje resenje jednacine t3 + z = 0. Dokazati:

a) L1 i Lo nisu izomorfna prosirenja polja K.
b) Ly i Ly su izomorfna prosirenja polja Q.

(Ako su F,L; i Ly polja takva da je F* C Ly i FF C Lo, onda se Ly i Lo
nazivaju izomorfna prosirenja polja F' ako i samo ako postoji izomorfizam ¢
polja L; na Ly takav da je p(a) = a za svako a € F.)

Resenje. a) [Ly : K] = 2, a[Ly : K] = 3, pa L1 i Ly nisu izomorfna
prosirenja polja K.

b) L1 = Q(v/x), a Ly = Q(¥/x). Posto je = transcedentno nad Q, to
su /x i Jx transcendentni nad Q. Lako se proverava da je preslikavanje
o : L1 — Ly takvo da je o identi¢no preslikavanje skupa Q, a o(\/x) = /=,
izomorfizam L1 1 Lo.

3.4 Teorija Galoa

665. Dokazati da je algebarsko proSirenje K polja F' takvo da je
[K : F] = 2, normalno prosirenje.

Resenje. Neka je a € K, a ¢ F. Ako je m(x) maksimalni polinom
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elementa a nad F, onda iz
[K:F]=[K:F(a)][F(a): F]=2

sledi [F'(a) : F] =2, tj. F(a) = K, pa je degm(z) = 2. Posto polinom m(z)
stepena 2 ima jednu nulu u K, on mora imati i drugu nulu u K (2.73).

S obzirom na 3.45 grupa G(K,F) sadrzi samo dva automorfizma,
|G(K,F)| = [K : F] =2, pa je K normalno prosirenje polja F' (3.51).

666. Dokazati da polje realnih brojeva R nije normalno prosirenje polja
racionalnih brojeva Q.

Resenje. Polinom z3 — 2 € Q[x] je nesvodljiv nad poljem Q, koren /2
tog polinoma je u R, ali ostali koreni su kompleksni brojevi koji ne pripadaju
R. Prema tome, na osnovu 3.52 (iii) E nije normalno prosirenje polja Q.

2 2
667. Dokazati da je polje Q(\g + 1\2[) normalno prosirenje polja Q.

V2 V2

Uputstvo. Dokazati da je Q(7 + 27) faktorizacijsko polje polinoma
4 +1 € Q[z].

668. Odrediti sva polja K, prosirenja polja Q, takva da je polje K (/p),
gde je p prost broj a n prirodan broj, normalno prosirenje polja K.

Resenje. Posto je {/p koren polinoma f(x) = 2" — p, faktorizacijsko
polje polinoma f(x) je Q({/p,€) gde je € n-ti primitivni koren iz jedinice.
Otuda na osnovu 3.52 sledi da je K ( ¢/p) normalno prosirenje ako i samo ako
K sadrzi Q(¢).

669. Neka je K normalno prosirenje polja F', a M medupolje za polja
KiF (FC M C K). Dokazati da je K normalno prosirenje polja M.
Primerom pokazati da M mora biti normalno proSirenje polja F.

Uputstvo. Primer za drugi deo zadatka su polja Q, Q(v/2), Q(v/2,¢),
1 i3
e=—5+—5
670. Neka su polja F, Fs, F3 takva da je Iy C Fy C F3, F5 normalno
prosirenje polja F; i F3 normalno prosirenje F». Da li F5 mora biti normalno
prosirenje F17

Uputstvo. Polje F3 ne mora da bude normalno prosirenje polja Fj.
Dokazati da je polje Q(1v/2) normalno prosirenje polja Q, polje Q(v/2) nor-
malno prosirenje polja Q(y/2), ali Q(+/2) nije normalno prosirenje polja Q.
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671. Od sledetih prosirenja odrediti koja su normalna:

a) Q(v/=5) nad Q,

b) Q(V/5) nad Q,

¢) Q(¥/2,v/=3) nad Q.

Rezultat. a) Normalno, b) nije normalno , c¢) normalno.
672. Odrediti sve automorfizme polja Q(v/2).

Resenge. Neka je f automorfizam polja Q(v/2). Sliénim postupkom kao u
zadatku 659 moze se pokazati da je restrikcija f na Q identicko preslikavanje.

Svaki element polja Q(v/2) se na jedinstven nacin moze prikazati u
obliku a 4+ bv/2, a,b € Q, pa je slika elemenata a + bv/2 potpuno odredena
slikom elementa v/2 (jer je f(a + bv2) = f(a) + f(B)f(V2) = a + bf(V2)).
Kako je (v/2)? —2 =0, bice (f(/2))> —2=0.

Dobili smo da je f(1/2) nula polinoma z? — 2, pa je, prema tome,
F(V2)=v2 i f(V2)=—V2.
U prvom slucaju f je identicko preslikavanje.
Dokazimo da je preslikavanje f : Q(v/2) — Q(v/2) dato sa
fla+bV2) =a—bV2
zaista automorfizam:
f(@a+0vV2)+ (c+dvV2) =a+c— (b+d)V2 =

= fla+bV2) + flc+dV2),
f((a+bvV2)(c+dv2)) = (ac+ 2bd) — (ad + be)V/2 =
= fla+bV2)f(c+dV2).

f je otevidno bijekcija polja Q(v/2), pa je automorfizam.

Prema tome, jedini automorfizmi polja Q(v/2) su identicko preslikavanje
i preslikavanje koje a + bv/2 preslikava u a — bv/2.

673. Naci grupu svih automorfizama polja Q(v/2).
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Resenje. Ranije je dokazano da svaki automorfizam polja koje je prosi-
renje polja racionalnih brojeva ostavlja sve racionalne brojeve neizmenjene.
Svaki element polja Q(+/2) moze se prikazati u obliku

a+bv2+ V4,

pa ¢e slika svakog elementa polja Q(+/2) biti potpuno odredena slikom ele-
menta /2. Ako je f automorfizam, iz (/2)3 = 2 sledi (f(V/2))3 = 2, sto
znaéi da je f(3/2) takode treéi koren iz 2. Kako je v/2 jedini realan treéi
koren iz 2 (ostala dva su kompleksna) sledi da je f(4/2) = ¥/2, odnosno f je
identicko preslikavanje. Prema tome, grupa automorfizama sastoji se samo
od identickog preslikavanja.

PRIMEDBA. Polje Q(+¥/2) nije normalno prosirenje polja Q jer Q nije
fiksno polje grupe automorfizama polja Q(+/2) (3.50) (svaki element polja Q
jeste fiksan, medutim, fiksno polje je definisano (3.43) kao skup svih fiksnih
elemenata).

674. Neka je F polje, a S proizvoljan skup automorfizama polja F.
Dokazati da je skup svih elemenata polja F' koji su fiksni za svaki automor-
fizam skupa S, potpolje polja F.

Resenge. Ako je f automorfizam polja F, za svako a,b € F vazi
fla+b) = fla)+ f(b), f(—a)=—f(a),

f(ab) = f(a)f(b), fla™h) = (f(a))"!, zaa#0,
f(0) =0, ) =1

Ako su a i b fiksni elementi za automorfizam f (tj. f(a) = a, f(b) =b),
onda iz gornjih jednakosti na osnovu 3.2 sledi da je skup svih elemenata iz F’
koji su fiksni u odnosu na f, potpolje F; polja F. Presek proizvoljne familije
potpolja nekog polja je potpolje, prema tome, presek potpolja Fy za f € S
je potpolje polja F.

675. Naci grupu Galoa polinoma
a) z°—1, b) 271, ¢) a°—T,

u odnosu na polje racionalnih brojeva. Odrediti potpolja faktorizacijskog
polja datog polinoma koja odgovaraju podgrupama grupe Galoa.

Resenje. a) Faktorizacijsko polje polinoma x° — 1 je Q(a), gde je a =
e2mi/5 primitivan peti koren iz jedinice. Kako je

P —1=@-)at+22+22+x+1),
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a « je nula polinoma
pla)=a+2° +2* + 2 +1

nesvodljivog nad Q, grupa Galoa datog polinoma nad Q (tj. polja Q(«) nad
poljem Q) ima 4 automorfizma (na osnovu 3.51 i 3.52 jer je [Q(«) : Q] = 4).

Svaki element polja Q(«) se moze prikazati u obliku
a+ba+ca®+dad, a,bedeqQ,

ranije je dokazano da je svaki automorfizam polja Q(«) potpuno odreden ako
se zna slika elementa « i da te slike mogu biti samo elementi konjugovani sa
a. Elementi konjugovani sa a nad Q, su «,a?, a3, a* (to su nule polinoma

p(z) nesvodljivog nad Q), pa ¢emo definisati 4 preslikavanja:
fila + ba+ ca® + da®) = a + b(a?) + c¢(a?)? + d(a')?, i =1,2,3,4.

Na osnovu 3.40 sledi da je svako od preslikavanja f; automorfizam polja Q(«)
sa fiksnim poljem Q. To su svi automorfizmi polja Q(«), pa oni ¢ine grupu
Galoa poinoma z° — 1 nad poljem Q. Kako je f2 = f1, f5 = f3, f3 = f1,
grupa Galoa G(Q(«), Q) = {f1, fa, f3, fa} je ciklicka.

Odredimo fiksno polje podgrupe H = {f1, f4} grupe G. To fiksno polje
¢e se sastojati od svih elemenata = za koje je fi(z) ==z, i =1,4. Iz

fala+ba +ca? +da3) =a+bat+ ca® + da'? =
=a+b(—a®—a®—a—1)+ca’+da® =
= (a—b) —ba+ (d—b)a?+ (c —b)a’ =
=a+ ba + ca? + dao?,

(kokristili smo daje a® =1, a* = —a® —a? —a —1),sledi b =0, d = ¢, pa

je skup svih elemenata oblika
a+ba®+a%), a,becQ

fiksno polje podgrupe H.
polje je celo polje Q(«).
676. Dat je polinom p(z) € Q[x],

px)=2"—z* — 23—z —2.
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Naéi grupu Galoa polinoma p(z) nad poljem racionalnih brojeva Q.
Uputstvo. p(z) = (z — 2)(x* + 23 + 2% + 2 + 1).
677. Dat je polinom
p(z) =" 4+ 22" 4 22" 4 4227 + 20 4 1.
Naéi grupu Galoa polinoma p(x) nad poljem racionalnih brojeva Q.
Resenge.
p)=a"+2" . 2?2 " bl =

=@+ )@@ +2" 242+ ).

Nule polinoma p(z) su —1 i n-ti kompleksni koreni iz jedinice €1, €2, ..., p—1,
pa je faktorizacijsko polje polinoma p(x) Q(e1,e2,...,en—1) = Q(e1), gde je
€1 primitivan n-ti koren iz jedinice. Svakim Q-automorfizmom se e presli-
kava opet u primitivan koren iz jedinice, pa je grupa Galoa polja Q(e1) nad
Q izomorfna multiplikativnoj grupi ostataka po modulu n koji su uzajamno
prosti sa n.

678. Odrediti grupu Galoa polja Q(v/2,/3,v/5) nad Q.
679. Odrediti grupu Galoa polinoma

x® =2

wodnosn na polia @, Q(6), QV2), Q(¥2.) adejo = —1 + L°

Resengje. Faktorizacijsko polje polinoma 23 —2 nad poljem Q je Q(V/2, ¢).
Bazu polja Q(¥/2, ) nad poljem Q ¢ine elementi 1, /2, V/4, ¢, €V/2,eV/4, pa
je, kao §to je ranije pokazano, svaki automorfizam polja Q(3/2,¢) potpuno
odreden ako se znaju slike elemenata /2 i €. /2 je nula polinoma 2% — 2
nesvodljivog nad Q, a ¢ je nula polinoma x2 + x + 1 takode nesvodljivog nad

Q, pa se /2 moze preslikati samo u /2, ev/21ie2¥/2, acueice’

Kako je Q(+/2,¢) prosirenje stepena 2 polja Q(+/2), postoji automor-
fizam f takav da je
f(e) =€%i f(z) =z, za svako z € Q(V/2).
Takode je Q(+/2, €) prosirenje stepena tri polja Q(¢), pa je preslikavanje g za
koje je
g(V2) =eV/2, g(x) =z, za svako z € Q(e)
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automorfizam polja Q(V/2, ).

Tada je f? = id (identicko preslikavanje), a ¢g> je automorfizam takav
da je

G2(V2) = g(g(V2)) = g(eV2) = - e V2 = V2.

Mnozenjem automorfizama f i ¢ dobijamo nove automorfizme gf i g*f,
pa se svi dobijeni automorfizmi mogu predstaviti tablicom

lid f g ¢  g9f ¢f
13 13 62 13 g 52 62

V2|92 V2 V2 292 e¥2 292

(Ovde se u koloni ispod oznake automorfizma nalazi u prvoj vrsti slika ele-
menta € a u drugoj vrsti slika elementa /2 odgovarajuéim automorfizmom.)

S obzirom da se € mora preslikati u € ili €2, a V2 u /2, e¥/2ili €2/2, a
u gornjoj tablici su navedene sve kombinacije takvih preslikavanja, sledi da,
sem navedenih, drugih automorfizama nema. Grupa Galoa polinoma z3 — 2

nad poliem Q je G = {id, f,g,9% 9f, ¢>f} i kako je f* = ¢* = (¢9f)* = id,
grupa G je nekomutativna grupa reda 6 (izomorfna sa grupom Ss).

Potpolju Q(g) polja Q(+/2, ¢) odgovara podgrupa H = {id, g, g*} grupe
G. Automorfizami iz H ostavljaju sve elemente iz Q(¢) nepromenjene.

Potpolje Q(+v/2) je fiksno polje podgrupe K = {id, f}, a za podgrupu
L = {id} fiksno polje je celo polje Q(V/2,¢),

Prema tome, u odnosu na polja Q, Q(¢), Q(v/2), Q(3/2,¢) grupe Galoa
polinoma 3 — 2 su respektivno grupe G, H, K i L.

Polje Q(V/2, €) je faktorizacijsko polje polinoma x3 — 2 nesvodljivog nad
Q, pa je Q(v/2,¢) normalno progirenje polja Q.

H je normalna podgrupa grupe G, pa je polje Q(e) normalno nad Q.
Medutim, K nije normalna podgrupa grupe G, pa ni Q(+/2) nije normalno
prosirenje polja Q.

Medusobni odnosi podgrupa grupe G i potpolja polja Q(\S/i, €) mogu
se prikazati slede¢im dijagramom:
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H/G\K @(8)/(@\@(%)
NS N

Naveséemo i permutacionu grupu polinoma z® — 2 nad poljem Q (v.
3.49).

Koreni jednagine 23 — 2 = 0 su
3 3 3
T = \/5, To =€eV2, x3= £2/2.

Kako je f(z1) = z1, f(z2) = w3, f(z3) = zo, automorfizmu f odgovara
premutacija py = (23). Iz g(x1) = z2, g(x2) = 3, g(x3) = 1, sledi py =
(123). Na slican nacin dobijamo

g = (123), pgy = (12), pges = (13), pia = (1),

pa je {(1),(12), (13),(23), (123), (132)} permutaciona grupa datog polinoma
izomorfna grupi G.

680. Naci grupu Galoa G polinoma
p(z) = z* — 522 + 6

u odnosu na polje racionalnih brojeva Q. Odrediti potpolja faktorizacijskog
polja koja odgovaraju podgrupama grupe G.

Resenje. Koreni polinoma z* — 522 +6 su T12 = +v/21 T34 = i\/g, pa
je faktorizacijsko polje tog polinoma Q(v/2, —v/2,v3, —v3) = Q(v/2,V3).
Red trazene grupe Galoa G je na osnovu 3.51 i 3.52

Q(v2,v3) : Q] = [0(VZ,V3) : VB)[(V3) : @ =22 = 4.

Automorfizmi polja Q(v/2,v/3) su preslikavanja definisana sa

[ VEe VI [ Ve E,
PN VBB, YT VB —vE
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Lako se proverava da je ¢? = id, ¥? = id i o) = o, pa je skup au-
tomorfizama {id, ¢, 1, o1} podgrupa grupe G, a kako je G reda 4, to je
G = {id, p,9, p1b}.

Podgrupe grupe G su
H, = {Zdv 90}’ Hy = {2d7¢} i Hjz= {Zda <P¢}

Fiksno polje podgrupe H; je Q(v/3), fiksno polje podgrupe Hy je Q(v/2) a
fiksno polje podgrupe Hz je Q(v/6).

Grupa G je komutativna, pa su sve njene podgrupe normalne. Prema
tome, i sva navedena polja su normalna prosirenja polja Q.

H, H2/H3 Qv3) QW2  QV6)

N

{id} Q(V2,v3)

Mreze podgrupa i potpolja su

G Q

681. Naci grupu Galoa G polinoma
pz) = -2

u odnosu na polje racionalnih brojeva Q. Odrediti podgrupe grupe G i pot-
polja faktorizacijskog polja koja im odgovaraju.

Resenge. Polinom p(x) je nesvodljiv nad Q po Ajzenstajnovom kriteri-
jumu. Koreni polinoma su z12 = +v/2, 34 = Ei V2, pa je faktorizacijsko

polje
Q(V2, —V2, iV2, —iV2) = Q(V2,9).
[Q(V2,1): Q] = [Q(V2,1) : Q(V2)][Q(V2) : Q] =2-4 =38,

pa je red grupe G osam.
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Lako se proverava da su preslikavanja odredena sa

W 1= —1, ; ) i
V2o va Y e i

automorfizmi polja Q(v/2,7). Polje Q(v/2) je fiksno za automorfizam 1, a
polje Q(i) je fiksno za automorfizam ¢. Jednostavno se proverava da je

P =id, ¢* =id i Yo = ). Zbog toga je {id, v, v, 0%, ©*, 0, p*, PP}
podgrupa grupe G reda 8, tj. cela grupa G. Grupa G ima slede¢e podgrupe:

Hy = {id,}, Ky = {id, , 9% ¥}
Hy = {id, ©*}, Ky = {id, 0*, ¢, %)},
Hs = {id, o}, Kz = {id, o, 00, %)}
Hy = {id, 9*¢},

Hs = {id, o>y},

Podgrupe Hs, K1, Ko, K3 su normalne podgrupe grupe GG, a Hs je centar te
grupe. Mreza podgrupa je

G

Kl/KQ\KS
N'dH”
\\ //

{id}

Hy

Automorfizmi iz K fiksiraju i, pa je Q(¢) fiksno polje za K.

K> fiksira element v/2 - v/2 = v/2, pa je Q(v/2) fiksno polje za K.
K3 fiksira iv/2v/2 = iv/2, pa je Q(iv/2) fiksno polje za Kj.

H, fiksira v/2, pa je Q(v/2) fiksno polje za Hj.

H, fiksira i i i7/2, pa je Q(i,/2) fiksno polje za Hs.

Hs fiksira (14 14)v/2, pa je Q((1 +i)v/2) fiksno polje za Hs.
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H, fiksira iv/2, pa je Q(iv/2) fiksno polje za Hy.

Hj fiksira (1 —4)v/2, pa je Q((1 — i)v/2) fiksno polje za Hs.

Polja Q(i,v/2), Q(i), Q(v/2) i Q(iv/2) su normalna prosirenja polja Q.
Mreza potpolja je

682. Odrediti grupu Galoa G polinoma
plz) =241
nad poljem racionalnih brojeva Q. Odrediti podgrupe grupe G i potpolja
faktorizacijskog polja koja im odgovaraju.

Resenje. z* 4 1 je nesvodljiv nad Q. Medutim,
et 1= (2% + V2 +1)(2? = V22 + 1),

pa su koreni polinoma z* + 1

—V2+iV2 —V2-iV2
= ) xz = )
2 2

\/i—l—i\/ﬁ \/E—l\/i
= =
2

I B

x3
a faktorizacijsko polje je Q(i,v/2). Red grupe G je
[Q, v2) : @] = [Q(, v2) : Q()][Q(1) : Q] = 2- 2 = 4.

(Do istog rezultata se moglo doéi prikazujuéi korene u obliku x5 = e/t =
a, 1 =0, x9=a", x4 =a’, faktorizacijsko polje polinoma z* + 1 je

onda Q(«), a stepen prosirenja je [Q(«) : Q] = 4.)
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Preslikavanja definisana sa

) i i, 11,
7 V2 Ve, V2 =2,
su automorfizmi polja Q(i, v/2).

Lako se proverava da je ©? = id, ¢? = id i@y = 1y, paje {id, ¢, v, o}
= G. Podgrupe grupe G su

Hy = {id, ¢} i njoj odgovara potpolje Q(v/2),
Hy = {id, 1} i njoj odgovara potpolje Q(i),
Hs = {id, o9} i njoj odgovara potpolje Q(iv/2).

G je komutativna grupa pa su sve podgrupe normalne, a odgovarajuéa
potpolja su normalna prosirenja polja Q.

Mreza podgrupa i potpolja je:

G Q

H Hy V2 Qi) Qiv2)

SN

{id} Q(v2,1)

683. Odrediti grupu Galoa G polinoma
a) o + Tz? + 4,
b) z* 4 42? + 2,
c) 2t + 622 + 6,

nad poljem racionalnih brojeva Q. Odrediti podgrupe grupe G i potpolja
faktorizacijskog polja koja im odgovaraju.

Resenge.

a) 2t 4722+ 4= (22 +2)2+322 = (22 +V-32+2) (2?2 — V=32 +2),
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pa su koreni datog polinoma
V=3+v/-11 2y — F \/T

2 ’ 2
—V/=3++/-11 oy —/=3—/-11

2 ’ T 2 ‘
Faktorizacijsko polje je Q(v/—3,v/—11), a stepen ekstenzije je
[Q(vV=3,v-11) : @] = [o(v=3,v=11): Q(vV=3)][Q(V-3) : Q] =2 2 = 4,

pa je red grupe G Cetiri.

Ir =

xr3 =

Preslikavanja definisana sa

{FH—F, i w:{mm/—*s,

V=11 /—11
su automorfizmi faktorizacijskog polja.

Lako se proverava da je ¢? = id, ¥? = id i o = o, pa je G =
{id, o, 9, oy}
Mreza podgrupa i odgovaraju¢ih potpolja je

{id, p, 0, 1} Q

N oS

{id, o} fid,oy  Afid,pg}  Q(vV-11) Q(V-3) Q(v33)

/

{id} Q=3

3/

;

)

b) p(z) = 2* +42% + 2 = (2® +2)? — 2 = 0, pa su koreni polinoma p(z)
:\/—2—1—\/5, To = —2—{—\/5, IL‘3:\/—2—\/§, Ty = — —2—\/5.

Posmatrajmo progirenje Q(y/—2 4 v/2). Polinom z? + 422 + 2 je ne-
svodljiv nad Q po Ajzenstajnovom kriterijumu, pa proizvoljan element y €
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Q(y/—2 + V/2) ima oblik

y=a+b/-2+V2+c(\V-2+V2)? +d(\/-2+V2)3 =

=(a—2¢)+evV2+ (b—2d+dV2)\ -2+ V2, a,b,c,d € Q.

2 o125 = \/~2 4 V2 ~2 — V2 = V2, sledi da je

_Q_ﬂ:L:
—24+/2

= 2+ V24 v2)) (~2v 24 vE- (V24 v2)") =

= 3/ 21v2- (\/—2+\f2)3.

Pri tom je koris¢eno

v :—m—%( —2+\f2)3

—242

(8to se dobija metodom neodredenih koeficijenata). Iz svega prethodnog
sledi da je faktorizacijsko polje polinoma p(x)

o(V-2+v2, V24 v2, 2 Ve —\/—2—\/5) =o(V-2+v2),

jer se pomocu nule x; racionalno izrazavaju sve ostale.

[Q(V-2+v2): Q] =[Q(Y-2+v2) : Q(V2)][Q(V2) : Q] =2-2 =4,

pa je red grupe G Cetiri.

Posto automorfizmi polja Q(y/—2 4 v/2) permutuju korene polinoma

odredimo automorfizam ¢ koji prevodi x1 u x3. Direktno se proverava da je

@th—3\/—2+\f—(\/_2+\/§)37
w2:mH—m,
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@3:mH3\/—2+\@+(\/—2+\@)3,

ot =id.

Sledi da je grupa G ciklicka grupa reda 4. Jedina njena netrivijalna
podgrupa je H = {id,©?} i njoj odgovara potpolje Q(v/2) jer je v/2 =
2+ (\/—2 + v/2)? fiksan element za automorfizam 2.

Mreza podgrupa i potpolja je:

G Q
H Q(V2)
{id} Q(y/ -2+ V2)

c¢) Koreni datog polinoma su:

21 =\ -3+V3, 22=-\/-3+V3, a3=\-3-V3, 24=-\/-3-V3,

a njegovo faktorizacijsko polje je

Q-3+ V3, —V=3+v3, V-3- V3, —V/-3—V3) =a(y-3+V3.12),

jer je

zizs = V6 = V3v2 = (21 + 3)V2,
3
pa je x3 = (:Ul + x—l)\/i ili, kad se odredi inverzni element za x1, T3 =

1
(=221 — ix?)\/i

Red grupe G je

[@(V-3+V3,v2): Q] =

=[Q(V -3+ V3,v2) : Q(V -3+ V3)][Q(yV-3+V3): Q] =2-4=8.
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Automorfizmi polja Q(y/—3 + v/3,v/2) su:
@ i { ’

1
x1 — (227 — 53:‘;’)\/5, 1= T1.

Lako se proverava da je
2 [ VEeVE s [ VRV
v Ty — —T1, v Ty — (25[,‘1 + 556?)\/5,
¢t =id i e = *P, paje G = {id, p,0*, ¢°, ¥, b, 0?1, PP}

Sliéno kao u prethodnim primerima mogu se odrediti podgrupe grupe
Galoa G i odgovarajuéa potpolja.

684. Neka je 2* +az? +b nesvodljiv polinom nad poljem Q ¢ija je grupa
Galoa G. Dokazati:

a) Ako je b kvadrat u Q, tada je G Klajnova grupa (Cy x C3).

b) Ako b nije kvadrat u Q, ali je b(a® — 4b) kvadrat, tada je G ciklicka
grupa reda 4.

¢) Ako ni b ni b(a? — 4b) nisu kvadrati u Q, onda je G diedarska grupa
reda 8.

Uputstvo. Generalisati reSenje prethodnog zadatka.

685. Neka je 2% + ba® + ca? + bz + 1 nesvodljiv polinom nad Q é&ja je
grupa Galoa G. Dokazati:

a) Ako je ¢® + 4c + 4 — 4b? kvadrat u Q, tada je G Klajnova grupa
(CQ X CQ)

b) Ako ¢? + 4c + 4 — 4b? nije kvadrat u Q, ali je
(¢® + 4c+ 4 — 4b*) (b — 4c + 8)

kvadrat u Q, tada je G ciklicka grupa reda 4.

c) Ako ni ¢® +4c+4—4b% ni (¢ +4c+4 — 4b%)(b? — 4c+8) nisu kvadrati
u Q, tada je G diedarska grupa reda 8.

686. Naci grupu Galoa polinoma
a) 2t — 1022 + 1,
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b) 23 + 222 — 10z — 15,
c) z° — 323 — 222 + 6,
d) z° + 2% —22%2 -2,
nad poljem racionalnih brojeva Q.

Uputstvo. a) Nule ovog polinoma su
$1=\/§+\/§, 5622\[—\@, $3=—\/§+\/§, $4=—\/§—\/§,

a grupa Galoa je Co x (o,
b) 23 + 222 — 10z — 15 = (z — 3) (2 + 52 + 5),
c) 25 — 323 — 222 + 6 = (22 — 3)(2® — 2),
d) 25+ 23— 222 -2 = (22 +1)(2® - 2).

687. Neka je p prost broj, a f(z) polinom stepena p nesvodljiv nad Q.
Ako f(x) ima u polju kompleksnih brojeva ta¢no dva korena koji nisu realni,
onda je grupa Galoa polinoma f(z) nad Q izomorfna simetri¢noj grupi Sp.
Dokazati.

Resenje. Neka je G grupa Galoa polinoma f(x) posmatrana kao pod-
grupa grupe Sy,. Ako su ai,as,...,a, koreni polinoma f(x), onda je F' =
Q(a1,as,...,a,) faktorizacijsko polje polinoma f(x). Polje Q(a;) je potpolje
faktorizacijskog polja F, a posto je f(z) nesvodljiv polinom nad Q, onda
je (3.24) [Q(a1) : Q] = p. Na osnovu osnovne teoreme teorije Galoa (3.53)
Prema tome, red grupe G je deljiv sa p. Na osnovu Kosijeve teoreme (1.97)
grupa G sadrzi element o reda p. Permutacija ¢ mora onda biti ciklus duzine
p (zadatak 165).

Preslikavanje definisano sa a + (i — «a — (i je R-automorfizam polja
C. Ako je ay + (i kompleksan koren koji nije realan polinoma f(z), onda
je a1 — (1t drugi kompleksan koren koji nije realan tog polinoma, prema
tome, navedeni automorfizam korene koji nisu realni polinoma f(z) presli-
kava jedan na drugi, a ostale korene ostavlja neizmenjene. Restrikcija tog
automorfizma na F' je automorfizam polja F, dakle, grupa G sadrzi trans-
poziciju 7 = (ij). S obzirom da se ¢ moze pisati u obliku o = (iks...kp),
neki stepen od o je oblika 0 = (ijl3...l,) € G. Permutacije 7 i 0% generisu
celu grupu S,, dakle, G = S),.
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PREGLED OZNAKA

U zagradi je navedena stranica na kojoj je nalazi definicija odgovarajuce
oznake i broj te definicije.

1234
4321

[4321]

skup prirodnih brojeva

skup celih brojeva

skup racionalnih brojeva

skup pozitivnih racionalnih brojeva

skup realnih brojeva

skup pozitivnih realnih brojeva

skup kompleksnih brojeva

najveéi zajednicki delitelj za a i b

red grupe G, kardinalni broj skupa G (s. 10 (1.31))
red elementa grupe (s. 8 (1.14))

ciklicka grupa reda n (s. 9 (1.24))

grupe (prsteni, polja ) G; i Gy su izomorfne (s. 9
(1.19)), (s. 135 (2.44))

jezgro homomorfizma f (s. 8 (1.18), s. 135 (2.43))
slika homomorfizma f (s. 8 (1.18), s. 135 (2.43))
grupa generisana elementom a (s. 9 (1.22))

grupa generisana skupom S (s. 9 (1.26))

permutacija 1 — 4, 2 — 3, 3 +— 2, 4 — 1 (s. 10
(1.33))

1234
4321
ciklus 1 — 2, 23, 34, 41 (s. 10 (1.35))
simetri¢na grupa stepena n (s. 10 (1.33))
alternativna grupa stepena n (s. 11 (1.40))

grupa permutacionih matrica formata n x n (s. 11
(1.42))

diedarska grupa reda 2n (s. 28 (zad. 16))

indeks podgrupe H u grupi G (s. 12 (1.53))

H je normalna podgrupa grupe G (s. 12 (1.56))
direktan proizvod grupa (prstena) (s. 14 (1.70)) (s. 148
zad. 380, 381))

centar grupe G (s. 15 (1.74))

permutacija ) (s. 10 ( 1.33))
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Zy
a = b(mod m)

L,

Qp

QP
Fmn
Char R
C(R)
(S)

(a)
SR

centralizator skupa A (s. 15 (1.75))

normalizator skupa A (s. 16 (1.76))

komutator elemenata z,y (s. 16 (1.81))

izvod (komutatorska podgrupa) grupe G (s. 16
(1.82))

grupa automorfizama grupe G (s. 18 (1.110))
grupa unutrasnjih automorfizama grupe G (s. 18
(1.110))

Priferova grupa (s. 21 (zad. 8))

a je kongruentno sa b po modulu m (s. 24 (zad.
12))

skup ostataka po modulu m (s. 24 (zad. 12))

(s. 33 (zad. 36))

(s. 34 (zad. 37))

skup svih matrica formata m x n nad poljem F'
karakteristika prstena R (s. 131 (2.12))

centar prstena R (s. 133 (2.28))

ideal generisan skupom S (s. 134 (2.38))

glavni ideal generisan elementom a (s. 135 (2.39))
prsten razlomaka prstena R sa imeniocima iz S (s.
137 (2.58))

prsten polinoma nad R (s. 138 (2.61))

(s. 139 (2.64))

stepen polinoma f(z) (s. 139 (2.63))

elementarni simetri¢ni polinom (s. 139 (2.66))
izvod polinoma f(z) (s. 141 (2.77))

Njutnova suma (s. 142 (2.82))

prsten endomorfizama Abelove grupe G (s. 145
(zad. 372))

prsten formalnih stepenih redova sa koeficijentima
iz R (s. 146 (zad. 376))

prsten prosirenih formalnih stepenih redova sa ko-
eficijentima iz R (s. 147 (zad. 378))

ideal nilpotentnih elemenata prstena R (s. 176
(zad. 452))

polje generisano sa F'U S (s. 224 (3.15))

stepen prosirenja polja K nad poljem F' (s. 225
(3.22))

polje racionalnih funkcija po z nad poljem F' (s.
226 (3.26))

grupa Galoa polja K nad poljem F' (s. 228 (3.44))
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