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I GRUPE

§1.0. PREGLED DEFINICIJA T TEOREMA

1.1, Funkcija f:85x8-+8, gde Jje S neprazan skup, nazi-
va se binarna operacija na skupu S.

Dakle, binarna ocperacija f definisana na skupu 8 pridru-
Zuje svakom .uredjenom paru elemenata iz S jedan elemenat iz §.

Ba wuredjenom paru (a,b) odgovara elemenat c zapisujemo sa

fla,b) =c,
ili sa
afb=cg.

Cesto se ovako definisana binarna operacija naziva unu-
tra3nja binarna operacija (za razliku od spolja&nje binarne ope-
racije koja se definiSe kao preslikavanje g : SxT-+R, gde su S,
T i R neprazni skupovi).

1.2, Ako je n pPrirodan broj, S neprazan skup i &s% =

=8x5x...x%8, onda se funkcija f: 8"+ S naziva n-arna operaci-
ey prreasieee e rsieat? .
n puta

ja na skupu S..Broj n naziva'se dufina 11i arnost operacije f,

n-arna operacija se za n=1 naziva unarna, a za n=3 ternarna {(za
n=2 dobija se ranije definisana binarna operacija).

1.3, ake je s skup na kome je definisana binarna
operacijia *, a T podskup od S takav da za svako a,beT

a*hbé€mT,

onda kaZemo da je skup T zatvoren u odnosu na operaciju =*.




1.4; " 2ko je na skupu G definisana binarna operacija *,
Eﬁda sé uredien par (G,*} naziva grupoid. KaZe se, takodje, da
ie G grupoid u odnosu na operaciju *.

. festo demo, kada se podrazumeva o kojoi ie operaciji red,
govoriti samo fgrupcid G 7 (umestogrupoid (G,*}7 ).
1.5. Binarna operaciia * definisana na skupu G je aso-

cijativna ako 1 samo ako j=

ax{b+xc} = (axb) xg,

za svako a,;b,c € G.
Operacija * nazivae s¢ komutativna ako i samo ako je

a+ b = bxa,

za svako a,beG.

1.6. . Grupoid {G,*) naziva se polugrupa ako i samo ako

je * asocijativna operaciia.
3

1.7. Bko je (G,*) grupoid i postoji elemenat ee( ta~
kav da vazi ’
a+e = era = a, _
za svako a €G, onda se e naziva neutraini {ili jediniéni)eleme—
nat grupoida - (G, %} S
‘Ako - je elemenat e’¢ G takav.-da -vaZi
axe’ = a,
za svakc a € G, onda se e” naziva desni neutralni eiemeﬁat, a ako
je elemenat e € G . takav. da vaii

-

e wa =a,

za svako a € G, onda se e™ naziva levi-neutralni elemenat gru-

poida (G, *}.

1:8.  Grupoid (G,*) u kome za svako a,b €G jednaline
a%x = b, v xa =.b,

imaju jedinstveno refenje po % i y u G, naziva se kvazigrupa.
..-KvéZigrupa sa neutralnim. elementom naziva se lupa. .

. 1.9, Grdpoid {G,*) se naziva grupa ako i samo ako vaZe
slededi aksiomi:

Gl. 2Za svako a,b,ceG
a*(b*c) = (a*b)*c,

%(operqcija je asocijativna),.

G2. Postoji elemenat e e tako da je za svako a €G-
e a = a,

(postoji levi neutralni elemenat).

G3. Za svako a€G pbsfoji elemenai'éml € G tako da de

_1*

a a= e,

. . A . -]
{svaki elemenat a ima levi inverzni elemenat a ~}.

1.10. " sa definicijom-1.9. je ekvivalentna definicija
grupe koja se dobija iz 1.9, na slededi nafin: u G2. se zahteva
s egzistencija desnog neutralnog elementa {umesto levog), u G3. se
zahteva egzistercija desnog inverznog elementa {umesto levog), a
sve ostalo u - 1.9. ostaje neizmenijeno..

1.11. Grupa {G,*) u kojoi ie operacija * komutativna
naziva se komutativna grupa ili Abelova grupa.
1.12. - Ako je (G,+) grupa (definicija 1.9 ) onda va%i -
3 3(pri tom, kada operaciju ognafavamo znakom - pisademo umesto ajb
| skradeno ab): - e _ .

a)- Ako je e levi neutralni elemenat, onda je e i desni
neutraini elemenat,tj. e jé.neut:alni elemenat.. .

b} Neutralni elemenat je jedinstven.

c). - Ako de a_l-1ev;,inverzni_elemenat clementa a, onda
je a”l i desni inverzni elemenat elementa a (dakle, a b e in-
verzni elemenat za a). _.' .

' - d) Svaki elemenat gfuﬁe_ima jedinstven inverzni eleme-
nat. . o
e) Za svako a€G

(a”l)“i = a.




. f)  %a svako a,b€G

-1

L .pta .

(ab)”
g} 2a svako a,b,ceG

ac = bc => a=b 1 ca =cb =>a =bhb,

(va¥e zakoni desne i levé_ kancelaqije(sk;aéivanja)).
h} Za svako a,b &G jednaline
ax = b i 'ya = b

imaju jedinstveno re§enje_pq ¥ 1y uG.

1.13. Réd grupe G je kardinalni broj skupa G i oznala-
vamo ga sa |G |. Ako.je ! @ ! konaan broj grupase naziva konadna,
ako to nije slufaj grupa je beskonatna.

sa | g oznadavademo ‘i kardinalni Broj proizvoljnoy pod-

skupa § grupe G.

1.14, ‘Red elémenta~'a'grupe“G'je-najmanji'priro&an broj
n za koji je a" =e, ako takvo n postoji. Ako takav prirodan broj
ne postoji, a je beskenalnog reda. Red elementa a ozrafavademo

sa iaf:

1.,15.  BAko je (G,-) grupa,. podskup H grupe G naziva se
podgrupa grupe G ako i samo ako je H grupa u odnosu na binarnu
operaciju . : : _

U grupi G skup koji sadrZi samo jediniéni elemenat {e}
i sama grupa G su podgrupe i- te' podgrupe nazivaju se: trivijalne.

Ostale podgrupe nazivaju-se netrivijalne ili prave podgrupe.

"1.16. ﬁéprazan podskup H grupe G je podgrupa. ako i samo
: . . - -1 . S .
ako za svako x,y €H, xy T €H.

1.17 . Konaéan.ne?razan podskﬁp H.grupe G je podgrupa

ako i samo ako za svako x,y e, xy €H.

rse preslikavaju u neutralni elemenat e

‘. se naziva homomorfna slika grupe G

.- se naziva epimorfizam.

1.18. Homomor £izam grupe.(Gl,*} u'grﬁpu'(Gg,') je pre-

;éiikavanje £ skupa Gi u skup G2 za koie za svako %,y €&, vaZi

1
fi{xay) = £(x) - £(yv) .~

Jezgro homomorfizma f je skup svih elemenata iz Gl koji
5 grupe G Jezgro homomo-

. . . 2"
‘rfizma f oznadavademo sa Ker £, dakle,

Rer £= {x|lxeG, 1 £(x) = e }.

1 2

Ako je f surjektivno preslikavanie (tj. f(Gi} = G2), G2

1 v ton slufaju homomorfizam

Homomorfizam koji je injektivno preslikavanje naziva se

. monomorfizam.

'1.19. Homomerfizam koji je epimorfizam i monomorfizam

(tj. bijekcija) naziva se izomorfizam. Dve grupe Gl i G2 se na-

’ zivaju izomorfne ako i samo ake postoji izomorfizam f 1 Gy ¥ G, .

.- Da su grupe Gl i G, izomorfne oznatavademo sa G, =G,.

1 2

1.20. Homomorfizam kojim se grupa G preslikava u sebe
naziva se endomorfizam, a izomorfizam grupe G u sebe naziva se

automorfizam.

1.21. Neka je a elemenat grupe G. Tada je skup A =
= {an]n € #Z} podgrupa grupe G. A je najmanja podgrupa kbja sadr-

¥ia.
s n . I < - : .
Pri tome, a je definisano na slededi nad¢in. Ako je n
. . n -1 ~1l.n o . .
priredan brej, a =aa ... a, a - ={a "}, a Jje neutralni

elemenat grupe G. n puta

1,22. Rko u grupi G postoil elemenat a e G takav da je
G = {anln e %, onda'se G naziva cikli®ka grupa {generisana ele-
mentom a), a a se naziva generator grupe ¢. Da je grupa G ge-

nerisana sa a oznaCavademo sa G= <a > .




1. 23 Neka je G czklléka _grupa generlsana sa a.

Ako je G grupa konacnoq reda n, enda Jje ak generatcr
grupe G ‘ako i samo ako su k i n relativno prosti brcjev1

Ako je G beskona&na grupa, onda su a i.a -1 jedini gene-

ratori grupe G.
1.24. ZXonadne 01kllcke grupe 1stog reda su 1zomorfne
Svake dve beskonacne cikligke grupe su 1zomorfne. Ciklidku gru-

‘pu reda n oznacavacemo sa C »

1.25, ' svaka podgrupa cikliéke g:upe'je cikli&ka,

1'26{ Ako je § podskup grupe G, minimalna podgrupa gru-’

pe G kOja sadr2l 8 se oznacava sa <8> i naziva podgrupa generl-

sana skupom 5. Kada je S--{al,a2 ..

,an>_Element1 skupa S se nazivaju generatori grupe

.ra } tada <5> oznafiavamo sa
<a a '.l.
1%° 2
<8>.,

<g> je'pre5§k évih podg:upa kcjé sadr¥e &.

1.27. Grupa & je - generfisana nepraznim skupom S -akec ‘i’
samo ako se svakz elemenat grupe G moZe prlkazatl u obllku proi-
-zvoda. ' ' C ' ' o

3 e am y MEI, al,a2,...,ames,

kl’k2""'km £ Z
kona®nog broja stepena elemenata iz S
1.28. Ako u grupi G postoji konaan skup S tako da je
GF#§S>,ggrapa G se . naziva kona&no generisana grupa.
1.290 Skup generatora se na21va nezavisan ako i sdamo

ako se ni jedan elemenat tog . skupa ne moze prikazati kao proi-

zvod konaénog broja stepena sa celim eksponentima ostalih ele-
menata. , T .
Skup generatora s je nezavxsan ako i samo ako za svako

XESB, x ne prlpada grupl denerlsaan skupom S‘\{x}

1.30, Svako bljektlvno presllkavanje nepraznog skupa S

na 8 na21va e permata013a skupa §.

-pa t odnosu na mnoZfenije (kompoziciju) preslikavania.

. 1.31. Skup svih permutacija nepraznog skupa & je gru-

1.32, Grupa G se naziva grupa permutaCLJa ako 1 samo

fako je G po&grupa grupe svih permutaciija nekoyg skupa §.

1.33. Grupa sv1h permuta013a skupa fl 2,..,,n} se nazi-

:va simetridna grupa Stepena n i oznafava sa 8, Ta grupa ima nt

Q elemenata

: Permuta01ju pe S def;nlsanu sa pi{k) = ik' 'k e{l 2,0..,n0}
S 12 ...7n s i . :

: ol eo. i

- oznafavademo sa (1 i ) lli.sa Lig i 2. ]

172

1.34.  ({(Kejli (Cayley}) Svaka grupa G je izomorfna sa

. nekam grupom permutaCLJa skupa G.

Svaka kona&na grupa reda n je lzomorfna e nekom pod -

"grupom grupe 5, -

1.35. Permutacija pe Sn'se naziva cikius_duéine'k (k<n}

ako i samo ako je

pla;) =a,, play) =ag,...,plag_l=a, pla) =a,,

§de'su ai}a2}.}.,aé'razliéiti elementi ékupa {1,2,...,n}, a os~

tale elemente permutacija p ostavljé'neizmenjene (p(x)f=x, % #ai,

i=1,2,...,k}. Ciklus p cCemo oznaéavati simbolbm'

{ili sa p:-a, »&8,* ... +4a,_~+a - )

1.36... Ciklus duZine. 2 nazivame transpozicida, a ciklus

duZine 3 tercet.

1.37. cCiklusi (al a, ..)’ak), (bl'b2 ...'bﬁ) eSn se na-

zivaju disjunktni ako i samo ako je

{al,az,...,ak}r}{bl,bzr...,bg} = .,




138 Svaka permutaclja Urupe S, moZe se prikazati kao
pr01zvod dlsjunktnlh ciklusa. : :

1.39. skup svih transpozicija generife grupu S .
1.40. Permutacija grupe £, 5¢ naziva parna ako i samo

ake se mo¥e prlkazatl kao pr01zvod parnoq broja transp0210lja,
a u suprotnom 9ermuta01ja se naziva neparna.
- Skup A svih parnlh permutacija grupe S

nt s
ima =5 elemenata i na-

je podgrupa

{(normalna, v. 1 56 ) grupe S Grupa Al

ziva se alternativna grupa stepena n.-

1.41. 'Matrica formata n xn se naziva permutac1ona mat-
rica ako i samo ako je dobljena od ]edlnlcne matrlce permutovaw
njem njenlh vrsta. '

1.42. Ako je P skup svih permutacmonlh matrica forma-

ta njcn,'onda je P multlpllkatlvna grupa.

1.43.

gde je Aq matrica dobljena od ]edlnlcne matrice permutovanjem

Preslikavanie ¢ 1 8 -+P definisano sa ¢':UI*A
njenlh vrsta onako kako to prOplSUJe permutac1ja = je 1zomorf1“

zam grupe S na grupu P

1.44. ©Na osnovu Kejlijeve teoreme (1.34) i 1, 43, sledi
da je svaka konana grupa reda n izomorfna =a nekom podgrupom
grupe P ‘svih permuta01on1h matrlca formata nxn.

“1.45.. Neka su' A i B nepraznl podskupovi qrupe G Proi-

_zvod AB definisan je sa

AR = {ablaeh, beB}.

1 46 “Neka je H podgrupa qrupe G i aeG, Skup aH =
*{abib € H} naziva se levi suskup podgrupe H, a skup Ha = {ba!beH}
je: desnl suskup podgrupe H. i

Elemenat a 'nazivamo predstavnikom suskupova aH, odnosno Ha.

1.47. WNeka Jje H podgrupa grupe G, a aH levi suskup pod-~
upe H Ako je geal, onda je aH=gH, tj. svaki elemenat susku-
'pa aH moZe da bude predstavnik tog suskupa. Analogno tvrdjenje
aéi i za desne suskupove.

1.48. HNeka je H podgrupa grupe G i neka su aE i bH dva le-~
a.suskupa podgrupe H. Tada se aH i bH ili poklapaju ili su dis-
unktni, tj. skup levih suskupova je particija skupa G. Analog-

'é tvrdjenje vaZi za desne suskupove.

1.4%9. Ako je H podgrupa grupe ¢ onda je za svako a €G

tui = laH| = ]Ha[

1.50. (LagranZ (Lagrange}) Ako je H podgrupa konadne gru-
G, onda je red podgrupe H delitelj reda grupe G.

1.51, Red eleﬁenta keonane grupe je délitelj'reda aru-

l;pé.

) 1.52. Grupa reda p, gde je p prost bro;, je ciklicka
grupa i ta grupa nema pravih podgrupa.

1.53. Ako je H podgrupa grupe G, onda je preslikavanje

frf : aHr Ha bijekcija izmedju skupa svih levih i skupa svih des-

‘nih suskupova podgrupe H. Dakle, broj levih suskupova jednak je

ﬂ:broju'desnih suskupova podgrupe H. Ako je taj broj kona®an on
© se naziva indeks podgrupe H u grupi G (ili indeks grupe G po pod~
“ grupi H) i oznafava se sa [G:H].

Ako je G beskonadna grupa a H njena podgrupa takva da je

" skup svih levih suskupova podgrupe H beskonadan (tada je besko-

na¢an i skup svih desnih suskupova}, onda kaZemo da je H besko-

nacnoq indeksa u G.

1.54. Ako je G kona&na grupa a H njena podgrupa, onda je

- fe:H].

lal

1.55. Neké su H i K kona¥ne podgrupe grupe G. Tada va¥i

[HKE = lﬁllgi

" K|




:JIfSE;'fPQGgEUpa H grupe G naziva se normalna podgrupa
"gru?ejG”akd'i~samolako'za svako x'€e G
”Txlix_i - H;

" Da.je H normalna podgrupa grupe G cznalidemo sa H<g.,

1.57. Ako je H pcdgrupa grupe G, onda su svaka dva od
sledeélh tvrdjenja ekvivalentna:

(1) H# je normalna podgrupa grupe G.

(ii) = H=Hzx, za svako x€G.

(iii} 8vaki levi suskup podgrupe H je i desnl suskup pad4

grupe H. ) S
(iv) xiixhlSEH, za svako x € G.
1.58. Presek proizvoljne familije neormalnih podgrupa

grupe G je normalna podgrupa grupe G.

1.59.° U'giupi G elemenat ae( je'konjugdvan sa elemen-
tom k€ G ako 1 samo ako postoji ¢ e G tako da e
. '_a%c'b'cwl_..__

Konjugcvancst elemenata grupe je relacija ekvivalencije.

1.69. Aka 3e H podgrupa grupe G a x eG, onﬁa }e xE{x -1
‘takodije podgrupa grupe G. Podgr&pa X Hx =1 se naziva pcdgrupa
kcnjugovana sa. H. )
1.61. Naka de H Qodgrupa grupe G, X €eG. ?odgrupa xiix -1
je izomorfna sa H, a presllkavanje f :rawxax -1
grupa H i xHx l.
1.62.

i samo ako se H poklapa sa. svim svoglm kenjugovanlm podgrupa~

je 1zomorf;zam

Podgrupa H grupe G: je normalna podgrupa u G, ako

ma.,

1.63.

Neka je H normalna podgrupa grupe G. Ako se na_.

skupu svih suskupova podgrupe H definiSe binarna operacija sa

{al)«(bH):

=-(ab) Hy

onda taj skup suskupova u odhosu na ovako definisanu operaciziu

c1n1 grupu. ‘Ta grupa sSe naziva faktor grupa grupe G po podgrupi

H, oznafava se sa G/H i njen red je [G H]

'ETG na faktor grupu G/H &¢ije je jezgro H,

G
:ta iz G]

L dr#i Ker f.

il

1.64. {Prva teorema o izomorfizmu) Neka je f: G~ H ho-

momorfizam grupe G u grupu H sa jezgrom Ker £f=X% .
_ﬁéina podgrupa grupe G (£{G} Jje podgrupa grupe G i

Tada 3e K nor=-

G/K =~ £(G).
“(svaka homomorfna slika grupe G je izomorfna sa faktor grupom
grupe G.)

1.65. Tada je pre-

gslikavanje 7

Neka je H normalna podgrupa grupe G.
1 G+ G/H definisanoc sa 7w: g+ gH homomorfizam grupe

T e naziva prirodni ho-

:1momorfizam grupe G na faktor grupu_G/H.

1.66. Neka je £ :G1~+G2 epimérfizam arupe G na grupu

i neka Jje H2 podarupa grupe G2.

1

Tada je skup Hl svih elemena-

2
¢ije su slike elementi iz H

Ako je H,<IG,

P podgrupa grupe Glrkoja sa-

onda je 1 qu Gl

1.67. (Teorema o korespédehciji) Neka_je H normalna
podgrupa grupe G i neka Jje presiikavaﬁje
7 je prirodni homomorfizam grupe G na crupu G/H.

m: G+ G/H definisano
sa w3 gkgH.
Neka je [ funkcija definisana na skupu svih podgrupa grupe G ko=

je sadrfe H,odredjena na slededi nacin

f i Re{K).

Funkcija £ je bijekcija skupa svih podgrupa crupe G koje
sadr¥e H i skupa svih podgrupa faktor grupe G/H.
skup svih normalnih podgrupa.grupe G koje
bijekciia skupa N i

Ako je N

sadr¥e H, onda je restrikcija. f na N

‘skupa svih normalnih podgrupa faktor grupe G/H.

(Druga teorema ©. lzomorflzmu) Neka je H podgrupa
qH, HK je podgrupa

1.68. .
a K normalna podgrupa grupe G. Tada je HAK

grupe G i

(HK) /K = B/ N K) .
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1 59 {Treca teorema 0 1zomorF1zmu} Neka Jje G grupa,

Z{G) = {x|xe G A{¥ae Glra=ax}l.
..ﬁ<ﬂG K/TG i K Je ?Odcrupa grupe ‘H. Tada je H/K<JG/K i Centar Z(G) je normalna podgrupa grupe G.

(G/K)/(H/R) = G/H,

1.75. BA&ko je A neprazan podskup grupe G conda Jje centra-
e N@ka.su.(elé'j l(G 7 gxape. Skup liéator C{A) skupa A skup svih elemenata iz G koji komutiraju sa
T svakim elementom iz A, ti.
Gy XG, = i(al,az}[al €G,, a, ecz} . . o,

: L . C{A) = {x!x€ G A(Yag& A) za=ax]
u odnosu na binarnuy operaciju o definisanu sa : '

(ai,az)ﬂ (bysby) = (a - b

Centralizator C{A) ije podgrupa grupe G.
1.

17 a2 *bZ)'-

je grupa koja se naziva direktan proizvod grupa Gl i C2

1.76. Normalizator neprézﬁog podskﬁpa A_qrupe_G.je skup
Olzvoi3nog ko~

Analoqno se deflnlse direktan proizvod pr N(B) = [x bk e G, xA=hx).

nacnoq broga qrupa.
: o Normalizator N(A) je podgrupa grupe G.
1.71. Ako su A 1 B grupe, qrupa G-—A:{B sadr*x podoru-
Pu A koia je izomorfna sa Al sadr¥i podarupu B

rfna sa B.

1 koja je izomo-
Svaki elemenat crupe G se mofe na. jed

prlkazatl kao proizvod jednoc elementa iz A
taj pr01zvod komutlra Takodje je'

1.77. Ako je H podgrupa grupe G, onda Jje normalizator
instven nadin

i jednog iz B, i

N (H) maksimalné podgrupé grupe G u kojoj.je H normalna ppdgrupa.
1 S _

1.78. Poedgrupa H grupe G je normalna ako i samo ako je
G/Ai =B i G/Bl = A,

).

(Za elemente a&,b€ G ka¥emo da komutiraju ako i samo ako je ab=ba 1.79. Broj elemenata kon]ugovanlh sa elementom a u gru-

| | pi G 3ednak je [G :N(a)].
.1.,72-_ Neka_ sS4 G, H J,K grupe. Tada j@

MY ek s e e e 1.80. Broj razliitih podgrupa konjugovanih s podgru-
(GrH) xK=Cx (HxK). - Lo
e T : L pom H grupe G jednak je |G s N(H)] .

"1.73. AKo su A i B ‘normalne podgrupe grupe G takve da
Je BB=G i ANB = {e}, onda je

: : -1 .
1.81. Ako je G grupa, %,y €G, onda se Xyx 'y naziva
G>AxXB .
" Bko su H,H

komutator elemenata x i y. Komutater elemenata x 1y ognacava—.

o demo sa [x,y].
2;..;,Hk normalne -podgrupe grupe. G takve da

ie

1,82, Podgrupa grupe G generisana skupom svih komuta-
iy g o= H, H2 s Hyy . BT, o tdra.naziva se izvod (ili-komutatorska'podgrupa} grupe G..Izvod.
g :(ll) .za Svako e fk}' Hi[]H ‘;.Hi_lHi+l."Hk = fe grupe G oznatavademo sa G- .(Dakle,izvod je podgrupa ganerlsang
mﬁajec H ¥Hy % ... xH ' _

Kk

1, 74."Centar Z{(G) arupe G je skup swvih elemenata koji

komutiraju sa svaklm elementom grupe G, t3.
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L o ' ' 1.90. Dva kompoziciona niza grupe G nazivaju se lzomor-—
ISkupo kOmUtatDrav : De Skﬁp SVlh komutatora Moguce je da neki wim'  ako i same ako se faktor grupe.jednog niza mogu bijekti-
.elemenat repe bude. EEdnak prolzvodd komutatora a da sam ne bu- : vnb.?reslikati na faktor grupe drugoyg niza, tako da cdgovarajude
de komutator ), : 2

‘faktor grupe budu izcmorfne.

1.83. . U grupi G izvod G° je normalna podgrgpa. 1.91. (fordan-Helder (Jordan-Hblder}) Svaka dva kom-

i¢iona niza grupe G su lzomorina.
1.84.

Drugi izved G" grupe G'je izvéé izvoda G, n?ti o
; . (n- ' ' ;
1zvpd _ ng) grupe G- je izvod (n-1)-og izvoda- G nob) ; D= - 1.92 Grupa G se naziva refiva ako i samo ako se nien
=2,3,... . : L

(r}

£i-izvod G , za neki konadan broj n, sastojl samo od neutra-

‘lnog elementa.

1.85. Normalna podgrupa H grupe G je maksimalna norma- o

ina podgrupa ako i samo ako ne postogl prava normalna podgrupa DR 1.93. Kona®na grupa G je. refiva ako L1 samo. ako Je njen
grupe G razlidita od H, koqa sad521 H, .kdmpozicioni-niz faktor grupa niz ciklidnih grupa prostog reda

. o _ . (tj. njen kompozicioni niz indeksa je niz prostih brojeva).
1.86. Grupa G se naziva prosta ako i samo ako € nema

netrivijalne norma;ng ppdgyupe. 1.94, Svaka komutativna grupa je rediva.

| _ L . . . . . L n
1.87. Normalna podgrupa H grupa G 33 mak51malna ner- : 1.95. Svaka kona®na grupa neparnog reda je resiva .
malna podgrapa ako i samo ako je faktor grapa G/u prosta

: 1.96.. . Bko je p prost broj, grupa G se naziva p-grupa ako
o onporictont nis grupe © 3 kenatan niz i samo ako je red svakog elementa grupe G neki stepen broja p.
GH Hz,...,sz {e} :

a : "1.,97. - - (Ko&i (Cauchy)) Ako je & konalna grupa €191
ralecltlh poﬁgrupa grupe G N kome e svalki €len niza mak31mal— ’ je red deljiv prostim brojem p, onda G sadrii element reda p.
na normalna podgrupa prethodnog €lana. - ) ' - .

o e : ) _ 1. 98 _ Kona®na grupa G je p- grupa ako i samo ako Jje red
1.89. ° Ako je G;Hl}HZ,...,kai{e} kompozicioni ‘niz gru-

T pe G a , : . . . . o gr{zpe G stepen br03a P
pe G, onda se niz L
Gy Hy My By fHy

naziva kémpozicicni niz faktor grupa gru e G. e I )

| . ici i i i - seape p' i : i '*) Ove tvrdjenje, kojim se daje potvrdan odgovor na dugf niz godlna nadoka
KPm_Pozzcmnl niz indeksa grupe G je niz . . ) v wurdienje, kolin se daje foryrdon elaoor na gl nis gedine red

- {Thompson) 1963.4. Nthov dokaz veoma dubok” i ‘nesiementaran, objavljen je na

’ i i 255 strana u-.radu: ;. o _
gde je- ml ‘red i-te po’ redu. faktor grupe iz kompoz1cmonog niza - Feith,W.,Thompson J.G. 'Sotvabﬂuty of Grmﬂm_of Odd Qrdeﬁ' P?“‘ﬂc Jour

£ ktor grupa grupe G. : : " “nal of Mathematics, Vol. 13 (1963), 775-1029.
a S . AR o S . . :

1'm2'-'."mk




'i'QQ Neka 3e pprest broj.

Podgrupa P grupe G se na-
'_zlva p podgrupa Sliova grupe G ako i samo ako je P maksimalna
p podgrupa grupe G. -

1.100. (Prva teorema Silova (Svlow)) DNeka je G grupa

reda p’ a,gde je p prost broj. relativno prost sa o, neWN. Tada G
sadr?i podgrupu reda p

za svako i€ {1,2,.,.,n} i svaka podgru-

(i <n) je normalna u nekoj poedgrupi reda pl+l

N

pa grupe G reda pl

1.101. Akc'u grupi G postoji ta#no jedna p-podgrupa Si-

lova, onda je ta podgrupa normalna podgrupa grupe G.

1,102,
Va'recla'p-r

Ako- je G. grupa reda n, onda su p-podgrupe Silo-
‘gdeje- p najvedi stepen p koji je delitelj n.

1.103. {Druga teorema Silova)

Svake dve p-podgrupe
Silova grupe G su konjugovane. Ukupan.brej p=- podgrupa Silova je
[G: N(P)j gde je P bilo koja p-podgrupa Silova.
1.104, (Treda teorema Silosa)
grupa Silova konaZne grupe G je l+kp,
broj, a 1+kp je‘delitelj reda grupe G.

Broj razli&itih p-pod-

gde je k- nenegativan ceo

1.105.

Neka je G grupa i a eG. Preslikavanije - f : G+ G
definisano sa: . :

f(x) = axa =, =za svako x EG,

Jje automorfizam grupe G. f se naziva unutra¥nii auvtomorfizam

cdredjen elementom a.

1.106. Automorfizam grupe koijj nije unutrasnii naziva
se spoljasnii automorfizam.

1 '10'7

Skup A(G) svih automorflzama grupe G je grupa
u odnosu na mnozenje presllkavanja. Skup U(G) svih unutraénjlh
'automorflzama grupe G je normalna podgrupa grupe :A(G).
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R G)ﬂsefnaziva grupa automorfizama grupe G, a U(G) se naziva

upa unutra¥njih automorfizama grupe G.

Ei;lGB. .Grupa.U(G) unutradnjih automorfizama grupe G

omorfna faktor grupi grupe G po centru Z(G),

G{G) = G/Z(G).

§1.1. PRIMERI T AKSIOMATIK_A

a'odgovaz:ajuée operacije (operacije +, -,-,:

Ispitdti ds Ii slededi skupovi &ine. grupe u cdnosu
su uchiajere ope-

ac1je sabiranja, oduzimanja, mnoZfenia i delijenija).

a) (Er"'):l‘.(br'i')lma'l')r({:;'*')r

L b (8,4

gde je §={~5,-4,...,4,5},
e)  (#,)
ay (@,-),
e}l (@~{0},-), (R~1{8},"), (c~{0},
- £) (0*,*), gde jea*b =b:a,
gy ), (mt,y

Redenje. . :
a)  (Z,+) je grupa jer zadovoljava aksiome navedene u de-
.nlCljl 1.9. Zaista,
" - zbir dva cela broja je ceo broj {dakle, + je binarna ope~
cija deflnlsana na ),
- a5001jat1vnost vaZi za sablranje cellh brOJeva (G1),
- 0em je levi neutralni elemenat:

O+a=a, za svako a € &

- za svako a € Z posfoji -a ¢ Z takoda je (-a)+a =0, (63).

Sablranje celih brojeva je komutativno, pa je (Z +}
Abelova grupa. . o - _
Slifno se pokazuje da su i (Q,+),'(31,f} i (€,+) Abelove

“grupe.
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-U avom sluca]u + nlje blnarna Operaslja na S pa (8, ST o : . A : o .
specijalni slugajevi grupe iz zadatka 5].

'Q n13e grupa (sabiranje jeste binarna’ operadija na skupu Z  svih

Cgelik br03eva, ali skup S nije zatvoren u odnosu na sabiranije). ..%? "Dbkazati da je gkup 21 svih n-tih korena iz jediniw

<) Odazimanje:je binarna ogeracija na 2} aii fa operacija (n je flkslran prlrodan broj) grupa u odnosu na mno7en3e

nije asocijativna a {Z,-} nije grupa. :
J r P e Je grupa ':Resgnge. : Kompleksan broi a je n-ti koren iz jedinice

d) Mnofenje je binarna operaciia na @, va¥e aksiomi Gl. i “gamo ako Jje a® =1, pa su n-ti koreni iz jedinice svi kom-

G2 , ali 0 €@ nema inverzni elemenat (0-a=0#1, za svako ae@)
pa (@,*) nije grupa.

. aksni- brojevi oblika

i 2knwi -

’ ‘ e ® ), k=0,1,2,...,n-1,
e) - Skup @ iz koga je iskljué@na nula ¢ini Abelovu grupu u

odnosu na mno¥enje. Takodje i (RN {0},-) i (€~{0},) su Abe~

love grupe.

“Ako su a,b e S tada je

. (@)™ = a™ = 1,
f)  Nije-grupa. Lo
je i ab e § (dakle skup S je zatvoren u odnosu na mnoZenje).

. Asocijativnost va¥i za mnoZenje svih kompileksnih bro-

g). Jesu grupe.

VA, pa va¥i i.u 8§ (jer je S=C}.
les i i*ra=a, za svakoe a eS, pa p05t031 leV1 neutral—

PRIMEDBA, . U primeru d} grupoid (@,") zadovoljava sve
aksiome grupe sem G3 ,:a-u_primera_f):gruﬁaid (Q+,*) zadovolia-

va sve aksiome sem Gil. Prema tome, svaki od aksioma G3. i Gl.iz i elemenat

definiciie grupe 1.9. je nezavisan od ostalih aksioma iz te de- Za svaki elemenat ae§,

finicije. =1

n r

1,m _ 1
(E)

ig?- Da 1i skupovi @

ok

i é:es, a kakec je = -a=1, svaki elemenat skupa'S ima levi

i1l

a) {a+bv2 | a,be@','a2+b2¥o}
‘inverzni.
Prema tome,skup S je grupa u odnosu na mncZenje.

Kako je mnofenje kompleksnih brojeva komutativno,a S je

b) {fa+b/2+cv/3 [a,b,cen, a2+b2+02#0}

€ine multiplikativne grupe ?
SRR T . _ . 5 . -podskup skupa kompleksnih brojeva i mnoZenje u § je komutativno,
@ Na skupu G={(a,k)]a,be R, a#0! je definisana bi- '
narna operacija 1 :

Jje (S, ') ‘Abelova grupa.
(Za n=2,3 i 4 dobidaju se grupe iz prethodnog zadatka)

(a,b) [1 (¢,d) = (ac,ad+h)

PREMEDBA. ovim je pokazano da postOJe kona&ne gfﬂpé

Dokazati'da_je (G}tj)_grupa} .bllo kog reda.

g? Dokazati da je Skup svih korena iz jedinice; ti.

ig; Dokazati da slededi skupovi #ine grupe u odnosu na-

mnPZEnJ@. . o ‘skup S={z|zeCA {In emz" = 11, mﬁitiplikativna Abelova grupa.
a) {"13_1}! /_ . f— .
: 1 . V3 1 . 3
DR TR T A e A Bl e R

.i} Dokazati da je skup svih kompleksnih brojeva &iji-

. T ]
©) {i,-1.3,-it, je modul jednak jedinici multiplikativna Abelova grupa.

gde je i2 = =1,




}ﬁﬁ“; Neka-jer fiksiran prost broj a Z; = {z|zeq A

=t

Az(ap.emﬂzp- = 1}, Dekazati da je ( Zp,') Abelova grupa, ako
e - mﬁoéénjé kompléksﬁih brojeva,
PRIMEDBA

_ QOva grupa se na21va Prlferova (Priifer} Qrum
pa ili kva2101klléka grupa. ’ ’

§§ Da -1i je skup S={a,b,c} grupa u'odnosu'na'operaci-
ju koja je zadana slededom Kejlijevom tablicom:

ReSenje. = 1z tablice se lako uoZava da je binarna ope-
racija dobro deflnlsana I da je a neutralni elemenat.

.8 obzlrom da sé neutralni’ elemenat a nalazi u svakoj
koloni tablice, zakljulujemo da svaki eiemenat skupa 5. ima le-
vi inverzni. ' e :

Da ispitamo da 1i je operacija asocljatlvna potrebno ije

da proverimc da 1i je

alaa) = (aaja
a{ab} = (aa)}b
afac) = .{aa)c
- ra(ba) = {(ab)a

. m e o m oA a

itd. za sve mogufe urediene trojke elemenata iz s (takv1h trOj"_.

ki ima. n3 za 'skup-od n’'elemenata, u nafem primerw 3 =27). Ako.
1zraéunamo sve ove proxzvode V1deéemo da vaZzi a50013atlvno§t,pa
je s grupa.

Poito je gornja tablica simetri®na u odnosu né'glavnu'
(padajuéu) dijagonalu, OpEIaCl]a je komutatlvna, pa je skup S u

cdnosu na tu opera01ju Abelova gzupa.

_Da-je (8,-) grupa mo¥e se proveriti i na sledefi na¥in.

Vaél nalme stav: .
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_"Skup'G na kome je definisana binarna operacija je gru-
dnosu na tu cperaciju ako i samo ako va¥i:

za svako a,b eG, ]edna01ne

ax=b, wva=b

u G bar jedno refenje po ¥,y,
3 a(bc) = (ab)c
S¥ ko:a,b,c eG, takvo da je

S t va21 za svaku uredijenu. trojku razliditih elemenata)

aFb#c #a,, (dakle, asocijativ-

(A Wagner. On the associative law of groups, Rend. mat.e applic.

' 21 (1962), 60-76). o

¢ Prema tome dovoline je proveriti:

(1) da 11 se u svako]j vrsti i koloni tablice nalaze svi
eTementi. skupa S (3to je ispunjeno),

.(11) da 1i vaZi asocijativnost za sve uredjene trojke raz-

tih elemenata (za skup od n elemenata takvih trojki ima

(n=2), u naSem primeru 3(3-1}(3-2) =6), tj. da 1li je
. a(bc) = (ab)c . blca) = {bc)a
a{chb} = {ac)b ) . ¢lab) = {(ca)b
b({ac) = (balc c(ba) = {cbla,

_to”jé'takodje ispunjeno, pa je i na ovaj nadin pokazano da je

_ Rorigdenjem ovog stava olaksava se proveravanije asocx—
]atlvnostl - za grupoid od n elemenata treba izraSunati 4n{n-1}
“2} proizveda (umesto 4n3 koliko' je potrebno kad se asccija~

tivnost proverava za sve urediene troijke).
{(Napominjemo da se u defiﬁiciﬁi grupe 1.9. aksiom Gl.ne
-mqie zameniti ovako oslabljencm asocijativnodcu).
{;E. ispitati da.li su skupovi
A ={a,bl, .S :{x;y,i} ;. C.={l,2,§,4j

grupe u odnosu na operacije zadane ovim Kelijevim tablicama :

oo
ooty
o oo

- VR ey
N A )
e N ow oafw
RS %

=, ¥t [\ B
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é}. U skupu ostataka po medulu m,

Z, = {5,1f2,

ey =1},
definisano je sabiranje i mnoiénjeﬁ
a+b= a+rb , ab= ab.-
Da 1i su (Z ,*), (&, ) i {'Enfx{ﬁ};‘} grupe ?
PRIMEDBA.
brojeva se moZe razloZiti na-klase:ekvivalenciije tako da su dva
cela broja U isto] klasi ako i same ako su kongruentni po modu-
lum {tj. ako je njihova razlika deljiva sa m-ili, 3to je isto,
akeo daju isti ostatak pri deobi sa m)
klase ostataka po medulu m, a skup svih klasa skup {ili sistem)

. Ove klase. se. nazivaju
ostataka pe modulu m (oznaZavademo: ga sa.Zm).Sa a oznaavamo
klasu u kojoq se nalazi ceo broi a. Da su celi brojevi a i b
xongruentni- po modulu m zapisivademo-sa a b (mod m).

Redenje. Najpre Gemo pbkaiafi dé'éu'qbrnje operaciie
dobro definisane, ‘tj., da je rezultat sabiranja (odnosno mnose-
nja) atb {odnosno 55-) uvek isti bez obzira na %o ije pred“
stavnike kiasa a i b uzimamo. :

' Uzmimo bilo koji-elemenat. klase a, on mora biti oblika
a+k1m,
menat klase b .. Tada je

a+klm~kb+k moo= g+bf(kifk2)m._i

Aatk m) + (brk,m) = ky

Kako je  a+b = atbt (k) L+k. ) (riod ™)

siedi da je

{at+k m)‘+(b+k m) = a+b+(k +k )m = a+b .

Da je mnozenje dobro defznlsano dokazuje se slléﬁo.

(atk m) .+ (prkym) = abt (kzbsze.”kl}’?zm).m;.-=.._':ab

Sada demo pokazati da je ( Zm,+)fgfupa:'

'~ ofevidno je da je operacija unutranja,

- (a+b)+c = (afb)+c = (atb)tc = -a+(btc) =
= a+ (btc) = a+ (b+&), =za svako a,b,Ce z, ,

Ako je'm fiksiran prirodan broj, skup celih

(x, e z), sli%no neka je btk,m (k, € Z) proizvoljan ele-,
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je:sabiranje asocijativno,

. 0 je nmeutralni elemenat, o

- mma je inverzni elemenat za & ,

_kako je jos
: Z+b =b+tza ,

e Abelova grupa.

za svako a,be

. 1 % ,+) niie grupa jer { nema inverzni elemenat (a-0
za svako a € %m).

Ispitajmo sada da 1i je ( Em§5{§},°) grupa.

2ko je m slofen broj, m=pg, tada Je pq=m=0,pa u tom

..3ﬁ'mno§eﬂje nije unutragnia operaciia, odnosno { an\{ﬁ}")
e grupa. '
“.ak6 je m prost broj,onda je mnoZfenje unutrainja. opera-
Za svako

cija}_asocmjatlvnost va¥i, I je neutralni elemenat.
§7a i'm su relativno prosti brojevi,pa postoije celil brojevi
1ws-tako da je
3 ra-%smczl

_In erzni elemenat za a je I, jer je

ra = ra= l-sm =1,

Prema.tome,( *) je grupa ako i samo ako ie m

z N\ (01,

sprost 5roj.

s {?Ea) Dokazati.da skup {1,3;7,9} ostataka po modulu 10

:élnl grupu u odnosu na mnofenje po modulu 10,

_ b) Dokazati da je skup ostataka po modulu n onlh celih
rojeva koji su-uzajamno prosti sa n, g_odnosp na mnoZenie po

'ddulu n Abelcva grupa.

ég{ " ‘Dokazati da je skup svih polinoma s koeficijenti-

‘ma iz: Z_ u odnosu na sabiranje polinoma Abelova grupa.

n
1,

‘kavanja skupa M na sebe) &ini:grupu'u odnosu na operaciju mnofe-

&, Skup svih permutacija skupa M (bijektivnih presli-

: nja (kompozicije) preslikavanja (akeo su p, q permutacije onda
je nglhov proizvod pq preslikavanije definisanco sa (pg) (x) =

= p(q{x)), za svako x eM)
Dokazati.




PRIMEDBA _ Ako 3e M-—{l 2 ;..,n},grupa permutaczja sa’ 'frcfacije kvadrata u ravni oko tadke O za uglove 0,7/2,7 i
ovako definisanim nnofenjem se naziva simetridna ‘grupa stepena IS ' '

n i oznacava sa Sn‘ Ta grupa ima’ n! elemenata.-

f123 4 : ' 1234
15, Naci grubu Simetrija \r23a)e ' T T\2 34 '
a)  ravnostranog trougla, -
b) kvadraté,.' . ' ir2 34 , c = 1234
=3} pravougaonika, : 3412 4123/
~d) prav1lnog n-tougla, simetrije u odnosu na prave AC, BD, 13 i 24:
e) UtaVllnog tetraedra, ' _ . - . .
£)  kocke, 1" ' .. 1224
. _ 2 4321
PRIMEDBA . Simetrija neke geome?rijske figu:e_je'syako 1734 Lo
bijektivné p?eslikavanje taéaka Fe figure na. tatke te figurenkow 432 ’ h = 3721 4 -
je ne menja rastojanje tadaka (tj. rastojanje bilo koie dve tadke

jednako je rastojanju slika tih ta®aka)™. Skup svih simetrija .
. R o . . . . -8e proverava da drugih simetrija kvadrata nema i da ovih

neke figure &ini grupu u odnosu na mnofenje preslikavania defi- s .

N ] permutaciia zaista &ine grupu.

nisano kao uzastopno primenjivanje presilkavanja. (Zagto? Obja-

d) Elementi grupe simetrija pravilnog n-tougla su sle-
transformacije:

snitil)

Ova definicija simetrije je Bira od uobiéajene geometri- - '
: : - n rotacija oko srediSta O opisane kru¥nice za uglove 0,

w/n, 2{29/n), ..., (n-1) (27 /n},

_'— n simetrija u odnosu na n pravih koje spajaju tadku O sa

jske definicije simetrije i moZe da obuhvati pored centralne ,
osne i ravanske simetrije i sva druga preslikavanja sa navede~
* %
nom osobinom .(rotacije, translacije i s1.) B . i . .
T : emenima i srediftima stranica- n-tougla.
. Redenje. i . . . . . .
S Sem ovih transformacija pravilni n-tougao drugih sime-

B) Svaka od simetrija kvadrata 13a nema.

potpuno je odredjena’slikama njegovih ' Grupa simetrija pravilnog n-tougla se naziva diedarska

temena, pa demo te 51metrlje prikazati :grupa i ima 2n elemenata. Ranije konstruisana grupa simetrija

kao permutacije temena. _ ,kVadzata je diedarska grupa od 8 elemenata {n=4).
Oznacimo temena kvadrata sa
1,2,3,4, sredlste sa 0, a sa A,B,C,D

sredifta stranica 12,23,34 i 41 (sl.1l).

16, Nadi grupe permutacija skupa {1,2,3,4) za koje

sledede realne funkcije ostaiu nepromenjene:

Grupu simetrija kvadrata &ine a). f(xl'x2'x3,x4)_: X X, o+ XaXy,
leded rmutacije: - S e . - .8Blika. l.
sledece pe i1je : b) f(xl’x2'x3'xé) = xl4-x2 P
%} Kada je geometrijska figura koja se presiikava ravan odnosno ceo prostor on- c) -f(xl'XZ’XB’x4) T XX XK, .

da se ovako definisana simetrija naziva izometrija (i1i trahsformacija podudar-
nosti} ravni odnosno prostora. o L

%%) MoZe se dokazati da za owvake definisanu simetriju vaZi: svaka simetrija rav-
ne figure moZe se prikazati kao praizved najvise tri osne'simetrije, a svaka si-
metrija prostorne figure moZe se prikazati kao proizvod najvile Zetiri ravanske
simetrije (v. na primer, M.Prvanavi¢: GsnOV| geometrije,Beograd, 1980).

iza. Tspitati da 1li slededi skupovi funkcija koije pre-
slikavaju R~ {0,1} u Ir




. [ .' _  ) h.l : 1
- a) -{fl-{x) =X; L, (x) =-x, £4(x) =g Ea(x} == % },
- =1 =1 - = L
b) {fl{x) er.f.z(x) ._X r f3(X) _1 X! fq(X) - l""'x ’
. X~ .. . X
fs(x}_ T r fG (X) e X-_""'l } r

Cine grupe u cdnosu na operaciju *:

(fi*fj){x) = fi(fj(x)) .
Upptstyo, Formirati Kéjlijeﬁu tablicu i zatim kao u
zadatku 9, iz tablice vtvrditi da je ¢peracija dobro definisana,
postojanje neutralnog elementa i inverznih elemenata. Ovake de-
firisano mno¥enije funkecija je asociiativno za sve funkcije uop-

Ete (5to se lako mo¥e pokazati), pa je asocijativno i za date sku-
pove funkcija. '

éj} Da 1li slededi skupovi &ine grupe u odnosu na od-
govarajude operaciie:

a} Bkup L svih realnih funkcija oblika
fix) =ax+h, a,beR, a#0,

u odnosu na mnoZeniye funkcija
(fFg} (x) = £lg(x)),
b) isti skup L u odnosu na sabiranje funkcida
{Erg)(x) = f{x) + gix),
_ e} skup P svih periodi&nih realnih funkecija sa periocdom we R
v odnosu na sabiranje funkcija, .
d) isti skup P.u odnosu na mnoZenie funkcida.-
Koje od navedenih operacija su komutativner
bilofkdja grﬁw
pa. Kako se moZe definisati mnoZenje preslikavanja pa da skup
svih preslikavanja skupa S u G bude grupa ?

19.  Neka je S bilc koji skup, a (G,*)

20. Dokazati da slededi skupovi matrica sa realnim
(kempleksnim) elementima éine‘multip;ikativne'grupe:

-ra)’ ‘sve. régularne matrice formata n's'n; '

27

.é'ortogonalne matrice formata n xn,
ve matrice formata nxn #ije su determinante jednake

1 21; pa 1i skup matrica

roo]f-10] fo 1] Jo-1] Jo i] [o -3 {—i Q] [i 9]
'-[3'--%’[01'—1}’[-1 OHI OHJ: ol*l-1 o) o 1> o ~1){"
};éini grupu u odnosut na mnoZenje matrica?

5 55-11 neki podskupovi ovog skupa &ine grupu?

-éé; Bxo je neki skup matrica grupa u odneosu na mnofe-

. PRIMEDBA.

Neutralni elemenat te grupe ne mora biti Je-
i¥na matrica

1 0 .. 0
0 1 .. 0
B- i
Lo 0 .. 1

{E ﬂ xem\{o}}

je ‘grupa u odnosu na matri&no mnofenje, a neutralni elemenat

x” = Xcosb + ysinf ,

¥y~ = -xXsind + ycos8

bDokazati da skup svih preslikavanja tog oblika &ini grupu u od-

‘nosu na operaciju mnofenja (uzastopnog primenjiv;nja) preslika-

“vanja. Dati geometrijsku interpretaciju,
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T?§§§* ‘Neka je p prost broj a @P = {% [2e¢q i b je uza-

.{é@. U skupu %2> svih uredjenih trpﬁki_célih'brojeva Sk i ‘
e LY _ . . o oo ‘prost sa pl. Dokazati da e {Qp,+) ARbelova grupa {+ je

-définisano je mnofenie
{a,b,c) (x,y,z)=({a+(-1)

b

x, bt (-1)%, (-1)%c+z).

ranje racionalnih trojeva) .

Dokazati da je Zz° u odnosu na ove mnofenije grupa. Ca

i ) 37, Néka'je p prost broj, Qp =1z ﬁg-e@ 1 postoii
U {0} tako da je bzzpﬂ}. Dokazati da je (QF,+) Abelcva gru-
.{+fje sabiranje racionalnih brojeva).

_EXi{EEA Neka je G skup svih beskonacnih nizova ceiih bro-

) - 2 Y : a = *
jeva i neka je na G definisana operacija sa

(fo,fl;...;fn,.i.J*(go:glr---rgn{---} =

g+

) L -g .. +g
fz+927---:(”1)

o] nwlf +

%}. Neka je 8 preoizvoljan neprazan skup. Definifimo

9y '
= (Fgtgg, (1) OF, +9), (-1

P

n

+ g

AAB=(ANB) U (BNA)

Dokazati da je (G,*) grupa.

Dokazati da je (P(S),A) grupa.

(AAB se obifno naziva simetriéna razlika skupova & i B).

2B,  Neka je G={(a,b,c)|a,b,c€e{0,1,2,...,p-1}} gde je
p prost broj i : o

Refenje. Operacija A je oCigledno dobro definisana.

(az'bl’cl}*(az'bz'cz) = (a1+a2,b1+b2,ci+c2—bia2},

Dokafimo asocijativnost te operacije. Neka je Xp karak-
1, ako XEA}
_ 6, ako xgn 7
o definifemo sabiranje karakteristi&nih funkciija sa

gde su operacije + i - sabiranje i mno¥enje po modulu p. ristitna funkcija skupa & {x, : 8~ 10,1}, y, (x) = {

3

Dokazati da je (G,*) nekomutativna grupa reda p

é?i Neka je G=1{{a,b)lae{0,1,...,p=11, b €{0,1,... {xﬂfxg)(x) = XA(X)+XB(X), za svake x€8,

5.

25 . . N . TR . _ o
+++/p 11}, gde je p prost broj, & operacltja * deflnlsgna sa gde je sabiranje na desnoj strani jednakcsti po modulu 2, onda

(ai,b )*(az,bz) zsé neposredno proverava da je za svako A,BTS

1 (ay+ay ) *hytb,a,p) .

Xp*Xp T Xaanm

pri femu su operacije + i - u prvoi koordinati po medulu p ,

a u drugoj po modulu pz.

_S obzirom da je ovako definisano sabiranje karakteristi¥nih fun-

. . . 3
Dokazati da je (G,*} nekemutativna grupa reda p _keija asocijativno, neposredno sledi da je

Aaa(rac) T X(asBlac

28. ' Neka je'p prost brej, G={(a,b,c,d) 'a,b,c,de 0,
2 14 . S T
1,...,p =11} i

va skupa Cilje su karakteristi®ne funkcije jednake moraju biti

‘jednaki, dakle,
A A (BAC) = (BAB} A C.

2

* - Ca ' : o
(al,bl,cl.dl) (az’bz'cz'dz) (alf§2+pc;a2,bl+b +

+pd. B 1€ +C+pC

172 2*PC Py

. d1+dz+pb1a2)’
gde su + 1 po modulu p2.

Neposredno se proverava da je prazan skup ¢ neutralni

. . . s . S N . -
Dokazati da je (G,*) grupa. elemena# za operaciju A i da je A " =R, tj. AAR=¢.




'32. Dokazati da su definiciie 1.9. 1 1.18. ekvivalen-

tne.

33, Dokazati da je skup G na kome je definisana bi -
narna operacija grupa ako i samo ako je '

{i} operacija asocijativna,
(11) za svako a,b € G jednadine
a*x=h, yra==hL

imaju u G reSenja pe x i ¥.

%}l Na skupu G je definisana binarna operacija (a,b)r
+ ab 1 unarna operacija ah>a*1, take da vafe slededi aksiomi:
Gl°. =za svako a,b,c€G

(ab}e = a(be),
G2°. =za svako a,b e

a”l(ab) = b = bara l.
Dokazatl da je ovaj sistem aksioma ekvivalentan sa sistemcom ak-

sioma G1-3 kojima je definisana grupa u 1.9,

Redenje. Iz aksioma G1-3 navedenih u 1.9. oevidno
slede gornji aksiomi. Pokazademo da i obrnuto, iz gornijih aksi-

oma slede aksiomi G1-3.

Ako u jednakosti
b= (ba)a™l , (c27

-1 . s
zamenimo b sa ¢ ~¢, dobijamo

-1 =1 ~1
c

c = ({¢ "¢)a)a B {‘c_

= c_l{c(aaul)) = aa"l .

Za c =a odavde sledi da je a"la =aa™? i da elemenat_a—la ne za-
visi od a. Uvedimo oznaku . . .
{1} a"la = e.

Kako je

eb =(a-1a)b = avl(ab) = b,

vaZi aksiem G3.a iz (1) sledi da va¥i i G4, pa je time dokazana
ekvivalen tnost ova dva sistema aksioma.

31

©35.Dokazati da je skup G na kome je definisana binarna
Opergclja Abelova. grupa u odnosu na tu operaciju ako i samo ako
are slededi aksiomi:

~.G"1.  za svako a,b,ceG
- " a{bc) = (ba)o,
G2". = G2.

G3". = G3.

36. Ako je na skupu G definisana jedna binarna opera-
“{a,b) »ab i jedna unarna operacija ava” i ako za svako
a,by;c,d,feC iz '

{able = (ad)f

b =d{fc),

nda'je G grupa. Dokazafi.

-4Slater M., A single postulate for groups, Amer.Math.Monthly,
L (1961), 346-347). ' '

Refenje. Kako je (ab)c = (ab)c, sledi

b = blce”) , za svake b,c € G,

Dakle, za svako a€G, aa” = e, pa je na osnovu svega pokazanog
e desni neutraini elemenat i a~ je desni inverzni elemenat za a.
Preostaje, prema tome, jo¥ da dokaZemo da je binarna ope=
-racija asocijativna. Radi toga demc prethodno izvesti neke pos-
“ledice datog aksioma.
. aAko je ab=ad,onda je
(ab)e = (ad)c,
. a-odatle”
' ' E = d(cc;} =4 .

£to znafi da vaZi -leva kancelacija.




”f :3é_1f2"
Iz - (ae)b-= (ab)e

U stedi
e =b(eb?).

Kako je & = bb~ deobiiamo da je (primenjujudi levu kancelaciju)
b” = eb”. 8pecijalno e’= ee” = e.
Dalje je
{able = (aelb,

odakle imamo
b = e{be”} = eb,

(ti. e je i levi neutfalni elehﬁnat).
Iz
(eclc” = (ed)d”

dobija se
¢ = d{d"c"} .

Stavljajudi d=e imaéemo.da je ¢ = c", ?a je
c = d(de).

To zna¥i da jednadina a=bx, za svako a,b &G ima refenje x=ba.
Bada se mofe dokazati da vaZi asocijativnost.
Ako su a,b,c bilo.koji.elementi skﬁpa G, moZemo izabra-
ti d tako da bude i

{a(be))d = (able,

odakle
bc = blcd”) ,

pa je dalje
ce =g =cd” , e=4a" i d= e.
Dobili smo da je
a{be) = (able , za svako a,b,c eG,

a time Jje i dokaz dovrSen.

37. Neka je ¢ skup na kome je definisana binarna dpe;

racija : tako da vaZi

(). a(be) = {ab)c, za svako a,b,ceG;

33

: ';postoji e € G tako da je ae =ea =a, za svako a €G,
i,ﬂza svako a €G postoji a” €G tako da je aa” = e 1li
a’a = e. '

pa1li je(e,) grupa 2

guzzi- Zameeruddin, Surjeet Sincgh', Problem E 2026, 2Amer.Math.

Monthly, 74- (1967), 1133, )

CRaZenje. ‘Neka a ima desni inverzini elemenat a’:

' =a‘a . Tada je
b2 =(a‘al{a"a) = a"{aa’)a = a"(ea) = a@a =b.

Eiemenat b ima desni ili levi inverzni elemenat b7, pa ako jed-
akost b2 = b pomnoZimo sleva (ako je b~ levi inverzni) ili

=na (ako je b’ desni inverzni} sa b7, deobijamo u oba sluZaia

a’a=Db = e.
Prema tome a” je i levi inverzni elemenat, a to znadi da ije

{G;-) grupa.

o 38. Primerom pckazéti da se aksiom {ii) u prethodnom
zadatku he moie'zameniti Slabijim aksiomom:

{ii) " postoii e €G tako da je ea=a, za svako a €G.
fColonel Johnson, A mixed non-group, Amer.Math. Monthly, 71
(1964), 785 ).

Refenje. Neka je_

el

X,y eR, x+yF0{,

‘a algebarska operacija mnoZenje matrica.

Lako se proverava da je skup M zatvoren u odnosu na mno-

. Zenje.

(i) MnoZenje matrica je asocijativno.

{ii} Matrica I =[:8 i—]pripada M i kako je
. | y _
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IAE:A:_.?a.svako Af§¥. .svako'ﬁ,b:eéxima Fefenje u @, pa je, prema definiciji grupe

iz zadatka 33, G grupa.’

I je levi neutraini elemenat.

PRiMEDBA " Pretpostavka da je polugrupa kona®na je bitna

{3ii} Za svaku matricu A = [ii i-w iz M,
matfic; : ) ) F'O 1 - - na prlmer, skup prirodnih brOJeva u odnosu na sabiranje Je
e B = x+y ' : : S : Polugrupa sa kancela01jom ali nije grupa.

1
x+y

pripada skupu M i AR=1I, tj. B je desni inverzni elemenat za ma-

tricu A. 240, Polugrupa S ima oscbinu da za svako KES postoii

Medjutim, I nije desni neutralni elemenat, pa M nije mul-

éiemenét x° €5 takav da je za svako Y €5

tiplikativna grupa. . yxx~ = V.
Jo¥ Hjedan primer za isto tvrdjen}e je grup01d ({a,b }, e s grupa ? '
&ija je operacija definisana slededom Kejlijevom tablicom: LIS '
41. Neka je S polugrupa u keojo] vaZe zakoni kancelaci-

je _Ako za svako a €5 postoji prircdan broj na > 1 takav da je

a = @y

1i je S grupa ?
_ A{Heuex, B.Erickson, Problem E1873, Amer.Math.Monthly, 73
(1966), 318) .

é&%‘ Dokazati da je konana polugrupa G u kojoj vaZe

zakoni kancelacilje grupa. A

Redenjea. Neka Jje

Refenje. Kako'je za a,bes
G = {a agse-say} n, ny-t
l’ 2’ ! a®.-b=a-.a® .b=ab,
i
n_—1

keonana polugrupa u kOjOj vaZe zakonl kancelac13e. Tada su za

a?® .b=b, zasvake beg.

bilo koje a, €6 S o
Analogno de

a.a., a a ,...,a a, n_~1
i 2 ni . : ba & = b, za svako be§g,
razli®%iti elementi skupa G (Jer pretpostavka da je a,a. =aga,
. . : n_=1
zbog kancelaclje dovodi do protivreénosti ak-aﬁ) a kake ik ima sto znati da je a a neutralni elemenat.
.n sledi da su to svi elementi skupa G. B Dva razlifita neutralna elementa e,,e, u § ne mogu posto-
. Prema tome, za svako ai,aj € G postoji elemenat x €G “Jati jer je e, =ee,=e,, Pa je'za svako a € &
tako_da:je n -1
a
2 =e .
N >2 9 -
t3. ]edgaq1na - Ma 2 3e. a“l _ an 2 R
: .: : xa = b, a za n=2 je i
za’ svako ab eG ima reSenje u G. a- =a=e .,

Analogno se pokazuje da i jednaélna

ay = h,




s

ti. a~l=a. Prema tome, 5 ima neutralni elemenat i za svaki ele-

menat postoji inverzni, a to znadi da je S grupa.

) 42, Na skupu svih reainih brojeva definisana je operaci-
ia & : . .
xOy = ax +by +¢, a,b,ceR, ab#0.
Dokazati da je. (R,01) kvazigrupa. Koje uslove treba da zadovolja-
vaju a,b,c pa da (R,[]) bude grupa 2.
4 .
/’“‘ . et ) . * . a a4
ﬁ;} Dokazati da su  lupe reda 1,2,3,4 grupe 1 nadi lu-

P e

pu reda 5 koja nije grupa.

44, Neka je G skup na kome je definisana ternarna ope-
racija £ :G X(EX(S%—G koja zadovoljava sledede aksiome:

1. .f(k,y, f(z,u,v)) =£{x, f(u 2,¥},v) =
= £{f(x lYtz) 0y V)f ’
2, f(eraY) = f{y,¥y,x) = %,

za svako x,v,z,u,veG.
KOIlStECl se ternarnom operacijom £, definisati 3ednu bi-

narnu operac1ju - na skupu G takc da (G,") bude grupa.

Refenje. Uo¢imo proizvoljan elemenat e skupa G i defi-

nifimo binarnu operaciju + na ¢ na slededi nalin:
a*b = f(a,e,b).

Tada ije _
a- (b+c) = fla,e,f(b,e,c)) =f{f{a,e,b) . ,e,c) = {(a*b)-c,

a+e = f(a,e,e} = a.

Ako uvedemo oznaku a_;=wf(e,a,e), onda ie

ava”l = fla,e.fle,a,e)) = £(f(a,e,e),a,e) = £la,a,e) = e,

‘pa je (G,+) grupa.

_ PRIMEDBA. Ako jedata proizvoljna grupa (G,+) onda se
.na:G.mofe definisati ternarna operacija f sa gornjim osobinama na
slededi. nadin:

fx,y,2) = x-y"l-z .
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0’ strukturi definisanoj u zadatku i nekim nienim genera~

jama_v1detl AL T Hypow, Bﬁmaﬁ anrebpa, AsKukuk 1389-1370
ﬁwaa, Haywa, Mocwea, 1974, cTp.34-38.

Naka z grupoidu (G,*} vaZe slededi identiteti:

(x 'z} *{y*z) =.x*y,
3-_x*(y*y) = X,
(x*x)*{y*z) = z*y.

jse_cperacijom * deflnlsatl na G blnarnu operac&ju
'_(G,4} bude grupa.

T Redende. Definisademo unarnu operaciiju x++x_l i binar-
raciju + na slededi nadin:

.Tl = {x*x)*x, Xy = xR ((yry)ty) o= x*y_l

Na osnovu 1. 1 2. sledi

CxEy) Ry Tl S Ry R ((yRv) Ry = xR (yry) = x,

iz gornje jednakosti i 1. i 2. dobija se

ey oy = ey Th R (T = xriyry) = x
éledi _

St = () R ry)) % (evy) = y.*x

' Dokazademo da’'je operacija - asocijativna:

‘(Y'Z}.x x*‘f(y*z_l)_I s x*{z"l*y) = ((x*yhlf*y)*fzml*y) =

= (x*y“l) *z_l

(x-y)-z

Neka je x proizyoljan elemenat iz G. Ako uvedemo oznaku

onda elemenat e ne zavisi od x. Zaista,iz 3. sledi (x*x)*

= y*y, a iz 2. je_ {x*x)* (y*y) = x*x, pa je za svako

X* = y*y_

Iz 2.s5ledi da je e desni neutralnl eiemenat za operaciju -,
S obzirom da iz 2, i 3. sledi

-1.,-1
} = (UI*)*X) ¥ ((x*x) *¥x) ) % ((X*x) *x) = 2% (x%x) = x,
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tj._xf; je desni inverzni elemenat za x, pa je {G,-) grupa.

PRIMEDBA. Ako se u proizvoljnpj grupi {G, -} definise
operacija = sa x*yxx-y'—_1 onda grupoid (G, *) zadovolijava aksicme
1, 2.1 3. _

46, Dékézati da se u pfethbdnom'éadatku aksiomi 2. 1 3.
mogu zameniti aksiomom

27 (x*)*{(y*y)*y) = f-

PRIMEDBA. U radu Higman G.,Neumann B.H., Groups as gro-
upoids with one law, Fubl.Math. Debrecen,2{1952),215-221, je doka—

®*((({x*x)*y)*z) % {((x*x)*x)*z2)) = v.

§ 1.2. OSNOVNE OSOBINE

47. Dokazati da iz definigije grupe 1.9. slede stavo-
vi navedeni u 1.12. _

P . o . “

%ﬁ) U grupi G nadi jedno reBenje jednaline

1

xax=bba " a,begG

49, Dokazati: da  je jednafina x2a X = a'_i reSiva po x u
grupi G akc i samo ako postoii b eG takve da Je b3 =a.

Uputsivo.

Dokazati da iz x%axa=e sledi xaxax=e.
A . ' o .
gg} Neka je G grupa u kOij_Za svako a{b,c,x,y €EG iz

xay =bac sledi xy =bc.

Dokazati da je G Abelova grupa.

Iz (xy)xe =ex(yx) -sledi .xy =yx-

' Fefenje. .

zdiévako-a,b eG
. e (ab)2 = a%p?

 ”§é§eﬂje;- U Abelovoj grupi G je

'~ (ab)? = (ab) (ab) =a(ba)b = (aa) (bb) =a’p? .

zanto da se aksiome 1. i 2. mogu zameniti jednom jedinom aksiomom _

ﬁg} pokazati da je grupa G Abelova ako i samo ako je.
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. Obrnuto, neka je za svako a,b eé
-(ab)2 = azbz.
Qavﬂé sledi
: “{ab) {ab) = (aa) (bb).
. a(ba)b = a(ab)b,
PomnoZimo 1i ovu jednakost sleva sa a_l , a zdasné sa bhl do-
. . . . r
bijamo
N ba = ab,
za svako a,b e€G,
_{é;% Ako.u grupi G za svako a,b€ G va¥i iednakosf
: (ab) ™ = a'p" , S .
za tri uzastopna cela broja i, onda je G Abelova grupa. Dokazati, .

Redenje. Neka su ta tri uzastopna cela broja n~1, n

i'n+l. Ako jednakost

n+1

(ab)n+1 - an+1b

REs - -1 - .
omnozime sl i ! bt
BC . eva sa a i zdesna sa b ~,bide

(ba)® = a"p"

(ab)™ = a"p"

I

=

g
B

(ba) ™

‘5liéno, iz

(ab)? = aMp?.
sledi da je

(ba)™ 1 = (apyP7!

L4

pa, s obzirom da za svaki elemenat grupe postoji ijedinstven in-
verzni elemenat, mora biti

@ ()™ H™ o (a7l
Mnoﬁeéi leve i desne strane jednakosti (1y i (2) dobija se
- : ' ba e sb. S

PRIMEDBA. . Priﬁerom.pékazati dé sé gorﬁji.zakljuéak ne
:.moﬁe izvesti iz pretpostavke da identitet




{ab)l B albl,

'Vaii.samo za dva uzastopna cela broja (medju kojima se ne nala-
zio2 ili -1). |

. 53, Neka je G grupa v kojoj za svako x,y ¢ G vaki

3

33 . .
(xy7 =¥7Y . Dokazati da je G Ahelova arupa.

8
i (xy)8 =%y

s54. Neka je G konana grupa reda n. Ako je n parnc,

onda jé broj reéeﬁja u G jednaéiné IX2=e raran (tj. u G ima

neparan'broj elemenata reda 2}. Dokazati.

. ) . . -1 w3
Fedenge. x2==e ako i samo ako Je x=x ~ . To:znaldl da

treba odrediti broj skupova {x, x 8§ obzi-

i G=lel U {x,x

} koji su jedno&lani.
by Uiy,y~ Ly,
=g ima.u G paran broj re-

rom da Jje e=e a G ima paran

. . . « 2
broj elemenata, sledi da jednafina x
=@, sem g, je elemenat reda -

Benja. (Svako reBenje jednadine x

2, pa prema tome u G ima neparan_broj elgmenata reda 2).
63,

neparan btoj ako i samo ako je svaki elemenat iz G kvadrat {tj.

Neka je G konadna grupa reda n. Dokazati da je n

ako za svako a €G postoji b eG tako da je a*wb ).

(Alan Schwartz: Prcblem E17%4, Amer.Math. Monthly, 74(1965),545%

ReZfenje. ako je n=2k+1l,onda je za svako a €G

2k+1
a =

!

t3. 5
(ak+1) -

Obrnuto, pretpostavimo da za svako a €G postoji beG
Ako pretpostavimo da je n paran broj, onda na.
€6 takvo da Jje

tako da je a :b2

osnovu prethodnog zadatka sledi da postoji ay

ai =a i al_#er Te znadi da se u nizu kvadrata svih elemenata

agrupe G_

element e pojavliuje dva puta, dakle,postoji elemenat ay € G koji -

se u qornjem nizu uopEte ne pOJavljuje ti. ay nije_kvadrat. Iz

ove protlvrecnostl siedl da 3@ n neparan brOj.

{E??' Neka je G grupa i neka su a,b eG.
A 51 a2 =g 1 bza =ab3, dokazati da je b5 =

al 'Ako_vaz1 a
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. k
b) Ako vaZi a”=e i b* a-ab gde su k r i & prircdni

_r03ev1 i r#s,dokazati da tada Dostoji prirodan broj n takav
d je b" =e i naéi bar jedan takav prirodan broj.

Redengje.

) —b5a2

2.9 10

.33
baba=bmfaxbmﬂmﬁ=bmﬁaﬁ=bab

]
o

5
e,

dakle sledi b

b} Ovo je generalizaciia tvrédjenja pod a) i u njenom dokazi-
vanju brimenidemo postupak slian prethodnom.
Neka je s>r.

K k k k-1
r =br e:br ak=abr 5 k—1=a2 rk 2sza]-:--2= -
k-1 k : |
_ k-1 rs
a b = b~ , odakle sledi
k k
RS "I _ e
(57
gi}. Neka za elemente a,b grupe . G va¥i ab3=b2a i ba3=

2
b. Dokazati da je a=hb=e,

Redenje.

. ‘Primenjujuéi date relacije dobijamo da va¥e
sledece jednakosti

2,3
a’p” = ba'p? - ba ba ba -

!

#

a’p? abza,

bababa3.= abza,

bababa2 2

[l
1]
o

-

abababa2 = a‘p

3

I

2. 2
a“b® =ba’p = baba
i {3) sledi
ababab = baba,

-a odavde je

bababab = bzaba = abqa = abzab3 = a2b6

tIz poslednjeg niza jednakosti se dobija




4z

: 2,5
{4} pababa = a b,
1z {1) sledi

_ . R o »
azb5 = bababa3b2 = babababaBb =

(ba) 'pa’
pa odavde i iz (4) imamo

e = baba3,
i na osnovu (3)

Qo= azb'zf

ti. azzmbmz}

sto a2 bide

§£§ U grupi G elementi
R ]
&} a r a T

by aib lab,-

c) ab i ba,

imaju. isti red. Dokazati.

Refenje.

a) (a ")
odakle sledi da ije

{sa |a] oznafavamo red elemenata a).£lifno

-1 1 “lg
a o ehThiE T

1 _ 1 ]aml

_ = ((a ")
. odakle je
PRI

gl
8 =

Iz ovih dveju nejednakosti sledi

la] = Ja i .

' . . .
S b) La%o se moZe dokazati da je za svako ne %

(b tap)® = »”1a"s,

pa je

. . . : - =2
Stavljajudéi u drugu od datih  jednakosti b 7 ume-
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- ! -
(b lab);_aj =b laf-afb':-e,'-
b rab] < lal.
Takodije e ' )
-1 - | -1 - - -1 _
o b “ab| _ b~ lall abibb LINNIR iab)lb ab]b 1,
.
- _ -1
la] <|b “abl,
pa je
' b lab| = |al.
o) Elementi ab i ba su konjugovani {ab=bh1(ba}b),pa.iz
-stava dokazanog pod b) sledi tra¥eni zakljufak.
592, Neka je u grupi G elemenat a reda p, a-eiemenat

b reda g. Ako je ab=ba i p i q su relativno prosti brejevi, do-
kazati da je tada elemenat ab reda pg.

ﬁéﬁ Ako grupa G sadrZi ta®no jedan elemenat a reda
2, onda je za svako x € C

Y Dokazati.

. . \ . -1 . . . s
Redegnge. Elementi a i x "ax 2a svako x €G imaju isti

red (zadatak 58). To znai da je x_iax reda 2, a kako je a po

pretpostaveil jedini elemenat reda 2 u grupi G, sledi da ie

-1 .
a =x "ax, tj. xa = ax, za svako xe€G ,

agjl Neka su a,b elementi grupe G, za koje va3i a3xb4=e
i baxab3.'lzraéunati'red elemenata ab i ba. o ’

Rezultat. Red ab i bha je 6.

62. Neka je G konafna grupa reda n a k ceo broj rela-
tivno prost sa n. Dokazati da je preslikavanje f : G+ ¢ definisa-
no sa f(x)=xk permutacija skupa G. (Drugim redima, ako se svaki
elemenat grupe G stepenuje broiem kK dobija se opet ceo skup G)f




ReZenje. Pretpostavimo da postoije a,b e G tako da Je
ak = bk, a # b.

Akc je p red elementa a, a g red elementa b, onda Jje

(aX)P = ()P = e,

odakle sledi da je g delitelj breoja kp. Kako je red elementa de-

liteld reda grupe (1.51 } g i k su relativno
je g deliteli broja p.
Analognim postupkom se moZe pokazati

‘prosti brojevi, pa

da je i p delitelj

g, 5te znatl da je p=q.
k i'p su relativno prosti brojevi, dakle, postoje celi bro-

jevi 8 i t tako da je'

sk + tp i,

pa e

odakle ije

Sli¢no je i

b

pa je kona&no

w5,

a=Dh.

kys 2 £5.

{a

Pokazali smo da u skupt svih k-tih. stepena elemenata- iz

tc je konacan skup sa n elemenata, pa sledi . tra-

G nema jednakih,

Zeni zakljucak.

iz G razli®iti od neutralnog imaju isti kona®an red n, onda je

_Bko je G grupa sa bar dva elementa i svi elementi

n prost broj. Dokazati.

Pretpostaviti da je n=pg, 1 <p<n i nacéi

Uputsitve.

red elementa ap:# e.

64. ({Fermatov stav) BAko je a ceo broj a p prost broj,

ohda_je;

aP

za (mod pl.

Dokazati,

45
_ Relenje. Grupa { Zp\f{ﬁ},~}_ima p~1 elemenat, pa je,
s cbzirom da red svakcy elementa deli red grupe (i.51 ), za
svaki ceo broj a za koii je & #0
{a)p“}' :.-}_“'
ili '
p-

aP" P21 (mod p), (a0 (mod p}) .

MnoZeci sa a gornju kongruenciju dobijiamo

P

a¥ za (mod p), =za svako a £0 (med p) .

Medjutim ova kongruencija ofevidno va¥i i za a =0 (ﬁod pl, pa je

time teorema u potpunosti dokazana.

Dokazati da u grupi mogu da postoje elementi ko-

oy
. (é 5.,

natnog reda ¢iji je preizvod beskonadnog reda.

Redenje.U multiplikativnoj grupi regularnih matrica for-

mata 2 x2 takvi elementi su matrice

1 1 -1 1
0 - g 1
_6 4 Dati primer grupe beskonadnog reda &ijisvi elemen~
ti imajﬁ kona®fan red. o

Redenje. Priferova grupa definisana u zadatku 8. ima
te svojstvo. '

o . X
@i? Grupa G u kojoj svaki elemenat sem neutralnog ima

red 2 mora biti Abelova. Dokazati.
Redenje. Iz
(al_:J2 = &,

mnoZenjem zdesna sa b a sleva sa a (i koristedi da je a’=b?=e)

dobijamo za svako a,b e€G

ab = ba,
68.  Neprazan podskup H grupe G je podgrupajakd_i samo
ako iz x,y €E sledi xy"1 € H.
Dokazati.
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69 . Neprazan podskup H grupe G ije podgrupa ako i samo

§ 1.3. HOMOMORFIZAM, IZOMORFI Z2AM

ako je hH=H, za svako h €H. Dokazati.

@ Konafan neprazan podskup H grupe G je podgrupa 74; Dokazati da je preslikavanie £ : st i¥ homomorfizam

.:grune 2(% eHru grupu ({1,-1,1,-13,+) 1 nadi dezgro tog homomorfi-
zma {17 =-1),

ako i samo ako iz x,y €H sledi xy €H. Dokazati.

Lath . .
Rezfenje. flath) = 1779 = 4% iP - £la} - £{b}, za sva-

fi';:i? Neka je X = {xl,xz,....xn}. podskup grupe G za ko-

i1 vaZi ko a,be Z, a to znaéi da e f homomorfizam grune 4 v gra-

pu {{1,-1,1,-1},-). ©Preslikavanije je ofevidno surjektivno ,

K:LX;EX_ za l<1<3<n

Dokazati da je X podgrupa grupe G.

.pa je £ epimorfizam..

Jezgro Ker £ ovog homomorfizma je skup svih a e

o . . LA
Yputstvo. . Dokazati najpre da xTeX za svako 1€ {1,... za koje je f£(a) = 1 (3. i~ = 1}. Dakle,
...y} 1 svako meN, i da iz toga sledi xzi € X. Dokazati zatim-
Eer £ = {dk|k e #}.

da ako je Xy X ¥ tada je i Xy lx X, Na kraju dokazati da je

xjx X za svako je{l,.. .,n}l prlme_-nl_i_:l zad_a*_i:ak 69. . {~22} Grupa ( %Z,+) se preslikava na grupu ( EG,H fun-
' kcijom £ :a~a. Dokazati da je £ homomorfizam.
72} Dokazati da el ti & g ‘ o .
O _ zati da elementl kc.nacnog reda Abelove grupe ’3‘@2 Sledede funkciije preslikavaju multiplikativou-

€¢ine podgrupu.

" grupu nenula racionalnih brojeva u sebe. Koie od tih funkcija

éeé’eﬁje ' predstavljaju homomorfizme:

U Abelovog grupl G skup svih elemenata konac—

nog reda oznadimo sa E. Ako su a,b €H, onda je 2t =a, bmwe, pa

3
ajy K+ B XHzX!r

je

b B

-1

{ab-—l)nm = al’lm{b ')nm - anm(bnm}—l = e,

¢} x+x , n fiksiran ceo broj, d)  Hk-x

gto zna®i da je

Opisati homomorfne slike i jezgra. Koje fuhkcije su epimorfi-~

lab™t]

< e

zmi, a koje monomorfigmi ?

ao" e H, pa je H podgrupa.

Prema tome [ . : ;
o e, {%ﬁ{ Neka je @ multiplikativna grupa kompleksnih bro-

jeva £iji je modul jednak jedinici. Dokazati da je presiikava-

@ Akc svi elementi beskonafnog reda Abelove grupe G

nje

elaHele + k fiksiran cec broij,

zajedno g£a neutralnim elementom &ine podgrupu H, dokazatzx da ta-

da G nema ‘elemente kona&nog reda {osim e}.

endomorfizam i odrediti jezoro.

Redenje. Neka je eleménat a € G konacnog reda,a beG

_ beskonacnog reda. Lako seé proverava da je o =ab beskonadnog re- @ Grupa G, Jje homomorfana.slika grupe . G,. Tada :.
' da. 'E'ada je a-“cb -1 €EH, tj. a=e, ' a) . Ako je G1 Abelova i 2 je Abelova grupa.
B b) Slika neutralnog elementa grupe G 3e neutra}.nl ele—

L.

menat grupe Gz.




ﬂihvefzhi.élemenat elementa a EGl'

:-na*gfupu' Gyl o

'-4?&é§énje;-

f{al) = a,, f(bl) = b2 .

ba je

o]
o
i

sledi :
' f(a)fle,) = fle)f(a)) = £(a))
ili - : S

ayfle;)

= f(el)a2 = a2 '

‘fizam relacija ekvivalencije.

Refenje. (i)
“sebe je:izomorfizam, pa je uvek .G« G.
""”T(iii“_Néka'je' f izomorfizam grupe G,

: . _ - 1 2
je inverzno preslikavanje £ ! takodje bijekcija. ako su” b

elemenat elementa f(a) €G,. (£ je homomor-
'ﬂ_ﬂalﬁnza svako. a,,b, €G, postoje a, b, €G, tako da je

Py = £(a))fib)) = flah)) = £(b.a)) = £(b)f(a )} =

= bp3;
k) Za svako a, 662 postoji a; eGl tako da ie f(al) =a
pa ako'je el' neutralni elemenat grupe Gl iz

8tc znadi da je slika neutralnog elementa e, grupe G, ne-
utralni elemenat e, grupe G2.
cy Iz aa_l =e; ,
sledi
-1
) fla)f{a 7) = f(el) = ey,
ti.
- -1
(gan~t = g@h
iza Neka je f : G, ~G, izomorfizam grupa G, 16,
Ako je 9, =f(gl) dokazati da je red elementa 9, EGl jednak
redu elementa g, ¢G2.
. 80. Dokazati da je u skupu grupa istog reda izomor-

IdentiZko preslikavanije grupe G na

ll

onda je

21’

na grupu G . Tada
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b2 eG2, onda, s obzirom da je £

stoje al,a2 eGl

surjektivno presiikavanie, po—
tako da je ' o

f(al) = bl', f{az} = b2,
tj.
-1 = -1 -
- £ {bI) ay, £ (b2) = a,.
Kako je _
f(alaz) = f(al)f(az) = b1b2’
bice

-1 -1 - -
£ byby) = £ Hfayay)) =ajay = £ b ),

§to znadi da je £t izomorfizam grupe G2 na.grupﬂ 'Gl; dakle'

G2 = Gl'

(iii) Neka je f 4dzomorfizam grupe Gl na grupu Gz, a

g=hf

GI na grupu G3. Ako su. a,,2a, eG1

h izomorfizam grupe G2 na grupu G3. Tada funkeiia
‘bijektivno preslikava grupu

onda je

gla,a,) (hf) (aja,) = hif(a,)flay)) =

(hf) {al) (hf) (az) = g(al}g(az} ,

a to znaci da je Gl= G3.
Time je pokazano da je izomorfizam grupa refleksivna,
simetridna i tranzitivna relacija.

{gzz Dokazati da je grupa { %4,+) izomerfina grupi (G,*)
gde je G={a,b,c,d} a operacija =« je zadata slededom Kejlije-
vom tablicom:

Refengje. Formirademo Kejiijevu tablicu za  grupu- ( 24,+):

wi o~ ofl +
wt | ol ol
Ol wi o] =i el
=] ol wltulb&

ol el O i wi



:._.: 50 o

4
ra biti f(0}~wa (a je neutralni elemenat grupe G).

Twb, 3pd 1li  1ekd, Ikb.

Ispitajmo da 11 je funkcija kdja preslikava

0w a, Imc, 5&&

1650,

1+2=73,

£(1).*£(2) =bwsc = d,

pa treba utvrditi da 1i je £(3) =a ?

definisana funk013a £ zalsta izomorfizam.

'g:OHa, lwd, ZWC, ERS

.takodje jedan izomorfizam grupa { Ea,+} 1 (G, *}.

morfre.,

83.
AN u grupu { 22,+) ?

Kako se grupa { 23,+)

':Akd jé"f' .E“f+G 1zomorflzam, onda na osnovu zadatka 78 mo-

Elemenat 2

nat u G Jje ¢, dakle £(2) =c. Prema tome, f preslikava

IBQf. Dokazati da su geré.('E4,+) i %5\\{6},

je sam sebi inverzan, pa na osnovu zadatka 78. njegova slika mo-
ra biti elemenat koji je sam sebi inverzan, jedini takav elema~

izomorfizam dveju datih grupa. Da to wtvrdimo proveridemo da 1i

je  Eix+y) =£(x)*f(y) za svaki par elemenata iz %4. Na primer,

U nafem primeru ova jednakost je tadna i nastavljajudi

taj postupak za sve parove elemenata iz %, " vidimo da je ovako

Na slifan nadin se mofe pokazati da je i funkciia

«) izo-

mo¥e homemorfne preslika-
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{w) Dokazati da se 51metr1cna grupa §, moZe homomor=
-fno preslikati na grupu sa dva elementa.

86. Homomorfizam grupe Gl 4 grupm G, :je monomorfi-
zam ako i samo ake je jezgro tog homomcrflzma ‘neutralni eleme-
nat e, grupe Gl' Dokazatl

Fedenje, Pretpostavimo da je £ monomorfizam i da

jezgro sadr#i neki elemenat a #el

Tada je
fl{a} = f(el}

= ez'

'-(ez je neutralni elemenat grupe G, }ya to je u protlvrecnostl

o sa pretpostavkom da je f monomorflzam {dva ra4llclta elemen-
o ta imaju istu sliku}. Prema tome, Ker £= {e

_ Obrnuto, pretpostavimo da je Ker £ = {e }ida £ nije
‘monomorfizam, tj. da je  f{a) =f(b}, a#b. Onda je

£lab™) = f(a) - (£t = o

2 r

5_pa elemenat ab'l pripada jezgru, &to zna®i da mora biti ab % =
e s ti. a=b. Ovo je protivreénost, pa je, dakie, £ mono-

- morfizam.

281( Neka je £ homomorfizam grupe Gl u grupu G,
a g homomqrfizam grupe G2 u grupu G3. Ako je fg izomor-

fizam, dokazati da onda £ mora biti epimorfizam a g mora bi-
ti monomorfizam.

Py
ggﬁ} Dokazati da je grupa & JAbelova ako i same ako
je preslikavanje f:awma ! automorfizam.

Dati su skupovi

84.

3,5, 71w

s |

G={l 11;1} i A= 8

Dokazatl da grupa. (G,-) nije izomorfna sa grupom

'éemu je U G - mnoZenje kompleksnih brojeva, a .
":ﬁenje_klasa ‘ostataka po modulu 8. ' '

(&,
ua

3, pri

je mno-

Redenje. Neka je G Abelova grupa. £ de injektivno
preslikavanje,ujer iz f(a) -f(b),_tg. a -—b % sledi a=bh.

f de surjektivno preslikavanje jer je svaki elemenat a slika
elementa a '. %a svako a,bet Je

£ap) = (ab) l=p e e a T L piaye by,

pa je f automorfizam.

Obrnuto, ako je preslikavanje f caka ! automorfizam
onda je (ab) ! =a_lb_1, za svako a,b€G, a s obzirom da je u
svakoj grupi (ab)_1=b_la_l, sledi a ‘b1 =b"1a™, 4 cdatle je za




e

52

svako a,b €G

ab =ba.

89, . Na skupu
. b
A:.—'{x['erR,—%<X<§};

definisati operaciju o tako da bude (R,+) = (A, D).

. Ee§enje} ako je £ dizomorfizam IR + A, onda je inver-

zno preslikavanje £ ‘izomorfizam A-+IR,tj. za svako a,b €A

£ laop) = £ Yy + £ o),

éto je ekvivalentno sa
. . . _1
Ly + 574

agb = £(f b}

Dovolino je, prema tome, nac¢i bilo koju funkciju keja bijektiv-

no presliikava IR -~ na A i pomodu nje kao Eto je pokazano defi-

" nisati operaciju o

Na primer, f£(x} = arcﬁg x preslikava bijektivno IR na
&, pa je ' _ h o . o
' o adb = arctgitga+tghb}.

Lako se proverava da je funkcija arcty x izomorfizam grupa

(R,+) i (&, O }.

90", Dokazati da je multiplikativna grupa n-tih korena
iz jedinice ({(zadatak 5 ). izomorfna sa grupom { Eﬁ;+) {(zadatak
11) .. '

-91. Skup matrica. .

[

a,b E.;IP\,. a? +b2 #0

e ﬁﬁiti?iikatiéna'grupa,_Dokazati ovo uspostavliajudi izomor-
 'fizamﬂgfﬁpoida'(A,') sa multiplikativnom grupom nenula komplek-

‘snih brojeva,

-: ¥}92; Skup svih regularnih matrica formata 2x2 sa ele-

"ménﬁimélizfﬂzg.ﬂe crupa- izomorfna simetrifnoj grupi S;. Dokazati.

. morfna sa podgrupom grupe S4l Ozna&imo sa fx , £10 5, f3
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91, Dokazati da je skup svih reguiarnih linearnih tran-
‘sformacija n-dimenzionalnog vektorskog_proétqra nad poljem F
:-u odnosu na kompozieiiu preslikavahjé grupa.izomorfna multipli~
" kativnoj grupl regularnih kvadratnih matrica formata nxn nad po-
lijem F .

PRIMEDBA. Taj izomorfizam, kao §tc je peznato, zavisi
_3od izbora baze u vektorskom prostoru, pa, u opftem siu¥aju, po-

'5t03l vife razliditih izomorfizama izmedju ove dve grupe.

94. Dokazati da grupe (Qp,+) i (@p,+) nisu izomorfne
':(zadaci 29. 1 30 ).

Uputstvo.  Pretpostaviti suprotno, tj. da je £ :gp 0P

"t izomorfizam grupe - Qp na OF. Koristiti da za svako X er i za

;fsvaki prost broj g razlifit od p, postoji vy e@p takvo da je
L Y+y+...+y =x. Tada bi bilo
'.\M_I

fly+y+, o) =E{y)+. .. +E{y) = £{x),

_ —— .

“tj. svako =z er bi se moglo napisati kao zbir ¢ sabiraka Zto
ije nemogude. o o '

95, Dokazati da grupe iz zadataka 26. i 27. nisu izo-
morfne.

Uéutsfvo{ Grupa iz zadatka 27. ima elemenat reda p°.

-Koristiti =zadatak 79.

_ {éﬁ.' Skup Hom(G,A) definifemo kao skup svih homomorfi-
‘zama grupe G u Abelovu grupu A. Kako se mno¥%enje homomorfiga=
‘ma moZe pogodno definisati pa da Hom(G,A) bude Abelova grupa?

97. Nadi grupu permutacija izomorfhu sa grupom ( %

gt
" Re3enje. Na psnovo Kejlijeve teoreme grupa Z, Jje izo-

pér-

g 3

ﬁutacije grupe 54 koje odgovaraju respektivno elementima &, I,
~ grupe - %4. Tada je fi permutacija koja elemente j, 1,
preslikava respektivno u : :

1+0 , T+31, T+32, 1T+3,




f (£1ij_éi f%.: Zét$§ako' %'E ?4}7

‘'S1li%no dobijamo i ostale peérmutacije:

o012y,
DU A
'f'j*(?.fff)r
2 30 17
-0 127,
30 1 2
5-(0 123
a1 2 37

Ako. ove permutacije skupa %4 interpretiramc kao permu-

tacije skupa {1,2,3,4} bice

f

=[2 3.4 1], f, 3 4 1 2]

=£4 1.2 3] . f0=£12343..'

Na osnovu Kejllgeve teareme skup pexmuta01ja {fo, fi {

£

51 f§ } €ini grupu u cdaosu na mncZenje permutacija izomorfnu

grupi (Z,,+).

98.  za grupu ({l,-1,i,-i},*) nadi izomorfnu grupu per-

mutaciija.

99, Nadi podgrupu simetri&ne grupe 8¢ izomorfnu. sime-

triénoﬁ_grupi_SB.

100. Nadi grupu nesingularnih matrica formata 3 k3 izo-~

morfnu sxmetrléan grupi 8,

Resenge. Svaka grupa permutaczja skupa,od n eiemenata

1zomorfna ge neROJ multlpllk&thﬂO} grupi parmuta01onlh ) matrlca

#) " Matrica u kojoj se u svako] vrsti i koloni nalazi tafno jedna jedinica
a'svi-ostall elementi su nule naziva se permutacsona matrica-.(to-je ,dakle,
matrica dobijena od jediniZne matrice permutovanjem njenih vrsta)
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formata nxn . (Odavde na osnovu Kejlljeve temreme odmah sledi

da je svaka konaéna grapa reda n 1zcwcrfna sa nekom gruponm ner-
mutacionih matrica formata n}{n)

Formirajmo sada grupu matrica izomorfnu grupi

{ 1231, [2317, 132, [3217, rzazj,,nz] ;.

Permutaciii [123] odgovara jedini®na matrioca

1 0 &)
E.=:0 1 0|,
0 ¢ 1

permutaciii [213] odgovara mdtrica koja se dobija od jedinifne
kada se njene vrste permutuju cnako kako to propisuje permutaci-
ja (1 se preslikava u 2 - to znati da se prva:vééfa jedinine
matrice premefta na mesto druge itd.):

0.1 0
1 0 0
0 0 1
Na ovaj nafin debijamo i preostale matrice:
o F1 0 o] - o 0 1]
f1zz]le 106 0 1 .o f321de |6 1 o} -,
|0 1 © 100
i [0 o 1 "o 1 0]
fazzil»= 71 o o , [312]» 12 o 1
0 .1 0 : 1 0 0
. L, A

Ovih Zest matrica &ine multlpllkatzvnu grupa izomorfnu,
grupi S3

101, Nadi grupu matrica izomorfnu grupi ('%4,+}.
Uputstvo. Roristiti zadatke %7. 1 100."

§ 1.4, CIRLICKE GRUPE

A
Qlé. Koje od. slededih grupa su cikliZke:
CZ,+), (11,-1,i,~i},+),  {Q,+),

(z..+ , ({1,3,5,7}), (1,357 < g ?
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”é§§.” Czkllcke grupe 1stog reda su 1zomorfne. Sve bes—

konacne 01k11cke grupe su medjusobno 1zomorfne. Dokazati.

- Re§enje. Ako je  a - generatorni elemenat cikliZke gru-
pe. GI ;eda mn, a b ‘generatorni elimen;t cikliZke grupe G,
istog reda, onda je preslikavanje & kb, k=1,2,...,n, izo-
morfizam grupa Gl i GZ'
Funkcija f koja beskonanu cikliZku grupu sa genera-
tornim elementom a preslikava na aditivnu grupu celih brojeva
f:ak|—>k, je izomorfizam. Prema tome, sve beskonane ciklidke

grupe su izomorfne grupi- ((Z,+}.

104. - Dpokdzati da beskona®na cikliZka grupa ima prebro—'

jivo mnogo elemenata. Da 1i je (R, +) c1klzcka grupa ?

igg. Red elemenata a kona&ne grupe G je delitel]

reda grupe. Dokazati.
Redenje. Ciklicka podgrupa generisana elementom: a’ -
je reda jednakog redu elemenata a, pa na osnovu Lagranzove teo~

reme sledi da je red elementa a delitelj reda qrupe G,

406 Svaka grupa ¢iii je red prost broj je ciklifka.
Dokazati. _
107. U cikliékoj grupi Cn reda n qenerlsanog ele*

mentom a, elemenat an je generator ako 1 samo ako su m i

n’ relatlvno DrOStl krojevi. Dokazati.

Redenje. 2ko je (n,m) =1, onda su sledeéih"n'_éléméﬂ

' ,naﬁa:medjﬁsobn0 razliditi

i am, aZm’ "anm - e
Zaista, iz ,
aim=ajm,. lij<ijn:
isleai
LD ,

tj. gt mora pbiti delitel]j broija. - (i-j)m, ‘a‘to:je; s obzirom
'na pretpostavku, kontrad1kc13a. Prema tome ‘a™ je-ggnerator.gru-

pe C
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Neka je sada a™ génefator'qiupe Cn i pretpostavimo
da je {n,m}=a>1. Tada je

(am)n/d - {an)m/d.=

a kako je (n/d) <n, elemenat a™ neé moSe biti generateor grupe
C,- Fretpostavka od koje smo posii stoga ne -vaii, pa je {n,m)=1.

ﬁﬁgf 8vaka podgrupa ciklidke grupe: je takodje cikli&-
ka. Dokaz;£i. '

fedenje, Neka je H#{e} podgrupa ciklidke grﬁpe c
generisane elementom a. Neka je najmanii pozitiVanIStepen ele-
menta a koji se nalazi u H,-ak €H (s obzirom da je 'H podgru-
pa takvo k uvek postoji). Ako je at preizvoljan elemenat
podgrupe H, mora biti ' . o

2=kq+r,.mfez,0ir<m

pa je, prema tome,
af = ai_kq = a?”hslk)_q P
odakle sledi da a® eH,
Kako je k bio minimaian pozitivan stepen, mora biti
r=0, a to zna%i da je & deljivo sa k, tj. al =(dk)q, pa je

a generator podgrupe H, koja je,prema tome,ciklika.

109. U cikliZkoj grupi C preslikavanije f je endo-
morfizam ako i samo ako je za svake xecC

£(x) = x5,

¢ fiksiran ceo broj. Dokazati,
110, Naci sve endomorfizme grupe ( %,+).

i11. U ciklickej grupi €, reda n preslikavanje

£(x) =x" je automorfizam ako i samo ako su m i n relativro
prosti brojevi.

Uputstvo. Koristiti zadatak 107.

112. Wavesti sve endomorfizme ciklifke grupe re-

da 12. Koji od njih su astomorfizmi ?



 1fﬁé5i red_SVakpgieiéménﬁa cikli¥ke grupe reda

ﬁﬂ dikliéké grupa reda-
n._ima_jednu i samo jednu

114.mekaje
n, dokazati da onda

litelj broja.
. podgrupu reda m.

a- - generator grupe onda eleme-

m. Pretpostavime da pos-

generise podgrupu

toji- jo¥ jedna podgrupa: Ona mora biti cikli¢ka {(za-

datak 108) i neka je njen generator

Sto znadi.da je . Im deijivo.sa’ k, pa je odatle

- Prema tdﬁe, odakle sledi da je

Nadi sve podgrupe ciklifke grupe reda 30:.°

Koristiti zadatke

Uputstvo.”

(2i+1) moduls 16,

Dokazatl da klase ostataka
c1ne multlpllkatlvnu grupu i naci njene podgruw'

i=0,1,2,...,7

G da bude cxkllcka ako su sve_'

. Mora Ii grupa

njene prave podgrupe cikligke ?

Priferova grupa (zadatak 8 ) nife'é;kiiéka/

a sve niene prave podgrupe su cikligke.

GRUPE PERMUTACIJA

Sledede permutacije napisati kad_prqi296d disju+'
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Refenje. a} Kake je p{l}) =4, p(4} =2, p(2) =5, p(5)ﬁ3,
p(3y =1 i p(6) =6, p(?) =71 - imamo

=[a5123%6 73 (1 42 5°3).

S 0b21r0m na def1n1c1ju c1klusa ocev1dno je da se ﬁ
mofe pisati i u jednom od sledec1h obllka

(14253) = (42531) = {25314} =
(53142} = (31425) = {14253).(6) = .
(7)(14253) = (14253) (6} (7). '

P

i

(Ovde ciklus koji se sastoji od samo jednoy. simbola oznadava da
je taj simbol nepromenien).

Roristedi se drugom notacijom moZfe se pisati
Ppi-l+4+2+5+3>1+ |

[1325647] = (23) (456) = (23)(456)(1)(75;'”

b) q =
ili
g = c,c,, gde je
Cc s 2+3 2 R CZ v d 53624
©. 119, - Sledede permutacije izraziti kao proizvod dis- -

junktnih ciklusa
a) -(234) (125) (3617} b} (1234} (123) (12}
_C) . {123) (435) (.1346)” ci). .(}"2) (23) {34) {45)

RBefenje. a) (234)(125)(3617) = (17425) (36) .

(s obgirom da argument pifemo zdesna rafunanje pofinjemo od kraj-
njeg desnog ciklusa).

Ovo isto femo izrafunati koristedi druou notacijuﬁ

Neka je P =C,C,C '

9 gde je
cl:-2 +3+4 52 +,_ o

3’
2:-1+2~>5+1+, 03:'3"*6"*l+7+3+ )

Proizvod ovih ciklusa predstavidemo tablicom

c o] o4

3 2 1

. nktnlh élklusa:

wh
TN

[238451967]

[ 52 3 N SN Sy
U‘!N»l'-‘-w'--l_
H..Lﬂa&u\]
U R s g




LiU OVO] tabllc1 u’ kolonu 1syod oznake ‘ciklusa pifemo argument a
.f“n3egovu sllku odgovaraju01m ciklusom u susednu desnu koleonu.
7 Tada krajnja leva koiona predstavlja arqumente a kra}nja desna

'fnjlhove slike. permuta01jom p Dakle,'p--c1 cé . gde Je

1"c£:4_3+6-+3+-, Gf v 1744225521 |
“ by (1234)(123)(12) = (14} (23).
120, - Bilo koje dve permutaciie koje pomeraju disjunk-

tne skupove simbola komutiraju. Dokazati.

121, Ciklus dufine n Je reda n. Dokazati,
(Red permutacije je nijen red kao elementa simetridne grupe Sm).

Redenje. Neka je g ciklus dufine n:

q(al)=:az, q(az):=a3,...,q(an) =agy qgix) =x, xséal,az,...,an.

. 2 _ S v k . .
Tada je g (a;) =a, ., i,uopSte, g (ai)'"ai+k’ za svako ke N
{gde su svi indeksi redukovani na najmanji pozitivan ostatak po
modulu nj. qk de biti identifko preslikavanije ako i samo ako?
3¢ 35 T &g
kav pozitivan broj k je n, pa je,prema tome,ciklus g -feda

n,
122. Dokazati dd je permutacija p ‘stepen jédnbg ci-
‘klusa koji pomera sve simbole ako i samo ako je p-'pfdizyod Ci~

-klusa iste dufine.

-123. Neka Jje q==(12'.é. m) ciklus duZine- m. Dokazati:

-a) qn jé ciklus duZine m ako i samo ako sum i'n ﬁ?ai'

© jamno prosti brojevi.

. b)'Ako je d najveéi zajedniZki delitelj za  m. i n'ta-

'da,jg'zq?;_proizvod d ciklusa.

*124' Dokazatl da je red permuta01je najmanjl za]ednléw

' ki sadrzalac du21na njenih disjunktnih 01klusa.-.
Reﬁenge Neka je permutaczga P prlkazana kao pr01z~
Vod dlsjunktnzh 01klusa, P qlqz cee G- DlS]unktnl 01klu81

komutlxaju,_pa_Jeqfq

tj. ako i samo ako je %k =0 (mod n). -Najmanji ta-
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Odavde sledi da je pn identiko preslikavanje ako 1 samo ako
ie svakil od ciklusa qg takodje identidko preslikavanje, pa je
prema zadatku 12i. red permutac13e p =zaista najmanji zajednid-

ki sadrZalac duZina ciklusa ql,qz,...,qk .

125. Naci red permutacija'
a) {2 4 5)(r 8){(6 7 3 9},
B) (1 3 4)(2 3 8).

Refenje. a) Ova permutaciija je proizvod disjunktnih

ciklusa duZine 3,2 i 4, pa je njen red 12.

b) Najpre <demo datu permutaciju prikazati kao proizved
disjunktnih ciklusa:
(1 34)(236)=1(1235624),

pa je red ove permutaciie 5.

126. U simetriénoj grupi 5, opisati sve elemente Ti-

ji je red prost broj p.

127. Nadi elemenat najveded reda u grupi Sn za
n=2,3,...,10.

1

128. Dckazati da je (3 2 ..,.n) T={n n-1 ...2 1).
129. Ako je
p=la);a),.- 'alkl) (azlazg_‘ "a2k2) ceelaga . ‘azkg) 1
dokazatl da je tada
pt =(aﬂki...alzail).,.(azkz...azzaZl}(alkl...alzall)',
130. Neka su Qal...ak} i {bi...bz) ciklusi koji imaiu

zajednidki jedan i samo jedan simbol. Dokazati da je (al...ak%

'(bi"'bi) takodie ciklus 1 nadi njegovu dufinu.

Uputstvo. Najpre pokazati da se moZe pretpostaviti da




 iU_gfupi'”Sh-'na5i sve'permutacije koje komutira-

v an}. |
'tako.da Je

;_Neka je_ q eSn pq==qp} Ako je

i

{qp){al) q(az)

(pq}(al) = p(az} = a

R

‘.pa kako je pg=gp, mora biti qla,)= . Indukcijom se lake

S
"dokazuje da e

q{ak) k=1;2,...,n ,

A (k-1) 7

" {svi indeksi © ovom razmatranju su redukovani na npajmanii pozi-
‘tivan ostatak po modulu n). q==pg7§
p= “p=p-pX sledi da sa cikiusom p komitiraju stepeni tog
ciklusa i samo oni.

To znadi da je a kako je

1320 " ‘Neka je

Fix Yoo (x)

a =(x1x 2 n

27" 'Xm) (Xm+l

jedan elemenat grupe' Sn

Akb.elemehat'“b {b'eSn)'zadovbijava
“uslav ba=ab, onda b

ima oblik a® .p, gde je

k prirodan

"brbj i p (eS ) sa fiksnin tafkama X 4XgreowpX . Dokazati.
(Pr351é S. Probleﬁ 131, Matematidki vesnik, 5(20), sveska 2,
1968 243) - '

Re§enje. Pretpostavimo da je b{xi) =xj,

7  X, e{xl,x2,...,xm}=

A, xj €{xm+1,xm+2,..

'fxn} = Ba
Tada je

ba(x PRI SR

iz 1) o3

i1, 'za- i1

. : iR - (l“l)’ = o
s m o, za i=1 |,
-sto zbog ab ba 'ne mo¥e- bltl, pa sledi da’‘je’

{VX eauux VEA i (VX]EB)b{X) €eB .,

Prgma tome, ima za fiksne tadke x

b-—up, gde permutacija g ;l’
E % PEERRTS S

X ,x" su X,

PR n'_ Qflksne tacke permutacije p
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Svaka permutacmja sa Flksnlm ta¥kama x X

feeas X je
komutativna sa a i g, pa jo3 treba odrediti Oblli Dermuza01je
q. . . _ R LR .
8 obzirom da je a ciklus duZine .m.-.sa fiksnim talka-
M Xprir¥manrr ¥y @ d p@rmufac;ja éijéusu;fiksne_taéke ta-
kodje KopptFpagr s e¥, 1 kakc_mgra biti aq qa, na. csnovu

prethodnog zadatka sledi da je q::ak; gde je k priradan broj,

-b=zak -p, gde je

a p permutaciija sa fiksnim tadkama- xi;xz,...,xm R

Prema tome, mora biti k- prlrodan broi

133, Dokazati da je
(alaz.f.an)'= (aian){alan“l),;.(alaz).
Fefenje. Proverom se neposredno utvrdiuje da jé ‘gornia
jednakost tadna., o ' C s

134. Dokazati da je ciklus dufine n- parna permutaciia
akc je n’ neparan broj, a neparna permutaciia ake je n. paran:
broj. )

Refenje, Pesledica prethodnog zadatka.

135, ?efmutécijg p=12 15 7 3'4 6] napisati kao pro-
izvod o '
a) transpoziciija,
b terceta.
'Pé§ehie " a) Permutaciiju femo prlkazatl kaoc pr012vod

ciklusa a zatim prlmenltl zadatak 233

p= @157346] = (12) (3 ><476) =1 )(35)(46)(47}

b)) _Pokazano je da je p-(lz)(ES}(46)(47

cija,:ga se ona, prema tome, moze prlkazatl kaa promzvod tercew

parna permutaw

ta. Kake je

(12)(35) = (12) (237" (23)) (38) =
= (12)((23) (23)) (35) = ((
(46) (47) = (476),

12) (231) ((23) (35)) = (123) (352)

p={(123) (352) (476) .

136. Akc je permutacijé_ p ESn ‘proizved k disjunk~

tnih ciklusa

{vzimajucéi u obzir i sve cikluse dufine 1}, onda je



'.permutaCLJa p parna ili neparna prema tome da 1li je n-k pa-

'ran 111 neparan bro;. Dokazatl.

) 137. Permutacija koja je prikazana kao proizvod ciklu-
'sa je parna-ili neparna prema tome da 1li sadr#i paran ili nepa-

ran broj ciklusa parne duZine. Dokazati.

138. Dokazati da je svaka permutaciia pES reda 20

10
neparna.

Refenja. Permutaciju. -p. . rastavimo u proizvod disiun-
ktnih ciklusa. Kako je red permutacije najmanji zajedniéki sadr-
Z2alac dufina njenih disjunktnih ciklusa’ (zadatak 124), ciklusi
k0iji Cine permutaciju p mogu biti samec du¥ina 1,2,4,5,10. Zbir
dufina ciklusa je 10 (3er je p 'permutacija skupa od 10 simbola),
.pa treba utvrditi. kako se 10 moZe prikazati kao zbir nekih od bro=-
jeva 1,2,4,5,10,
sabiraka bude 20.

ali tako da najmanji zajedni&ki sadrfalac tih
54441
.=10, pa Jje,prema tome, p proizved ciklusa duZine 5,4 i I, Na

Postoii samo jedan nadin da se to udini:

osnovu zadataka 137. (ili 136 ) permutacija p Jje neparna.

139. Permutacije p,qg esn su -konjugovane u grupi Sﬁ

ako i samo ako se mogu rastaviti na jednak broj disjunktnih cik-
lusa i medju tim ciklusima se mo¥e uspostaviti bijektivno presli-

kavanje tako da su odgovarajudi ciklusi iste du¥ine. Dokazati,:

140. Neka je permutacxja p prikazana u obliku prolzvoda
clklusa agq pr01zvoljna permutac1ja Ako u ciklusima k031 gine ip

sve simbole zamenime conakc kako to proplsuje permutac;ja' q do—f

bifemo permutaciiu gpg l.' Dokazati.

141, Koristedi se prethodhiﬁ zadatkom.iz'raéuﬁai:i_qpq'—l

ix srzg ade je

#

q=(123) (4568), . r = (874312) (56)

i

pi= (82143)(12) (15), s = (134) (2357) (1846).

(43251) (23)(26).,

“Rezultat. apgq

S r Tsr o= (847)(7523){8641)
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142. Dokazati da se transpozicijama

(12), (13) ,..., (1ln)
mofe generisati grupa Sn.

Refenje.Billo koja transpozicija (ab) grupe Sn moZe se

prikazati kao preizved datih transpozicija jer je

(ab} = (lb)(la}(1k}, a,b # i.

Svaka permutacija grupe’ s, se mofe prikazati kao pro-

izvod transpozicija, a pokazali smoc da se svaka transpozicija

moZe prikazati pomodu datih, pa otuda sledi da transpozicije
(12), (13) ,..., fln)

generisu grupu Sn’

143. = Dokazati da se grupa 5, mofe generisati permu-~
tacijama

p = (23...n}, g = (12)

Fefenje. Neposredno (koristedi zadatak 140) moZemo iz=-
radunati sledece proizvode:

quWl = (13):

2 -2 =1, -1 :
pragp "= plpap Tlp T = (14} ,
hea Syttt
p" e "7 =y
pa sada na osnovu prethodnog zadatka sledi da permutacije p i1 g

generifu grupu Sn.

144, Permutaciju [4231
pozicije [2134] i terceta [1342]

" prikazati kac proizvod trans-

Uputstvo. Koristiti prethodni zadatak.

145, Odrediti broj elemenata u évakoj'klasi konjugova~
nih elemenata grupe Sn'

Fezultat. U klasi &iji su elementi permutacije koje se
rastavljene u proizvod disjunktnih ciklusa séstoje'Se od jl

ciklusa dufine 1, j, ciklusa duZine 2,...,3, ciklusa du¥ine k,
ima ’ o

elemenata.
s opa g .
<3y tdgteen gyt




“alternativne: grupe A,

fDokéééti.daf n—2__terceta:
(123),-(124},...{{l2n}._

n>3).

j;geﬁé#iéu alternativnu grupu. A,

Koristiti
(abc) = (lca) (lab)

. : . . o —l
: ' (1xy) (ly2) (12x) {12y}, ((ly2) = (12¥y) ~) ..

1

~148. - Dokazati da.se podgrupa parnih_permutagija An g i

mo¥e generisatil pérmutacijama {123) 1 (;25”

metrlcne grupe Sn ‘ ‘
n) ako je n neparan broj, a permutacijama {123) i (23...n)

ako je =n. paran brojf_

149. Neka je G podgrupa grupe. permutacija Sn generi-

sana ciklusima:

lajay...a 2 ),(alaz...§m§m+2?t...1{a1a2..faman),

m+1

‘gde Je m<n-—1.

j ~an: j T =4 ako.'e
Dokazati da je G =Sn ako je ~m - neparan broj,a G n 8ko ]

m - paran broj.

Gznafime ciklus (a Bqe.p a.ry “sa P.i

Uputstvo 2" i i
~m+l,..,,n. rko je m = 2r+l pokazati da je za i#j.
(pp)rpzpjx (a,a,),
(P'Pj)r+lpy = g _ SR
(Ple)rf;P§F+3fﬁP§_le = (a a } za t-—3 4 ..,@1.
'Aké jé_m;2s pokazati da je
| ey 157 lpipj (aaya 3)
(P P )S i = (aiazal}, e i
(P e, )s 25+3 Teip, = (ajaja,) za  £#3.

(Vldeti L. Mlller,.Generators of the symmetrxc and alternatlnq
group, Amer Math Monthly, 48 {(1941), p. 43 44y
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150. Ako prava nofmélna podgrupa N grupe Sn sadr-
£i jedan tercet, dokazati da N sadrii sve tercete. Na osnovu
toga pokazati da je N=5An

§ 1.6. PODGRUPE,. GENERATORT

f;:} Neka su H i K podgrupe arupe "G, a x,v elemen-

ti grupe G. Dokazati da iz Hx = Ky s ledi H = K.
Redenje. Tz Hx =Ky sled:i da postoli elemenat Kek
takav da je ex =ky, tj. yx L=k ! €K, pa iz Hx=Ky sladi

=Kyx ~ = K,

Lﬁ%. Neka su H i K podgrupe grupe G. Dokazati da je
HUXK podgrupa grupe G ako i samo ako je HEK ili XS H.

Refenje. -~Ako je HgK onda je HUEK =X podgrupa gru-

"pe G, a ako je KCH onda je HUK =H podgrupa.

Ako pretpostavimo da nijedna od datih podgrupa ne sadr-
£i drugu, onda postoje elementi a eHK i b EXNH. Iz abed
sledi a-l(ab) =beH, a to je protivrednost. Tz ab e K analogno

dolazime do protivre¥nosti, pa, prema tome, HUX . nije podgrupa.

{153 Ako je & :podgrupa gru?e_ e takva da je (G\R} U
U {e! takodje grupa, dokazati da je ili 'A:={e} ili A =qg.
(Micheal Gemignani: Problem =E i764; Amer .Math. Monthly, 72
(1965), -183).

Uputsivo. ?iiméniti'staé dokazaﬁ U prethodnom zadatku.,

iigzz ‘Dokazati da je grupa konaé&na. ako i samo ako sa-
drZi kona&no mnogo podgrupa.



55#:3_&551 lévﬁ {desnu) dekompoziciju grupe simetri-

2347, 23417, [3412] , [4123], (21437, [43217, [32147, [1432] i

. zadatak 15. b) ) po podgrupi H={[1234],[1432]} .

: .Rééenje. rpermutacije koje &ine grupu G oznadimo
.-i fchiﬁ.£edom kojim su u tekstu zadatka navedene, tj. isto kao
T_u;éadatku 15. b) ) slovima e, a, b, ¢, d, £, g, h.

” Tada je podgrupa H={e,h}. Elemenat a £ H,pa je al le-

vi suskup razlifit od H. Kako Jje ae =a,
ah = [2341] [1432] = [2143] = d,

sledl : -
aH = {a,d}.
{Kada se permutacije ovako oznaéavaju onda se proizvoed dve
permutacije na]jednostavnlje izrafunava tako 5to se elementl
prve permutaciije napiSu u rezultatu onim redom kako to propi- .
suje druga permutacija - u naSem primeru najpre prvi elemenat
prve permutacije, pa zatim Setvrti, tredi i na kraju drugiele- ...
menat prve permutacije). ProdufZuiudi ovaj postupak dobijamq
suskupove: .

bH = {b, g}

cH = {c,f},

pa ie
G = HUaHUbHUcH

Naravno, s obzirom da predstavnik jednog suskupa moze bltl blm;[rh

lo koji elemenat tag suskupa (na primer aH =dH) ova 1sta de*

komp021c1ja se mo¥e prikazati i u ovom obliku:

'_G=HUdHuaHufH .

5 Kako je aH ={a,d} a Ha ={a,f} vidimo da- ]e aH #Ha,_J;w;“_
-:pa ‘H nlje normalna podgrupa, dakle, desna dekompozzc1ja se: razlx~:
ku]e od" leve dakomp021c1je (desna dEkOmpOZlClja grupe G po pod---:'
‘grupiH jednaka je levoj ake i samo ako je H normalna podgrupa'f-“

grupe G} Desna dekompozicija je:

G = H UHe JHb UHa.

69

156, Nadi levu i desnu dekompoziciju simetridne grupe
§, po podgrupi H={71237,7213]}. Da 1li se te dve dekompozicije
razlikuju ? '

157. Ako fe

G o= a}H UaZH u.,..u anH

leva dekompozicija grupe G po podgrupi H, dokazati da je onda

¢ =matUgallU... Unalt
1 2 n

desna dekompozicija grupe G po podgrupi H.

153& Dokazati da za neprazan podskup X grupe G iz a,

b,c €K sledl ab 1c €K ako i samo ako je K levi suskup za neku
‘podgrupu H grupe G.

Redenje. Neka je H = {xjx==a_lb, a,beK}. Ako x,y ¢ B
onda postoje a,b,c,deK tako da de x==a-1b iy =c“1d, pa je

wl = a e ta)t = a7 wa ey en

jer je bdulc € K. Dakle, H je podygrupa.

Za fiksno a €X aHgK, a i aa 'b=h€al za svako b &K,
pa Kg alH i,prema 'tome, K = aH. '
Obrnuto, neka je K =xH za neku podgrupu H. Ako su a,b,
c €K  tada je
-1 : -1 -1_-1 _ -1
ab "¢ —xhl(xhz} xh3 “Xh1h2 X xh3 -xhlhz h3 € xH,

gde h Do ,h, eH,

2’73
PRIMEDBA. Potpuno analogno tvrdjenje vaiZi ako se u za-
datku re¢ "levi" zameni sa "desni". U tom sluaju, uzimajudi

skup H, %{xgx =ab_1,.a,b € X} dobijaju se desni suskupovi po pod-

grupil Hl.

%;; “Akosu H i K podgrupe grupe G onda je HX podgrupa
ako 1 samo ako je HK =KH., Dokazati.




Mgl obzirom da je
k1h2 - 1.-133{3,. h3e?,_ k, eX _.(zbog HK&KH)..,
sledi
Xy = {hlh3) {k3k2)_€ HE
Poito je i : L o
-1 -1 _ -1 -1° -
X. = (hiki) = kl hi € KH = HK,

deckazali smo da je skup HK podgrupa grupe G.

Cbrnuto, ako je HK podgrupa, onda za svako h €H i svako .

kK€K h,k€HK (jer i H i K sadrie neutralni elemenat), pa kh € HK
a to zna&i da je. '

KH e HE

Za svako X eHK, x_l € HK, 'tj. 'x—1 = hk,  odakle
x =k *h”! exH, pa smo dobili da je . .

"HKZ RH.
Prema tome,
HE = KH.

. ) @ Neka su A,B 1 C podgrupe grupe G takve da je .
AB=BA i AgC. Dokazatl da je

C N{AB) = A(C{B}.

Resen,,e Na osnovu prethodnog zadatka AB je podgrupa

._qrupe G. Neka je M=cC N (aB). M je, kao presek dve podgrupe, tako-m'

_'.'dje podgrupa. Ofevidno je (AB)N B =B, pa je i MRB=Cf (AB)'N B =
L= CB.  Treba pokazati da je A(MN B) = M. I

_ o MDA,: jer C2A i AB2 A, a i MDMNB _pa,_.poé'.t_o je
. M podgrupa s],edz_ M=ZA{MN B). . - . . . )
_ 8 druge strane ABZM, pa je svako me M oblika m-—ab
aeA, be } tj. b'=a 'm Zfo zna&i da be M, jer M=A, pa bEMﬁ B.
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Prema tome, m=ab €A{MNB), tj. McAMNB).

@ Dokazati:

a)- -Presek svake dve-netrivijalne podgrupe grupe ( %,+)

je netriviialna podgrupa. (R -
b} Presek svake dve netrivijalne podgrupe grupe (©.+) de
netrivijalna podgrupa.

Uputstvo. a) Ako su H i K poacjrupé grupé 7, onda po-
stoje celi brojevi h i k tako da je H ={xjx: zh, 'z € B},
K={xlx=2zk, z € Z}. Tada je HN K=I{x!x=zhk, z € B} .
b) Koristiti a) i &injenicu da ako je H podgfupa grupe @

onda iz %(—:H sledi aceH {a,b € Z).

162, Neka su (QF,+) i (Q st} podgrupe {definisane wu
zadacima 29. i 30 } aditivne grupe raCJ.onalnlh bro:}eva (D, +)

Dokazati da je

o .
a) Q 1l Qp Z,

#

6 Pig = o,
)¢ Qp 0

c) ofng? = =, za proété'brojave P.q, P#Q.

163. Neka jeH c:H2<:H3__...<;H = ...

1
niz podgrupa grupe G. Dokazati da Jje

F]
H = i Hn

ne=i
pedgrupa arupe G.

164. Nadi _bar tri skupa nezavisnih generatornih ele~
menata grupe ( Z,+}. ' ' :

Redenje. Grupa ( ?2,+)' je cikliZka pa ima skup genera-
tora koji se sastoiji od jednog elementa: Z=<1>, Elemenat -1

takodje generife grupu %, pa je Z=<-1>, Lako se mo¥e proveri-
ti da je % =<2,3>. Kako se ni jedan od elemenata 2 i 3 ne moje
prikazati kao umncZak onog drugog, skup generatora {2,3} je ne-
zavisan.

_' Analogno se pokazu}e da je #Z L<k >, gde su_k'i_l pPro-
1zvoljn1 uzajamno prostl celi brogev1 ' ' ' '




5va a-kéhééna_grﬁpa ima sKup nezavisnih genera-

'.166. Odredltl koliko ima razliditih skupova nezavis-
'nlh generatora od” po 2 alementa u cikli¢koj grupi reda 20.

Fezuftat T16.

167. Nadi skup nezavisnih generatora multiplikativne
grupe pozitivnih racionalnih brojeva.

Fegultat. Skup svih prostih brojeva.

168, Dokazati da je skup

1 i 1
M = {l, Forog oty PV }
skup generatora za aditivau grupu racionalnih brojeva. Da li je
svaki beskonaéni pedskup’ skupa M takodje skup generatora te

grupe ?

169. U multiplikativnoj grupi nenula racionalnih bro-
jeva nadi podgrupu generisanu skupom {2,3}.

170, Ako je G konadno generisana grupa i

L
Hel,=...gl <... niz podgrupa grupe G takav da je G = U H
! 27 77T k n=1
dokazati da postoii priredan broj k takav da je G = .Hn L
n=1
171, Dokazati:
a) (@,+) nije konadno generisana grupa.
b)Y ¢ Z;:‘) ‘nije konano generisana grupa.
Uputstvo. Koristiti prethodni zadatak, poito se pret-
hodno dokaze : Y S o PR .
FE . . . . a- '
- 3} ‘da’ je (Q,+}.= ngl H., gde je H ={x|x’ = AT A€ Z}
Sob) da je (ZZ )y = U H, ‘gde je H =imlxec, xP =1},
L . D - n oo o Coiuia s
'172 . -Homomorfna siika grupe s konacnlm bro;em genera—

tora je takcd;e grupa s konacnlm brojem generatora. Dokazat1
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Uputstvo. Rko e Gi = <ai,a2,...,a

n- @ f homomorfizam
grupe Gl na grupu G

2,onda je

G2 = <f(al),f(a2);...;f{an} >,

173. Svaka beskonaéra grupa sa konaénim brojem gene-
ratora je prebrojiva, Dokazati.

il@- Ako su u kona&noj grupi- G svi elementi sem ne-

utralnog reda 2, onda e red grupe G stepen broja 2.

Redenje. Ved smo pokazali u zadatku 67. da grupa. G
mora biti Abelova. Kako je grupa kona®na ona’ ima konattan .skup
nezavisnih generatornih elemenata,

G = <al,a2,...,an> .
Bilo koji elemenat g grupe G m
obliku

o¥fe se, prema tome, napisati u

k
1 2 n .
(1) g=a" a” ... a. .ok e (0,1}, i=1,2,,..,n ,
i to na Jjedinstven nadin, jer iz pretpostavke da se neki ale-
menat iz G mofe prikazati na dva razlidita nafina dobili bismo
da elementi a1485,00044 nisu nezavisni.

n

5 obzirom da eksponenata u (1) ima n i oni uzimaju sa-

mo vrednosti 8 1 !, sledi da u G ima 20 elemenata,

Z;} Neka je G grupa %ije su sve kona¢no generisane
podgrupe cikliZke,

a) Dokazati da je G Abelova grupa.

b} Dokazati da za preizvoline podgrupe A,B,C grupe G va-

Zi
A(BNC) = (AB) N-(AC).
Re§énig; a} G je Abelova grupa, jer za svako x Y EG,
<X,¥* = <z>, pa je x =gzl r ¥ =25 (rys e &) i
Xy = z2Tz% = 2$2r = YR .

b} Nadalje demo koristiti aditivnu notaciju za operaciiu
u grupi G (tj. operaciju grupe demnc umesto sa
jer je G komutativna grupa.

oznadavati sa +},
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'ﬂuarP(B.ﬁC)g;Ar?B, mogu lakeo izradunati precstali proizvodi, pa se dobija Kejli-

jJeva tablica:

Bf]CC:C pa je. A f(Bf}C}g;A +C e ‘'L ab
"1sled; da je ' ' ' ' e e borab
B _A+(BHC)CHA+B)Q(AW}. al a . e ab
. ) b| b ab ¢
Neka'je x € (A+B) b (A+C). Tada je x =a +tb~a, +c, gde
1 ab | ab b

al,azge A, beB i ceC. sh,c> = <d> po pretpostavei, pa je . T : :

b “Hd {.ce=nd, mn € 7. . Iz tablice se utvrdjuje da Jje G zaista grupa.
Ova grupa se naziva Klai i e .

NMeka je najvedi za]ednlckl delltelj za m i n broj % va grup v alnova (Kleln} cetvorna grupa

Tada'je'm-=m1R in =n1£4'gde su’ ml'l ﬂl “uzajamno prosti bro- (2] Posmatra]mo sada grupu G sa 6 elemenata..SVl njeni
jevi,pa'postoje celi brojevi r'i s° takvi da je rm, +sp, ='1.

elementi sem neutralnog su reda 2,3 ili 6
Tada je Ako grupa ima elemenat reda 6 ona je c1k11cka.

ako u grupi G nema elemenata reda 6, onda su svi eleme-

® = rmvasnlx = (a, to)+sn) (@, +b) =

= + + =a +
rmla2 snla1 rmic~+sn b a, rmlnd~+sn md-

nti sem neutralnog reda 2 ili 3. Na osnovu zadatga 174. zaklju~

gujemo da svi elementi grupe ne mogu biti reda 2 ¢ jer je Gl =

a. +rm.n.ed +sn.mld =a. + (r+sim.n = 6 # 2n}, pa, prema tome, u G postoji elemenat a reda 3. Dak-

0
3 171 171 3 1720 5 i
le, e,a i a” su razlic¢iti elementl grupe G. Neka je b eleme-
nat iz G razlicit od e,a i a2. PokaZimo da su tada

2 2
e,a,a ,b,ab,a b

m.on td =mnd = m

1M1 1 Sk _EC'

i

mlnlﬁd 'nlmc

i

nlb €5 medjusobno razliditi elementi. Pretpostavke da je

2

PR ab = e, ab =a, ab=a", ab=bh

mlniﬂd eBNC, &3, X ER +(BI]C). _
oCevidno dovode_do kontradikcije, pa ie ab razlidito od e,a,

S B TESREIRs e ISR 2.
4233 Nadi sve neizomorfne grupe reda 1,2,3,4,5,6 i 7. a i b.
oo e o . S svaka od pretpostavki

asze, azb"::a, azb:az, a2b=b, azb‘w"nab

Redenje. Svaka grupa 0131 je red prost brOJ je Clkll-

¢ka, pa su Clkllcke grupe jedlne grupe. reda 1,2,3,5 1 7.

- j i tivréfnosti,pa su
() ~ Neka je G grupa reda.4, G=1ie,a.b, cl._Red_elementa takodje dovodi do protivr P

jé delitelj reda grupe pa su a,b i ¢ reda 2 111 4. e,a,a2,b,ab,a2b

'Ako u G posteji elemenat reda. 4, G je c;kllcka grﬂpa zaista razliditi elementi, a kako ih ima 6 sem njih grupa G

':reda 4. nema drugih elemenata.

o Ako 4 G nema  elemenata reda 4, onda Je Da bi formirali multiplikativnu tablici grupe ¢ odre=~
N j_._5 ' _ 2 2 2

a® = b =c” = e, didemo proizvede elemenata te grupé.'b2 je jedan od elemenata

grupe, ako pretpostavimo da je

2 2 2

_Na-csnovu éadatka 67. grupa G mora biti Abelova. Dosmatra]mo
. 2
B =b, b =ab,. b =a'b ,.

'elemenat ab Svaka od, pretpostavkl_

ab-—e, ab‘“a,_ ab.=b,

dOVOdl.dO.kontradlkClje pa sledi da mora b1£¥.ab"é. Séda.sé: skradivaniem ovih jednakosti odmah dolazime do kontradikcije.
f; .

Iz b2 =a sledi da je b reda 3, pa mno¥enjem sa b dobijamo



'-ba.fe “ab sto ie kontradlkc13a. Analogno pokazuiemo da je
b #a P pa precstaje da mora bltl b2 =g,
§1li¢éno kac ranije, svaka oé jednakosti

ba=e, ba=a, ba=a%, ba=h

odmah dovodi do kontradikcije. Ako je ba =ab, onda Jje

a2b2 = a2 # e

it

(ab)
(ab)¥ = a%p% = b # e,
pa je ab reda 6, éiorne mo¥e biti. Prema tome ba::azb, (t3. -
2 . _ s
{ab}™ = e }.
Preastali proizvedi se sada woqu lako 1zracunat1,pa se
doblja Kegll]eva tablica:

a a B ab a"b

ab ab b a’b

a
azb azb' ab b a2 e

Iz tablice se utvrdjuje da je G zalsta grupa
Ova grupa je nekomutativna, qenerlsana je elementlma
a i b koji zadovoliavaiu relaciie

a’ =12 = (ab)® = e

(Videli smo da ove relacije potpuno cdredijuiju grubu).

177. Nadi Keijlijevu tablicu za grupu’ generlsanu ele-

mentima a- i b koii zadovoljavagu sledefe relacije-

a4 = b2 = (ab) = @,

_ Dokazatl 6& je ta grupa lzomorfna sa grupom $1metrlja o
kvadrata (zadatak 15. b).

178 Dokazati da je simetricna grupa 53 izomorfna sa

nekomutativnom grupom reda 6 navedenom u zadatku 176,
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§1.7. NORMALNE PODGRUPE I FAKTOR GRUPE

;39' Fodgrupa H grupe G Je normalna ako i samo ako za .
svako a,b €G iz ab ¢H sledi ba ell. Dokazati.

Refenge. Bko h e H tada g ' (gh) ¢H, pa sledi ghg * &I
wxmmm mﬂa}eﬁrmmmhapmhmma,abeHz.mkaaMH.
Tada je a (ab}a = ba eH,
Literatura:
F.E.Masat, A useful charactarxzatxon of a normal subgrcup,
Math .Magazine, 52(1979), 171-173.

s
@ﬁgJ Ako u grupli ¢ normalne podgrupe H i K imaju za=
jednicki samo neutralni elemenat, onda svaki elemenat iz H komu-

tatira sa svakim elementom iz K. Dokazati.

Uputetvo. Neka at€H, beX. Posmatrati

(aba”Hp™! = aa~iv™h

i iskoristiti da aba_z €K, bahlbﬂl ¢H zbog normalnosti pod-

grupa H i XK.

181. Dokazati da je skup xH:»:_l podagrupa grupe G za

svako x € G, ako 1 samec ako je H podgrupa grupe G.

PRIMEDBA. xiix_l se naziva podgrupa konjugovana ga

podgrupom H.

o} . .
QEE; Pedgrupa grupe G je normalna ake i1 samo ako se

poklapa sa svim svoiim konijugovanim podgrupama. Dokazati.

183. a) Dokazati da konjugované podgrupe imaju isti
red.

b} H je podgrupa grupe G. Ako je K podgrupa grupe G ko-
njugovana sa H onda, ako je H_komgtativna mora i K biti komuta-
tivna. Dokazati. . .

c} U grupli G podgrupa H je ciklifka i njén generator je
a. Ako je ¥ podgrupa grupe G konjagcvaha sa H,'K =xwal, onda je

i K ciklifka podgrupa i nien generator je xHx '. ' Dokazati.
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8 .shééﬁtsfﬁélH'”ﬁfééiikaVanje £:H +X podgrupe H na podgru- Unija navedenih suskupova je cela grupa G , pa Jje ti-
i K'Qéfol:gfﬁpe G dato sa £ :amxax - je izomorfizam. me dovrZeno razlaganje grupe Z  po podgrupi #

%;4;3"Akc“je u grupi G svaka podgrupa normalna, dokaza- Z=HU (1+8) U(?%H) U(B#H)_,

Htl da. svaka dva elementa 2iji su redovi uzajamno prosti komutira- Ovi suskupovi su-elementi faktor grupe - %/H. (Faktor
grupa ((Z/H,+) je ustvari grupa { 24,+)_.- ostataka po modulu

4 (zadatak 11 3} }.

"Eﬂgutstvo; - Posmatrati ciklifke podgrupe generisane tim
-leleméntima- ' R 189 . Neka je C)5°= {a;az,a..,alz = &} ciklidka grupa
o : 4 s, P
reda 12, a H = {e,af,aa} njena podgrupa. Nadi faktor grupu

_ %?EP' Dokazatl da ge u grupl G podgrupa generisana kvad—' c 2/H i formirati Kejlijevu tablicu te. grupe.
ratlma elemenata iz G normalna (elemenat XEG je kvadrat ako i

' samo ako postOJl g €G tako da je x=g ) Redenje.

4
B = {e,a',ag} ‘

186. Odrediti normalne pedgrupe simetrija kvadrata (a5 2%y
: . - . : al = {a,a” .a
(v. zadatke 15.b, 155). ' ’
2 2 6 10,
a’"H = {a ,a ,a  ,

7). nko se izvrEi particija grupe G na disjunktne pod- 3 "

a H = {agra—]:a Ior

skupove, kada de familija podskﬁpova biti grupa u odnosu na ope-

raciju mnoZenja skupova definisanu u 1.45. 72 su suskuppvi kqji_predstavljaju elemente faktor grupe

C 2/H = {H,aH,aZH,a3H} .

188. U aditivnoj grupi celih brojeva {( %,+} sa H je

oznafena podgrupa. svih brojeva deljivih sa 4. Izvr8iti razlaga- : : . : . :

nje grupe % po podgrupi H i naéi faktor. grupu. Z/H. & gbzirom da je aH - bH ?abH, jedn0stavno_se formira
' _ Kejlijeva tablica {na primer, ali-a H=a H = H itd).

Relanja. H je normalna podgrupa Jjer je { %Z,+) komuta-

tivna grupa, pa se leva i desna dekompozicija grupe Z po H. po- .

o . 190. Dokazati da je svaka faktor qrupa ciklidke grupe
- klapaju. - i SEEAENE S B ; . L
R R o . . T 01kilcka.
U H se nalaze svi brojevi oblika 4k, k& Z, pa demo iza- : . S ) _ )
:'fﬁrati bilo Koji elemenat koji ne pripada H, reecimo 1, i sabrati’ Uputstvo. hko je a generatorni elemenat ciklifke grupe

'“7393.$a=svakim elementom iz H, take dobijame suskup G a H njena podgrupa, pokazati da onda suskup aH generiBe fak-

tor grupu C/H.

1+H= {1+4k [k € &}

191. Ako je u aditivnoj grupi kompleksanih brojeva

Ako sada uzmemo bilo koji eiemenat koji nl;e nl s H ‘ni u_

-i#H_ rec1mc 2 i saberemo’ ga sa H dobijamo suskup’ (€,+), W podgrupa svih realnin brojeva nadi faktor grupu C/R .

2+Hr~{2+4klkezz}.

Rezultat.

Produzuju01 ovaj postupak dobxjamc i Suskup )

C/R = {R +bilbemr} .

'-F;if {3 + 4k |k e @) Kako se elementi ove faktor grupe mogu grafifdki predstaviti u

kompleksnoi ravni ?
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192 Nadl sve n91zomorfne homomorfne slike ciklidke
grupe C6 reda 6. '

ﬁe§enje. Prema prvoj tecremi o izomorfizmu grupa (1.64)

svéké homemorfna slika grupe G je izomerfna neko] faktor-gru-
pi::jrupe G. pPrema tome, da bi naBli sve homomorfne slike grupe

CG = fa}az,...,as = ¢} odredidemo sve faktor grupe te grupe.
: Epdgrupe grupe C6 su
e o 2 4
-Hl = {e}; H2 = {6,33}; H3 = {era r'_a }.r CE '

drugih podgrupa nema (zadatak 114 ), ove podgrupe su normalne
jer je_g;ﬁpa komutativna, pa su faktor grupe
. CG;’Hl, CG/H2' CG/H3 1 CE/CG .
tra¥ene neizomorine homomorfne slike.
Na primer, preslikavanije f :xr+xH2 je homomorfizam gru~

. 2
pe C, na grupu CG/HZ = {Hz,aHz,a Hz} .

193. Neka je p prost broj. Dokazati da je % NQP/ .
ffgg; Dokazati da je svaka podgrupa indeksa 2 normalna

podgrupa.

195, Neka je H podgrupa simetriéne grupe Sn (n>1).
Ako H sadrZi bar jedhu neparnu permutaciiu, -dokazati da 'H -sa-

dr¥i podgrupu K takvu da je [H :K]

Redenje. Ako H sadri bar jednu neparnu permutadiju,

':tada je' HAnstn. Iskoristimo drugu teoremu o izomorfizmu (l 68):

= - = = podqrupa grupe
H/HﬁA = HA /A ,s:n/arl cz'_ pa_;e Hnpa, =X & _

: if: 1ndeksa 2.

196 - Dokazati da grupa 83 nema pravih norﬁalnih'pod—

_grupa raz]1c1t1h od A3

E '”f:197” ' Navesti primer grupe G u kojoj postoje ?Odgrﬁ—
: pé Al B! takve da je AEB, A je normalna padgrupe grupe B;
je normaina podgrupa grupe G, ali A n11e normalna podgrupa

grupe e
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198.  Neka je grupa GZ homomorfna slika grupe Gl
a) Ako je H 196, onda je 1 slika podgrupe H, normalna

podgrupa grupe Gz.
b} Ako jJe H,<1G,, onda Jje skup svih elemenata iz G, ko~

ji se preslikavaiu na elemente iz -H. normalna- podgrupa grupe

Gl' Dokazati. ;'
o .
19?} Ako je A podgrupa a N normalna podgrupa gru-
pe G dokazati da je tada .
. a) AN podgrupa. -
b)) ANN<QA.
c) A/ANN=AN/N .
Dokazati . -

Uputsivo. Posmatrati restrikciiu £ homomor£izma’

f:6+G /N na A. Dokazati da je AN N jezgro a AN /N. slika ho-

momor £izma fA i primeniti prvu teoremu o izomorfizmu {1.64 ).

%ﬁgi} Neka su XK 1 H normalne podgrupe grupe G tak-
ve da je KoH. Tada je
a) H/K normaina podgrupa grupe G/XK,
b) G/H = (G/K)/(H/K}.

Dokazati.
Uputstvo. Defiﬁiséti preslikavanie £ :G/K-+G/H sa
f :Ka=Ha. Dokazati da je £ funkecija, homomorfizam, da je H/K

jezgro  f, da je G/H slika homomorfizma f i primeniti pr-

vu teoremu o izomorfizmu {(1.64 ).

Eﬁ;} Neka je K. normalna podgrupa grupe G i f:G-G/R
presiikavanije definisano sa §£ :gr+gK. Dokazati da:
a) £ preslikava bijektivno podgrupe grupe ¢ koje sadr—
¥e K na podgrupe grupe G/K. o
b) £ preslikava bijektivno normalne podgrupe grupe G

koje sadrZe X na normalne pddgrupe grupe G/K.

'ggjl Neka je H normalna podgrupa konadne grupe G
takva da su joj red |[H| i indeks [G:H] uzajamno prosti brojevi.

Dokazati da je H jedina podgrupa grupe G koja ima red [H|




T ﬁpostaviti da poétoji podgrupa 'K takva

‘#ta  se preslikava K pri preslikavanju

R E 203 _ﬁokazati_da kona&na gru;ﬁa_:reda_ 2n _koja_saérii
':'e'._l'éménat"reda n im_a najmanjé_ T{n) +1 nb_rma},ni_h podgrupa. Sa
'T(ﬁ)_ jé oznafen broj svih delitelja broja n. .
(Lindner- C.'C'.,' ‘érdbiémnstio&, Amer .Math.Monthly, 73(1966),674%.

: iggj - Ako je grupa . G. unija {(skupovna) familije pravih
normalnih pedgrupa, takvih da je neutralni elemenat jedini za-
Jednidki elemenat za bilc koje dve od tih podgrupa, onda je G

Abelova grupa. Dokazati.
(T.J.Head, Problem 5200, Amer Math.Monthly,71(1564), 561).

Fefengje. Neka je G= UN;, 1eI
i neka su a(—:Ni,' beNj r i%j.l%ko je

1, -1 1.-1

c=aba b = alba b ) = {aba_i)b_l ,
onda, 5 obzirom da su Ni' i Nj normalre podgrupe.
-1,~1 ~1 '
ba "b eNi N aba eNj ;

pa. ceN.,, ceN.. _'Prema_ tome c =.e, odnosno  ab :ba.._ _
Pretpostavimo sada da a,b eNi. Kako je Ni pra_v_a pod -
- grupa postoii g €G, g a‘Ni i elemenat ‘ga ¢Ni. Na :o_snc_}vg'_:_ﬁ _
onoga’ £to smo ranije dokazali g i ga - komutiraju sa svakim"
' _elémentom iz N,, pa i sa ba, dakle," R

1 1

S e = (ga) (ba) (ga) " (ba)"! = apa” "l

T .ab =ha, . EREE
205, - Neka je K normalna podgrupa grupe G. -t_ékva__da'
_. je faktor grupa G/K -reda n. Dokazati 't = IR I TR

= | :.c-_';_')."- xneK za svako X' € G. a
. b) Ake x€G i x €K
: tada ® € K '

no.-prost sa.  n,

. Redemje.  “a) Faktor grupa G/K' ie ‘reda - f, pa qe
(xk) = x"K =K, t5. x" ek, | SRR

€K za neki ceo broj k. koji je-uzajam—'
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b)) ako su n i k uzajamno prosti, tada postoje celi bro-
Jevi r i s tako da Je rk+sn=1, pa je

er+sn - (Xk}r_ {xn}s .

Fer i xP ek, pa i xeK.

w206, Neka je (G,+) Abelova grupa u kojoj za svaki pri-
rodan broj n 1 svako x &G postoji vy eG tako da je ny =xA.
Dokazati: I o

a) G Jje beskonadnz grupa. .

b)" Bko je H podgrupa grupe G, tada i faktor grups C/H
ima navedenu osocobinu. ' ' St '

c} Podgrupa grupe G. ne mora da ima tu osobinu.

Redenje. al Ako pretpostavimo da je @ kona®na gru-
pa,n=]G', onda je ny =0 za svako v €G, pa za x#0 ne
posteji - y €G  tako da bude ny =x. Iz ove protivrefnosti sledi -
da je grupa G beskonadna.

b} Neka je XeG/H , tj. ¥X=x+H za neko x€G. U G po-

stoji takve y da je ny =x, pa tada za klasu y +H=Y va¥i
ay =n{y+H) = ny +nH=x +H = X ,

tj. G/H ima navedenu osobinu. »
c)  {@,+) =zadovoljava dati uslov, a njena podgrupa (QE,}«P)
(zadatak 30 ) ne zadovoljava. (za x=% i n#pk, kenN ),

_i:%gjﬁ Neka su A,B i C. normalne pedgrupe grﬁpe G ta-
kve da je A<B, AC=BC i ANC=B ﬁc._ Dokazati da je tada
A=B. ' :

EeZenje. Lako se proverava da je B=BN(BC) i A =
= AN(AC) 1 da vaZe sledede jednakosti:

A=AN(AC) =A(ANC) =A(AN B} =BA (AC) =B Nl (BC) =3 .

208, Neka je G- kona¥na grupa u kojoj = za = fiksi=
ran prirodan broj n>1 vaZzZi {}éy}n =Xnyn za svako x,y €G.
Neka je G, = {x[xeq, xn_ﬁe} i 6" = ix{(azeq) x =2"]

Dokazati:

aj Gn i G su normalne podgrupe grupe G.
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sadrZano u  H. Pofto je Kerh

jezgro homomorfizma,oﬁo je pod-
S grupa grupe G, a faktor grupa G/Kerh Je izomorfrna sa nekom
-f_godgrupom kona&ne grupe Sﬁ. Prema tome, normalna podgrupa
Kerh Je konafnog indeksa u @.

" Tb3_;Réd:degfﬁpe. Gﬁ jg.jednak.indeksu podgrupg Gn u G.

' vputsgvo Primeniti prvu tecremu o izomorfizmu (1.64 )
n

“‘na hcmcmorf¢zam £ :G6+6 dat sa f :ruwex

211, Ako je G konadna grupa reda n, H prava pod-~

Y209, - Neka je H podgrupa indeksa k grupe. G. Do-
. grupa indeksa k grupe G i n nije delitelj k!, dokazati

'ﬁazatl da postojl homomorfizam h G'+Sk takav da je jezgro

'da H sadrii netrivijalnu normalinu podgrupu grupe G.

”*homomorflzma h' - maksimalna normalna podgrupa grupe G sadria-

Lmaiut UHY

Redenje. 8 obzirom da n nije delitelj k! na osnovu
LagranZove teoreme (1.50 } sledi da S

"Refenje. Posmatrajmo skup X m{H,gZH,...,ng} svih

x TDema podgrupu reda
n, t3. homomorfizam h definisan u refieniu zadatka 209.

'ﬂiieV1h Suskupova grupe H u G. Lakc se Drcverava da je za svako

ne
. moZe biti izomorfizam. Dakle, jezgro tog homomcrflzma koje je

" normalna podgrupa grupe G, niije tr1v1jalna podgrupa {e}

. a EG_ preslikavanije fa XX definisano sa

H o gyH ... g H

aH ang,.. aqu

212, Ako je u grupi G reda 99 H podgrupa reda 11,

permutacija skupa. X. Ako oznafimo sa 5, grupu svih permutacija dokazati da je H normalna podgrupa.

X

skupa X, onda Jje preslikavanie h :G-+SX :Sk_ definisanc sa -

Redenja. § obzirom da je [G:H] = 9 i g9

nije deli-
telj 9!, na osnovu prethodnog zadatka H sadr#i netrivijalinu
normalnu podgrupu N grupe G. Kakc je red podgrupe H prost
broj, H nema netrivijalnih podgrupa, prema tome, N=°H, ti.

H Jje normalna podgrupa grupe G.

h:a Hfa homomorfizam. Zaista,

hi{ab) = fab = fafb

Neka a eKerh; tada.je fa identicko preslikavanje,.

= h{a)h(b) .

tj, abH=bH za svako b€G. Za b=e Jje

af = aeH = eH = H ,

:pa a € H. Prema tome, "Kerh ©H.

Neka je N pr01zv013na normalna’ podgrupa grupe G ‘sa- §1.8. DIREKTAN. PROIZVOD GRUPA

drZana u H. Tada je x L yx eNSH za svake y eN 1 svako x ed,

';ﬁa'je3 x_lyXH - H, & odatle je yai = at, t5. Yy 6 Kerh' " Doka~- g£3 Ako su A i B grupe, direktan proizved tih gru-

 .zaIi'smo da je NSKerh, Kerh jz normalna podgrupa grupe - G pPay

AxB = {(a,b)|aen, beB },

.;kiéf je jezgro svakog homomorfizma normalna podgrupal, pa Jje,

je grupa u odnosu na operaciiju

fpfema tome, Kerh maks imalna normalna podgrupa. grupe | G . sadr-

Cgana uw H. (ayrky)lagby) = tajay, byby)

Grupa AxXxB sadrZi podgrupe A7 i B’ izomorfne dgrupama A i B.
Svaki elemenat grupe A xB se mo¥e na jedinstven na¢in prika-
zati kao proizved jednog elementa iz A~ i jedneg iz B” i ele-

menti u tom proizvodu komutiraju. Dokazati.

210,  ako ‘beskonaéna grupa G sa&r?i'pfmn1pddgrﬁph i

'qfkonacnog lndeksa, tada G saerL L pravu. normalnu podgrupu ko~

'.nacnog 1ndeksa. Dokazatl

.RGDQW 2. Neka je [@ E| = k. Na osnovu prethodnog za-

.'datka sledl da post031 homamcrflzam h :G~+Sk Eije jg jezgfo




pokazati-da o A}{B grupa

._'Skﬁp A ﬁA3<f@ } k{(d eB){'a €A} ia podgrupa grupe A xB izo-
morfna sa’'hA, a - {e bxp = {(eA,b)i b €B} je podgrupa
lzomorfna sa B {sa eA i eg oznadili smo neutralfe elemente re-
dom grupa A 1 B},

Ako de (a,b) bhkilo koji elemenat grupe A xB onda je

{a,b} =(a,eB>(eA,b) = (eA,b)(a,eE)

i kako je ovo ofevidno jedini nadin da se {a,b) napife kac pro-
izvod jednog elementa iz A7 i jednog elementa iz B”, +teore-

ma je u potpunostl dokazana .

PRIMEDBA. Analogno se deflnlse dllaktan preizvod bllQ
kog kona&nog broija qrupa.

214, Akosu C, = fa,a’=e)) i Cy = (b,b% b7 =e ]
cikli¢ke grupe reda dva i tri, nadi <, xC3.. _
Refenje. _Elementi grupe 'C2$<Ca su slededih Zest
uredjenih parcva ' '
o 2.
(el,eg), {e by (el,b ).
(aje,) ,  {a,b) ,' (a,b%)
Kako je
2 2
(@b)® = (e ,b%) , @b’ = e, ,
4
(@p® = (e ,b) ,  am® = (a,p?)
6
grupa C25<C3 jé'cikliﬁka;a'njen'generator je {(a,b}.
PRIMEDBA U opitem slucaju direktan proizvod cikli&-

kﬂl grupa ne mora biti ciklifka grupa. Nadi potreban i dovoljan

uslov da direktan proizvod c¢iklidkih grupa bude ciklitka grupa.

S 215, Nacdi sledede direktne pr01zvode
B
SF (IR, +) x (R,+) .

o S OberOm da su A iB ‘grupe, lako se mols
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216.  Rko je- grupa G direktan proizvod grupa A 1 B,

:dokazatz da su podgrupe A7 i B definisane u refenju zadatka

"213. normalne, A=A, B =B, i

G/A” =B, G/B” = A.
217. Neka je G grupa i neka je G = {x|x={g,9),g€G}

podskup direkincg proizvoda & xG. Dokazati:

a) je podgrupa grupe GxG i . G =q.
b)

G Abelova grupa.

Gy Gy

je normalna podgrupa grupe G xG ako 1 samo ako je

hefenje. b) Neka je € normalna podgrupa grupe G xG.
Tada je za svako. a,geG (e,a) (g,q) (e,a) ' =-(g,aqaﬁl}-eé, pa je

g=:agamé, tj. ag=ga. Obrnute va¥i ofigledno.

218, Navesti primer grupe G koja ima normalne pod-
grupe H i K tako da vaii .
a) E=XK, a G/H #G/K.
b} H#K, a G/H = G/K

Femultat.

a) G = C2 b4 C4, H = C2 X 1, # =1 x Cz.
by @& = 02 X C4L H = C2.x c2, XK=1x C4 N
(sa 1 je oznalena grupa koja se sastoji same od neutralnog
elementa .)
219. Navesti primer dve neizomorfne grupe Gl i G2 '

pri femu grupa Gl ima normalny podgrupu K1 a ‘grupa G2 ima

normalnu podgrupu Kz, tako da de

K., K i Gl/gi *Gz/Kz ‘

G, = ¢C, x C_, G2 = C4v K15: C2 x 1, K2 = C2 .
220. Ako su A 1 B podgrupe grupe G takve da je AB=
= G, Jedini zajedni&ki elemenat podgrupa A i B Je neutralni

elemenat - e. i ako svaki elemenat iz A komutira sa sva-

kim elementom iz B, onda je G =AxB. Dokazati,.




_ _ ds G = AB sVaki'elemenat g
¥ prlkazatl a’ obllku__g Mab,'a €A, beB 1 to
" tven nac;n, ]er lZ pretpostavke

"i . 1'; a’al €n, b,b, eB,

‘AIB = {e}., mora hiti

=1 -1 _ :
a1 a = blb = e,

-pé Rako je:

£3.
: .oae al, b x.bl-f _

) ?reslikavanje f :abw (a,b) "je izomorfizam grupe G 'na
Tgrupu - AxXB  Jjer je to preslikavanije ofevidno bijekcija 1 ako

su x,y €G, onda je

¥ al bl, y o= azbz, al,a2 €A, bl,bz €EB ,
pa je
fixy) = f(alblazbz) = f(alazblbz) = (a az,ble) =
_ = {a;,b))(ayby) = £(x)Ely) .
'Dﬂi& G =AXB.

fxw2£i} 2ko su A 1 B normalne podgrupe grupe G tak-
ve da im Jje neutralnl elemenat jedini. zajednifki elemenat -
ako je G =AB onda je G=>AxB. Dokazati.

Uguﬁstﬁb;. Koristiti zadatke 180. 1 220.

-stih sa 21 po modulu 21 multiplikativna grupa izomorfna sa-di-
‘rekinim proizvodom ciklidkih grupa. reda 6 i 2.

: .Refenje. Ranije (zadatak 12. b} je pokazano da skup

6= {1245310 11,73,76,17,19,20) ¢ 2,

-fmora Clnltl multzpllkatlvnu grupu.
'.Skup_ A=7{2,4,8,36,1T1,1}"

je'cikiiéké'podgrupa reda 6 (jedan njen generator je 2) a ‘skup':
B ?_{E,IEI. ciklitka 'podgrupa reda 2, pa kako je ‘G komutativna

222. Dokazati da je skup klasa ostataka relativaoc pro--
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grupa i ANB = {1}, AB=G, na osnovu zadatka 220. sledi da
je G =Ax B,

223. Xoje od slededih multiplikativnin grupa Ssu izomor-
fne netrivijalnom direktnom proizvodu:

a) {1, 557}528',
e {1 7, 9_15} SZg
224. Da 1i je cikli¢ka grupa reda 25 izomorfra netri-

vijalnom direktnom proizvodu ?

Fedenje. Ne, jer ima samo jednu netrivijalnu podgri=
pu {v.1.,71.).

§1.9. ROMUTATORI, RESIVE GRUPE
ég§2 Skup Z(G} . svih elemenata grupe G koji komuti-

raju sa svakim elementom grupe naziva se centar grupe G. Doka-

zati da je Z(G} normalna podgrupa grupe G.

é?é} Neka su x i y elementi grupe G takvi da =y
pripada centru grupe G.
Deokazati da je xy =yx.

Redenje.
-1 -1
xy = e(xy) = (yy Yixy) =yilzy)ly — = yx .
227. Za gfupu simetrija kvadrata (zadatak 15. b) nadi
centar. '
228. Odrediti centar multiplikativne grupe G realnih

nesingularnih matrica formata 2 x 2.

Fedenjea. Neka je

n- 23]

matrica koja pripada centru. Ona komutira sa svim matricama iz



G, paje L S
S Taw] fer0p [-1o0 a b
odakle dobijamo da je b=c=0. Takodje mora hiti
Ta ej}i*o 1} "o 1] ra o]
. = F
_ : Lo ajii o L1 0 Lo a
. odakle ]e a=d.
Prema tome, A=aE, a#0 (B je jediniZna matrica), a kako
je cfevidno za svako BeG
' (aE}B = B (aE},

to se centar grupe G zaista sastoii od svih matrica oblika aE

(takve matrice se nazivaju skalarne).

PRIMEDBA. Mo¥e 1i se gornji zaklijudak uecpstiti za grupu

nesingularnih matrica formata nxn?

éé@. Neka je Z{G) centar grupe G: Ako je faktor grupa
G/Z{G) cikliZka onda je grupa G Abelova, Dokazati.

Redenje. Neka je aZ(G) generatorni elemenat ciklitke
grupe G/%(G)." Tada se svaki elemenat grupe . G/Z(G) mo¥e. prikazati
- u obliku anZ(G), za neki. ceo broij n. Prema tome, svaki.elemenét
. grupe G moZe se prlkazatl 4 obliku a’x, x € 2(G). Bko su p,q dva
_pr01zvoljna elementa grupe G, “onda je -
p:=a X, q::a Y s X,y €2(G)

pa je
R pq =axa'y = aafxy =aayx =aya"x = qp,

- &to zna&i da je grupa. G ~ zaista Abelova.

Ako e A neprazan pcdskup grupe G, onda je centrali-

' Téa£¢f'C1A]_skupa A u G skup svih elemenata iz G kcjl komutlraju sa
svakim elementom iz A, tj.

'C_(A) « {x|x €G A (Vy e A)xy =yx} .

ko A,BeG ., dokazati
.a) . Cla) :.je podgrupa grupe C,
“py. Iz:AeB sledi C(A)2C(B) ,
o) Asc(e®),
'c_i')-'_'_-_cm) clcc@n) .

91

_ 231. Koji elementi simetri&ne grupe. S5 su komutatori?
Nac¢l izvod grupe S3. :
Redznje. $ obzirom da je kbmutatbr proizvod 4 permuta-

cije od kojih su dve i dve iste parnosti, sledi da svaki komuta-
tor mora biti parna permutacija. Prema tome, komutatorl mogu b1—
ti jedino permutaciie

[123], [231], [312]

Ove permutacije zaista su komutatori, jer je'
(213721 3][213] 721 3]7¢
sz ajrs 2 2 d] =23 1],
B2z d321]7 21377 = [312],

pa kako one &ine grupu (to Jje A3, podgrupa svih parnih permutaci- -

[12 3],

8

1

ja} dobijamo da Jje izvoed grupe 53 alternativna podq;upa A3.

232, Dokazati da je u grupi G izveod G~ normalné podgru-
pa. '

e _— ' .
2332 Neka je H normalna podgrupa grupe G. Dokazati da
je faktor grupa G/H BAbelova ako i samo ako H sadrfi izveod G~

R’esen,je
Neka je G/H Abelova grupa i x,¥y e G. Tada je
-1 -1 - '
ey x = s ot T =
= (xh) () ) Ny Y = w0 G T yE) (v 7Y = H,

1

N -1 -1
pa je [xy] = XYX Y € H. Prema tome, G " =H .

Obrnuto, neka je G & H. To znadi da je za svako x,v €G,

-1 -1 s =} -1, .
xyx "y " €H, tj. xXyx 'y "H=H. Poslednija jednakost je ekvivale-—
nitna sa (xH)(yH)(XH)Wl(yH)—l = H, ti.
(xH) (yH) = (yH} (xH) ,

pa je G/H Abelova grupa .

PRIMEDBA, Direktna posledica ovog stava je da je G/G~
Abelova grupa.

234. Nadi izvod G~ grupe G nesingularnih matrica for-

mata 2 x 2 nad poljem realnih brojeva IR,




4 preslikavanje grupe G u multiplika-

amﬂj?%:je det(AB):=det(A)det(B) za prolzvoline ma-
frice A,B iz G
CELCdet{A) F1L

S N $'3 R B '
Bogto je IRT Abelova grupa, na osnovu zadatka 233. sledi
b

G'= Kerg . _ .
] € Ker ¢ . Tada je ili

. _ Ja

Neka je A = [;_ a _

- [a bJ"__ It [ _o] 1 £ kad jec#o, i1t
¢ d o 1 0 1 .

kad je ¢ =0. Matrice

Jezgro. homomorfizma ¢ su matrice iz G za koje va~-

O =
=

E
il
<o o
[oTR o
R |
e
B O
O
=i

I r ~ 1 -r 1 0]1i0 r 10 1
= 1 3 XY
..p.._la . -.“,0 1 4] 5 _O 1__ _0 2__
10 10 1ol o] [1 o] o1 -1
b= Ny SIS N O = U "V W
s 1] o2 s 1]{0 5] LS 1
t 0 o 100 & 2¢ 10 1][-ie 2 &2 _
3° 3 -1ay
o L1701 oll2e? €21 ol Ze -1d? B
Soxl L v L3 73"

su. komutatori pa, je A €G7., Dakle , G7 = Ker 4 , odnosno G~ =
= {A|lR€G i det(nA) =1} .

235.:. Dokazati da su u grupl. (G,*) iz zadatka 28.elemen-
ti x={p;0,0,0) i.y={0,p,0,0) komutatori, a xy_nijezkomutato:.
236. Neka je G multiplikativna grupa matrica formata

- 2x2- nad poljem realnih brojéva slédeéeg oblika

G = 3_[3_ b} la,beR, a_?oi

1le o
a b

'Iaéﬁtifikovati matricu { } sa tadkom (a,b}) u ravni RxIR .

0 1

d)-Btaodgovara Komutatorskoj podgrupl G7 2

"b);éta:odgovéra_faktor grupi G/G7 ? et L
.tc) §té;§d§Qvara podgrupi H = {x|%= [3 ?} ia>0F ? .
'd).éta?pd@cvara_le?im a Sta desnim suskupovima po podgrupi H ?
e) Sﬁa"ddgévafa normalizatoru N(g)icentralizaﬁdrﬁ Clg) elemen-—

R A | .

géélﬁih'brojéva ®’®, definisano sa d (A} =det (B),
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Rezulzt at, Na slededoj slici su prikazani traZeni skupo-
vi.
! 15 Cigi=N(@
1
1
|
l .
I .
(0,110 (2,0)=9 gH
| .
j T :
l T H e
0,0} £ >
( ! (1,0)=¢
I
f
i
: gG

Literatura: _
G.Dobbins, G.Strate, Matrix examples in modern algebra, Anmer.
Math. Monthly, 85{1978), p.377-380.

237. Dokazatl da je u grupi G svaka podgrupa H koja sa-
dr¥i izvod grupe G (H2G7) normalna podgrupa grupe G.

Uputstvo, Koristiti da je faktor grupa G/G~ Abelova,da

je svaka podgrupa Abelova grupe normalna i zadatak 20i.b .

{?§§Q " Neka Jje G grupa koja nema elemenata reda 2. Bko je
(xy}2 m(yx)2 za svako x,y € G dekazati da je tada G Abelova grupa.
(E.Just, Problem E 1996, Amer.Math.Monthly, 75(1968), a04,)

Refenje. Primetimo naijpre da je x2 x((xyml}y)z x(y(xy_l»z

= yxzy—l, Sto je ekvivalentno sa x2y':yx2. Dalie u G vaZi

. ?“ly""'lx___X(Xfl)Zy-lxmxy“i(x“l)zx - XY_]'X“l.
. . =1 =1 “1 -1 ' ' :
Analogno vaZi 1 y X Yy =YX ¥ . ) _ ) .
Neka je z komutator elemenata x 1y, 2z =xyx_lypl. Tada
—_ . — - ! - -1 - -
22 = xy (x ly .lx)yx ly ey s lX_ Tlyx y=t -
- -1 -1 ., =@ =31 " . w] ]l =1 -1
= xyxly "x ylx Ty T =txyx{yx Ty TIx Ty o=
- Qi
= s 2y H T = oy T e,




2 =e sledi z=e, tj. XY =¥X.

nema elemenata’reda 21z z

- ﬁéka;jé.(G;*) grupa iz zadatka 28, Dokazati da je

‘240, MNeka je grupa G takva da je G "« %(G). Dokazati da

za svako X,y €G 1 svaki prlrodan broj n vaZi:

a) [X 'Y _—} EX'Y]H
n(n-1)
by (v = v " x,y] 2
Refenje.
a) T o= XYY s xx L xOy)y Lyx Ty o=
) A
= x ... x([ylyxly ...y Ty o=
n-1 n-1
=% .. xy (Y)Y ... vx ¥ P[x,v]
n-1i n—2
. _ . 5
= .= xn'ly" "n+1 oyl mee= kvl

k) Primenimo indukeiju po n. Za n=l tvrdjenje ofigledno va-
%i.- Ako pretpostavimo da va¥i. za n,onda je
. n{n-1)
= {yxtTyx = yox' [x,v] 2 yx =
n(a-1)

= ynxnyx [x;y]

(yx)n+l

~Ako sad na y ot yx primenimo isti postupak koji je pod a) prlme~
“urijencna X Dy dobidemo da.je

n-i—l}'cn-l-l .I:X;Y] n

: _ Y X Yx =y
Conpa. je - ) n+n(n 1) n(n+1)
o o + + +1p 2 n+l n+l 2
o™ - ) AT
241, - Neka }é u grupl GG~ lzvod a Z(G) centar. Ako =a nor-

malnu podgrupu N#Z(G) vaZi N ne-~ = {e}, tada ;e Ns;Z(g). ngaza~
-:tl.-: - : ‘

< Posto je N normalna podgrupa za svako geEG i
€N, pa je- 1 [g,x] = {gxrg bk _-1 _
da [g,x] eG IS ‘mora biti axg 1 =:e,_tja_gx==xg._étq_znaéi da
erM)lkmwtmm,Ngzm) ' '

Resenge.

svako x eN - gxg ; €N, S.ob21rom
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242. Neka Jje centar Z(G) grupe G podgrupa indeksa n.

Dokazati da G ima najviée.na_razliéitih_komutatora.

Fedenje. Neka su %x,y,u,v €G. ako x i'u pripadaju susku-

peu azZ{G)l, ay i v prlpadaju suskupu bZ(G), dokazademo da je onda

[xey] = [a,v]. Tada je x=ac , u =ac,, cl,c2 € 2(c), pa je

xu 1'-ac (ac,) Leace, ta maam e e 2 00T
192 12 © 7 S1%2

1’ #

€ Z (G}

Analogno,iz Y. €bZ{G) sledi da yvﬁl € 2{G). Prema tome,

xyx Yyl o= (xu_l}u(yv_l)vuui(xu_i)_lv";(yéhl)fl =

g
= uvu v .

Dva elementa se iz n skupova mogu izabrati na'n? razlici-

tih nadina, dakle, u ¢ ima najvise n2 razliditih komutatora.

{24?. Neka je G grupa, a £ :G +G homomorfizam koji komu-
tira sa svakim unutradnjim automorfizmom grupe G. Neka e
K={x|xeG i £(£(x)) =£(x}}

grupe G koja sadrii G7.

bDokazati da je K normalna podgrupa

(8.L.T. Dufa Scio, Problem 4987, Amer.Math. Monthly, 69 {1962),1015.

ReZenje. Podto f komutlra sa svim unutradnjim sutomorfize-

-1

mima grupe G, onda je f(a—lxa)ma fi{x)a za svako ae G,

Skup X déigledno'nije prazan jer e eX. Neka a,b e K, tada
o _ o :
£(£(ab 1)) = E(E(@E(b 1)) = £(E(a)E(EDL 1)) = fla)F((Em)) b=
= fla) (E(EmI " = gy temn T = fradem ) = fap”h)
pa je K podgrupa. Neka je x € G, tada je

f{f(xyx“i)) = f(x'f(a)xul) = x'f(f(a))x“l = x f(a)xml =

£(xax 1),

i

pa je K normalna podgrupa.
Neka X, ¥ €6, tada je

ey v = Sy D@ = o £ e -
-1 -1 S P | -1 -1
= f(x)E( £{y) = (£{y) o= £(x) £ly) £ix) "fly) "= filxyx Ty )
pa K sadr¥i sve komutatore, dakle, sadr¥i i G~.
244. (i} Grupa G se naziva refiva ake se njen n-ti iz-

vod G(n), za neki konafan broj n, sastoji samo od neutralnog ele-

)




Qmenta.-

(ii) ~Konalna grupa je refiva ako je njen kompozicioni nig

 faktor grupa ‘niz cikiliZkih grupa prostog reda (tj. ake je nijen

”'komp021CLon1 niz indeksa niz prostih brogeva

' Doxazatl da su za konaZne grupe ove dve definiciie ekv1—

”;‘valentne.

245, 8vaka komutativna grupa je refiva. Dokazati.

Fedenge. Ako je G komutatlvna grupa svi komutatori su

jednaki neutralnom elementu, pa je G~ = {e]. Time je teorema do—

kazana.

Dokazademo ovu teoremu za konathne grupe Jjoi jedanput ko-

rlsteél se samo def1n1c1jom (ii) iz prethodnog zadatka.

Neka je G konafna komutativna grupa, a H neka njena maksi-

malna normalna podgrupa. Prema poznatom stavu (H je maksimalna -

normalna podgrupa ako i samo- akeo je G/H prosta grupa) sledi: da

je: G/H prosta grupa {grupa se naziva prosta akc nema netrivijal-

ne normalne podgrupe). Grupa G/H je Abelova pa prema tome G/H

vopdte nema netrivijalne podgrupe, odakle cdmah sledi da je G/H -

cikliéka grupa prostog reda.

ProduZujudi ovaj postupak analognlm rasudijivanjem dobitja-

mo da ]e kompozicioni niz faktor grupa niz c1k11ck1h grupa pros-—

tog reda, a to zna®i da je grupa G rediva.

246. Dokazati da je grupa reda p2, gde je p prost broi,

" refiva grupa.

Uputstvo.

Koristiti zadatak 267.
PRIMEDBA.

Generalizacija ovog zadatka je zadatak 251.

247. Svaka pedgrupa refive grupe je re8iva. Dokazati.

..248. Svaka faktor grupa reSive crupe je reZiva. Dokaza-

_249 Dokazati da je konacna grupa G re51va . ako i samo

ako je n}en kom902101on1 niz faktor grupa niz Abelov1h grupa.

g7

250, Neka je N normalna podgrupa konacne grupe G. Ako
su N i G/N redive grupe dokazati da Je tada i G refiva grupa.
Refenje. Poito su N i(GéN refive grupe, postoje prirodni
. . . = 3 m m
brojevi m, im, takvi da je N Yo fel i {c/H) % = N, Neka je
m =max(mzam2)‘Neka je £ :6»G/N prirodni homomorfizam. Lako se pro-

(n) ) eg/m) (M .(m))szm, £5.

verava da je za svakc neW £(G . pa de £(G
el2m) _ (gl )(m N

(m) . N
G = N. Tada je {e}, pa je G refiva gru-

pa.

PRIMEDBA.

koristedi direktno teoreme ¢ korespodenciii podgrupa 1.67..1-1.69.

Ovo tvrdjenje moZe se dokazati na drugi nadin

251. Dokazati da je svaka grupa G reda 99, gde Jje p
prost broij, reSiva (nem).

Primeniti indukeciju poe n, koristedi zadatak

Jputstvo.

246, G/Z{G) i &injenicu da je Z(G) refiva grupa.

3?2} Neka je G konalna grupa 1 neka je f netrivijalan

auvtomorfizam grupe G takav da Je za svako xe G, fix) =x ili f{x)
= x_l. Dokazati da je G reZiva grdpa.

(W.A.McWorter, Probklem 5471, Amer.Math. Monthly, 75(1968), 307.}

flefenje. Neka Je H={xixeG 1 f{x) =x} . H je podgrupa
%,y €H onda f(x) =2 1 £{y) =y, pa je 1 £(x)f{y)=
=xy , tj. £(x ¥) =xy, i na osnovu. l.17. konadan skup H je podarupa.

Neka h eH i a ¢H, tada je f(ah) =f{a)h = a 'h, a sa druge
strane f(ah) je ili ah ili (ah) % pa je ili ah =a ‘h i1i fan) '=

-l -1 - . -
= a h. Iz ah=a h sledi a=a 1, pa bi bllc fla) =a 1ma, ti.

a€H ¥to je kontradikcija. Dakle, (ah) ' =a 'n, ti. a tha=h"l, Iz

grupe G, jer ako

ovega sledi da je H normalna podgrupa grupe G,
Neka je h,k €eH i a ¢H. Tada e

"t = tak) Tthitaky = kT ta T thak = k7Tl

hk =kh, pa je H Abelova crupa.
Neka je a,b ¢ H. Proizvod: ab ili pripada ili ne pripada H.
Rkc ab ¢H, tada je



-1,-1
s )f(b )—(a Llg L,

.ﬁﬂklde aHbH = abH bHaH Ako ab e H,tada i ba pripa-
ko ba ¢H tada.fe ba=ab gH, Bto je kontradikecija)pa je
'H = bHaH. “Dakle, G/H je Abelova grupa. H i G/H su re-

e grupe pa je na ‘osnovu zadatka 250.1i G reSiva grupa.

253 Dokazati da je direktan proizvod refivih gqrupa re-
:féiva'grupa.

254, Za ciklifku grupu CGO naéi bar dva kompoziciona ni-

.'za faktor grupa i proveriti izomorfnost tih nizova.

. 2 60 .
- Fedenje. = Neka je C60 ={a,a",...,2 = a}. Ova grupa je
‘komutativna pa su sve njene podgrupe normalne.
H = {az,a4,...,a6g = e} Jje jedna maksimalna normal-

30
na podgrupa grupe C60'

1 60
HlO = {aG,a 2,...,a = e}

je maksimalna normalna podgrupa grupe H

60
Hy = '{alz,a24,...,a - o= el

je maksimaina normalna podgrupa grupe H

30" @

167 Na kraju,

H, = {e}

je maksimalna normalna podgrupa grupe H pa je kompozicioni niz

5’
faktor grupa:
Coo/Bagr Hyg/Mygr Hyg/Mgr  Hg/Hy,
: é“kompOZiéioni_hiz indeksa: a
2, 3, 2, 5.
ako posmatramo sada niz podgrupa grupe CGO'

SRR 3.6 60 _ 0 60 :

 _C60' H20 = {@7,8 ;e0.r8 = e}, H 10° H2 = {a3 - -e} Hl'
_vxdlmo da je svaka podgrupa tcg niza maksimalna normalna’ podgrupa
 iprethodne, pa je to kompozicioni niz grupe C60 a komuoz1c1on1 niz

_faktor grupa je
SO/HZO’ Mg /Mygr Hyg/Hye Hy/H,
dok je kompoz¢c1onl niz indeksa
];3;-'2, 5, 2.

99

Na osnovu Zordan~Helderove (Jordan-Hbolder) teoreme, fak-
tor grupe jednog kompozicionog niza faktor grupa se mogu obostra-
no jednozna&no preslikati na faktor grupe drugog. niza, take da
odgovarajude faktor grupe budu izomorfne, Zaista,

Coo/Mag = Hyg/Hygs Hyy/H) o =Coo/m,,

Hyg/Hg = Hy/H,, H_/H =

g/Hy = Hyp/Hy .

255, ba 1i dve grupe k03e zma;u 1zomoxfne komp021c1one
nizove faktor grupa moraju biti izomorfne ?

Refenje,. Cikligka grupa reda 6 i nekomutativna grupa
reda 6 imaju izomorfne kompozicione nizove faktor grupa ali ni-
su izomorfne.

256, Svaki prirodan broi n mo¥e se na jedinstnen na-
€in prikazati kac proizvod prestih brojeva (ne uzimajudi u obzir

poredak). Dokazati avo koristeci Eordanﬂﬁelderovu,teoremu.

Uputsivo, Posmatrati grupu (ﬂn s+i.

§1.10. TEOREME SILOVA

P .
%Zi}i Nermalizator nepraznog podskupa S grupe G je skup
N(S) m.{xjx €EG, XS5 =5x} .
Dokazati da je N(8) podgrupa grupe G.
Redenje. 2ko je a,b €N(8), tj. a8 =3Sa i bs = 5b, onda je

abs = ash = Sab,

a to zna€i da je ab eN(S). Iz jednakésti as =Sa mnoZenjem sleva

i zdesna sa a“1 dobi jamo

ga”l = auls,_ pa. afl EN(5) .

Time je dokazano da je N{8} podgrupa,




Neka']e G grupa i G = {xix=(g,9), g €G! podgrupa
(dadatak 217} . Dokazati da je N(G}-—G

. Dokazati da postoji bijektivno preslikavanije izme-

~.dgu{ékﬁpa'SVih'elemenata konjugovanih sa elementom a grupe G 1

' 3 ;gkupé svih' levih suskupova normalizatora N{a).

Redenje. DefiniSimo preslikavanie f skupa svih levih
v"suskupova normalizatora N(a) na skup svih elemenata koniugo-

varlh sa a, na sledeél na®in
R . -1
FixN{a)) = xax .

Doka¥imo najpre da Je f dobro definisana funkcxja. ‘Ako e
yN(a) =xN{a), onda je v =xn, n €N{(a), pa je :
'yay—i = (xn)a(xn)"l = x(nan"l)xml = xaxfl ’
(koristili smo da je nan~l=a}.

.Funkcija f je oﬁigledno'surjektivna, pa precstaje da se

dokaZe da je i injektivna. Pretpostavimo da je £(xN(a)) = flyN{a)),
£5. . -
-1 -1
RAX = yay .
Onda je

- -1
y 'xya = aly =) ,
pa y_lx €N(a), stoc znafi da x i y pripadaiu istom suskupu normali-

“‘zatora N(a), tj. xN(a) =yN(a).

260, Broj elemenata konjugovanlh sa elementom a u gru-

.pl G jednak je indeksu normallzatora N(a) u tOj grupi. Dokazati.
 Refenge. Posledica prethoang.zadatka._

PRIMEDBA Primenom Lagranzove teoreme odavde éobljamo da
je br03 elemenata u klasi medgusobno konjuqovanlh elemenata kona-

-cne grupe uvek delitelj reda grupe.

261 - Broj razliitih podgrupa konjugovanlh s podgrupom

H grupe G jednak e 1ndeksu normalizatora N(H) u grupi G. Dokazati

Ugutstvo ‘'Dokaz analogan dokazu'u zadacima-25%. 1 -260.
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52522' Jedina konaZna grupa koja ima ta&no dve klase ko~
njugovanih elemenata je grupa reda 2. Dokazati,

Vputstvo. Uzeti u obzir da neutralni elemenat sam Zini
jednu klasu konjugovanih elemenata a zatlm koristiti primedbu uz
zadatak 260.

263, Odrediti sve neizomorfne konafne grupe koije
imaju tadno tri klase konjugovanih elemenata,

Falenje. Neka konafna grupa ¢ ima 3 klase konjugovanih
elemenata G B Gl, Gé. Neka je GO klasa koja sadr¥i samo neutralan
elemenat, J J =1,

Ako se u centru Z(G) grupe G nalazi elemenat a{#e}, tada
a &ini posebnﬁ klasu, tj. {GLI =1, pa se dobija 1 +1: +n2'=n gde
je §G2! =n,. PoSto je iGéf =n, indeks normalizatora nekog elemen-
ta iz G,, to je n, delitelj reda n=|G| grupe G (1.54), pa je zbog
2=n “ny, N, delitelj broja 2, ti. 1, je 1 111 2. a, =2 ne moie
biti jer bi tada bilo |G| =4, a sve grupe reda 4 su koDutativne
pa imaiju 4'klaée'konjﬁgoﬁanih elemenata, dakle, n, =11 G je cik-
lic¢ka grupa reda 3.

*+. Ako je Z(G) ={e}, tada je i n,>1 i n, > 1. Pqéto su n, i
n, delitelji broja n, a i +nl +n2:=n, imame da je n, delitel]j o
1 tn), a in,; delitelj 1 +n2,_Re§avajuéi sistem.jednaéina 1+n, =

—

1
kn, i1 *n, =in;, k,L€MN, uz uslov n, >1 1 n, > 1, dobija se re-
genje n, =2 1 n, =3, pa je G nekomutativna grupa reda 6, t3.

G = 83.
264, Red svakoy elementa a konatne grupe G je stepen

fiksnog prostog breja p ako i samo akd je red grupe G stepen pro-
stog broja p. Dokazati,

Uputssvo. Koristiti Ko¥ijev stav (1.97).
265, Neka je H normalna podgrupa grupe G. Ako su H 1

G/H p-grupe dokazati da fe i G p-grupa.

266. Ako je G konafna grupa reda pn {(p prost broj, n
prirodar broj), onda centar te grupe ima bar dva elementa. Doka-
zati.




Eeéewae..g Neka'su K Kz,...,Km klase medjuscbno konju-

._klasa delltelj reda grupe {zadatak 260) onda te kiase imaju res-

'Z.jpektlvno :”n n n
: | 2 m
o e lie ™ mxng 20
“.elemenata, pa je
' ' n n M M

Lp=p. tp T ik p T

' ':Kako medjutim jedna od klasa, recimo K, ima samo jedan elemenat

{neutralni), bide _
o ‘n ‘n ' n, n, n
: . - +
pn'—(p 1 +p.2 FEp i-1 +p i l_+___+ p my ooy,

Leva strana je deljiva sa p a desna nije, pa to znééi
.da bar jedno n., j= 1, ,...,l 1, 1+1,...,m mora bltl 0, ocdnosnc u
grnpl G post031 jo# jedna klasa konjuaovanlh elemenata ko3a se
SaStO]l samo od jednog elementa (razllc1tog od neutralnog) Taj

lemenat ofevidno pripada centru, pa je time tvrdjenie dokazano.

_ 267, Grupa feda'92 (p prost broj} mora biti Abelova.
Dokazati. ' o
Redevje. Centar 2 (G} ove grupe je podygrupa, pa je pre-

ma tome {na osnovu Lagranfove tecreme) red centra 1, p ili p

Nd osnovu prethodnog zadatka red centra nije 1. Ako pretpostavimo
. da Z(3) ima p elemenata, onda faktor grupa G/Z(G) ima p elemena-
.. 'ta, a kako je p prost brcj grupa G/Z(C) je ciklidka. Medjutim, na

.j_dsnovu zadatka 229, sledi da je G Akelova grupa, pa centar te gru-

'pe 1ma pz elemenata sto je kontrad1kczja. _
S Prema tome, centar je reda pz; a to znac1 da je G Abelova
g:uﬁa... ' S
268, . Nadi sve neizomorfne grupe reda. 8.
f269._ Naci sve neizomorfne grupe reda 9.

‘Uputstvo. Koristiti zadatak 267.
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270, . Neka je grupa G reda_pn (p prost broj). Dokazati

da za svako k€ {0,1,...,n} pPosto]i normalna podgrupa H grupe
G takva da je [H[=p ' '

Refenje, Dokaz femo dati indukcijom pb n. Za n=1 tvr-
djenje je odevidno tadno. Pretpostavimoda je tadne za svako m<n

ti. u svakoj grupi reda pm postoii normalna podgrupa reda pk za
svako k€ {0,1,...,m}.

Na osnovu zadatka 266.Z2(G) # {el. S obzirom dé ie 1z(G)l
delitelj reda grupe G, bide Z(a)| =pr, pa na'osnovd)KbEijevog
Stava (1.97) Z(G) sadr¥i elemenat a reda P. Ako je K ciklidka
podgrupa reda p generisana elementom a, onda je K normalna pod-
grupa grupe G (jer je svaka podgrupa centra Z(G) normalna podgru-
pa grupe G ) Prema tome, |G/K |=p" L. -

Na osnﬁvu indukcijske pretpostavke G/K ima normalnu pod-
grupu H reda p- za svako k €{0,1...,n~1} Prema 1.60. posto;x nor-
malna podgrupa H grupe G koja sadr¥i K takva da je H/K =H. Red
podgrupe H je pk+l. Dakle, dokazali smo da G sadrZi normalnu
podgrupu reda pk za svako ke {1,2,...,n}. Za k=0 takva podgrupa
Jje {e}, pa je time dokaz zavrien.

271. Neka je G konadna p-grupa i neka je H netrivijal-~
na normalna podgrupa grupe G. Dokazati da je LHEN 2(G) | > 1.

272. Dokazati da je u nekomutativnoj grupi reda p3 cen-
tar reda p.

Uputstvo.,  Koristiti zadatak 229,

273, Neka je G nekomutativna gxuéa reda p3, gde je p
prost broj. Dokazati da je G~ =:%Z(G).

Redenje. ga osnovu prethodnog zadatka |2(G)| = b, a
tada je [G/Z(C)| = p”, pa je na osnovu zadatka 267. G/2{G) Abe-

lova grupa, tj. G =Z(G) {zadatak 233). Poito je G nekomutativna
G” # {e}, pa je G = Z(G) (jer je Z(G) grupa prostog reda pa ne-
ma netrivijalne podgrupe). ' C




"ﬂigng*i{...f;'

;;:2?¢;ﬁj;$aéiWs?e podgxupe.Silova-simetriéne'grupe 54.

."?'é;%&ffgﬁi- 'fé4['= 3;23, ima ¢etiri podgrupe Silova.ref
; H'l.'.ﬂ“;_'{'(_l} ,(123), (132) ),

Hy = D), (124), (142},

Hy =), (134), (143) ),

ﬂq_ = {{1y,(234),(243) 3,

i ﬁ:i'podgrupe Silova reda 8

SR o= L{1),(1243), (14} (23),{1342),(13)(24),{12) {34),(23),(14)},
K

= {(1),(1324), (12) (34), (1423), (13) (24), (14) (32) , (12) , (34) }.

275 Ako je P p podgrupa Sllova konacne grupe G, dokaza—
ti da je N(N{P)} = N(P}.

Refendie. Neka x€ N(N(P)), tada je .

N(p)x T = N,

odakle, podto je PeN(P), sledi

xpx"ltzm(?)

P je normalna podgrupa grupe N(P) (1.77), pa Je na osno-
vu-1.103.-P jedin a podgrupa Silova u N(P). Konjugovanje. sa
x eN(N(P})) prevedi P u pedgrupu Silova grupe N{P), a podto je P
‘jedina takva podgrupa mora biti xx = P, tj. xeN(P).
Dokazali smo da jé N(N(P)) =N (P}, da vaii N{N(P))=N(P)

"oéigledno je, pa je N{N(P)) = N(P}.

276. Ako je u kona¢noj grupi G svaka p-podgrupa Silova
normalna podgrupa za svaki prost broj p, dokazati da je G direk-

tni prbiéﬁod svoiih podgrupa Silova.

277 Neka je E.p= podgrupa Smlova konacne grupe G Dokaza=«
t1 da su. sv1 elementl normalizatora N(H) koji su reda p , keN,

sadrani u;H.

K.oo= {(1),(1234),{13){24),(1432),{14)(23),(12){34),(13},(24)1},
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Uputstvo, Koristiti da jJe svaka podgrupa reda pk sadr-
Zana u nekoj p-podgrupi Silova i da'je'ﬁ'normalna podgrupa u
N (H). '

278. Neka je G grupa reda 112-'132: Dokazati da je G
Abelova grupa. . ' )

Refenje. Po teoremama Silova (1,102,1,103,1,104) G ima 1411k
podgrupa reda 112 i 141312 pedgrupa reda 132, Podto su l+ilk 1
14132  indeksi odgovarajuéih normalizatora, te. 1+11k, odnosno
1+132 , moraju biti deliteldji 112- 32, a to je mogude-jedino kad
je k=2=0. Znadi,postoji tacno jedna podgrupa H reda 112 i taéno
jedna podgrupa K reda 132 :

Poito su sve podgrupe koje su konjugovane sa podgrugom'silOW
va takodje podgrupe Sllova istog reda, a H i K su jedine podgrupe
Silova reda 112 i 13 sledi da su H i K normalne podgrupe grupe
G.

Na osnovu zadatka 267, podgrupe H i K su komutativne.

Poito su I1 i1 13 uzajamno prosti brojevi mora biti BHNK =

{et, Ako a,bel, c¢,d 6K, iz ac=bd sledi b ‘a=de ! eHnK ={e},
tj. a=b i c=d, prema tome , HK =Q.

Ako h eH, k €K, onda hkh 'k} = h(khn k1) eu jer je

normalna podgrupa, a takodje je hkh_lk_i =(hkh—1

i K normalna podgrupa, dakle, hkn 1kt eHNRK = {e}, tj. hk =kh.

) kK, jer je

poto je G =HK, a za svako h eH, k eX, hk=kh, grupa G Jje
abelova .

279. Dokazati éa je svaka grupa reda 15 ciklidka.

280. Odrediti sve neizomorfne grupe reda 99.

Rezultatl. Ako je G grupa reda 9% onda je
G tCB XCB xCll ili G mC9 x_Cll
281. Dokazati da grupa G reda 72 sadr¥i bar jednu netri-
vijalnu normalnu podgrupu.

3

Refengo. 72 = 2 °32, pa na osnovu 1. 104 sledi da 1ma

1+3k podgrupa reda 32. 1+3k je c1nllac broja 72 za k=0 i k=1,




G 1ma jednu 111 cetlrl podgrupe Sllova reda 3

a jednu podqrupu Sllova H reda 3%, onda, = obzirem da su

.._fsve deérupa SllOVﬂ 1stog reda konﬁuqovane’ podgrupa H je normal-

o : Ako G Ama Setiri podgrupe Slilova reda 32 onda su te pod-
_.grupe konjugovane a drugih sa nijima konjugovanih nema, pa na os-
novu zadatka 261 sledi da je indeks u G normallzatora svake od
tlh podgrupa 4..8 obzirom da 72 nije delitelj 4!, na osnovy za-

_&atka 211, normalizator sadr¥i netrivijalnu normalny rodgrupu
i grupe G,

282} '.Ako je grupa G reda p d,9de su p 1 g brosti bro-
jevi i P >q, dokazati da tada @ sadr;l jedlnstvenu normainu pod-
grupu 1ndeksa g. '

{gsgf Neka je G grupa reda 48. Dokazati da G ima bar je-~
dnu’ netrivijalng formalng podgrapu. ' ' '

Refenje. - Poéto'je 18 =243 G sadrii 142k 2- -podgrupa
Silova reda 16. 142k je delitelj broja 48 za k=0 i ‘k=1. Za k=0
SO sadr¥i tadne Jednu podgrupu Silova reda 16 koja mora biti nox-
malna.

Za k=1 ima 3 podgrupe Silova reda 16. Neka su ® i X dve
razlidite podqrupe Silova reda 16, Posmatrajmo podgrupu HA K.
Toje pedgrupa ¢idi je red delltel] breoja 16, dakie,1,2,4 ili 8.
.Moguénostl 1,214 ne dolaze u- ob21r jer je tada {na osnovu 1.55;

iHK! = iﬁiﬁﬁ4 > 64
S e ng] T
ﬁa U G ima samo 48 elemenata.
' ' Neka. je [HNK| = 8. 7Tada :Je U1K podyrupa indeksa 32 iu
H itu’K; pa je HA K normalna pcdgrupa u H i u K, Normaiizator
N(H QK) sadr21 ‘HE, pa je ' ' ' ' '
lN(HﬁK]>fHK[ an.
R 2 K|
'Normailzator Je ‘podgrupa - u Gy pa je red N{(HNR) deiitelj 48 (L350}
Jedlnl CLnllac 48 vedi od 32 de 48, pa je N(H 1K) =¢.
Pogto Je svaka podgrupa normalna pPodgrupa svog normaliza-
tora’ (1 77), HflK je netrivijalna normalna pbdqrupa u G,
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284, Dokazati da grupa G reda 56 ima pravu normalnu
podgrupu. '

Reenje. PoSto je 56 = 23-7,_u'G:pcstojifpodgxupa Silo~-
va H reﬁ;_gTM;;;matrajmo podgrupe Silova reda 7, njih ima 1+7k
i.1+7k je delitelj 56. Dakle, ima jedna {(k=0) .ili csam {k=1) pod-
grupa Silova reda 7. Ako ima jedna, ona  je normalna podgrupa.bko

i i K. ={e}l, i#3, paje
ima osam podgrupa X ,K,,...,K;, onda je K, 1 3 - ’
| 8 K.| =49, tj. u G ima 48 elemenata reda 7.Podgrupa H ima 8
eiemenata {od koiih nijedan nije reda 7), pa kako je 48 +8 =56,
postoji samo jedna podgrupa reda 8 1 ona je u tom sluéaju nor-
malna podgrupa. |
285 Svaka grupa reda 12, 28 1 200 mora sad;iéti nor=

manu podgrupu Silova. Dokazati.

§1.11. AUTOMORFIZMI GRUPA

éééj ‘Skup A(G) svih automorfizama grupe G u odnosu na

mno¥enje preslikavanja &ini grupu. Dokazati.

Dokazati da je grupa automorfizama grupe ( Zn,+)
n relativno prostih sa n

287.
izomerfna grupi ostataka po modulu

u cdnosu na mnoZenje.

Uputetvo Koristiti zadatak I1l1.
YpHTELVO,

fgésg Dokazati da je grupa automorfizama grupe (@Q,+)
izomorfna ‘grupi (@ N0,

/éégﬁ Nadi grupu automorfizama A (G) nekomutativne gru-

pe G reda 6.
Redenje Gfu?a G je genériSaha elementima a,b i pritom
je a3 =b2 =(ab)2 =e" (zadatak 176). Svaki automorfizam de bitl_pot-

puna cdredjen ake znamo slike elemenata a i bf Kako slika elementa



{ e} mora bltl e,'éledi éa slika elementa .a ima fea 3 i, ana-

”:}1ogno, sllka od b, ]e reda 2 {nijedna od tih slika ne mo¥e biti e
Cjeriije automorflzam‘lnjektlvno preslikavanije). Prema tome, slike
 Qﬁ3a_@0gu biti samoc a. i a”, a slike od b.elementi b,ab,azb, tj.

automorfizama moZe biti 6  {(elementi u koloni ispod oznake fun-

£, A N £, £,
a e e [=] e
al a a 2 a2_ a2
a2 8.2. 8.2 a2 a a
bib ab  a’b b ab  ab
ab lab a’b b a’p b ab
azb azb b ab ab a2b b

Svako od preslikavanija fi’ i=1,2,...,6, prikazanih u tabeli
je zaista automorfizam. Kako ije

3 _ .2 2 _
f3 = f4 = (f3f4} = fl,
grupa automorfizama A(G) je nekomutativna grupa sa 6 elemenata,

tj. izomorfna je grupi G.

) 250. Nadi grupu automorfizama Klajnove fetvorne grupe
(zadatak 176).

s : . . !
%EEER Dokazati da je u grupi G preslikavanie
fa :xr+axa“l , automorfizam,

(Takav automorfizam naziva se unutradnji.)

Reéenje. DokaZimo najpre da je fa bijekcija. &Ako je
fé(x}:%£;{y),,,tj._ axa—lh=ayafl, onda mora biti x =y, pa je £
1n3ekt1vno presllkavanje

Svakl elemenat X €G je sllka elementa a 1xa, jer je

ml'
-fa(a xa): a(a ;xa)a l_= X, t]._ f je sur3ekt1vno. Kako
Je ol '

fa(x)fa(y}.%(axa‘lj(éya—l)'=éfxy)é_l = f_lxy),

keije predstavljaju slike elemenata grupe dobijene tom funkcijom):
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za gvako x,y €G, preslikavanie fa Je zaista automorfizam,

R . . . .
gzi&. Dokazati da je skup unutradnjih automorfizama

normalna podgrupa grupe svih automorfizama.

o b . _—
293. Nadl sve unutradnje avtomorfizme grupe simetriia
kvadrata (zadatak 15. b). : : :

55?,_ Dokazati da je grupa U{G) svih unutraZniih auto-

morfizama grupe G homomorfina slika grupe G.

ReZenje. Ako sa f oznadimo unutrasnjl automorflzam
. -1
koji je cdredjen elementom a, fa 1 ¥+ axa ~, onda funkcxja bz a»f

presiikava G na skup U{G} svih unutrasnjih automorfizama. Kako

je -1
(£,-fp) (x) = £ {f, {x}} = alf(x))a ~ =
= a{bxb Nya”! = abx(ap) ! = £, ()

bide

slab) = £ = £ - = ola)eld) ,

pa je time pokazano da je ¢ homomorfizam. Homomorfna slika gru-

pe je grupa, pa je,prema tome,U(G) grupa.

285, Cdrediti jezgro homomorfizma ¢ definisanog u re—

Seniju zadatka 294,

hefenja, Neutralni elemenat grupe unutrainjih automor=-
fizama Jje identi&ke preslikavanije, pa jezgro homomorfizma ¢ &ine
svi elementi a za kcje je preslikavanie
-1
fa(x) = axa

jidenticko, x==axa_1, za svako x €G, tj. ax =xa, za svako x £G.
prema tome, jezgro ovog homomorfizma je centar Z(G) gru-

pe G, pa je prema prvoj teoremi o izomorfizmu grupa (1.64)

G/2{C)=U(G)

296. Ako je grupa U{(G) unutrasSnjih automorfizama grupe

G cikli®ka grupa, onda je U(G) trivijalna grupa. Dokazati.




”;_f liO_fJ:

' Reenje.  Wa osnovu zadatka 295, U(G) =G/Z{G), pa je

':na,osnbvu-zadatka 229. G Abelova grupa.

- 297, Neka je f autcmorfizam konafne grupe G takav da

e f(x) =x.samo za X =e. Dokazati : .

a) Preslikavanje g :G-+G definisano sa g(x) =f(x)x .,
je bijekcija.
b} Ako je f2 - . identiCko preslikavanje, tada je G Abe-

lova grupa .neparnocg reda.

Re§énge{ _ a) Iz pretpoéta&ke g{x) =gy}, t3.
| £xt = Byt
sledi

(Ey) T e =y,
ti.
. £ o = vl
-1 . . : . '
Dakle; ¥y "x=e, tj. x=y, pa je g injektivno. S obzirom

da je G konafan skup g mora biti bijekciia.
b} Za svako x &G je
Flg(x)) = £(£(x)x 1) = xE(x" 1) = (£)x D7 = (gx)) L.

S obzirom da je g. bijekcija, onda za svakc x &G f(x)=x—l, pa

je .

y"lx“l = (xy)_1 = flxy) = £(x)fly) = x 1y7L,

odakle sledi Xy yx, za svako X,y €G.

Ako bi red grupe bio paran broj,. onda bi na osnovu zada-

“tka. 54.post03ao u G elemenat z reda 2, dakle biloc bi =z -1 =z ,

Z #e, tj. flz) =z, Zto je protzvrecnost. Prema tome, grupa G je

neparnog_;eda.

_ éiﬁg.f Ako je G kona¥na grupa a k priredni broj koji je
uzajamno prost sa |Gl i ako Jje za svako a,b &G

: : _ (ab)k = akbk
dokazat1 da je"'-” o '
a) f x*+xk"automorfizam grupe G,

b) za svako a €@, a’ 1 €7(G).
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Refenje, a) . Preslikavanije £ je homomorfizam jer e

£lab) = (ab)® = a"BX = Fra)e(n).

Neka Jje a€ Ker f, tada je f(a) =e, tj. ak =g, a posto
je k uzajamno prosto sa |G| to je a=e (jer bi inafe postoiala
podgrupa 8131 red ne deli red grupe} i f e monomorfizam {zada-

tak 85). Monomorflzam konacne grupe je i epzmorflzam, pa je £

automorfizam.
p) Iz 2" = (ab)® siedi &KMo (ba)®7Y, pa ge
' ak_lbké == (ba) pkak .
.. . R
ak“ibk = bkak“l .

S obzircom na a) za svako x G postoil b G tako da de x =bk .
k-1 k=1 . k-1

‘dakle, za svako x &G a X = Xa , t3. a & 7{G)

e . . : L
£299, Grupa auvtomorfizama nekomutativne grupe ne moze

piti cikli®ka. Dokazati.

Uputetvo.  Koristiti zadatke 229 . 285. 1 108.
BbO Ako de grupa G bez centra (tj. centar se sastoji

S amo od “heutralnog elementa) onda je i njena orupa automor-

figzama bez centra. Dokazati.

Redenjea,. Neka je f automorfizam grupe G razlidit od
identickog preslikavanija i neka je elemenat a €6 takav da je
fla}) = b, b#a. Ako pretpostavime da f pripada centru grupe au-
tomorfizama, onda £ komutira - sa umatradniim automorflzmom
proizvedenim elementom a, tj. za svako g ecG
_ af{g)a™! = flaga™l) = br(g)p t.

Odavde je.

(2" fg = flg) (a M),
pa po¥to flg) prolazi kroz celu grupu G kad ¢ prolazi kroz G,
sledi da elemenat a_lb (#e) pripada centru grupe G. To je pro-
tivreéne sa pretpostavkom da G nema centra, pa sledi da ni gru-

pa A{G) ne moZe imati centar,
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{36}; ~-Bijektivno preslikavanje f grupe G na grupu G na-
ziva se antiautomorfizam ako je za svako x,y €G
£(xy) = £(y)E(x).

_Dokazatl da je £ antlautomorflzam grupe G ako i samo ako je f=gh,
gde 3e g(x) —x l, za svako x€G, ah je automor fizam grupe G

”Reéenje.' Ozna&imo sa g funkeiiu koja presiikéva xr+x"l,

-_(ﬁ'zédétku_87.je pekazano da je g bijekcija grupe G na sebe}. S
‘obzirem da su elementi x i x“1 jedan drugom inverzni}'zakljuéu—
ﬁémb da se inverzno preslikavanije g_l poklapa sa g, tj. g ﬁg_i.

Neka je f antiautomorfizam grupe G. Onda za svako X,y &
iz
filxy) = £(yv}E(x},
sledi

ey = (£ " HEw) TS

11L drugacxje napisang
‘(gf}(xy) {gf) (x) {gf) (¥},

a kako je- gf bijekcija (jer su g i f bijekcije) sledi da jé gf
automorfizam grupe G. Oznafimo 1i taj automorfizam sa h, imamo
gf =h, ili £ =g—lh, pa kako smo ranije videli da 3e g ~ =g, do-
bijamo da je f =gh " 8to je trebalo dokazati. ' :

. Obrnuto, neka je £ = gh, gde je h automorfizam grupe G,'

-1 21

g1 xmx . f je bijekcija jer je proizved dve bijekecije. Pored
téga_je

H(gh) (xy) = G(x)hiy) "t = ) Tt =

E(xy}.

(gh) (y}(gh}(x) = £(y)£(x) ',

za svako M,y eG éto zna01 da je £ antlautomorflzam.

11 PRSTENI

§2.0. PREGLED DEFINICIJA I TEOREMA

2.1. Neka je R neprazan skup ha kome su definisane dve
binarne operacije + i - (koje ¢femo nazivati “sabiranije" i "mno-
Zenje" respektivno}. Tada se uredjena trcjka (R,+,+) naziva pr-

sten ako i samo ako vaZi:

Rl. (R,+) je Abelova grupa.
R2. 7%a svako a,b,ceR a-{(b.c) = (a-b).c (mnofenie je aso-
cijativno).
R3. Za svako a,b,ceR arlbte) = (a-bl+(a.c),
(leva distributivnost mnoZenja v odnosu na sabiranje),
{a+b)r ¢ = (a+c)+(b.c),

(desna distributivnost mnoZenja u odnosu na sabiranje}.

Cesto femo, kada. to ne dovodi do nejasnode, umesto prs-
ten (R,+,-) pisati samo prsten'R. Kao 1 kod grupa, obifno demo
izostavljati znak -+ i pisati ab umesto a+b. Takodje femo umesto
(ab}+(ac} plsatl ab+ac, podrazumevajuc1 da se naijpre prlmenju]e
operacija » pa tek onda operacija +, :

Neutralni element za sabiranje u prstenu R ¢emo oznada-
vati sa 0 (ili sa Op) - Inverzni élemént elementa a € B u odnosu
na operaciiju + oznacavaéemo sa -a i nazivademo ga suprdtni ele~

ment elementa a. Umesto a+(- b) plsaéemo a- b.

2.2. Prsten (R,+,+} se naziva komutativan prsten ako i

samo ako je operacija .- komutativna, tj. za svako a,b eR ab=ba.
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2 3. érsten (R,+,+*) se naziva prsten sa jedinicom ako

i samo ako.postoji element 1 € R takav da je za svako a &R

Element. 1 nazivamoe 3ed1nlca prstena (jedlnlcu prstena R oznafa~
:vapemo u:anlm slufajevima sa 1y ili sa e}.

- Aﬁo jé R prsten sa jedinicom &a bar dva elementa onda je
'unek 1 #0, Ubudude demo kad god kaZemo “prsten sa jedinicom” pod-

razumevatl da je rel o prstenu sz bar dva elementa.

2.4. U prstenu (R,+,-) za svako a,b,c &R 1 svake n€& Z

vazZli .
(i} a0 = 0a = 0,
(ii) a(b-c) = ab -ac, (a~blc = ac - be,
C(iii) a(-b} = (-a)b = —(3b)r
(iv) | (-a)(-b) =ab,
) (na}b = a(nb) = n(ab),

pri tom, ako Jje X element prstena R, a n ceo broj, onda Je

nx definisano sa

XFK touat X za n >0,
L L
n sabiraka
nx = Op v o za. . n=4u,
(-n) (~%), . . .za n=<0.
2,5. - U prstenu R element .a  se naziva levi (desni}

-delltelj elementa b #0 ako i samo ako 9ost031 element CfER tako
: da:je b‘-ac (bwca) Element a prstena R k031 je levi ili des~
'nnl delztelj elementa b &R se naziva delltelj elementa Db.

Da: Je u komutatlvnom prstenu R eiement a delltelj elementa

';b naplslvacemo sa a!b, ada a nlge delltelj b zap;smvacemo sa

a b
! X : Element a %8 se naziva levm (desnl) delltelj ‘nule ako 1
.éamn.nko.post031 element b #O takav da’ ]e ab 4] (ba—O) Element
prstena k031 Jje lev1 111 desnl del1telj nule nazmva se delltelj

nule. '_9.53.3-’.

1i5

2.6. U prstenu R va¥e zakoni levog i desnoyg skradiva-
nja ( kancelacije )

za mnofenje (1.12.g) ako i samo akc prsten
R nema delitelije nule.

2.7. Komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nu-

le se naziva domen integriteta (ili integralni domen ili samo do-

mern).

2.8. Element x #0 prstena R se naziva levo (desno) re-
gularan -ako i samo ako za element x va¥i zakon leve (desne) kan=~
celacije, tj. iz xa =xb sledi a=b (iz ax =bx sledi a=b}. Ele-
ment koji je levo i desno regularan naziva se regularan.

2.9. Prsten R u kome su regularni svi elementi razli-
¢iti od nule, nema delitelija nule.

2.10. Ako je u prstenu sa jedinicom R element a e R ta-
kav da postoji element b &R tako da je ha =1 (ab =1) onda se b
naziva levi (desni} multiplikativan inverzni element za a.

Ako je b takve da je

ab =ba =

‘onda se b naziva multiplikativan inverzni- (ili samo inverzni )
element za a. Tada je b jedini multiplikativan inverzni element-
elementa a i oznafava se sz a !,

Ako za element a postoji multiplikativan inverzni elemenat

-1
a ,onda se a naziva 1nvert1b11an element.

2.11, AkO u prstenu R element a ima levi (desni) in-
verzni element, tada je a levo (desno) regularan.

2.12. Najmanjl prlpodan brog n (ako takav broj posto-
ji) takav da je za svaki element X prstena R
: o.onx =10
naziva se karakteristika prstena R. Ukoliko takav broj ne posto-’
ji kaZemo da je prsten R karakteristike nula, Karakteristiku pr-

stena R ovgnafavademo sa CharR.

Prsten s Jjedinicom- je karakteristike n-ake i samo ako

je nil=0" 1 k1#0 za svako ke{l,,..,n 1}

2.13. Prsten s 3edxn1com u kome ie svakl element raz-

1lifit od nule invertibilan se naziva telo {ili prsten sa delje-
njem). '
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_ '_2.14.  Prsten (R,+,-} Jje telo ako i samo ako je (R\{G},)
grﬁpa:“' .
2.15. Komutativan prsten & jedinicom u kome je svaki
eiement razli#it od nule invertibilan se naziva polje.
o ©i2.16. 0 Prsten (R,+, ) je polje'éko i samo ako je
'(R\{Q},-J-Abelova grupa.

2 17.' Element b 4 prstena R se naziva ldempotentan

_(111 1dempotent} ako i samo. ako je x2 =X.

_ 2,18.  Prsten sa jédinicom u keme su svi elementi ide-
"m§otentni se naziva Bulov (Boole) prsten. Svaki Bulov prsten je
komutativan i ima karakteristiku 2. '
2.19. Prsten sa jédihicom R u kome za svako x e R po-
stoji y € R takvo da je '
YR =X

se naziva fon Noimanov (von Neumann) regularan prsten,

2.20. Svake telo, svako polie i svaki Bulov prsten su

fon Nojmanovi regqularni prsteni..

2,21, Element x prstena R se na21va nlipotentan ako

i samo ako postoji prlrodan brog n takav da ]e Ty,
2.22. Prsten u kome ]e jedini nilpotentan element 0

nazivademo prsten bez nlipotentnlh elemenata.

2.23. U komutativnom prstenu sa jedlnlccm R element

c #0 naz;va ge neésvodliiv ako i samo ako vade sledeéx uslov1'

(i)Y - ¢ nije invertibilan element u R, '
"l(ii).ako je ¢ =ab tada je ili a ili b invertibilan ele-
5lméﬁt”pfstena R.,.t}. c. se ne mo¥e prlkazatl u. obliku proizvo-:

-da dva nelnvertlbllna elementa.

o 2 24 .. Domen integriteta R se naziva domen sa- jedno-
'znacnom faktorxzacxjom ako 1 samo ako vafe slede¢i uslovi:
{1) svakl element reE R, r #0, koji nije invertibilan u R
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moZe se prikazati u obliku.

r=C. €. ... :
1 72 Cn v

gde su Cys iml,Z,...,n,nesvodljivi elementi iz R,
{ii}y iz
r =cl Cp v =d, d, ... g

de su ¢,, i=1,.. = i
g i , e, dj’ j-z,...,m,nesvcdljivi elementi iz g,

sledi da je n =m, da postoji permutaciija o skupa {1,2 n}
i inv o
ertlbllnl elementi Uy i=l,...,n, tako 4z je
cy __uzda(l)’ i=%,...,n
2.25, Domen integriteta R se naziva Euklidov. praten (ili

Euklidov damen) ako i samo ako je svakom elementuy a eR, a#0, Pr
1-

drufen nenegativan ceo brej ¢(a), ti. deflnlsana Je fUnkCl]a
$: RN\{0}>W U {0}, '
tako da vaZe slededi usiovi:

El. Za svako =z,beR~ {0}
#{ab) > ¢(a) .

E2. Za svako a,b €R, b#0, postoje g,r eR
{g -"koli&nik", r - "ostatak") tako da je
' a = hg + r,
gde je ¢(r) <¢(b) ili Je r=0,

2.26. j
6 Neka je (Re+,+) prsten, a g heprazan pedskup od

0 1 samo ako je (8,+,+)
* definisane na R).

R. 5 se naziva pctprsten prstena R ak
prsten (u odnosu na operacije + j

2.27.  TNeka je (R,+,

R. S je potprsten pPrstena R ak
a-b€ 85 i abeg,

0y prsten & 5 neprazan podskup od
0.1 samoc ako zZa svako a,be s,

2.2B.. U prstenu R skup

C(R) = {xeRlxa=2ax, za svako ae R}
Se naziva centar prstena R,
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C(R).'jé'potprsten prstena r.

2159} : ﬁeké su & 1 B podskupovi prstena R. Sa A + B oz-
na01cemo skup

A"f“B = {xlx e a+b, E;;\.EA' b e B} T

a sa AR skup

AB.x_{xEx_= albl'+"' +akbk, kelN, a,; e A, bi e B,

i=1,...,k}
tj. AB je skup S§ih kohaénih suma proizvoda aibi, aj €A, bieE.

Umesto {x}+A pisademo x+A, a umesto {x}-A pisademo xA.

'2.30. Neprazan podskup I prstena R se naziva levi (desni)
ideal u R ako i samo ako vaZi: ) ) :
(i} (I;+) je podgrupa grupe (R,+),

{ii)} za svako x eI i svako reR

rxel (Xrel}.

2,31. Ako je I i levi i desni ideal u prstenu R, I se

naziva ideal u R.

2.32. Presek proizvoljhe faﬁilije ideala prstena R je

ideal u R.

2.33. U prstens R skup {0} i sam skup R su ideali i ti
‘ideali ge nazivaju trivijalni. Ostali ideali se nazivaju netrivi-

“jalni. (ili pravi).

2 34. Ideal M, M #R prstena R je makslmalaﬁ ideal ako
-.1.samo ako ne pOStO]l prav1 Ldeal u R razllc1t od M a keji sadr-
.21 M t3. za svakl ideal I za kOjL je M= I=R siedl I=M ili I=R.

i Analogno se-definise maksimalan levi {desnl) ideal, a ta-

'koajé-i_minimalni ideal, odnosno minimalan levi (desni) ideal.
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2.35. Neka je ] prsten sa 3ed1nlcom Tada je svaklflde—
al sadrzan 1 nekom maRSLmaanm 1dealu prstena R '

Analogno tvrd}en]e va21 za leve (desne) ideale.

2.36. U prstenu R ideal P #R se naziva prost ideal ako
i samo akc za svaka dva ideala I,J u R vaZi

IJepb = Ic P ili JgP .

2.37. U komutativnom prstenu R ideal P %R.je @rost.

ako i samo ako za svako a,be R

ab€P = aeP ili. bep ,

2.38. Neka je S podskup prsténa R. Dresek svih ideala
kD}l sadrie S (tj. minimalan ideal koji sadr¥i §) naziva se ide~
al generisan skupom S i oznafava se sa (S). Elementi skupa S s¢
nazivaju generatori ideala {(8). ako je S ={xl,x2,...,xn} umes to

({xl,xz,...,x }} plsaéemo (x ,xz,,..,xn).

Analogno se definife levi {desni) ideal generisan skupom
s.

2.39. Ideal generiéan jednim elementom'nazivémo glavni
ideal. Glavni ideal.genefisan elementom a oznadavademo sa f{a),
a 1 slvdaju komutativnog prstena sa jé&inicom R i sa Ra {ako je
R komutativan prsten sa'jedinicom glavni ideal {a) se sastojiod
svih proizveoda oblika ra, r€ R).

2.40. Prsten u kome je svaki ideal glavni se naziva

prsten glavnih ideala.

2,41, U komutativinom prstenmu sa jedinicom R skup svih
nilpotentnih elemenata je ideal koji je jednak preseku svih pro=-

stih ideala prstena R.

2.42. Homomorfizam prstena {(R,*,*) u prsten (5,*,0) je

preslikavanje £ :R~+3 za koje za svako x,y e R va¥i

]

(i} £ (x+y)
(i1} fix.y)

fixy * £{y),
£(x} o £{y) .

]
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'2 43, : Jezgro homomorflzma f prstena R u prsten 5 je
skup svih elemenata 1z R kOjl se presllkavagu 1 nulu prstena 8.

'Jezgro homomorflzma £ cznafavademo sa Kerf, dakle,
. Ker £ = {x eR|f{x) = 0} .

Ssa Imf {(ili sa f(R)) oznacavacfemo skup
Imf = £(R) = {y eS|(3reR) f(r) =yl ,

i taj skup nazivamo slika homomorfizma f.

2.44. Homomerfizam prstena koji je injektivno presliw'
kavanje se naziva monomorfizam, homomorfizam koji je surjektivno
preslikavanie se naziva epimorfizam, dok se homomorfizam koiji je

szekc13a ‘naziva lzomorfzzam
Dva prstena R i 8 se nazzvaju 1zom0rfn1w ako i samo ako

postoji izomorfizam £ : R+S. Da su prsteni R 1 8 izomorfni oz—

naavademo sa R =8,
Ako je f epimorfizam prstena R na prsten 5, onda se & na-

ziva homomorfna (ili-epimorfna) slika prstena R.

2.45, Ako je £ homomorfizam prstena R u sebe, onda se
£ nazxva endomorflzam, a ako e f izomorfizam prstena R u sebe

‘onda ge f naziva automorfizam.

. '2.46. Aké'jé'f hombmorfizam'prstena R u prsten 5, on-
da je jezgro Kerf ideal prstena R a slika Imf je potprsten prs-

tena 8. .
2.47. Neka je R prsten i I ideal u R. Ako je {(R/I,+)
aditivna faktor grupa i ako se na skupu R/I definife mnoZenje sa
{a+I)- (b+X) = ab + I,
_dndévjé_(R/I,+,-) prsten koji se nazlva faktor prsten prstena R
pbﬁidealu_l..
. 2,48, Rko je R prsten a I ideal u R, onda faktor prs-
ten (R/I +‘-}

(1)-' je komutativan ako je R komutativan,

(ii) - '1ma'jed1nlcu ake R ima Jedinicu.
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2.49. Neka je I ideal prstena R. Tada je preslikavanie
7 s R+R/T definisano sa 7w :r—»r +1 epimcrfizam prstena R na prs-
ten R/T _éije je jezgro I. T Se naziva Prirodni epimorfizam {ili

prirodni homomorfizam) prstené R na faktor prsten R/T.

2.50. (Prva teorema o izomorfizmu prstena) Ako Jje
f:R~+9 homomorfizam prstena R u prsten S onda je

R/Kerf = Imf

2.51. {Druga tecrema © izomorfizmu prstena) Neka su I
i J ideali prstena R. Tada Je

(IT+N /0 =1/{103) .

2.52. {Trecda teorema © lzomorfizmu prstena) Neka su I
i J ideali prstena R i neka je I=J. Tada je J/I ideal v R/I i

(R/I}/(J/1) =R/T .

2.53. Neka je I ideal prstena R, Tada Jje svakil ideal
faktor prstena R/I oblika J/I, gde je J fdeal prstena R koji sa-
Ar¥i I. Funkcija f koja preslikava skup svih ideala prstena R
koii sadrZe I na skup svih ideala prstena R/I, definisana sa

f:I=>3/1
je bijekcija.

2.54. U komutativnom prstenu sa jedinicom R ideal P je

prost ideal ako i samo ako je R/P domen integriteta,

2.55. U komutativnom prstenu sa jedinicom R ideal M ije

maksimalan ideal ako i samo ako je R/M polije.

2.56. Ako je M maksimalan ideal komutativnog prstena

sa jedinicom R onda je M prost ideal prstena R.

2.57. Neprazan podskup S komutativnog prstena sa jedi-
nicom se naziva multiplikativno zatvoren {ili zatvoren u odnosu

na mnoZenje) ako i samo ako vaZi:




R 3 REPERIE = A _
_'(i_i_}_'__'_- abes = abe s .
' 2 58, Neka ]e s multlpllkatmvno zatvoren podskup komu-~

tativnog prstena sa jedinicom R.
' {i). Relac1]a A deflnlsana na Rx8 sa

(r, 8,0 v {r,.8, } <= (H" €5)s (rls2 rzsl) = O,
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e relaclja ekvivalencije.
Skup (Rx S}/ v oznadidemo sa = R a klasu ekvivalencije

elementa (r,s) sa r/s._

(i1} 8~ R je komutativan prsten sa jedinicom ako se sabiranj
i mno¥enie definilu na slededi nadin:
<?1/Sl}+§?2/52) = {r 1 5 ¥ IS )/s 155 -
(r)/5)) - (£y/7,) = (£75) /5,8
Prsten SﬁlR se paziva prsten razlomaka prstena R sa ime-
niocima iz 8.

.(iiii 'Preslikavanjé £:R+8 'R definisano sa

E(r) = r/1 .
je mbﬁomdrfizam'R-g ¢ 'R,
2.59, Neka je R domen integriteta i ¥ =R™>I{0}. sz je

._tada poije koije se naziva polje razlomaka domena R,

_ U spe01galnom sludaju, kada Je R prsten celih brojeva Z.
polje razlomaka prstena % je polje racionalnih brojeva Q.
L2560, - Neka je R prsten. Beskonadan niz (a TNEEE )
elemenata iz R, medju koijima Jje §amo kona&an broj ra211c1t ocd nu-

ie,-na21vamo polinom®) nad R {Lll polinom sa koeficijentima iz R} .

~ skup svih takvih polinoma’ oznafavademo sa R{x]. Elemente a_,aj,...

nééivamd koeficijentima polincma (aé,ai,...). Polinom (0,0,...)

®) U 2 62 ‘Femo definisati pollnom x, ali dotte Zitalac keji se lee sretao
58 ovakvem dEfIﬁICIJOm pcllncma mofe da posmatra polinom (a. L PN ,6,0,...)

xao formalni.izraz a oA X te.t agx“ .
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(8iji su svi koeficijenti nule) nazivamo nula-~polinom (ili nula).

2.61. Neka je R prsten. Ako se u R[x] definife sabira-

nje i mnoZenje polinoma sa

(ao,ala...)+(b0,bl,.--) = {(a +bc; alfbi;}\-} ’
(ao,al,..-)'(bo;bl,-u) = (C l'... )I
k .
gde je ¢ = ) a;b, i+ k=0,1,..., onda je Rlx] prsten koji se
i=o

naziva prsten polinoma nad R (iii prsten polinoma sa koeficijen-
tima iz R). i ) L )

Ako je R komutativan prsten (ili prsten sa jedinicom ili
prsten bez delitelja nule ili domen integriteta), onda odgovara-
jude svojstvo ima i prsten polinoma R[x].

Preslikavanje f : R+»R[x] definisano sa

£(r) = (£,0,0,... )

je monomorfizam prstena R u prsten R[x] (tj. prsten R se moZe

jzomorfne potopiti u prsten Rlx1).

2.62, Neka je R prsten sa jedinjcom i oznafimo sa x

element
x = (0,:,8,0,...) ER[x].

Tada je : . :
B x= (0,1,0,0,...),
%2 = (0,0,1,0,...),
n’=(G,0,.1;}G;1,0,2{.), gde je (n+l)-va koordinata 1,

P T . T T S S T 1

Ako se polinom (r,0,0,...} oznali sa r, onda je

r(a paeal =(r,0,0,...)(a ! W) =(rao,ra1,... ) .

ay 1t

rxn==xnr = (G,D,...,D;r,o,...), gde ﬁe r'(n+1)—va koordinata,

Tada se svaki polinom,f==(ao,al,...,an,o,o,...) moZe na-
pisati u obliiku _ - .
: I
= + + o -
I o= a, +ax +anx _

Kada polinom f piemo u ovom obliku, umesto f pisademo 1 £{x).

2.63. Ako je R prsten as = Rx] ,onda se prsten 5[y]

oznadava sa R[x,v].




jéafk{}i;}:.;%ﬁ]” oznagavamo prsten S[x ], gde Je

g = R[xl'_-_.’xn-_}h], 1’132- ’

2,64, - Polinom f € F{xl,xz,...,x 1, gde je F pol;e, se
'naéiva simetri®ni polinom ako i samo akc je za svaku premutac1~
iu pé s, . :
' .f{xlrxz,...,xn)_= f(xp(l)'xp(z)'f"’xp(n}) .
2.65.  Flementarni simetriZni polinomi s.é F[xl,xz,;.;
;..,x ] i=1, 2,...,n, gde je F polie, su pOlanml
: . . _..n _
o, = R FX,t ... tx_ = ] K. .
1 172 7 nooyny i
= 3 bt
62 xlx2"¥x1x3+...fxlxn+x2x3
IR Kt AKX T 3 K.X. &
Z2'n n-1"n 1<i<j<n i~3
a, = ¥ RoNLK, 5
3 1<i<i<ken P k
g = XKy e X

2.66. 2ko je £={(a _,a.,...) nenula polinom , onda se

. o1
nenegativan ceo brej n takav da je a, #F0 1 ak==0 za svako k > n,
naziva stepen polinoma £ i oznafava sa degf:. a  se naziva vodedi
Ikoef1c1jent polinoma £, a ako je an'“z polinom ge naziva normali-

zovan a nazlvamo konstantnl (ili slobodan) &lan polinoma £. Ste-
o

'-'pen nula polxnoma nlje definisan. Polinem stepena 0 nagivamo kon-

_stanta

2,67. - Polincm £ eR[x}, gde je R komutativan prsten sa
jedlnlcom se naziva nesvodljlv nad R ako i samo ako je f nesvod-
1jxv elemenat prstena R{x] (v. 2.23 ).

e Ako je F ‘polje, onda je polinom f£(x) ¢¥[x], degf(x)> 1,
'nesvaéljlv ‘nad F ako i samo ako iz h{ x)]f(x) sledi da je h(x) =c
'111 h(x) *cf(x), gde je c "konstanta . (tj. f(x) je nesvodljiv nad

P ako.l_samo.ako f(x) nije jednak proizvodu dva pelinoma pozitives

nog stepena sa. koeficijentima iz F).
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2.68. (Algoritam delijenja) Neka je R prsten sa jedini-
com, £,h eR{x} nenula polinomi takvi da je'vodeéi koeficijent po-
linoma bk invertibilan elemenat u R. Tada postoje jedinstveni
pelinomi q,r€ R[x] takvi da je

f=qgh + x,.

gde je degr <degh 1ili je 'r nula.

‘2.69.: Neka je R prsten sa jediniﬁam i f£(x) =a  ta;x +
taaet anxne fo] . Tada za svako c € R postoji.jedinstven polinom

g(x) € R[x] takav da je

f{x) = gix) {x-c) + fic)

2.70. Ako ‘je R domen integriteta sa jednoznadnom fakto-
rozacljom tada je i prsten pollnoma REx] domen 1ntegr1teta sa jed=-

noznadnom faktorzzaCLjom.

2,71. (Ajzendtajinov (Bisenstein) kriterijum nesvodlji-
vosti) Neka je R domen lntegrlteta sa jednoznacnOm faktorlzaCL—

jom, F polje raziomaka domena R, £(x) =a_ta x+...+a_ x" e R[x] a

1
p nesvedljiv elemenat prstena R. Ako vaZi
(i) p nije delitel] a -

-1

(i1} p Je delitelj a8,

n-1'
(iii) p® nije delitelj a_,
onda je f(x) nesveodljiv nad F.
U specijalnom slucaju, ako ije R-— Z, nesyvodlijiv elemenat
p je prost-broj i ako: je f(x) polinom sa celim koeficijentima
takav da vaZi (i),({ii) i (iii), onda je polinom f(x) nesvodliiv:

nad poljem Q.

2.72. Neka je R potprsten komutativnog prstena 8 i

f(x) =a_+a x+...+anxne R[x]. Redidemo da je elemenat ce 5 nula

1
(ili koren)-polinoma £(x). (ili da je redenje jednadine f(x)=0)

ako i1 samo ako je

. s E n = .
flch = a +ta,ct... +anc G-,

2.73. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i

fix) e R[x]. Elemenat c e R je nula polinoma f(x) ake i samo ako
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pos tojj‘. ‘polinom, g (}g)._ e R[x] takav da je
LE) = (xmelg(x).

2. 74 Neka je& R domen integriteta koji je sadrfan u
domenu :Lntegr:Lteta 8 i neka je £ eR[x] polinom stepena n. Tada

f ima naj\uée n ragzli®itih korena u 5.

2.75. Neka je R domen integriteta i £(x} e R[x]. Ako je
c'e R koren polinoma £ (k) onda postoji najvedi nenegativan ceo
broi “m  takav da je = : . ' '
£(x) = (x~o)g(x) ,

gde je gix) € R[x], g(e) #0. Pri tom je 0 <m < degf (x) .
_ Nenegatlvan ceo bro} m na21vamo vifestrukost korena c.
_A}co je m=1 onda se «C naz:Lva prost (ili jednostruk) koren jed-

nadine f{x} mO, a ako je m> 1 ¢ Jje v;ﬁestrukl koren. .

2,.76. Neka ]e R domen 1ntegr1teta sa jedlnstvenom fak~
torlzacn.jom él]e je polje yazlomaka F, f(x) =a +a1x+.. tay x g R[x]
1 neka je U_HE ®, prl Semu su ¢ i d uzajamno prosti. Ako je

u nula polinoma f£(x) onda je c c’lelitelj.ao,_ a d . delitelj a

0"
2.77. Neka je R domen integriteta i £ (%) =a ta x +...+
@anx-ne R[x]. Sa £ (x) oznaZidemo polinom. ' '
“(x) = a. +2a,x +3a,x’ + +na_x™
= a, 2 J¥7+ ... +nay

i .'r_z_az_ivafi) ga izvod (formalni) 'polinorﬁa E(x).

- 2:78. Neka je R domen integriteta. Tada za svako
. _f ge REx] i ©eR vaZi:

(£) o {f+g) 7 T+ g7,
- .(ii)'.-_ (ef) " = cE£7 _
p“(iiiy (fg)’.='f‘g + £9° .
R 79 '3_ Neka je R domen integriteta’ kOjl je sadrzan u do—

menu J.ntegr:.teta S: £ eR{x} ice S.
B _(1}_ c_'_ je vifestruki koren pola,noma f akeo 1 samo ako je
£ (c) =f._'{d)-_. Y e
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{ii)" ako je R peolie i polinom £ relativno prost sa f7, on-

“''da £ nema viEestruke korsne u 8.

2.80. Neka su X;,¥,,...,%, korenl polinema f(x) =a_+

+ay% k... +anxp‘€F[x:] ;gde je F polie. Tada je -

_ i ';__ . :
a; = (~1_}. al_le"/a\z’1 o i=1,2,0.0.,n

v gde su o, elementarni simetriéni polinomi {(def. 2.65].

2.81. Neka de p(xl,xz,..‘,xni simetriéni polin_om 55
koeficijentima iz pelja F. Tada postoji jedinstvenl polinom
q{gi,(jz,...,o’n) sa koeficijentima iz ¥, takav da je

p(xl,xz,.,.,xn) = q(dl,cz,...,cn) .
| 2,82, Simetrifni polinomi skfi?[xl,xz,..,,xn], kem,
gde je ¥ polje, definisani sa :

R k k
sk—x1+x2+.,.+xn, kel ,

se nazivaju Njutnove{Newton) sume.

§2.1, PRIMERI I AKSIOMATIKA

(3”5) Ispita"ﬁi da 1i slededi skupovi Zine ?rsﬁene u od-
nosu na odgovarajude operacije: e
al {(Z,+;),
b} ({2k[k & Z},+,")
c) (Q,+,), (I, ), (Cit,),
a)  (Bte) '

Rezultat. :
a) Komutativan prsten s Jedinicom,
b} komutativan prsten bez jedinice,

o) komutativni prsteni's jedinicom,

d) komutativri prsten s jedinicom (¥, zadatak 11°}. .




__{ﬁﬁ'_ Ispitati da 1i slededi skupovi ine prstene od-

rosu na odgovarajuée operacije:

a) {a+bv/2la,b e} u odnosu na uchifajeno sabiranie i mno-

Zenije racxgnalnlh brojeva.
b). {a+bila,be%Z, ;2 -1} (Gausovi celi brojevi) u odnosu na
sablranje i mnoZenje kompleksnih brojeva.

{{a,b) la,b € @} u odnosu na operacije + i - definisane

)

{atc, b+d),
{ac+bd, adtbc).
ktora tredimenzionalnog Fukiidovog prosto-—

{a,b)+lc,d}
“la, b) - (c,d)

d@)  skup svih ve
dnosu na sabiranje vektora i vektorsko mnoZenje.

i

ra u o
Rezultat. a), b), ¢} komutativni prsteni sa jedinicom,
d) ne, jer vektorsko mno¥enje nije asocijativno.

304, Neka je S neprazan skup, (S) skup svih:podsku-

pova skupa £ Bulov prsten ako su

+ i + definisani sa
A +B=:(A\\B)U{B\\A)

A-B = ANB.

c. Dokazati da je (P{S}.*,- )

Uputstvo. Koristiti =zadatak 31.

Dokazati da skup svih matrica formata n xn sa re-
na sabiranje i mnoZenje

305.
alnim {kompleksnim) elementlma u cdnosu

matrlca &int nekomutatlvan prsten sa jedinicom (n<32}.

306. Neka je R = {a,b c, é} a binarne opera013e + i

definisane tablicama

d
d
¢
b
a
)

+ o oaln

f prsten.

Dokazati da. je (R,
_ _ Redenje. {R,+} je Abelova grupa jer je izomo;fna sa
Klajnovom Eetvo:nom_grupom (c, xCy) ..
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Proveridemo da 11 jg mno¥enje asocijativno, tj. da 1i je
T x{yz) = (xvy)z, ’
:za svako x,¥.2 e R.

Ako je x jednako a ili c, onda Jje

x{yz) = a = (xy)z.

Efako je x jednako b ili 4, onda je

. x(yz) = yz = (xy)z,

fgto znadi da je mno¥enie zaista asocijativno

Na slifan nafin mode se d i ; :

: . okazati da vaZ¥e ob i i i

| . : Z a dist -
na zakona, pa je (R,+,*) prsten. T

o Iz tablice kojom je definisano mno%énje odmah se vidi d
._.3e prsten nekomutativan i da nema jedinicu )

_ 307. i = . N
| y ' bat je skup E = {x,y,z,u} . Kompletirati tablice
operacija + i * tako da (R,+,*) bude prsten

(= A

308.  Rko je (G,+) Ab
’ elova grupa, G| » 1 M
finifemo mno¥enie sa G| r 1 ako u G de~

ab =0, =za svako a,begG,
onda je (G,+,*) komutativan prsten bez jedinice. Dokazati

PRI ini
MEDBA. Prasten sa ovako definisanim mnoZenjem naziva
se nula-prsten. '

..j”"’"‘-!- . .
- %RE? Dokazati da je skup End{G) svih endomorfizama Abe-
grupe G, prsten u odnosu na o i i j
o operacije sakiranja, definisa-

f ge End (G), (f+g)(a)-—f(a)+g(a), za svako aeG

i mnozenja, deflnxsanog'sa

(£+g}(a) = £(g(a)), za svako a€G.

Redenje. ‘Neka su f,g €End{(G). Tada je za svako a,beC
- s

(f+g) (atb) = f(atb)+g(a+b) =f(a)+f(b)+g(a)+g (b} =
= £(a)+g(a)+E (b)+g(b) = (£+g) (a)+(f+g) (b) ,
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pa je pr@sllkavange f+a takodje endomor £izam, ti. cperacija sa-
blranga endomorflzama je unutradnja. Iz agsccijativnosti i komu-
tatlvnostl gsabiranja u ¢ odmah sledi asocijativnost 1 komutati-
hvnost sablranja v Fnd(G)}. Endomorfizam koji sve elemente grupe

G preslikava u neutraini element te grupe je neutralni elemenat
Za sablran}é u End(G), za endomorfizam £ suprotan elemenat je

endomorfizam ~f definisan sa:
y{a) = —f(a}, za svako @€ G.

Prema, tome, (End(G) +3 }e Abelova grupa.
. Da je proizvod dva endcmorfzzma endomorflzam dokazujese
sllcno kao Zto je to ufinjeno zZa sablranje .
Asocijativnost mno¥enja u End (G) de neposredna posledlca
asocijatlvnostl kompozicije preslikavania, pa preostaje da se do~

ka¥e da va¥e. zakoni distributivnosti.

(£(g+h)) {a) =L ((g+h) (a))} = f{gla)+h{a}) = f(g(a))+f(h(a)) =
= (fg)(a)+(fh) (a) = (fg+fh) (a)

za svako a €G i svako £,g,h € End(G).

giiéno se dokézuje da va¥i desna distributivnost, pa Je
(End (G} ,+,+} prsten. '

Tdentitko preslikavanie grupe G je endomorfizam te grupe.
tai endoﬁprfizam je jedinica u prstenu End {G}, dakle, End(G)

je praten sa jedinicom.

310.  Odrediti prstene endomorflzma za:
a) c1k11cku grupu reda n,
by beskonadnu cikliZku grupu,

‘¢) -aditivnu grupu racionalnih brojeva.

n

CRezultat.  a) End(G) = (Z_,+;7)
T T ey U ERd (G = (B, )
c)  End(G) = (Q,+,*)

1

: 311 Ako se u prstenu sa jedinicom {R,+,+) definisu
_Oper301je * ; « sa _ I '
ﬂb*a%bfl, a*b = a+b=-ab,

dokazati da je (R,*,-) prsten izomorfan prstemu (R,+,-)
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312, Neka je R prsten. Ozna01me s R~

skup svih bes-
konacnlh nizova & elementima iz R. U skupu R”

definifime ope-
,;acmje + i + na slededi nadin: ‘ .
O Y- NP L o '
o "y r8yy vl (bo'b ;--e,bk,,..)z{ac}""bo;a +bl'."'ak+b

gree )t boub by, )

‘.}
..{a a s wapd < ,
._OJ' 17 F] = (ﬂob ]ab +alb{},,..
ey aobk falbk—l F o +akbb'f" }

Dokazati da je {(R7,+,+} prsten.

._ PRIMEDBA. Prsten polinoma R[x}deflnlsan u 2,60, 2.61.1i
- 2.62, je potprsten prstena R~

313. Neka je R prsten. Oznadimo s RI[x]] skup svih for-

malnlh stepenlh redova sa koeficijentima R, t]

£ ER%IXI = —a + 'i" + = E ]
} al}{'l‘azx LIPS a. X . a, X
Nek o f = E 1 g X ement R i ' =
a s a, x i b o i |
.;( 3. nE X . f g ak(}

i samo ako je ak::bk za svako k=0,1,2

Na skupu RE[ix]] uvedimo operacije + i -

PR

na slededi nadfin.
[£o]
f+g =T (a, +b )1x~
? c Xk d .'. | 3
gde je ¢, =
WL K je ¢ QEO BpPyy -

Deokazati da je (R{[x]],

f.gﬁ

t,+) prsten.

314, Dokazati da je prsten (R”,+

. -} iz zadatka 312
izomorfan prstenu (RI[x1],+ .

") iz-zadatka ‘313,
315. Neka je R prsten, Oznac1mo & R<x> gkup svih pro-
Sirenih formalnih stepenih redova sa koeflcljentlma iz R,

f € R<x> «==>f =g x“k.+a x KL,

-1
k "k+1 oot a_ ¥ +ao+aix+..,
o n .
raxte, L, (prl Semu k zavisi od f}
oy
pisademo £ o= a_x" i
_ﬁ ot + 9de se podrazumeva da je samo konano

n=—m

mnogo koeficijenata s negativnim indeksima razlifito od nule
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132 =
w o I o PRIMEDBA. Prsten I Ri se naziva direktan proizvod
Neka su £ =. [ ax, g= ] bx €Rx. i=1
n=—s n=—w prstena R,, i=1,2,..
f=g e a, =bn za svake n € Z.
» , . . _ 31%. Dokazati da su slededi prsteni fon Nojmanovi re-
U skupu R<x> uvedimo operacije + i * na slededi na&in: i . .
: i gula_r_nl prsteni:
f4+g= ) {anJ'"bn}xn , . .a) Bulov prsten.
n=ee n b) Prsten matrica formata n xn nad poljem.
; . o . . .
f-g= 3 cx" gaeije c_= [ ab__, . = : ,
= nho, S n kew K A=k a) rll R, (zadatak 318}, gde je svaki od prstena Ry i=1,2, ..,
i=

i 3 R<x>,+,* rsten, s
Dokazatl da je {R<x>,+,*) p fon Nojmanov regularan prsten.

316. Ako je R komutativan prsten, tada su i prsteni Redenje. a) U Bulovoﬁl—prstenu za ‘svaki element x va-
R[[x]] iz zadatka 313. i R<x> iz zadatka 315. komutativni prs-—

teni. Dokazati.

T ' - ' o . ' je 2 = =X.
ﬁjj) Neka su R, i R, prsteni. U skupu R, X R,, Dekarto- ~pad ay =X, RYX =X

vom proizvedu Ry i R?." definiimo operacije + i * na slededi na- b) Dati prsten matrica je prsten sa jedinicom (jedini&na

gin: o . matrica je jedinica prstena). Za svaku matricu A formata nxn
(al,a2)+(b'1,b2)_- #'_(ai+b£,a2'+b2} ' ranga k postoje regularne matrice P i @ takve da Jde

(ajra,) + (b by) = _(al-az,bl-b'z) . pag - E, 0 ‘
‘Dokazati da Jje (.Rl xR,,t, ) prsten. . L ° .O .
gde je Ek jedini¢na matrica formata k xk. Tada je
. pRiMEDBA_ Prsten R, x'R2 naziva ge direktan proizvod Ek O‘I “Bk 01 B, 0
prstena R1 i Rz. Analogno se definife direktan preizvoed bilo PAQPAQ = . OJ , O-i = . . = PAQ,
kog konafnog broja prstena.. L :

_ pa poBto su P i Q regularne matrice, sledi da je
i 3}8. .Neka je {Rifi.e N} familija prstena. Ozna&imo sa AQPA = A,
iljl R, s}sup_ svih nizovg_ {a_l,az,--f“) _takvi'i'.i da .jF-’ a; €R;, za tj. za B=QP je
1=1,2, ... . ‘Na skupu ﬁ Ri definidime operacije + i + na sle- ABA = A. o
deci natin: | 1%1 o ‘©) Neka je x = (X Xji...) eiDl R,. 2a niz ¥y = (¥,,¥5r-.:)¢
o (ai,gz,_...)%(bl,bz,.',.) = .(a'l+bl,a2+b2,..._) , e ijl R; definisan sa yl ﬂx;, gde je x %, “x; :ﬁxi,i:l,z,..‘. ,vasi
(al,az,...)- (bl’bz"") = (albi,azbz,... ) . . _ XyX = x. '

320, Dokazatiz:’

L : ; 3 . o]
" Dokazati da je { ﬂ Ry,+,+) prsten.
: Coi=l -

&) Prsten celih brojeva % je Euklidov prsten ako se ¢
definiSe sa ¢{x} = |x

b) Prsten polinoma Fl[x]|, gde je F polije, je Euklidov pr-

sten akec se ¢ definide sa ¢ (f(x)) =degf{x) {(sa deg f{x) oznafavamo
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.stepen pollnoma f(x})

Gy Promzvoljno polje F je Euklldov prsten ako se zb defini~
e sd @{x)wl za svako % #0. ' ' _
' - —6!_+{-él)+a_+b= bi~1t+a(-1)+a+b= (bta)(-1l}+a+b,
f331.  Neka je R= {a+bila,b & Z} prsten Gausovih celih o ' ' ' '

brojeva (zadatak 303.b ). Dokazati da je R Euklidov prsten, (2.25), a+b = —{(b+a) {~11).
ako se ¢ definile sa ¢ 3 a+b1»+a2+b , a,b € Z. :
Refengja. Neposredno sledi da je ¢(atbi) >1 za a+bi# 0 p+a)+{b+a) (-1} = (b+a)l + (bta) {~1) = (b+a) (1+(—1_}} = 0,
ian je : S
b+a = —{(b+ta){~1)},

& ((a+bi} (c+didi= ¢ (ac-bd+ (ad+bc)i)={ac-bd) >+ (ad+bc) ® =

2.2 2. .2, . :
_=(a +b7) {cT+d )_—¢a(_a+b1)¢(c+d1)_, a+b = b4a .

pa sledi da je ¢{{atbi){c+di))} > ¢{a+bi), t]j. valki El. iz 2.25.

Neka su zl,zzeR, #0. Posto je z, #0, neka je 2,2, -l

Sl+szi’ gde su s, i 8, racionalni brojevi. O&igledno, posto;e ce-

1i brojevi. nl_i n, takvi da je

123, Ako prsten R ima samo jednu levu jedinicu Eg’, do-

-kazatl da je onda 12, jedlnmca (dvostrana) .

Redenje. Rako je za svako a,b R

{al,-a+1,)b= (1 b -ab+1b = b,

.lsl‘nii' = % L Isymn,l = 3 - o ¢ i
: : : o : g obzlrom da postogl Samo jedna leva jedinica mera biti za sva-
Tada He _ .
= i = i - - )= o+
z, zz(sl+szl) 22(n1+n21+(sl nl)+(s2 1’12)3.) z, g+ T, .
) ) alg-—a+l£m1£,
gde ja q=nl+nzi_, a r_#2'2($l—n1+(s_2~rsz)'1). r €R jer je r =2z,-z,q. |
- - = . N . : _ al = a
b{r}y = rr = z,2,(s -n,+(s -_-nz)l}(sl~nl_+(52—n2)1) = 2 ’

272°71 12
2

. 5 3 je i desna jedin_ica.
qb(zz}((sl-—nl} +(s,mn,) ") <4 (z) (F+ :

<

] ot

324. Neka ije R komutat_ivan prsten bez delitelija nule

.

L L .
) ¢'(22} <¢(22}_ = [ 2 . : ) s :
[ iou kome vaZi El. i E2. iz 2.25. Dokazati da je R_ domen integrite-—

Dakle, ili j_.e r=0 £1i je ¢ (x) <¢(zz) . ta, tj. da R ima jedinicu.

Fedenge. Neka je a elemenat i1z prstena R za koji je

322, Neka je {R,+,-} algebarska struktira koja zado-

voljava sve aksiome prstena izuzev komutativnosti sabiranja. Ako ¢(a} najmanji prirodan hroj skupa nenegativnih celih brojeva

{p(x)]x eRf\x;éO} Tada je za pr01zvoljno beRr, b = aq tr, gde

R ima dasnu jedx_nlcu dokazati da je R prsten.

' (5.5tern, problem E 1812, Am.Math. Monthly, 72 (196:5), 782) . je r=0 111 je ¢(r) <¢;(a). Poito ne mo¥e da bude ¢ (x} <¢(a),3er

je ¢{a) minimum, mora biti r= (0. Ako uzmemo da je b=a, tada postoii

Eedenje, Ako je @ desna jedinica tada je e €R takvo da je a =ea =ae. Neka je b proizvoljan element iz R.

S9 = B{1+(=1)) = bl + b(~1) = b+ b(-1), Tada je b =ga za neko g € R, pa je
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def;niciji ) ) )
tj. $é ﬁé”jedinica u prstenu R. : n(ab) = (~n)(—(ap}), za n<0,
: ee iz prethodnog i 4) sledi da je '

- 325, Dokazati da se u definieiji 2.25. Euklidoveg pr- ntab) = (najb ,

sterna aksioma E2. moZe zamenitil aksiomom za. svaki ceo broj n.

E2-. Za svako a,be R, ako je ¢{a) >¢(b), onda pos- Analogne je i n{ab) =a(nb), za svako n € .

toji ce R takve da je | |
327. Ako neki element prstena sa jedinicom ima multipli-

¢ {a~bc) <¢(a) iii a=bc.

kativni inverzai- element, onda je taj inverzni element jedin-
stven. Dokazati. o :

328. Konafan prsten u kome postoii elemenat a koji ni-—

§2.2. OSNOVNE OSOBINE ~je levi delitelj nule i elemenat b koji nije desni delitelj nu-

“le je prsten sa jedinicom. Dokazati.

326. Dokazati da u prstenu R za svaka dva elementa

a,ﬁe R vasi: : ReZenje. Preslikavanje xw~ ax je injektivno (jer iz -

&4:5 1) ab = 0a = 0, 1) {-a)b=a(-b) = ~(ab), . Lax=ay, x #y, sledi a(x-y) =0, a to protivrefi pretpostavei da
o 2 —(-a) = a, : 5y  (-a){-b) = ab, ;_a-'nije levi delitelj nule), a kako je prsten kona®an to pres-

5 _(a+b5:gfné)+(—b)'=“a;bF 6) niab) = (na)b = a(nb), flikavanje je sarjektivno, dakle, ono je bijekcija. Sli&no, i

za svaki ceo broj n. -rpreslikavanje xw xb je bijekcija prstena na sebe.
Prema tome, postcje elementiel i = takvi da je a =ae

b. Za svaki elemenat x prstena je

Sl 1
. ib=e
Refenje. 1) a0 = a{0+Q) = a0 + a0, pa sledi da je _ 2
al = 0. Sli&no se dokazuje da je 0a = 0. . ax =ae;x ,
2) i 3) wvaZe u svakoj Abelovo] grupi. pa Je '

a(x-elx) = 0,
4) 0 = a0 = a(b+{-b)) =ab +a(-b), pa sledi da je a(-b} =

“odakle je x =e.x. 8ligno, iz

- -(ab). Analogno se dobija (-a)b =-(ab). 1

U daljem Semo -(ab) oznadavati sa -ab. _ xb =xeéb,
5) Prema prethodnom je 5 sledi ’
{(-a)} (=b} = -{a{~b)} = -{(-{(ab)) = ab.- xe, = X.
6) "Po definiciji je 0a = 0 {ovde je prva nula ceo broj, a Tz ovih jednakosti za x=e; i x=e, dobijamo
drugg #;utra;ni g}emenat.pxstena); pa zato za n=0 tvrdienje va- e, =e,e, ='e2,_
%i.-Pretpostavimo da je . Cas
R R : ' . pa je el jedinica prstena.
k(ab) = (ka)k, k>0. . _ _ .
- PRIMEDBA. Primerom pokazati da za beskonalne prsiene

Tada je B - . _
" (k+1) (ab) =k {ab) +ab = (ka)b +ab = (ka+a)b = ((k+1)a)b,

pa Jje n(ab) = {na)b, za svaki nenegativan ceo broj n. Kako je po

Coe e

ovaj stav ne vaZfi,
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) 329} U prstenu R za svako a,b,ce R, a #0, vagi
ab agc == b = C i ba = ca = b =g,

(tj..vaze zakonl kancelacmje za mnozenje alementom razi101t1m od

.nule) ako i samo ako prsten nema delltelje nule. Do%azati

330. . Neka je'R kdnaéan'pfsfen u kbménpoétoji Bér je-
dan element koji ‘nije delitelj nule. Dokazati:
.'.a) R ]e prsten sa jedlnlcom ) o _
b Ako be R nema muitlpllkativnl inverzni element tada.je
b deliteli nule. :
(D.Singmeister,_Problem 5258, Am.Math. Menthly, 73 {1966},p.95.)

element koji nije delitelj
I

Fedenje. a) Neka Jje a
nule. Tada postocie prirodni brojevi m i n takvi da je a™=a
m-1 n-m+l

I
jer je R Konadan skup. Neka je m <n, Tada je a )y =0,

pa je a==an"m+l..

(a—a

n-m+1
r

Neka je b preizvoljan element iz:R, Tada je ba =ba

8to je ekvivalentno: sa (b%mﬁmm)a =0, pa je b =ba ™ jer bi inate

a bio delitel’ nule:
Analogno se-dobija b =anfmb, pa je an"m'jedinica prste=
na R.
b) Iz a}) siedi da svaki element

. § : . N - " n-m—-1
le ima inverznl element a =a

a kojli nije deliteli nu-
Ako b nema inverzni ele-.
ment onda b mora biti deliteldy nule.

331. Neka je R.ptsten sa p elemenata, gde je P
prost broj. Ako R sadrZi bar jedan proizvod razli&it od 0, do-
_kazati da je onda prsten R izomorfan prstemu ( %p,+,.).

Regenjé.' S obzirom da ie p'proét'brcj aditivna grupa
- (R;+)-mbra da bude ciklic¢ka (zadatak 106).

nerator te grupe, onda je

Bko je a jedan ge~

=.{a, 2a,...,pa=0} .
"- &eka je

a” =%ka, l<k=<p .
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iko je k jednako p svi proizvodi u prstenu R su jednaki 0,
‘e protlvrecnost dakle k#p. k¥ 1 p su relativno prosti bro-
.pa postoge celi brojevi 2 i m tako da je

ik + mp = 1,

reslikavanje f : Zp~+R 'defiﬁisdno_sa
£{3I)= ita,

¢ izomorfizam prstena Z,, na prsten R. Zaista, £ je injektiv-
ita=jla, 1#3, sledi (i-3)ta=90,tj.

__(';;_;3')2 20 {mod p), Sto je kontradikcija), a kako je R konadan

no preslikavanje (jer iz

skup preslikavanje f je surijektivno,dakle, f je bijekcija. Ta-

odje, za svako I,Je Zp va¥i

E(L)+£(3) = i%a +i2a = (i+j)fa = £(I+J) ,

£(1)-£(3)

it

(i2a)- (jfa) = ije%a? = ij2%ka =132 (1-mp)a=
ijla = £{i+3) , ' o

it

a je £ izomorfizam.

PRIMEDEA. Prema tome, svaki prsten sa p elemenata,

‘gde je p prost broj, je izomorfan nula-prstenu (zadatak 308 )

‘%ija je aditivna grupa cikligka, ili prstenu ¢ Ep,+,») {koji
je poliel.
"~ 33Z.Koliko nadina 'postojil da se naskupu S = {0,1,2,3)

‘definise operaciija mnbienja: ‘tako da (8,+,+) postane prsten

~ako je + sabiranje po modulu 4 7

- Uputstvo, Akc je. u. nekom prstenu (R,+,+) (R,+) cikli&-
'ka grupa, i ako je a generator te grupe, onda je mnoZenje pot-
puno odredjenc ako se zna a Zaista, za svako x,ye R postoje .

Cm,n ¢ Z tako da Jje x=ma, y =na, pa je

xy = {ma) (na) m'mnaz

Ako sada podjemo od neke c1k11cke grupe (C, +) sa gene-

2 ‘x
ratorem a, za a uzmemo neki elemenat te grupe i definiSemo
mnoZenie gornjom jednako&du, onda se lako proverava da je tako
definisano mno¥enje asocijativno i distributivno u odnosu na

sabiranije, ti. {(C,+,-) de prsten.




: -j-'-':: Fesultat. )

333, Nadi koliko neizemorfnih prstena postoii &ija je
aditivna. grupa cikliéka grupa reda m.

{5.Warner, Prcblem 5100; a&mer.Math. Monthly, 71 (1964) ,449-450) .

 Refenje. _ Neka je R prsten reda nm ¢ija je aditivna gru-
pa cxkllcka grupa reda m i neka je x generator te grupe. Lako
se proverava da’ je tada R komutativan prsten.

'8 obzzrom na ono ito’ je redeno u uputstvu za xesavanje
prethodnog zadatka mnoZenje u prstenu R je potpuno odredjeno
ako je poznato X7 . x° moZe bltl svaki od elemenata prstena R,
dakle, ne mo¥e postOJatl vide od m neizomorfnih prstena #ija

'je adltlvna grupa c1kllcka grupa reda m. Ispitacdemo sada koii
od tin prstena su izomorfni. S .

Neka je u prstenu R x2==nx, nelN, i neka je 8§ neki dru-

gi prsten &ija je .aditivna grupa cikliéka'grupa reda m sa gene-
“ratorom 'y i "yS =ry, reN. Razmotridemo pod kojim uslovima su
" preteni R i § izomorfni. SR .

Da bi preslikavanje f :R~=8 bilo izomorfizam potrebno
'je da se generator aditivne grupe presllkava u generator aditiv-
Z;ne grupe dakle, £(x) =ky, za neko k &N, gde je k relativnc pro-

“Ustisatm (.23 ). Ako je ¥ izomorfizam i multiplikativnih polu-
.grupa;onda je. ) ’

:nky-mnf(x) ~f(nx) “f(x ) mf{x ) (ky)2.=k2y2 =k2ry

“Posredno sledi da je najvedi’ zajednlckl delltelj

."'pk’p

postajati (al+i)(a2+l)...(ak+l)

da je elemenat x=a_ +a_+. +ak reda p p2

59 ), ti. (R,+) je ciklidka arupa.
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iﬁ'“kr'(mod m}. Nije tefko proveriti da-su ova dva uslova
(pOStO]l k takvo da su k i m relativno prosti i nEkr (mod m})
e_samo potrebni nego i doveolini da preslikavanie f bude izomor-
fizam prstena R'i 5, Rko su zadovoljena oba ova: uslova onda ne-

{n, m) zanim
dnak najvecem zajednidkom delltelju {(r,m) za r i m. '

Obrnuto, neka je (n,m) = (x,m). Tada je (rrm)..relativno
_ o S L
'(—rEEIET'Pa'POSthe s;,t'e Z tako da je
r
2] _r_.____ + %m =
(r,m) € {r,m) 1.
;MnozeCL gornju jednakost sa n 'dobijamo
n n
: + =
= 35 (T, m r t (r,m)rﬂ n,
JED
kr Z n (mod m) , )
P _ w1 . ._.n - o n _ S e
. prl éemu smo- sa k' oznafili broj s TETET 5 TﬁmﬁT kodi je re
lativno prost sa m, jer bi inafe bilo (- _ # 1.

{n,m) * (n )

Dakie,_R =g ako i samo ako je (n,m)=m(r,m)~—£ pri cemu

e £ delitelj breja m. Prema tome, bide onclike neizemorfaih pPrs—
o
- tena koliko broj m ima razllc1t1h_delitelja, Ako je m =p11

oy,
5 pz N
5 i=1,...,k,.5u razlifiti prosti. brojevi, pa de. tada

razliZitih heizomorfnih prstena

Lo 8ija Je aditivna grupa ciklidka grupa reda m.

334, Neka je R konacan prsten reda nxil prl Gamuy je n

proizvod razliditih prostih brOJeva. Dokazati da je R komutat1~
van prsten.

Redenje. Ako je n:zplpz ‘e pk,gée su pl,pz,...,pk

razii&iti prosti brejevi; onda je BAbelova grupa {R,+} reda n ci-
klic¢ka. Zaista,na ocsnovy Kofijeve teoreme (1,97 ) u grupi {R,+)

za svako i=1,2,....,k pestoiji elemenat a1 raeda Py - S obzirom da
su

pl’pz"“'Pk razligditi prcst1 brojev1 3ednostavno se dokazuje

1T, i"Pk'_. hn.z§datak

Po3to je (R,+) ciklitka griupa éanaheratbfom X, onda za
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svaki element’ a€ R postoji m. e N takvo da je a=mx. Neka je 338. Ako sum i n uzajamno prosti brojevi vedi od jedan,

dokagati da mmn sadr#i bar dva idempotentna elementa razliita od
Qeisd . :
51 1. ' ' '

b= mbx, 'tada“je

- ) v S
ab-—(m x)( bx) —(mamb)h (mb a) —(mbx)(max) = ba, . ) o
Redenje, ~Bko su m 1 n-uzajamno prosti brojevi, onda poes-~

tj. prsten

R Je komutat}va§. “tpje. celi brojevi or-i s takvi da je_fm_fsn =1. Ako prethodnu.je-~

dnakost pomnoZimo sa rm dobijamo

.- PRIMEDBA. U vezi sa-zadacima 334 , 335. i 336. videti
D.B.Erickson, Orders for finite noncommutative rings, Am. Math.

(:m}? T rsmn.= rm,
Menthly, 73 (1966), 376-377 . R . :

) — (z:m)_-2 2 rm (mod_mﬁi,_
335. Dokazati da za svaki prost broj p postoji nekomu- . - -3 - - . - L
: 2 ' s o - Lot ti. (rm)” = rm, i rm Jje idempotent razlidit od 0 i 1.
tativan prsten reda p . _ Bk L
Zaista, ako bi bilo rm=¢ (mod mn), tada bi zbog pretpos-

tavke o m i n, r bilo deljivo sa n, recimo r =kn, k € %, pa bi

Uputsivo, Neka je ® = {(x,y)|x,y=0,1,...,p-1}. Sabi-
bilc

ranje u R defini8imo sa (x),x,)+{y ,vp) = (x,ty,,x %y,), gde je :
P i = = + = km

sabiranje komponenata pc modulu.p., MnoZenje definiSemo sa ! rm 4 sn knm 510 n(kmts),

* = . N -

(xl,xz) (Yl'y2) (xl{yl+y2}, 32(y1+y2}), gde je mnozen;e kompo

nenata po modulu p.

to je protivrelnost.
. Analogno se dobija protivreénost ako se pretpostavi - da

Je rm=1 {mod mn).

‘Dokazati da je (R,+,*) nekomutativan prsten reda pz.

Na slilan nadin se pokazuje da je sn takodje idempotent

336. Neka je m prirodan broj, m>1. Dokazati da posto- razli&it od 0 i I. Iz rm+sn=1 neposredno sledi da je Sn #rm.

ji rekomutativan prsten R reda m ako i samo ako je m deljiéo

" kvadratom, 339. 'Zé'kﬁje.pfirodne brojeve n Zﬁ' nema idempotente

razlidite od 0 & 17

Ugutétuo. Neka je m =p2ﬁ, gde je p prost broj. Posma-

t;ati prsten R, xR, gde je Ry prsten iz prethodnog zadatka, a " Rezultat. nfﬁpk; gde je p prost broj.
={ B, +,*) 1 koristiti zadatke 334 “i 335. A T :
340, Za koje ﬁ_EIN”prsten' Z_ nema nilipotentnih eleme-

337. Nadi sve neizomorfne prstene koji imaju najvife nata razli¢itih od nule 7

7 elemenata.

E ) N Rezultat. n=p.p....p.. gde su p, razlifiti prosti bro-
Delimidan cdgovoer. fezuLtat PyPs pk' g Py P
jevi. - : T .
red |1 20 3 456 .7 ' : _
broj ‘ R R 341, Dokazati da je neprazan podskup S prstena (R,+, -]
wipratena | 1 2 2 i 2 4 2 potprsten ake i samo ako za svako a bes

Ovo je detaljno razmotreno u C.R. Fletcher, Rlngs of small order,
Math. Gazette, 64 (1980) pp. 9-22.

a-b'€ g i a-bes,

342i Dokazati da'je u'prstEQQI(E,+;~}_pgdskup




@(R) = {k €R|xa =ax, za svako a €R}

pofpfstén”(c(Rf se naziva centar prstena R).

¥ Ri podskup onih nizova iz prste-
1=l

definisanog v zadatku 318, koji imaju samo konadan

343. . Gznafimo sa

il
i==1 )
broj kcmponenata razli&itih od nule. Dokazati :

o0
I R,
i=1 *

Svi elementi prstena

Sna TR,
na i

oo

I
i=1
razliditi od nule su de-

' a). { (+,*) de potprsten prstena | Ri,+,-).

b}

g

'R,
i

dellteljl nnle.'

c) Z Ri nema jedinicu.

grese) € z R,. Tada pos-
i=1

za k >n. Neka je

Ugutstuo,. b}  Neka je £ =(fl,f

tojl prirodan broj n takav da je fk==0,

: 2k+l

g = {glygzr;..) [ z i gk_=0, za k #n+1.
i=1

Proveriti da je

Ry takav- da je Yhe1 #0

£.q=0.

344, [q R prsten definisan u zadatku 318,
i=1

=JR za i= 1,2,...

"Neka ie

prl cemu e R Posmatrajmo podskup S skupa

r] R onih nizova x —(xl,x +++. ) 2a koje posteji prircdan broj i
i=1

p takav da je |x, |

2
<p za i=1,2,...

onih nizova y =(yl,y2,... ) za koje je

o0

{(p zavisi od x) i podskup T

lim Y =0, Dokazati:

Il

a) .da je . 8 potprsten prstena ﬂ IR, a T potprsten prste-
' i=1

na S.

b) svaki od prsteﬁa IT R,S,T sadrii beskona®no mnogo pot-

. iml .
prstena izomo;fnin.samom sebi,
o .
} ' IR {(definisan u prethodnom zadatku) Jje potprsten i
i=]

: ﬁpréténa S.iprstena T.

:Neka je R prsten matrica formata nxn sa elementi-

234500
ma_iz;polja;hDokazati da je skup gornjih

(donjih) trougaonih ma-

trica potprsten prstena R.

ﬁ' ¥b,

i element a R nema jedlnlcnl element,

b}

()

Jedlnlccm R koji ima nlz potprstena R =R

e #0
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346.
(i)

Dokazati:’

Potprsten prstena sa jedinicom ne mora biti prsten
sa jedinicom.

(ii} Potprsten prstena bez- jedinice moje da ima jedinicu.
Potprsten moie da lma 3ed1nlcu razllc1tu od jedinice
'prstena.

347. ko Je n prlrodan brO] n>2z, konstrulsatl prsten

. 2%_.,‘=an takvih da
nema jedinicu, a R, ima jedlnlcu, k= ;,g,,!_,[nJ.

'z
Uputstvo. n=2.

a b

e al|lasbrc,de Z), prsten matrica formata 2 x 2,
o b :
~{[-9 d]f b,d e Z} , potprsten bez jedinice,
_ o ol
= o all 4a € Zi, potprsten od Rl sa jedinicomn.

Za n >2 koristiti blok matrice odgovarajudeq formata.

348, Neka je L potprsten prstena R, Ako L ima jedini&-

tada R ima delitelie nu-

ReZenje, Neka je'e jedini#ni element prstena L. Tada

post031 aeR, a¢ L, tako da je ea=b #a. Kako }e

eb'—e(ea} (ee)a-—ea~mb

ohda je

ea =ebh, Sto.daje

2.3,

ela~b) =0.

(v, pa je e'deliteij nmile u R.

349.a) Dokazat: da se 5vak1 prsten R moZe pOtOpltl u pr-

7sten sa jedinicom.

Dokazati' da se svakl prsten R karakterlstlke k moze po-

3top1t1 u prsten sa Jjedinicom karakterlstlke k.




a) U skupu uredijenih parova Z xR ={{m,a)]

Jgutstvo.

33 m e E, a eR } deflnlSlmO operacije + i -

s5a.

{m,a)+(n,b) {m+n,a+b},

Am,a)-(n,b) = {(mn,ab+na+mb).

“Dokazati da je { Z xR+, ) prsteh sa jedinicom (1,0} 1

da je padskup elemenata obilka (0,a}) potprsten prstena % X R
1zomorfan prstenu R.
B)

je konstruquja data yod a), a ako Je

‘AkO jE karakteristlka pratena R nuia, tada se prlmenju—
CharR-—k-#G prlmenltl po-

stupak iz a) na ZLXR.

350. Konatan domen integriteta D jé poije. Dokazati,

Redenge. ako jé'

ab = ag, a.b,ced, a#s,

ab ~ ac a(b-c) = 0,

(DN {0},
(DN{0},

sledi b=c. Dakle, u koﬁaénoj komatétivnoj podgrupi

vaZi zakon kancela01je, pa je na osnovu zadatka 39.

xomutativna grupa.

(Dr+r.') je pOle-.

Prema tome,

PRIMEDB2., Prethodno tvrdjenje se mo%e dokazati i éod

znatno slabijim uslovima (bez pretpostavki o komutativnosti i po-

stojanju jedinice u D). Gornji dokaz se moze prlmenltl i na pro-

1zvoljan konadan prsten R bez delitelja. nule, pa: je, prema tome,

svakl takav prsten telo. 8 OberOm na teoremu Vederberna {(Wedd~

svako kona¥no telo e poi]e, sledi da Jje i prsten R po-

erburn).

lje.,

(Vldetl
i973, str 136,
str 100 )

M Stogakov1c, Teorlja jedna01na Naucna knjlqa, Beograd,
Aiqebra 1T, 1986,

Sv;etlost Sarajevo,

111 V Perlc,

Neka'je.R prsten sa jedinicom bez hi;potenthih

351,
elemenata. Ako za svake X€ R, x#0, poétoje_q,be R takvi da je
axb = l tada ]e R telo Dqkazati. _

-gde

Detalino demo refiti a),

152, Konstruisati préten razlomaka SﬁlR.(jgggi_
w3 . T
a) s=zZ~{0}. .
b} Sr#{i,p,...,pk,... }, P je prost bro;.
c) s={ae % 'p*é, p je prost brojl.
Résénge ' Posto 3@ Z domen integriteta, a S u SVa £

luéaja ne sadrz; 9, uslov 2.58 (i), tj.

(rl,si) u rz,sz) &= (as es) S_(rlsz"_'l.'le_) =._0_'

l,r2 eR sl 2 se svodi na

(I‘ 5 )"-’(rzys)@r

= €8

S = I'2Sl

iv2

dok se B} i ¢) regavaju analogno, -~

Lako se proverava da je n refleksivna i simetri#na rela-

cija, dokaZimo da je i tranzitivna. Neka je

) r\J(r3,53},

(rl'si) %(r2,52J i (rz,s2

tj. rls2 =r251 i r,S3 =raS,, pa die i
r3S,8, odakle sledi T S,S,
= r3sl, t].

e, relaCLJa ekvxvaienCLJe. Ubuduce cemo klasu u kojoj se nala21

T1%2%3 T T%,53 T35 T
5338231' Kako je.s2 # G va§i TSy =

(ry,8;) ~(ry.s;), pa je " tranzitivna relaciia, dak-

elemenat (r,s) oznafavati sa r/s.
Treba dokazati da su operac1ge deflnlsane u 2. 58 {i} na

skupu % xS/% -t z dobro deflnlsane tj.

da iz

{rirsi) MIrl,sl) i (rz,sz) m(ré,si)

sledi

S tris’

2 TRy B

(r 182 ”:251’5}, 2) u (r s 152)

. {r r2 ) N r2,s 5},
5to se lako prbverava.'Na taj nafin dobili smo priten razlomaka
-1

Z.

5
" pProverimo” da je presllkavanje f ER

" ®Z'+8 7 Z definisanc sa
£ 'rr+r/l homomor £1zam. : . .

Jasno je da je ri=r, ¢$_(x1,1) m{rarl) < rz/l =r2/1 pa

je. f dobro definisanc, a i injektivao.




b

‘T il +r /l f{rf-+f{r2)

f(rl'rzj = (rlrz)/l = (r, /1)(r /1) = f(r YElr,) o

:epa je f monomorfizam. Dakle,'S 1 Z sadrii potpsrten izomorfan sa
S -1 )
%, tj. % se mofe potopiti uE " Z.

Neposredno se proverava da Jje 1/1 jedlnlca u s ] z i da

svako s/l €S -1 Z, (tj. s #0), ima multlpllkatlvn; 1nverzn1 element

l/sr ti. Si? Z  Je poije i to polje 3e, sto nlje tesko v1det1,
ustvarl polje rac10nalnlh bro3eva 0. ' H ’
U sluZaju  b) dobija se prsten izomorfan prstenu

{“ﬂEQ[b pk, k EJN} au slucaju c) prsten jizomorfan prste-~

ru{gen|,p) =17 .

353, Dokazati da se svaki domen integriteta R moZe po-

topiti u polie.

Ugutstvo Konstruisati S_]R, gde je 8 ﬁultiplikativan
skup R\{O} R R o o
%5”} Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, §mul-

t&pllkatlvno zatvoren skup u R i presllkavanje £ R~%S_1R dato
sa f r-+r/1, gde su'§ lR deflnlsanl u 2.58. Dokazatz ' ‘

a) £ je homomorflzam Rus 1R.

U B) U Kerf = {r ER | postoji s €8 tako da je sr=0}
¢} Ako S ne ‘sadr¥i delltelje nule, i je monomorfiéaﬁ.

U "d)  svaki element iz £(8) ima inverzni. element u & 'R.

) 355. Konstrulsatl S lR (2.58. }-ako je R:xF[[kl], gde
:_fje F polje (zadatak 313 ), a 8 w{l x,...,xk,ff.}_.

1

IJ_Z;HezuZtat. 8 TRz F<x> -(v1det1 zadatak 315 ).

356 - Dokazati da je prsten R komutativan ako i samo

-'ako za svako a,b &R vaZi

(a+b)3.— a” + Z2ab+ b’

149

-357. .  Dokazati da je svaki Bulov. prsten komutativan pr-

15 eh,karakteristike 2.

Refenje. Akc je R Bulov prsten, onda za svakec a € R
L a+a = (ata)® ='a2+a2+32+a2 = a+a+a+a ,
kie je' '
- a+a =0,

. R ima karakteristiku 2. Iz
;aﬁ)e(am) = (a+b) (a4b) = al+ab+batb?® = atabtbath

sledi ab +ba =0,
iku 2) mora biti
ab = ba,

zéesvako a,p €R, tj. prsten R je komutatiwvan.

a kako je ab +ab =0 (jer prsten ima karakteri-

PRIMEDBA. Brimer Bulovoyg prstena je prsten iz zadatka

358, Ako u prstenu s Jjedinicom R vafi za svako a,beR
_(a+b)2 ma2+b2 tada je R komutativan prsten. Dokazati.
Ee§enje._ Iz

(14»1)2 = 12+12+12+12 = _'12+12 gsledi 1+3i=0, tj. 1 =-1,

je -a = (~l)a = la = a gza svako a & R.
%a svako a,beR iz~

(a+b)2 = a2+ab+ba+b2 = a2+b2

sledi

ab +ba =90, paje ab =- ba=ba .

359. Dokazati da je prsten R. komutativan ako va¥i
‘bar jedan od uslova:

) 2

ar  a +a€cC(R) za svako a €R

2
B} a” -a€C(R) zasvwm a €R.

Refenje. a) Ako e (a+b) “+a+bh €C(R) tada i

(a+b) 2 +a +b - (a®+a) - (b2b) =ab +ba €C(R).

“odatle sledi
2

afabtba) = (ab+bala t3. a2p=ba,

T 3 . : . .
pa a” €C(R}, a tada-i -a €C{(R), pa Jje C(R)=R.




350 Neka 3@ R prsten u kome vafi x>
'”ff'Dokazatl da ]e R komutatlvan prsten.

= T (x+x) =X +x 'za svako x €R se neposredno
._doblja da Je za svako XeR 6x =0, a iz-
-w.wx," {x2mx) = x6-3x +3x ~x3 = x2~3x+3x2—x
*sledl da je 3x2 =3x za svako X €R, )
g Neka je T = {3x|x e R}. Dokazacemo da Je T komutatlvan
potprsten prstena R. Ako su a,b eT,

3e a = 3%, b~—3y, pra je

r

onda postoje x,y ¢ R tako da

ab = 3(x-y)eT,
ab = 3({3xy) eT.

Prema tome, na osnovu 2.27 + T je potprsten. Kako je

2
a = (3x} x2 = 3x2-: Ix = g,
na osnovu zadatka 357,

T je komutativan prsten. Dakle, (3x)(3y)=
{3y) (3%), odakle sledi

(1) C 3xy = 3yx.
Kako je

T = Py ryxey?) (xty) = >4y sty x4y Zacen 2y ey Zayy 4y 3
iz {k+y53-z_{X*y} 'dpb?jé'se_. . C Co .
(2) : xyx+yx2+y2x+x2y+gy2+yxy =:0,
-a §liéno.iz_ (X~Y)3 = {#%y)'éledi

2

(3). xy2~x2y—xyx—yx2+yxy+y x =0,

';Sabirajuéi_{2) i (3) dobija se

_(4)_. 2xy2 + 2y xy +2y2x =0,

_Ako 3ednakost (4) pomnoZimo sa ¥ najpre sleva Pa conda zdesna, do
bléemo ’

“(5)'T”'“ . 2yxy +2y2xy +2yx = 0,
w)}' L 2%y + 2yxy +2y%xy = 0.

- Oduzimajuéi (6) od (5) sledi
'(7Y . 2yx = 2xy, -

pa ako od (l} oduzmemo {7} bife xy =yx, ‘za svako X,y €R.

=X za svako x &R,

S
b3

)
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" PRIMEDBA.  Cvo tvrdjenje 3e speclgalan sludaj

teoreme Dzejkobsona ko;a ]e navedena u prlmedbl iza zadatka'

_'361.' Neka je R domen 1ntegrxteta takav da posto3i ele-
aER, a#0 i pmrodan broj . n, tako da je na =0. bokazati da

'Feﬁenje. Iz

na = n(lRa} = (an}a =0

170 sledi nl, =0 po8to je R domen. Otuda je za svako r € R
nr = n(er) z-(an}r =0-r =0,

-jé'CharR = d;'gde je.d prirodan broj maniji ili jednak n. Iz
pretpostavke da d nije delitelj broja n, tj. da postoje k,L e
7, % #0, 2 <d, tako da je n=kd+2, sledi da je Lr=0, za

_ko_r €R, Bto je protivre&nost. Dakle,. d je deliteli n.

Neka je R prsten takav da postoji prirodan broj n
x"=x za svako x iz R. Dokazati da je za n = 2k + 1
R ‘proizvod razli&itih prostih broieva, a
n = 2k onda je CharR=2,

(D M.Rosenblum,Problem 1019, Math.Mag., 52{(1979),50).

Re3enje. Za svako x €R i svako k e N va¥i (kx)" =kx ,
. {knwk)x = 0, pa CharR deli k"-k za. svaki prircdan broj . k.
:Ako je kvadrat nekog prirodnog broja 01n;lac broja CharR, tada
¢inilac CharR i kvadrat nekog prostog broja, recimo pz. To

‘znac¢i da p2 deli k"-x za svako ke IV, pa i da p2 deli p -p, Eto
e nemogude.

Ako Jje n paran broj, onda je -x = (-x)'= x" = x, pa je
2% = 0 i ChaxR = 2.

363,  HNeka je R prsten u komé-je xy =X yx za svako x,y

‘iz R. Dokazati da je R ili komutativan prsten ili je za svako

X,y iz R xy =-yx.

Belenje. Za svako a € R oznadimo sa Ca'={x € Rlax =xa}l,

a sa A = {x eR[ax-—xa}, Po pretpostavei je za svako a eR
Ca UAa'-R.




- : AKOJER # C, i_.R_an . g_ostoje_ elementi b e Ca\ Aa i
! EAa\*Fa’ ¢ada'izsa(b+§’ = (b+d)a sledi da je ad =da, a iz
a(b+d) =-(b+d)a sledi da Jje ab =-ba, Sto su kontradikeiije, pa je
' ili R=Couili R=A_.
: Ozr_i_aé&’;imo sa U={a ¢ RiCa =R} 1 v=1{ace REAa =R}. Tada je

R=U V. akc je R#U’'i R#¥V, tada postoje elementi ueU\V i

v e VN U, Posmatrajme utv. Iz u+v €U analogno kao i ranije sledi
da velU, a iz utv eV sledi da ueV, Prema tome, ili je R=U ili
_ R::V,tj._ili je R komutativan prsten ili je xy =-yx za svako x
iy iz R. ' )

Literatura: .
M.Reich,r commutativity theorem for algebras, Amer.Math. Monthily,
82(1975), 377-379. ' : :

364. Neka je R prsten sa jedinicom i neka njegovi ele-
menti a,b i a+b imaju multiplikativne inverzne elemente. Dokaza-
ti da je (a+b)—1_ =a~t4p™! ako i samo ako postoji element p & R

takav da je .b.=a1'j':i_» p2+p+], =0,

Refenje. . Pretpostavimo da je (a+b)—1 =aml +b“1. Ako
tu jednakost pomno¥imo sleva sa atb i zdesna sa b dobijamo
A 1 . .

b=2b+a+ba b
pa je .
ba—lb +b=-a , _
gto daje, kad se pomn_oéi sleva sa a—}
a_lbaﬂi_b + _a—'lb_-l-_ 1 =0,
Ako a—lb oznadimo sa p,vidimo da je
b=dp 1 pi+p+l =0.

'_Obrnuto', neka je pe R takvo da je bxap i p2 +p+1 = 0.

Tada je. _
I’?~1=—_1-P=P_2 i (4p) te-p=14p?,
“'pq'jé‘f' _ . _
- "H(a+b)Fl = (avap) ! = (a(p) Tt = (p) TRt = ephH et =
CmaThp?att sl e s amheapy T = a7 v 7Y
.Liféfétura:' o o o

-T.E:Elsner, The inverse of a sum can be the sum of the inverses,
Math.Mag., 52(1979), 173-174.
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365, Ako u komutativnom prstenut sa jedinicom element

‘3 '__ima'multiplikativan inverzni elemenat, a b je nilpotentan

_e__len'ient , onda at+b ima multiplikativan inverzan element. Doka-

Bedenge, Neka je

L =0, neml.

walbx) = a7t -aT%h +a"%pey .

x = a_lma_2b4~a_3b2—-...+ (_l)n-lannbn—}h . (_l)na~nbnx.

k=1
MnoZenjem sa a+hb se lako proverava da je x zaista multiplikativ~

inverzni element za atb.

366. Ako su a i b nilpotentni elementi komutativnog

_p_i:s_tena R, dokazati da je a+b takodje nilpotentan elemenat.

Redenie. a i b su nilpotentni elementi, tj. postpie
,me X, take da je
a” = p" = 0.

S obzirom da je prsten komutativan, bide

n+m i
{a+b)n+m - Z ( n;;rn}anﬂ'n—k bk
k=c

Medjutim, za k <m je n+m~k >n, pa Jje a

n+m-k__wo’ a za k>m je

k ={. Prema tome,
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ko 370. Neka Je R prstgn takav da svaki nenula polinom

b

0, k=0,1,2,...,m, o ] . .
R - sa keeficijentima iz R ima samo kona8no mnogo reSenja u R. Do-
o DY . . Cas oy o '

. kazati da je R ili konacan prsten ili prsten bez delitelia nule.
(J.0.Kiltinen, T.J.Grilliot, Problem 20%8, Amer.Math.Monthly,

761969}, 561-562)..

R
_{a-i—b)n m = 0.
PRIMEDBA. Primerom pokazati da gornje tvrdienie ne va-

Zi ako préﬁan nije komutativan. . . - _ _
R Refenje. Neka je R beskonadan prsten i neka je za ne-

367. Neka je R komutativan prsten bez nilpotentnih ko a,b €R ab=0, a#0, b#0. Preslikavanje f : r~br je endomor-

3 3

elemenata i neka za elemente x,y €R vaZi x° = YZ i x” = yo. Do- fizam aditivne grupe R. Skupovi Imf i Kerf ne mogqu biti oba konatni

kazati da de x=vy. zbog prve teoreme o izomorfizmu grupa (1.64 ).

Neka je Imf beskonaZan skup, tada polinom ax =0 ima bes-

Refenje. kona¢no mnogo redenja, jer je svaki elemenat c € Imf oblika ¢ =bd

3 3 za neko d € R, pa jde reSenje jednadine ax =0.

2 2 3
(xwy)B_m x3 -3y +3xyT -~y = x3 —3y3 +3xT -~y = 0,
Akxo je Kerf beskonaan skup, onda jednadina bx =0 ima

pa poSto R nema nilpotentnih elemenata sledi da je x-y =0, tj. beskona&no mnogo redenia

X =y.

371. Dokazatl da je prsten F[[x]] formalnih stepenih re-

68. Dokazati da prsten R nema nilpotentnih el . .

- 3. .2 : B i potentnih elemenata dova nad poljem F (zadatak 313), domen integriteta.
ako i samo ako iz x7 =0 sledi x=0 za svako x iz R. .

o : . : ‘ o - 5
Dokaa. Pretpostavime da za svako x e R iz xz =0 sledi 372. Neka Jje R prsten s jedinicom. Element f =k£0akx €
*=0 i neka je a ¢R nilpotentan element, tj. ak =0 i ak“1 =b #{ e R[{x]] (zadatak 313 ) ima multiplikativni inverzni element u
{k »2). Tada je R[[x]} ako i samo ako ao ima multiplikativni inverzni element u
B2 = aZkfz :_akak'z =0, R. Dokazati.

oo

Refenje. Neka je £ = ¥ akxk, g = kz bkxk. Ako pret-
=0

: k=0
postavimo da je fg=gf =1, onda je po definiciji mnoZenja stepe-

b3, b=0, 8to je protivrefnost.

Cbhrnuto tvrdijenje je direkina posledica definiciie

nilpotentnog elementa. ) . -
_ P ] . nih redova aObO::boaoﬁzl, pa je bo inverzni element za a.,- Obr-

369. Neka  je R preten u keme za svako b,c &R za koje nute, pretpostavimo da ag ima  multiplikativni inverzni element.
ie b3 302 sledi da postojl element a takav da fje az =b i a3 =g,

fg=1 ako i samo ako vaZe sledede jednakosti

Dokazati da prsten R nema nilpotentnih elemenata. ab =1
. O O I

. . . + i -
Refengje. Dovoline je pokazati da iz b2 =0 sledi b=0 aObl albO 0.
'T(zadatak 368 ). Neka je b2 =0, Tada je i b3 =0, pa je b3 =b2.

3 =h,

aob2+a1bl+a2bo =0,

Prema tome, postoji element a € R takav da fe a2 =h i a
: _ S _ ...+anbo =0,

a b +a.b +
on I n-i
+albn+"'+anbl+an+lbo =0,

Tada je .

B =a" = ab = aa” = a"a” = b% = 0, aobn+l

" e e " . s s e . . . Le e e




E "'D'oka'é'i'mb”" indukecijom po n da ovaj sistem ima refenje po

b +be

1"" . 'D'a"'j'é tvrdjenije ta&no za n=0 neposredno sledi iz
: .pretpost‘avke.._ ‘Ak6 ‘Su izradunati b b P .,b , tada je
E bn+l = -a, (a b +...+a b +an+lbo)

pa za f- postOjl desni inverzni element g. Analogno se pokazuie
da pOStO].l i levi inverzni element, ako postoie i levi i desni
inverzni element tada su oni medjusobno ‘jednaki i to je inverzni
.element za £ ‘i=h'1 = h{fg) = (hf)lg = lg = g).

373. Neka je R komutativan prsten bez delitelja nule
1 kome postoji idempotent a razli&it od nule, Dokazati da je R

domen integriteta ¢ija je jedinica. a.

Redenja, Neka je x proizveljan element iz R, Kako je

a2 =a, bice

xa2 = xa,
pa je S

(xa -x)a =0,
odakle ije, zbog a #0,

xa-x = 0,
odnosno .

xXa = ax = X.

. 374, Neka je R domen integriteta keji nije polje. Oz-
nac:.mo sa D={x¢ R|x je invertibilan ili x=0}. Nazovimo ele-
ment u € R\ D univerzalnim deliteljem ako za svako x e R postaie
x*eD i Y €R takvi da je x-x* =uy.

Dokazati: ako je R Euklidov prsten, onda u R postoji

univerzaini deliteli...

Redenje. Posmatrajme neprazan podskup skupa nenegativ-
nih celih brojeva S={¢(x) e W | x e R\D}. _

Neka je u ¢ R\D takav da je ¢(u) najmanji prircdan broj
u 8. Za svaki element X e R postoje g,r ¢R takvi da je x=qu +r
i pri tome je r=0 ili é{u) >¢{r).

Ako je r =0 tada moZemo uzeti da je x*=0, a ako je r #0
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tada r g RN\ D, jer je & (u) najmanji u 8, paréD i moZemo uzetil

x* =r. Dakle, decbijamoc da ]e u unlverzalnl delltelj.
Literatura:

Mag., 48(1975}, 176~177.

375, Ako je prsten R bez nilpotentnih elemenata onda:

a} Za svakl idempotent e 1 svaki element x prstena R

Tva¥i xe =ex.

b} Ako su a,b €R, onda je ab=0 ako i samo ako je ba =0.

‘Deokazati.

Redenje. a} va#i
2
(xe~exe) " = xexe - Xxexe -~ exexe +exexe = 0 .

pa je
{*} xe —exe = 0,

- Analogno je

2 .
(ex ~exe)” = exex ~egxexe - exex +exexe = o,
pa je 1
(%%} ex ~axe = 0.

Ako od (*) oduzmemo {**), dobijamo
xe = ax.

b) Neka je ab=0. Tada je (ba)? =b(abla = 0, pa je ba =0.
Analogno se dokazuije obrnuto.

376. Neka je R komutativan prsten s jedinicom i neka
je e idempotent razli®it od 4 i 1, Dokazati:
al 1 - e Jje idempotent,
b} Re i R{l-e} su potprsteni sa jediniconm,
2} R=Re xR(l-e) '(zada.ta}_c 317 ).

Redenje. a) (:L-ea)2 = 1 - 2e +e2=i -e.

b} Za svakoc xe,ye €Re je )
xe -ye = (x-yle i _xe'.y_e=xye2=_xye,

pa je Re potprsten (zadatak 341 )} a nijegova jedinica je

K.5. Williams, Note on non-Euclidean prlncz_pal 1dea1 domains, Math.



Analogno se proverava za R(I e)
o) DefiniZimio presllkavanje f:R+»Re xR(1l-e) sa

£ x>+(xe x(l-e)).,

CE je 1njekt1vno presllkavanje, jer ako je
_ (xe,x(1-e]) = (ye,y(l-e))
tada'je _
xe =ye 1 x(l e} = y{l-e}, :
pa kad saberemc dve poslednje Jednakostl dobljamo

xe +x(l-e) = ye +y{l-e), tj. x = ¥

£ Je surjektivno preslikavanije, jer ako e
(xe,v(l-e)} € Re x R{1i-e)
tada je
fixe +y({l-e}) = (xe,y(l-e)),
posto je

(xe +y(1-e))e = xe2 +y(e~e2} = xe

{xe +y (1-e}) (l-e) = x(ewez) + y{lwé)z =y (l-a).

f je izomorfizam, jer za svako X,y € R va¥i

Tlx+y) = ((xtyle, (x+y) (1-e)) = (xetye,x(1-e) +y (1-e)} =

(xe,x{1-e}) + {ye,y (1~e)) = f(x) +£(y)

fixy) = (xye,xy (1-e)) = (xeye,x(l-e)y(l-e)) = .

= (xe,x(1-e)) {ye,y(l-e)) = £(x)fly).

§2.3. IDEALI 1 HOMCMORFIZMI

3?2? DokazatL da je u prstenu svaki 1deal potprsten,
‘a da svak1 potprsten ne mora da bude ideal.

{32§§“ Neka je S neprazan pbdskup prstena R za koji vaZi
@) Iz a,bes sledi a+bes, I -
'b) Iz, aeS i reR -sledi ar, ra€es.
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“Dokazati da 5 ne moraz da bude potprsten (a to znai ni ideal)
‘s tena R, '

 (Cunkle C.H., Leser W.H., Problem E1472, Amer.Math.Monthiy, 68

(1961}, 573).

Refenje. U skupu celih bIOJeva % pored uoblcajenag

5&b1ran3a, definigemnc mnozenje sa
a+b =20, =za svakec a,be Z.

‘Skup % je u odnosu na sabiranie-i ovake definisanc mnofenie

:prsten. Tada u skupu % podskup nenegativnih celih brojeva za-
"dovoljava date uslove ali nije potprsten.

o

e

Ve ) 3
/ / . _ a bl
ke { EZ%L”M/ﬁeka je R ={ [D CJ ia,b,ce Z}.

a) Dokazati da je R prsten u odnosu na sabiranje i mno¥e-

‘nje matrica.

) Dokazati da je I ={ [S g] ‘a,be %} ideal u prstenu R.

©¢) Nadi faktor prsten R/I.

Refenje. ¢l Iz

a b 6 0 a b 0 o |
+ I = + + I o= + I,
0 ¢ g ¢ 0 © 0 ¢

) sledl da je suskup cdredjen matricom LO 2] jednak suskupu od-

60

redjencm sa [8 c] + pa je na osnovu definicije operacija u fa-

ktor prstenu i definicije matri&nih operaciija.

3/I={L8 2} +:_L§c_:eza}aza_.

7380,y Bkeo je 8§ = { [a Q}Ea,b g IR}, dokazati da je pre-

0 b
f: [g g].iewa,'

homomorfizam prstena S na prsten IR realnibh brojeva. Odrediti

slikavanie

jezgre Kerf tog homomorfizma i faktor 'prsten__ S/Rerf.



...Cellh brOJeva Z.

381. - Neka je R komutativan prsten.
a) Dokazatl da ije skup N{(R) svih nilpotentnih elemenata
_"prstena R ideal u R.
b)  Dokazatli da faktor prsten R/N(R) nema nilpotentnih

elemenata.

: '-Rééenje. a)’ Koristiti postupak primenjen u zadatku

- 366.
. b) Akxo je a +N(R) nllpotentan elemenat faktor prstena
'R/N(R),tj (a +N(R)}-_= N(R}, onda je a _+N(R)=;N(R), pa je

2P en(rR). Dpakle, (a™% =0, odnosno a eN(R), i a +N(R) = N(R),

tj. a +N(R) je nula prsfena R/N(R}.

e
fgg A Dokazati da Jje prsten celih brojeva ?Z prsten

'glavnlh ideala.’

Redenje. Neka Jje I ideal u prstenu celih brojeva Z.
ako je I ={0),onda je I glavni ideal. Akc je I # {(0), onda u I
" mora postojati bar jedan pozitivan ceo broj; pa postoji i naj-
manji pozitivan ceo broj m. Neka je a bilo koji elemenat ide-

ala I. Tada Jje
a = km+r, Oir<m.

ko je r >O anda r=a -~k eI, a to je protlvrecno sa pretpostav-

- kom da je m najmanjl ceo p021t1van broj u I. deie, r=0, tj. a =km,.-

Sto znatl da su svi elementi ideala I umnoSci broja m. I Je,pre-

ma tome, glavni ideal f{m).

’ 383; Nadi sve neizomorfne homemorfne slike prstena

Koristedi prethodni zadatak i 2.50. dokazati

oy "Ugutstvo
da.- skup svih neizomorfnih homomorfnih slika &ine svi prstenl

( E gﬁl: mEN i sam prsten %.

384 Boxazatl da je u prstenu celih brojeva Z za svako
a, b EE mﬁeal generlsan sa a i b generisan najvedim zajednidkim

tj. (a,b} = (d). Generalisati.

dellteljem g brogeva a i b,

Lgtprsten glavnih ideala.

ia eiement iz I takav da je ¢{a) najmanji prirodan broj Skupa.ne

Uputgtve. RKoristiti zadatak 382.

385.  Neka je R Euklidov prsten (2.25). Dokazati g, W

Refenje.  Neka je I ideal u R razli#it od (0). Neka'je

egatlvnlh celih brojeva {¢(x}x eI Ax #0). Neka je b ez, Tada
e b=ga+r, gde je r=0 ili je § () <$(a). Pokto b et i qa3;1.
nda i r=b-~-gael, pa ne mofe biti &{r) <4(a). Stoga je r:ﬁa*i

b=ga, tj. I={(a).

f IR,S i T definisani u za-~

. +1]
386. Neka su H IR,
i=] i:}_

datku 344. Dokazati:

al Z R je ideal u svakom od prstena []
i=1 : i

b) T je ideal u §, a nije ideal u || m

R, 51T,

387. Neka je R prsten a I ideal u R. Ako je a € R do-

kazati da je A={r eRlra ~ar €I} potprsten.

Redenje. Neka je Ty+¥y €A, Na osnovu zadatka 341, je

.dovoljno da pokaZemo da r, "I, €A i r.,r,eA.

1Tz

Rko rysr, € A tada rla-arl,rza -ar, eI, pa

rla-arl-{rza-arz) = (rl-rz}a-—a(rl*—rz} ex

jer je I ideal, #j..rl -r, €A. Takodie je

r,r,a-ar,r, = rl(rza"ar2)+(rla-—arl)rz eI,

188, Neka je C(R) centar prstena R. Dokazati:

a) Ako R nije komutativan i nemg jedinicu, onda C(R) ne

mora biti ideal.

iy )
b)f Ako R ima jedinicu ali nije komutativan, onda centar
nlkad ne moZe biti ideal.



389..‘ Neka je R komutatlvan prsten sa jedinicom u kome
3e svakz alement ili nilpotentan ili ima multiplikativni inver-
zni elemerit. Dckazatl da je R/N(R) polie, gde je sa N{R} ozna-
ten ldeal nllpotentnlh elemenata.

':Feéenje" Neka-je X ER/N(R), X#0. Tada je x=x +N(R)
Ix €NIR)Y, ‘pa X po pretpostaveci ima inverzni element x”. Tada

je X inverznl element za X .

- 390. - -Neka je £ :Ri~+R2 homomorfizam prstena Ri u Rz.
Neka je I ideal u R takav da je Kerf <. Dokazati da je

I=f (HIH,g%aﬁ £l (a) = {xeRr IE(x) eASR .

391, Neka de £ :REA*RZ homomorflzam prstena Rl

sten R2 i neka je CharRl >0. Dokazati da Je Char(f(Rl} <CharR

392. Neka je R prsten sa jedinicom i n prirodan broj.

oznadimo sa I, ={nx|x ¢ R}. Dokazati:

aj) - I, ‘je ideal u R.

b) Char (R/I_) je delitelj broja n.

Refenje. b} Ako je 1 jedinica prstena R, onda je

L +I, jedinica prstena R/Ih‘ iz

n{l +In} = nl +In = I,

sledi'da je Char(R/I)|n .~

393, Neka su R, i R, prsteni i neka R, ‘sadrfi potpr-

1 1

1 keiji je polije. Ako Je f : Rl-+R2 -homomorfizam, dcka-

zati da je tada ili Fl_iKerf ili R2 sadr¥i potprsten F,=F,.

sten F

394 Neka su (R +.0) i (R7,4,- ) Bulovi prsteni takvi
) da su polugrupe (R, ) i (R”,-) izomoyfne. Dokazati da su R £ R~

'1zomorfn1 prstenl.
(F.DﬂHammer(_PrOblem-1052, Math. Magazine, 53 (1980), 50-51).

u pr—

1
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Refende. Neka je £:R*R" izomorfizam polugrupa (R, -)
i {R7, ). Ako su 01 0” nule prstena R'i &~ respektivno, tada
Ge f(0)Y =0" Zalsta, ako je £(a) =0 Sonda je
£(0) = £{(a-0) = £(a)£(C) = 0 £(0) = 0",
'je u svakom prstenu Qa =

Neka su a 1 b prOLZvcijnl elementi iz R. Tada postoii
lement % € R takav da je

flatb) = £(a) + £(b) + F(x)
{x=£" 1 (£ (a+b)+£ (a)+£ (b)) .

Eomnoéimc (*) sa f(ab), bide (pri. tom koristimo da je svaki
Bulov prsten_kOmutativan i karakteristike 2)

f(ab) £{a+h) = £(ab) (f(a)+f(b)+f(x),

‘tj. dobijameo

f(ab+ab) = f(ab}+f (ab)+f (abx),

~odnosno  f(abx) =07, pa je i abx =0 (f je bijekcija).

Ako sad pomnofimo {*) sa f{ax), debijamo

flax) flatk) = flax) {fla)+f{b)+£(x)),
odnosno

flax+tabx) = f(ax)+f(abx)+f (ax),

. otuda je flax) =07, pa je i ax =0.

Kona&ne, mno¥edi (*) sa f(x) imamo
F(x) £(a+h) = £(x} (E(a)+%(b)+E(x)),
£ {ax-+bx) f(ax)+f(bx}+f(x),

£(bx) = £(bx) +E(x),
pa je
£{x) =0° S .
PoSto je £(x) =0, identitet (*) postaje
flath) = a)+f(b),
sto je i trebalo dokazatl.

iﬁgﬁ' Neka je R prsten i a eR. Odrediti minimalan ide-
al I prstena R koji sadr¥i elemenat a:
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Refenje. Neka = a'€R ima multiplikativan inverzni

a} . Ako e R komutativan prsten s jedinicom.
} G je R xon Vel element tada na osnovu zadatka 397. iz aeT sledi da je I =R

hj 2ko.je R komutativan prsten bez jedinice.
. e Obrnuto, aR je ideal kozl PC pretpostavei mora biti

. ‘e B nekomutativan prsten s jedinicom.
). ako 3 ; P J ' eo prsten R, pa postoji y €R tako da je ay =1.

. d} Bko je R nekomutativan prsten bez -jedinice.

359. Dokazati da telo {a to znadi i 90139) ima Samo

- Rezultat.
R itrivijalne ideale.
a) ' ='Ra ='{ralr eR}.
b} I =Ra+ Za = {ra+nalreR, n eZ}. Redenje.  Neka je T ideal tela T. Ako I sadrii eleme-

nat a #0, onda je ater, pa je aa
396. Je tada I = T,

X _ L o] 6T, K omnmos midai
{} r.,as,|r.,s, eR, keN} = RaR. . snovu zadatka
A k3 1 1 1 . ..

cy T

k
{ra +as +na + ) r.as.|r,s,r.,s. &R, n €%, keN}
Ey AT irvi .

a) I 4000
| ‘Navesti primer komutativnog prstena k031 1ma sa-

mc trivijalne ideale, a nije polije.

Za + Ra + aR + RaR.

Refenje. (R, +,+), gde je (R,+) izomorfno grupi { Z_,+)

396. Neka ie R prsten sa jedinicom i neka je I levi : )
za prast broj p, a & -b=0 za svako a,b &R.

ideal koji sadr#i jedinicu. Dokazati da je I =R.

. 401. Neka je R komutativan prsten s Jjedinicom koji
sima samo trivijalne ideale. Dokazati da je R polje.

Fe§enje. Iz 1 €I sledi da za svako r eR, r=r +lelI,
pa je ReI. Kako je ISR, to je I=R

Redenje. Neka je a €R, a #0. Tada je glavni.ideal

PRIMEDBA. Analogno se dokazujs odgovarajude tvrdjenje = B
1(a) =R, pa postoji =x tako da je ma=ax=1.

za desni ideal.

5

402, Dokazati da prsten gl matrica formata nxn

(n €M i n>2) nad poljem F, ima samo trivijalne ideale.’

397. Neka je R prsten sa jedinicom i I levi ideal u
R. Ako neki element a eI ima levi multiplikativni inverzni

element, dokazati da je tada I =R. . L
R ResenJe ] Korlstlcemo ¢injenicu da se svaka matrica

=
A'_Eaij} €F moze tzraziti kao zbir matrica &, B sy 4,7

ij .
1,2,...,n, gde je Blj matrica koga na {(i,jj-om mestu ima 1 a os-
tali elementi su nule.

bputstvo. Iz a€l sledi 1 =a_1a €I i primeniti pret—
hodni zadatak. o '

. Analogno se dokazuje odgovarajude tvrdjenje i . . . . :
PRIMEDBA g J g 3 . Jenj : Sa Elj oznacicemo matricu koja nastaje od jedinifne ma-
.trlca kad se u jedini¢énoj matrici zamene i-ta i j~ta vrsta

Neka matrica a = [ﬁ j # 0 prlpada idealu I i neka je

. #0. Tad e j
a5 # a je BiiABjj ijBij' pa je

za- desne ideale.

: 398‘ U komutativnom prstenu sa jédinicbm R, element a
1ma multlpllkatlvan inverzni element akc i samo ako a nije sa-

E. B, .AB,.E. “(a..B, = a,
117137844851 7 Byq (25485085, = a; 4B, e

d:zano_nl u_gednom pravom idealu prstena R.
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Ako Je bk% pro:szoljan element iz F, onda je i nenegativan ceo broj k. Dokazati.

k?
: '-'_Ff_kl'(_ a;n E)’ (al_'] 1170y

= bkﬂBkﬁ €T,

o« .
Redenje. Neka jef= ] a x*
o i=¢
jena #F0, a; =0, i=1,2,...,k~1 1 pri tom je f izabrano tako da
e k rajmanji medju indeksima svih koeficijenata razliZitih od
nule svih stepenih redova iz T.

ako je k=0, tj. ag #0, onda f ima multlpllkatlvan inver-
sz. element (zadatak 372 } i I=P[Ix]].

2ko Jje k >0, onda je

213

elemeﬁt idealaI takav da

]

" Kako se svaka matrica B = {b'ijTe P nose prikazati u oblika

n

Z(b B ),
1 ek TRRTRR

fys]
H)
{3y

k

a svaki sabirak na desnoj strani gornje jednakosti je iz I, do~

bili smo da iz pretpostavke da u I postoji matrica A#0 sledi
n.n

_ .k n-k . k
da je I = F f=x (ak+ak+1x+...+anx +...)=xh._.
403 Neka je R prsten sa jedinicom, I ideal w R i M Eiement h ima multiplikativan inverzni elemenat, pa fh “xk £7.
e i } ST oo k
prsten matrica formata nxn sa elementima iz I. Lako se pokazuje da Je svako g €I oblika x ES)

za neko’ 9, EFI[[x]],

. tj. I= (x Y.
al Dokazati da je "™'" ideal u ™MD

b}. Dokazati da je svaki ideal prstena g R oblika 19D
za neki ideal I iz R.

406. Neka je R prsten sa jedinicom, Dokazati da su
sledeél uslovi ekvivalentni:

Uputsivo, b) Dokazati, koristedi se postupkom iz
prethodnog zadatka, da eleménti u preseku prve
lone svih matrlca iz ideala J u rR"

@} R je fon Nojmanow regularan prsten.
b)

vrste i prve ko-

Svaki glavni levi ideal u R e generisan idempotentom.
o obrazuju ideal I u R i da

¢) Svaki kona¥no generisan levi ideal u R je generisan

. J=11 idempotentom.
Je .
Redenje. a) = b)
404. u prstenu matrlca formata nxn nad poljem F,

Neka je I =Ra glavnl lev:L ideal generisan sa aeR i neka
cdrediti sve mlnzmalne leve {desne) ideale. ‘je element a” e R takav da je aa“a =a. Tada je e =a’a idempotent
' d.eeRa, pa je ReSRa. Iz aa’a=a siedi
i Rag_: Re, dakle, Ra =Re.

b) = o)

Uputstvo. Lakc se vidi da je skup matrica koje mogu da
imaju elemente razliSite od mule samo u i-toj koleni levi ideal

a€Ra’a=Re, pa je

I;- Dokazati da za svaki levi ideal L koji Sadr¥i matricu koja u

Dovoljino je da pokaZemo da Je svaki konaéno
ideal, glavni levi ideal, a da blsmo to pokazali

i~toj i j-toj koloni, i #j , sadrZi bar po jedan elemenat raz-

generisani levi
lidit od nule, vaZi I C!L -T-‘ L.

doveolino je do-

. : - ' izvoljan 1 ideal
PretpostaVLtE. da 3e leVJ_ ideal JCI i elementarnlm tran- kazati da je proiz J svi ea qenerlsan s4

glavni levi ideal. Jednostdvno se pokazuje da je
nerisan sa a,b € R skup Ra +Rhb.

dva elementa
sformacz.3ama na vrstama, koje mogu da se reallzuju mnozen;em od-

govarajuélm matricama sleva, pokazat:. da ]e J MIL

levi ideal ge-

Neka je e idempotent takav da je Ra =Re. Kako je

.4(}5 U prstena Flix]] formalm.h stepenih, redova nad po-

b =be +1-b(l-e) € Re +Rb (1= e) '
ljem F (zadatak 313 } svaki nenula ideal je oblika (x ) za neki

r

Re + Rb(l~e) = Ra i Re + Rb{l-2) = Rb,
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pa je :

(1) - Ra + Rb SRe + Rb(l-e}.
Tako'c.ijé ja .

3 reca+m,

a zbog Re =Ra sledi da Jje -be =ca, za neko ¢ €¢R, pa je
b(l=e) = b-be = ca+lb eRa +Rb
i
(3) . -~ Rb(l-e) = Ra + Rb.
1z (2) i (3) sledi
(4) Ra + RbzRe + Rb(i-e),
a iz (1) 1 (4) je :
Ra + Rb = Re + Rb(l-e).
Po pretpostavei posteji idempotent £ takav da Je
Rb(l-e} = Rf, pa je f =rb(l-e} za neko r e R. Prema tome,
fe = rb{l-e)e = rb(e-ez) = 0.
Neka je g = (].we).f. Za.g vaii

g% = (1-e)f({l1-e)f = (1-e) (f-fe)f = (l1-e)f2 = (1-8)f = g,

tj. g je idempotent,a ofigledno je ge =eg=0. Kako je g € Rf ne-
posredno sledi da je Rg = Rf, a zbog
fg = f{1-e)f = f - (fe)f = f
je i RESRg, pa je Rg = RE .
DokaZimo da je
Re + Rg = Rie+g} = Ra + Rb,
"“'R(e+g) = Re + Rg , '
a zbog eg =ge =0 je ‘za svako r,s &R
o re +.s.g = {re +sg) (e +g) eR(e+g} tj.
Re +Rg «< Ri{e+g), pa je Re +Rg =R{e+qg), odnosno ideal
Ra +Rb = Rfe+g) : :
je glav_ni_"_l_evi ideal generisan idempotentom e+g (da je e+g idem~
potent nep'os_redno se proverava).
c) =+ a})
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Neka je a €R i neka je e idempotent takav da je Ra =Re:
Tada je e =ra za neko r e R, pa je ae =ara.

Iz a=se za neko se R,
sledi da je

ag = se” = se = a,

: pa- je konaéno

ara = ae = a,

: tj. R je fon Nepjmanov regularan prsten.

: 407. Neka je R prsten begz delitelja nule u kome je sva-
ki potprsten ideal. Dokazati da je R komutativan prsten.

- Refenje. Neka je_ a#0, a€R. Posmatrajmo potprsten S
.'generisan elementom a. On je oblika o

n }
= i
S = {xeRix = ): kia . kie Z, nemN }
i=1
i § je otigledno komutativan.
Posto je § ideal, to je ar ¢S =za svako r e R, pa je

afar) = (ar)a, t3i. afar -ra) =0. Prema tome, ar =ra, jer R nema
delitelija nule.

408, Neka je R nula-prsten definisan u zadatku 308,
Dokazatl da je svaka podgrupa aditivne grupe {R,+) ideal prste-
na R. '

f’fw@? Neka su I, i I, ideali prstena R. Pokazati da su
slededi skupovi takodie ideali prstena R:

a) I, NIy,
b} Il+12={§+b!§ell,be}ﬁz} ' _
¢ I, -Iy = {ab; +azb2 ..o tab jas eI, by el,, nel},
{tj. Il . 12 je skup svih kona¥nih suma proizvoda aib. , a, ex
i i

bi EIZ).

1 r

’f;ill(?E Dokazati da u pi‘stenu celih brojeva za svaka tri
ideala II,I2 i I3 vaZi o




. . - pa.je
IO SUET SU Sg . . | 3 . . . R
GBI (T, v Ty - (I;”'IZ'H(Izﬂ 1), L= (ambp@msbyt) = afalsahy s ahy +brby =

oy

--'IEI'-('.EZ +.1-3.}_- =1

+ b b el + J,-T

®3 172 17%2r 0 %3

eI,

il

(I'lﬁ Iz}'(Il +I2) = 11

- L r o 3 - o > a >
..._Eosto je Jl Jqul{] 32, sledi da je i

PRIMEDBA. U proigvoljnom prstene a) vaZi a. b) i ¢) ne

I + Jlﬂ 32 = R,

b). Koristiti indukciju po n i m.

@ Meka je R komutativan prsten s jedinicom a I,J i
K ideali u R. Dokazatis : B

~a) Da je I~JGINJT. 413. Neka su u prstenu R, Il i I‘.2 ideali takvi daje
b) Ake je I +J=R, tada je I -J=11J. -

: . o (i} I, +T
¢) 2ko je M maksimalan ideal i I ZM tada je M-I =MDTI.

; 1 2
(11) I n I,

= R,
{0y .

1 2
=M M

d} Ako su M, i M razlz.cltl maks imalni ideali, tada jé

Dokazatl da je prsten R izomorfan sa direktnim pron.zvodom (Zadatak- o

317 ) ideala I, i1I,,

My s My 2.

(I-J}-K = I+(J"K).

(Rr+r') = (Il szr“i'r')-

a). Neposredno.sledi iz definicidje ideala.

. ReZenge.

. . . s Redanje. Definifimo preslikavanie £ : I, x1I R s :
b} 8 obzirom na a) doveljno je dekazati da je TRJIgI-J. . eseng p 3 1 57 a f:{a_,
: +a,.
PoSto je I +J =R, postoje x; €1 i Xj e J takvi da Je as ) Hay Ta,

1=x, +.xj‘ Neka je r.eINd, Zbog uslova (i) f je surjekcija.

tada je. r=rel =rx, +rxj,rxj e I+-J jer

Ako su al'bl €I,
= f((hl,bz)}, onda Jje al+a2 mbl+b2, _al“bl 2132--":12, 1 -b1 =

~b,e I, I,. Prema tome, a, =b,, a,=b,, pa je £ injekecija.

az,b2 e12 takvi da je f{(al,az)) =

rel a 'x; €d, a'nalogno VaEi za rx; '=x.3:', pa’i reI-Jy .
crel 3 € : pa je a

_ (za«-. .
.datak 409}l da. iz I¢ M .sledi M+I.=R, jer je M maksimalan ideal.

d) rIskoristiti ¢) i &inijenicu &a ako su M1 i M2. razliditi

'c) Neposredno sledl 12 b) i Tinjenice da je M+I ideal .
= a
2

bakle, £ je bijekcija.

maksimalni ideali tada Ml %Mz Ostaje da se dokaZe da je f homomorflzam.

- m. . + ' + = .+ + =
‘Neka je R komutativan prsten sa jedlnlcom i1, Jy f((al,a2)+(b1,b2)) flla; b, .3, bz)) a;tbytayth,

412

:1 J ldeail 1 R takvi da ‘je I'+J, =I+J,=R. Dokazati da je: = a;ra,th,+b, = f((al'a2))+.f((bl'b2“' :
a) LI 0T, = .I_.+Jan2 )
i e n ) Iz 11-125110 I2 = {0} (zadatak 412 } sledi da je ab =0 za svako
by T +JJ;=R, nmem, (I"=I-IT+...-I n-puta). : i

ael, ibeIz, pa jé

Resen 2. a)- Iz uslova zadatka sledl da osto :
i ReReRdEe  F postole a” £(ta,sa,) (b ,by)) = £({ab ,a)b.,)) =ab +ahb, =
a” E_I, b eJ i b eJ - takvi da je ' 1

1 2

a+bl=l i a +b221,

= a b +alb2+a b +a2b2 = al(b1+b2) £

t a, (bl+b2) = (a1+a2} (bl+b2)

= f(fa;,a,))~£({by,by}).




Dékie; f je izomorfizam prstenz R i direktnog proizvoda
a1 ERERS .
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2t
':3414, 'ﬁeka su Ri i RZ prsteni'sa jedinicom. Dokazati da
-je.u.prsﬁenu Rl xR, (zadatak 317) podskup I ideal ako i samo ako

a I2

=1, XIQ' gde je I, ideal prstena Ris ideal prstena R

je I 2"

415.

_ diréktan proizvod kena&nog broja polija.

Neka Jje R komutativan prsten sa jedinicom koiji je
Dokazati.da prsten R ima konadénc mnogo. ideala.

416. Neka je I ideal komutativnoy prstena sa jedinicom
R. Dokazati da je skup 8S=1 +1 multiplikativno zatvoren.

417. Neka je R komutativan prsten ga jedinicom i 51 =87

dva multiplikativno zatvorena skupa u R. Dokazati da je
2 DU IR IS I | -1 . . 558
8, (82 R) —52 (Sl R} =5, R..(S R je definisano u 2.58.)

418. Neka je 8 multiplikativno zatvoren skup komutative
" nog prstena R, a I i J ideali u R.

‘Dokazati: ; . .
(i} st = {x|x=a/s, aeI, s e8} je ideal u S 'R
'_ {v. definigiju_2.58 ) .
NEED) s lrdy = st v g7,
(1i1) s hren = sl s7l
(iv) stizng = s lrnsly .
. Uputstvo, = Koristiti
. . er
Tiode,/s) = ( c,)/s,
j=1 L i=p 1
m m .
i£l (a;b,/s) = iél (a;/s) (bys/s),
“k ' k ‘
i£1 (c,/s;) = (i£1 cisl"fsiflsi+1'"Sk)/slsz"'sk'

" ne ideale.

§2.4. MAKSIMAINT T PROSTI IDEALI

419, U prstenu celih brojeva % odrediti sve ﬁakéi%éi

Rezultat. Tdeal T je maksimalan ako i samo ako je.l'z.

[
gde je p prost broj. AR

420, Neka je R komutativan prsten ga dedinicom, a EIT: :
njegov ideal, Dokazati da je M maksimalan ideal ako i samd.ﬁkéfg:; ;
je R/M polije. . :

-Redenje. Neka. je M maksimalan ideal prstena R.i neka Je B
a €R, a ¢M. Jednostavno se proverava da je skup M +aR svih ele-
menata oblika m+ax, meéM, x€R,ideal u R, Taj ideal sadrii M 1
a ¢M, pa kako je M maksimalan ideal sledi da je konstruisani ide-
al ceo prsten R. Tom idealu pripada i jedinica, pa je za
beR

neko

I

m +ab,

To znafi da je u kolifnik prstenu R/M,

{a+M) (b+M)

ab+M

1—m+M 14M,

Dakle, u R/M za bilo koji suskup a+M#M posfoji multiplikativni
inverzni elemenat b+M,.R/M je komutativan prsten sa jedinicom
(jer je R komutativan prsten s jedinicom), pa je R/M polje.

Obrnuto, pfetpqstavimo da jé R/M poije. Ako M nije mak~-
simalan ideal postoii ideal T razlidit od M i R koji sadrii M.
Ako je a proizvolian elemenat iz R, a b proizvolijan elemenat iz
I~¥, onda,s obzirom da je R/M polje, postoji suskup x+M takav
- jé : " ) _
' a +M = (bHM) (x+M).
Odavde Jje

a-hbxeM, ] S

a kako je MgI, sledi da a-bx eI. Medjutim.b €I, pa odatle sle=
di a €I, tj. I =R, 3to je kontradikcija. Prema tome,M je maksi-
malan ideal.




U komutatlvnom prstenu s jedinicom R pravi ideal
M e maksn.malan ako i samo ako za svako r ¢ M postoji %, € R tako
da 3e 1 trx,.€M. Dokazati..

f' Dokaz. -Neka:je. M maksimalan ideal, Tada je za r ¢ M
M_+rR}¥R,_jér'je'M-+rR ideal koji strogo sadrfi M, Tada je za
nekp‘m_'e.M'i""x' eM, m+rx=1, pa je za xr=—x; 1 trx _eM,

Obrnuto, ‘ako za svako r €M postoji . ER takvo da je
'-1 +rxr'“m €M, tada ideal M +rR-sadrfi 1, pa je M+rR=R na osno-
vu zadat}ta 396 Dakle, ako McI 1 M#I, onda za reINM, er:I
i M+rRsI, tj. =R pa je M mak51malan ideal.

422. . Neka je P pravi ideal komutativnog prstena R. Do-
kazati da su slededi uslovi ekvivalentni:
(1) - %a svako a,beR iz abeP sledi a e€P ili beb.
(ii} Za svaka dva ideala A,B prstena R iz A-B= P sledi

AcP ili Bep, {(v. 2,36, i 2.37 ).
.Refenje. ‘(i) = (ii) Neka ABSP, aii AZP i BEPD.

Tada postoje a e ANP i b €BN\ P, pa zbog (i) ab £P, no ab ¢ ABS P,
5to je kontradikcija.

(ii) == (i) Ako abe P tada i (a) (b) SP. Zbog (ii) (a)<=p
ili' (b)SP,pa a€e? il1i be? jer a e {a) 1 b e (b}.

s I o o _

ﬂéi) U komutativnom prsteru s jedinicem R, pravi ide-
al I je prost: ako i samo ako’ je skup R NI multlpllkatlvno zat-
voren. ) ’ ‘ i )

" Redenje.  Na osnovu zakona kontrapozicije za implika-
c1ju {p= q) <=> (Mg => 1p), sa p zab EI, gz{aeIVbeT},odmah

- se dOblja traZeni zaklijudak.

- 424, Dokazati da j'e ideal P komutativnog prstena s jedi-

nicof_ri'-.R prost , ako isamo.akc je R /P domen integriteta. .

R.e.§er1je. Neka je P prost ideal i neka su a,be r/P,
a#0, b#ﬂ ‘Ako je a=a +P, b= =b +P,podto je a #0 i E#0, sled:
agp i b¢p. _Ta_da ab P, Jer je P prost.ideal, pa je ab #0 (vi-
deti prethodni zadatak) .
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Obrnuto, ake je ab =0 a a#0, b#4, to znadi da a €7,

v gP, a ab€P, tj. P nije prost ideal.

“125.. Dokazati da de u komutativnom prstenu s jedini-

com svaki maksimalan ideal prost.

426, Dokazati da je u domenu 1ntequteta R u kome su

gvi ideall glavni, svaki prost nenula ideal maksmmalan

Fefenje, Neka je (x) #0 prost ideal i {vi='(x),

(v) #(x}. x € (¥), ty. x=yE, a tada i vz e (xy, pa po¥tc dJe (x)
prost ideal (v.2.37 ) to ili v e (x) 1li =z e {x).
“ Pogto v ¢ (%), djer (y) strogo sadrii (%), to ze (x) i
neka Jje z =vx. Tada je

X = YZ = YV,
3.

x(l.—yv} =0,

R Je domen integriteta pa je yv =1, t:[ ¥ ima multiplika-~

tivni inverzni element, pa Jje [(v) =R,

427. Neka je R domen integriteta u kome svaki skup S
ideala sadr#i ideal I takav da nijedan drugi ideal Je€8 nije sa-
dr¥an u T {ideal I nazivamo minimalni element skupa S). Dokazati

da je R polje.

.Regenje. \3eka ]e a€R, a#0, Posmatraimo skup ideala
{{a};{a)t'--r(a):---} . . . .
- n, . X minimale
Ofigledno vafi {alz= (a yo...z{E&M=... . Neka je {a') minima
s + : . Lo
ni medju njima. Tada je (ak) ; (ak l} , medjutim, zbog m}tnlmalno~
k+1 . k +1
sti ideala (ak) ‘mora biti (a y={al 7). Odatle je a =a . r, Za
nek'o'.r-E'R',-pa Je ak(l—ra} = 0, R:ie domen integriteta,pa je ra=l,

ti. a ima multiplikativhi inverzni 'element. Prema tome, R Je

polie.

428. Neka je R komutativan prsten sa jediniccm u kome
svaki skup ideala ima minimalan element u odnosu na inkluziju
(v. prethodni zadatak). Dokazatl da je u R svaki prost ideal mak-..

simalan.




Uputgitvo. Dokapzati da se uslov o maksimalnosti ofuvava
u faktof pfstenu,'formirati faktor prsten R/P, gde je P prost
idéal. ﬁ/P'jé domen integriteta {2.54 ), a na osnovu prethodnog
zédatka-R/P jé-polje} pa je zbog zadatka

ideal.’

420. P maksimalan

N 429. Neka je R domen integriteta sa kona&nim brojem

ideala. Dokazati da je R polje.

Uputstve. Ako je broj ideala u R konaan, tada
.svaki.skup ideala ima minimalan element, Primeniti zadatak 427.

%EEZ} Neka je R komutativan prsten s jedinicom u kome
je svaki ideal prost, Dokazati da ie R polie.

Fedenje. (0) = {0} je prost ideal po pretpostavci,pa
iz ab =0 siedi a=0 ili b=0, tj. R je domen integriteta.
Za a#0 (az) je prost ideal, pa iz a.a:a2 E{az) sledi
a e(az). Zna®i da postojl x € R takvo da je a =a2x, t3i. a{l-ax)=0.

R nema delitelje nule pa je l-ax =0, £j. ax=1 1 x::anl.

431.
‘je svaka homomorfna slika domen integriteta. Dokazatl da je R

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom tija
polje.

UEutstvo{ Koristiti prethodni zadatak, &injenicu da je

svaka homomorfna slika prstena R izomorfna faktor prstenu R/I

i ‘zadatak 424.

3 432, Neka je R komutativan prsten i neka su A YEPYARE
SR ideali u R a P prost ideal u R. Dokazati da iz.
n

2111 sledi

P2 ==
i

za neko k=l,...,n .
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Refenje. Neka za svake k=1,2,...,n IksiP, tada postoje
€ I, takvi da

i*k. k By £PF za k=i,...,n. Ali tada
: n
x1x2"'xnellllz"".lng.ﬂl EigP .
. 1= -

~pa poSto je P prost ideal mora neki X, €F, ito je. kontradikcija.

433. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, T

proizvoljan ideal u R, a Pl’Pz""'Pn prosti ideali u R. Doka-

‘zati da iz~

In
I g;igl Pi sledi Ic Pj za neko j€{1,2,...,n} .
Redende. Dokaz demo dati indukciﬁom pe broju n pfoéw
tih ideala, '

Za n=1 je tvrdienie ofigledno tadno.

Pterpostavimo da je tvrdjenie tadno za n-1 i neka je

n
I gigl P,. Pretpostavimo sada da je za svako j=1,2,...,n
IZD. U up U
ILERE 51 UPj+1 U... UPn = .U P, -
i=}
i#]
. n n
Neka je aj eI N U Pi, d=1,2,...,n,a kako I U P.
o i=1 i=1 *
oo i#] n
sledi da a, €¢P,. Posmatrajmc element x=a. +a.a....a - eI =1 P
3 3" _ 1 273" ""n =, it
n . . _ _ ] . i=1
Po¥to x e‘Ul P,, postoji j €{1,2,...,n} tako da je xeP,.
i= J

‘ Ak? je j=1 tada a2a3...§n==xfal ePl, a po&to je Pl Drost
ideal sledi da za neko k€ {2,...,n} a &F , Zto protivuredi iz-

oru . .
b ass {an

- %ko.je q >1 tada 2y Txasag...a, er, Sto je takodje kon-
tradikcija. : .
Iz ovih protivrefnostl sledi da pretpostavka za svako.
j=1,2,...,n

n

I EU P,
i=1
i#j

nije tafna. Prema tome, za neko je{1,2,...,n} e
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n
I Elgl'Pi ’
i#3 .
tj. T 3e sadrzano u uniji {n-1)-og prostog ideala, pa po induk-
CljSkOj pretpDStaVCl ‘I 'je sadr¥ano-u nekom-od tih ideala. Dak-
le, iz pretpostavke da tvrdjenje va¥%i za n-1 dokazali smo da

vaii za n, pa_ja_tlme_dokaz dovrEen.

PRIMEDBA. 7%a n=2 ne mora da se pretpostavi da su idea-

1i g 1 P2_ prost:f,.

434. Neka je u komutativnom prstenu sa jedinicom‘R

P prost ideal takav da Jje R/P kona¥an prsten. Dokazati da je P

maksimalan ideal.

Uputstvo. Koristiti zadatke 350. i 424.

435, Néka-je_R komutativan prsien sa jedinicom takav
da za svako x € R vaZi xé =x, gde prirodan broj n zavisi od %.
Dokazati da je u prstenu R svaki prost ideal maksimalan.

. He§énje. _ Neka je I prost 1deal u R, Tada je R/I domen

integriteta  (zadatak 424 ). Oznadimo sa £ prlrodnl homomoerfizanm
f :R+R/I. Neka je x €R pr01zvol]an element takav da Jje f(x) #
;'0' (sa 0 oznaPavamo neutralni element u prstenu R/I, t] kla—

su I}. U R/I de takodie vaiiti (£(x))" =£(x); pa je -

£(x) ((f(X)} —l) =0.

' ' Posto je R/I domen 1ntegr1teta i f(x} #0 sledi da’ je
(f(x}) n—l =0, pa je za'n>2 f(x)((f(x)) —1, tj. {f(x))
je multlpllkatlvnl inverzni elemenat za £(x ) £ R/I je polie.
Akoje n= =2y tada-je f(x)-—l cpa je- i (£ (x5 -wf(x) i RAT je

opet polje.-
_al, Eto je trebalo dokazatl.

'_ ; ' C(Za prlrodnl homemorfizam f_;Rf%R/I je £{x) =0<=> x €I,
pa ne moZe. biti za svako x e R f{x) =0, jér bi to.znadilo. da Jje

I-—R,_a 0 deflnlCljl prostog ideala se zahteva da je I #R).

Na:osnovu zadatka 420. sledi da je- I mak51malan ide~ . -
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PRIMEDBA. Da bi se pojednostavilo refenje ovog zada-

- tka data je pretpostavka de je R komutatlvan prsten. Medjutim,

ova pretpostavka je suviina s obzirom na teoremu N.DZejkobsona

. (N. Jacobson): ako za svaki element x prstena postoji prirodan

“broj > ] nix)_
: i n(x)>1 . takav da je. x" “¥, onda.je prsten komutativan.
Literatura:

" I.Herstein, An elementary procf of a theorem of Jacobson, Duke

-~ Math. Journal, 21{(1954), 45-48.

436, Neka je Z([x] prsten polinoma sa celim koeficijen-
tima i p prost broj. Dokazati: . o
a} Ideal I generisan sa x i1 p nije glavni.
b} I je maksimalan ideal.

¢}  Glavni ideal (p) je prost, a nije maksimalan.

437,  Neka je R komutativan prsten.sa jedinicom a I
maksimalan ideal u R. .
; k
Bokazati da prsten R/I", ke N, ima tacno jedan maksi-
malan ideal i to ie ideal I/Ik. (Ik =I*T-...*I, k puta)

Fedenje. Iz definicije ideala ﬁeposredno sledi Imo Ik

5 obzirom na 2.53._dovoijno je dokazati da ne postoii drugi mak-
simalan ideal u R, razlidit od I, koii sadrii Ik. Neka je J,

J #I, maksimalan ideal u R koji sadrii Ik. Pofto je maksimalan
ideal u komutativnom.prstenu prost (zadatak 425 ) iz karaktériw
zacije prostog ideala (zadatak 422 ) sledi da.je I&=J, pa je
I=J. ’

438. Neka je R prsten sa jedinicom.koji ima taého jé;
dan maksimalan levi-ideal M. Dokazati:.
a) M je skup svih elemenata iz R koji nemaju lévi multi-
plikativni inverzni'element. - .
k)  Nijedan element iz M nema-desni multlpllkatlvnl inver-

zni element.

Redenje., . a)  Nijedan element iz M nema levi multipli-
kativni inverzni element, jer 1 M. Obrnuto, ako x iz R nema

levi multiplikativni inverzni element, tada je Rx #R, pa je

Rxe M Jer se svakil levi ideal sadrZi u nekom maksimalnom levom




-

idealu {2,26 ). WNo tada je 1 1l+x=x€eM, pa je M skup ovih eleme-

nata iz R koji nemaju leve multiplikativne inverzne elemente.

bl Pretpostav1mo da je xy =1 za ®xeM i y € R, Tada ie

(1-~yxly =y-~y(xy) =y=-y =0.

b3 dfﬁge strane yx €M, pa L -yx g¢M (jer bi inale yx?k{l—yx) =1
pripacalo M}, a to zna®i da 1 =-yx ima levi multiplikativni inver-

‘zni- elemenat z. Otuda sledi

y = z(i-yx)y = z+0 = 0,_

Eto je prdtiv;eéno'sa xy =1, pa nijedén element x €M nema desni

multiplikativni inverzni element.

PRIMEDBA. Analogno se dekazuiju odgovarajuda tvrdienia

za desne ideale.

439, Dokazati da
stven maksimalan levi ideal M ako i samo ako je RN\ M skup svih

prstan sa jedlnlcom R ima Jjedin-

invertibilnih elemenata u R.

Redenje. Neka R ima jedinstveni maksimalan levi ideal

M i neka je x ¢M. Tada,na osnovu prethodnog zadatka, postoji ye R

takvo da je yx =1,
Bar jedan od elemenata xy ilt l-xy ima levi inverzni ele-

ment, jer bi inae oba pripadala idealu M, pa bi i njihov zbir

pripadao M, tj. 1 €M, Bto je protivre&nost.(Iz 1 &M sledi M =R

(zadatak 396 ), a kako je M maksimalan levi ideal mora biti M #R}.

'1 ~-xy ne mofe imati levi multlpllkatlvnl ‘inverzni element s, jer
bzsmo imali s (i-xy) = 1, a tada Jje x=s(l-xy)x = ax -sx(yx) =
egx-sx +1 =0 €M, Eto protivrefi pretpostavel x M. Dakle, po-

"stojifz'eR tako da ‘je zxy =1, pa je zxyx=x, tj. x =zx(yx) =zx-1
.'zx}'éto koragno daje xy =1, pa. je x invertibilan element.. Na

osn0vu ‘prethodnog zadatka,u M nema: invertibilhih elemenata pa je

R‘\M skup svih invertibiinih elemenata. -
Obrnutc, neka: levi ideal M ima osobinu da je BRNM skup

'svihfinvertlblinlh elemenata. Tada iz J& M za nekil levi
ideal J, sledi da je J =R, jer J sadrZi element x ¢M ti. inverti-

bitan element (zadatak 397 ).Prema tome, sem M drugih prvih levih

1.82:.: : S

ideala (koji' nisu sadr¥ani u M) L
. zani u' M) nema u R, pa 3 Jeding tven maa D
. je M jedi PR TR

~ksimalan levi ideal, ! J nstven m;_ RN
PRIMEDBA.

Analogno se dokazud e DR
Je odgovaraijude t S Ep e i
za desne ideale, g J Vrdlenjgﬂ.:a

440, ; i
‘ Neka je R prsten sa Jedinicom koji ima jedinstven
maksimalan levi ideal M. Dokazati: .

a . Lo -
}» M je dvostrani ideal koji sadr¥i sve prave leve i sve

- prave desne ideale prstena R.
b) R/M je telo.

. Fefenje. a) Za pProizvolino r € R, Mr je levi ideal, pa
po to je M 3ed1nstven maksmmalan levi ideal mora biti Mr=M, tij
M je dvostranz ideal, e

Preostaje jo¥ da dokaZemo da M sadrZi sve
prave desne 1deale prstena R.

Ako je I pravi desni zdeal u
I ne mofe ;matl desni multiplikativni
osnovu zadatka 397, kilo I =R}, a to

R, onda nijedan element iz
inverzni element (jer bi na
) znafi ni multiplikativni in-
verzni element. Na osnovu prethodnog zadatka sledi da je T eM,

-b) . Neka je x +MeR/M, X+M#0 +M =M, pa x ¢M.Na osnovu

zadatka 439. x ima multiplikativni irverzni element y, pa je

(x+M)W4¢M = XY tM=1+M,
Ste znadi da je R/M telo.

441,
Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, P prost

ideal u R. Dokazati -1
de ida 8§ "R ima jedinstven maksimalan ideal
g5 "p, ako je S =R\P.

442, ' : ' tadi
2 Neka je R prsten sa Jedinicom u kome zbir dva ele-

ne .. . s N
nta koji nemaju multiplikativne inverzne elemente takodije nema

. C 1. s s ,
ultiplikativni inverzni element. Dokazati da R ima jedinstven
maksimalan levi ideal.

44
3. Neka je R prsten sa jedinicom koji ima ta¥noc je-

dan makslmalan levl ldeal M, SUu pote}i
Dokaza{ da_ R ed
a ini ldem



. o2
. Resenge.__ Neka je aeR, a#l, a#] 1dempotent Tada je HEVREINE . . s o]
hesenge.. é ' r : x ¥ +2 nema racionalne nule, pa je, prema tome, nesvodldic.
i l a takodje ldempotent. {l—a) =1-2a +a=1-a. Takodje Je LT ITERYE “15
a(l- ay = 0, tj. a i l-a su delitelji nule, pa a i 1-a nemaiu mul- ' '

.tiplikaﬁivne'invérZDe elemente. Na osnovu zadatka 43%. sledi da

kim poljem, onda on mora. imati bar- 4 i : o
aeMi l-aeM, pa je i 1=a+ (1-a) €M, tj. M=R, &to je protiv- : ’ jedan linearan faktor, tj,bar

‘jednu nulu u tom polju. Jedine mogude racionalne nule pollnoma.

cnost. ’ ?
red x — X -4 su faktori broja 4, tj. =1,+2,:4,

. Proverom utvrdju]e_;"__'. ;
me da je %y =2 nula datog polinoma, koji je, prema tome, Svodlqlv"'f” s
‘nad @ '

444. Neka je M maksimalan- ideal u-komutativnom prstenu

sa jedihicom R u kome za svako x eM, l+x ima multiplikativan in-

3 2 3 2
verzni element. Dokazati da je M jedinstven maksimalan ideal. X' ox =4 o= {X"Z)(X X2,

¢) Ako Jje polinom Zetvrtog stepena svodliiv nad nekim po-  _'i,;

ReSange. Ako v €RNM, tada je M+yR=R jer je M maksi- ljem,onda postecje dve mogudnosti. Ili dati. polinom ima jedan 11

maian ideél,'pa je x +yt'=1 za neko te R, odnosno yt=1-x=1+(-x). nearan faktor sa koeficijentima iz polia (a to zna®i da ima nuly }..
Prema tome, yt ima'mu;gip}ikaﬁivni %p?grzni ele@gnt Y7 pa je ty” u datom polju) ili je jednak proizvodu dva kvadratna nolinoma,
muLtiplikativni inverzni element za y. Dakle, svgki elemen# iz t1 nisu nule datog polinoma, pa on nema racicnalne nule,
R\M je invertibilan. U M nema invertibilnih elemenata (jer bi - Prema tome, ako je dati polinom svoedliiv, on ]e proizvod dva po-

linoma drugog stepena:

4 2
X =-1Wx"+1 = (x2+ax+b) (x2+cx+d)',

u tom sluaju bilo M=R), pa je R\M skup svih invertibilnih ele-

menata. Na csnovu zadatka 439. M je jedinstven maksimalan ideal.

445. Neka:je F[[x]] prsten formalnih stepenih redova

nad. poljem F {zadatak 313-). Dokazati da F[[{x]] ima jedinstven

gde su a,b,c,d € & {pozhatd'je'da ako se polinom $iji su koefi-

. cijenti celi brojevi mo¥e rastaviti u proizvod polinoma sa racio-
maksimalan. ideal. alni ' Lci] : 3 -
nalnim koeficijentima, onda se on mo¥e rastaviti i u proizved po-

Uputstvo, Koristiti zadatak 405, linoma sa celim koeficijentima), Odatle.je

a+c=0, b+tac+d=-10, be+ad=0, bd=1.

Iz ovog sistema jednaZina lako se dobija da mora biti ili
. - -+ > . -

(305, PRGTEN. POLINONA ) 10 72, medjutim takav ceo broj a ne postoji, ili je a =0 i

b +10b+1 =0, Sto takodje nema reSenja u %, pa, prema tome, da-—

£ pollnom e neswodl
1146._= Ispltatl svodljlvost sledeélh polinoma nad poljem j . JlV nad Q

]racxonalnih brOJeva Q _ _ )
' d} Polinom je nesvodljiv nad 0.

a) e HAx +2 , b o -xt -4,
4 : e)

o ﬁ.cﬁ),._r _X4 - 10x2 +1 ' d) 453 - 2x% v x +1 .

o) xS +3xd 46x+3 , £) 220 +14x 56 .

Prost broj 3 je delitels i icij
J svih koeficijenata i
sem vededeqg, 32 et o

nije delitelj slobodnog &lana, pa je dati poli-
non nesvodliiv nad @ na osnovu A}zenstajncvog (
terijuma 2.71.

£

. ) ' Eisenstei -
Resenge. a} Ako je poilnom drugag stepena SVOdlle nad enstein) kri
neklm pOleHh tada je on prOlZVOd dva linearna pollnoma sa koefiei- Nesvodl s .

Jiv' na osnovu- Ajzendtainovo i i 4 :
g kriterijuma,

jentlma.lz tog polja, tj. on ima nulu u datom polju. Medjutim,




Pollnome

AT
JE(x) 2X4.f1 i q(x) —4xS +4x 4 13x® - 11x% v 10x +6
raStavifilﬁ-proizvod.nesvodljivih polinoma nad poljem

ca) @, D) "R, c) C.

Rezultat.

£(x) = (x-1) (x+1) (x°+1) nad @ i IR,
F(x) = (x=-1) (x+1) (x+3i) (x-i) nad € .
g(x) = (x-1) (2x+1) (2x+3) (x2-2) . nad 0@,

gix). = {x=1){2x+1) (2x+3) (x—/2) (x+¥2} nad W 1 C..

448, Ispitati svodliivost polinoma:
a)-.ix3 + Iz +1,
b} §x3 +-§x2 4 Zx + 3

nad polijem ZS.

Bezultat. a) WNesvodljiv, b) svodljiv.

2

viti u pr01zvod nesvodijlv1h pollnoma na "dva" nafina

¥ +Ix? 3 = (Ix+D2(3x+3) = (Ix+3) (Tx+7D) Gx +1).

Objasniti zadto ovo ne protivreéi teocremi o jedinstvenoj faktori-

zaciii.

Fe§enje. Poznato Je da se polinom f{x) nad polijem ¥ mo-
¥e na jedinstven nadin prikazati kao proizvod nesvodljivih norma-
lizovanih polinoma nad F {ti. pollnoma Cljl su vodedi koeficijen-

ti jedlnlce}.

~ KRako je
: I(Ix+2),

1§

3x +1

Ix +32 = 3(1x +14),

vidimo da se u oba sluaja radi o istoj faktorizaciji: -

449, Nad poijem %5 uolxnom 3x +4x +3 se_moée rasta

CF.

ja se

s,

x +a nesﬁadljiv nad poljem Q.

i deledi

450,

Dok

Ako je polinom p{x) nesvodlijiv nad poljem F,
]E i pelinom p(x+a), za svako a€F, nesvodlijiv nad r,

azati,

Fefanje.
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" onda

FPretpostavime da je plx+a) svodljiv nad F,

plx+al = gi{x)s{x),

_qde su gix) i s(x) polinomi pozitivnog stepena.
'nakost stavimo x-a umesto x, bide

pix)

-a polinomi gix-a) i s{x-a) su pozitivnog stepena,tq,
dijiv,

Ako u gornju jed-

= gi{x-als (x~a),

p(x) je svo-

Iz ove protivrefnosti sledi da je pi{x+a) nesvodlijiv nad

Resu

452,

Odrediti za koji racionalan broj a je polinom

ltat.

i a #% , b,c Q.

a 5li¢nim postupkom kao u zadatkuy 446. e) se
= dobiija dazje X +a nesvodljiv nad @ ako i samo ako je a #wbz

ReZfiti jednadinu

4
ax +bx3 +cx2 +hyx +a = ¢

putstvo.

453,

132 (T + T) .

a(y2 -

. nad poljem kompleksnih brojeva € (a #0).

(yz zxz +w1«-2.+2}

Xz

Koristedi smenu v =x +

E4 P

. “ s 2
Jednadinu sa x° (pokazati da x=0 nije redenje) dobi-

2) +by +c = 0,

Rastaviti u proizved nesvodlijivih &inilaca nad

poliem IR
al x4 +1,
b) x4 +x2 +1,

4 .
c) x +4x3 +8x2 +dx +1,

d) x4 +x3 +x2 +x +1,
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FRedenje. Da bi se p(x,y} mogao rastaviti u preoizvod

dva linearna faktora u Ei[x,y7 potrebno je i doveljno da kvad-
‘ratna jednacdina po x

: Fezultat.

ay xRl S A A e ) (2 - B+ 1),
bt et a1 s 6 ex e )

-x+1),

2
ax: + 2{by+d)x + cy2 + 2ey + £ =0

- ¢) '.:'x4.-+_4x:3-+8x2 FAx 1= (x5 (25T % +3 42/T) (%
+ {2-VTix+3-2/27 ),

Cay o3 a2 sx 41 = (%2 + 1.+2J§ w41 (%2 + 1—2f5“

.'cljl su koeficijenti iz R [y] ima resenja a RI{y], tj. da je dis~-
~kriminanta tadan kvadrat:’ o e

4 ({by+d) —a(cy2+2ey+f)) = (k(y))z, k(y) € R fy?_ .,

x+1).

e,

. 5
- 454, Dat je polinom p{x} =x" - 209x + 56 nad oljem ra- 2 2 2
Je p P _1—‘ (b _aC)y + 2(bd-—-ae)y + d° - af = ( k(‘;:l))2'
*1

- cionalnih brojeva @. Ako se zna da p(x %) ima realne nule X i

o Ovaj kvadratni trinom po v fe biti taBan kvadrat ako i
~.samo ako je njecova diskriminanta. jednaka nuli, . %fo nam daje
“ekvivalentan uslov '

faktorizovati p(x) nad 0.

Felenje. rodelimo px) sa (x-xl)-{x - ?L) = x2 - X+ 1

gde je A= x1'+§L i izjednadimo ostatak sa nulom. Dobiija se
1 . S .

(bd~ae) ® - (bZ-ac) (@2-af) = 0.

456, Koji uslov moraju da zadovoljavaiju kceficijenti .

z

0t =332 -208)x + 27 <20 456 = 0, ‘polinoma

4
%+ axd +bx2 +oex +d e R [x]

a cdatle je

(%) WA os2_208 -0 1 33-21-56=o0. da se smenom X =y +h dobije polinom oblika

4 2
¥y *py +g.

Ako drugi jednaéinu'pomnoéimo sa & i oduzmemo od prve (ofigledno

je X #01, dobijamo

12

Rezultat. 8c = (4b —a2)a.

- 561 +208 = 0.

457, Neka su £{x}, g(x}¢ Flx], aeF, gde je F polje.
Dokazati:
a) {(f(x)+g(x)) 7= £ (x)+g”(x),.
b} (afi{x})” = af " (x),
c) (f(x)a(x))” = £7(x)qg(x) +f(x)g (x),
A (£ = @) e x), nem .

" Re¥enid poslednje jednaZine su A, =4 i3, =52, od kojih jedino

{(*}, pa Jje

JUN 24 zadoveliava obe jednadine

Cp(x) = (k% - ax +1) (x° +__4x2_ +15% +56) .

_ 455. Dat je polinom

px,y) = ax’ +2bxy +oy” +2dx + 2ey + £

458, Neka je a nula polinoma £(x) eF[x], gde je F

sa realnlm kceflcljentlma . . .
_ polje. a Jje viSestruka nula polinoma £(x) akeo i samo ako je

£ {x) =0. Dockazati.-

CRedi wslov moraiu da ‘zadovoljavaju ?oef1c1]ent1 pollnoma

p(x,y) da se p(x,y) moze rastaviti u proizvod dva linearna’ fakto— '
ra u. H?[x,y}ﬁ ' '

Re3enge, Neka je
fla) =£7(a) = 0,
To zna&i da je f£(x) deljiv sa.

Xx~a, pa je
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fiix) = {x-a)g(x).
Odatle je o o

£7(x) = glx) + (x~alg (x},
odnosno '

£7(a) = gla) = 0.

Dékié, a je.nulé polinoma g{x}, a to zna¢i da je a wviBestruka

nula polinoma f(x). _ .
Pretpostavime sada da je a viSestruka nula polinoma

fi{x). Tada ije

o £(x) = (x-ajgix), gqfa) = 0,

pa je

o ETUR) =Lgi{x) F (xma)g T {xi
odakle odmah sledi da je £ {a) = 0.
: . ; 5
459. Za koje vrednosti a € polinom %7 ~5x -a nad po-

ljem racionalnih brojeva ima viBestruku nulu. ?

Refenje. Ako je b videstruka nula datog polinoma p{x},
onda je L _
p(b) = b>=5b-a = 0
i
- - 4 »
P {b) = 5L -5 = 0.
. . 4 5 .3 Z o-4b
Iz ovih jednaéina sledi b =11 a=b” -5b = ~4b,
odnosno
By a =234
460. %a kode vrednosti a,b €@ je polinom .
n+l n

f(X) = Ax 4+t -1

: 2
deljiv sa (x-1)772

.. . . 2 .
- “ReZende. . Ako dje dati pelinom deljiv . sa. (x-1}7, onda je
1 bar dvostruka nula tog polinoma, pa stoga mora biti
T £(1) =a+b+1 =0, £ (1} ={n+l)a+nh =0,
Odaﬁde;je

a=n, y =~ {n+1) .

1838

461. Nac¢i uslov koji moraju da zadovoljavaju a i b da
bi polinom x5 +ax3 +b, nad poljem racioralnih brojeva @, imao
dvestruki koren razlidit od nule.

Rezuliat, a#0 i 3125n2

+10835 = 0.
462. Dokazati da je polinom

R 3 .
£x) = 2% ! ~n(n+l)a’ 1 x2 + 2(n2-1) anx~n(n~1)an+l

deljiv sa (x“a}g, ney}.

463, Odrediti polinom p(x) tredeg stepena nad roljem
racicnalnih brojeva takav da je pi{x) delijiv sa x—-1, a daje medju-
sobno . jednake ostatke pri deljeniu sa x-2, x-3 i x-4.

FEedenje, Lako se vidi da je

plx) = (x-2) (x~3) (x-4) +a i p(i) =0, pa je a=6,

464, Neka su T i . cstacl pri delijenju polinoma plx)

sa x-a odnesno x-b, f{a#b). Koliki je ostatak pri deljeniu p(x)
sa (x-a){x-b}) 7 ’

Befenje. Mora biti
(1) p(x) = qx) (x-a) (x=b) + mx + n,
(i1} plx) = g, (%) (x~a) Yo,
(1ii) é(x} = qb<X)(Xf?} tr, .

Za pla}l iz {i) i {ii) dobijamo da je

ma + n = ro.
a za p(b) iz (1) i (iii) dobijamo
mbk + n o= Ty
ReSavajudi sistem jednadina po m i n dobija se da je ostatak pri
deljeniu pix} sa {(x—a} (x-b) ' .

X=b x-a

Ta &b % rb b-a
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L_46§,/{'Ostaci pri deljenju polinoma p(x) e Q[x] sa x-1 ,

Kako je ostatak kod delijenja jedinstven, dobija se da
x—2 i-x—34su 3, 71 13 respektivneo., Nadi ostatak pri deljeniu : ‘

“je traZeni ostatak

pix) sa (x-1){x-2)(x-3). 1

;(xj = po(é} + xpl{éd ot x pkwlfgf.

: ] . n : .
468, Neka je p{x )polinom nad poliem racicnalnih bro-

Rezultat. ri{x) = x2 + x + 1.

~Jeva @ koji je deljiv sa x-1. Dokazati da je-deljiv i sa %1,

‘n n, . n
2

466. - Izradunati cstatak pri deljeniu polinoma p(x)e€ ) ¥
B Jenu b P 46%. . Neka je p(x) =x ; tx ‘4.4 x P gde su n

IRARK

. 2 "
e IR Ix] sa x"+1, ako je : . . C .
[x] ’ J ...,np prirodni brojevi. Dokazati da je p{x) deljiv sa qix)=

a) p(x) = (cosp + xsing)",
b) pix) (a+hx) ™

if

= 1+x +x° 4+ ... +x¥ 1 ako i samo ako je n; En, tmod pl za i#3.

o
Yputstvo. FKoristiti Zinjenicu da je =¥ = 1 (mod «(x))

Redenje. a) Ako u

)
(cosatxsina)™ = (» +1yqix) +kx + ¢

i da g(x) deli pix) ako i samoc ako je p(x) = 0 (moé'qfx}).

470, Neka je R komutativan prsten bez nilpoﬁentnih

elemenata i neka je polinom p =aO+alx +.‘.+akxk deliteld nule

u R[x]. Dokazati da postcji element b #0 u R takav da je

stavimo x=1 dobidemo ostatak

r(x} = xsinno +cosng .

ba =bal T bak = 0,

b) Koristiti da je

22 TR Refenjea. Neka je dg=hb_+hyx+... +hb ® e REX] takav
a+tbx = V;a +b (_&Hji__ + x B } o= vé2+b (cos$+xsing), da e pg-0. Tada je _ o ! 1
Va +b2 . Vé2+b2 )

aobo = 0.

gde je ¢= arctg

wior

albo +aob1 = 0,

a2bo -f—alb1 +aob2 f p,

. e om 4w e a w W

b +a b, +... +a by
o - fe] .

467. Neka je polinom p(x) e¥[x] , F polje, napisan u

obliku

k-1 k = q.

pi{x) =p0(xk}+xp1(xk) +x2pé(xk)+...+x P (), By k-1"1
P . v
pi(X) erlx]l s i=0,1,2, .0 k1 Ako. je bo #0yonda pomnoZimo drugu jednadinu sa b, tre-
- . 2 . koo
Dokazatl da je ostatak deljenja p(x} sa kaa éu sa bo itd., posledniu sa bO .. dobija se.
o _ k-1 S ' 23 Tkl '
r{x) = p_(a) +xp (a) +... +x pk_l(a) ab, = 6, ab =0, a,b’ “G?""akbo_ =0,
pedens <3 k k t5. bl = b je trafeni element
_ - Refenje. Deledi pi(x y, i=0,1,...,k-1, sa ¥ —-a dobi- 3. o = ] k4 .
jamé ' ) Ako je bo =0 tada se ponavlia opisani postupak koriste-
pi(xk) = (kaa}df{xk) + pofa) . ¢i, umesto by« prvi razlié€it od nule koeficijent bs u g,
"1 i ; ] i

Ako dobijene vrednosti za pi(xk) zamenimo u pix), debijamo PRIMEDBA. Tvrdienje navedenc u prethodnom zadatku mo-
k-1 Kk ¥e gse dokazati 1 bez prefpostavke da prsten nema nilpotentnih
* qk—l(x Vot elemenata. Videti: W.R.,Scott, Divisor of zerc in polynomial

rings, Amer.Math.Monthly, 61(1954), 336.

P00 = (2 -a) (g, (5) +qu(xk5'+...+
: k~1

+ pO(a) +xp1(a} +... +x Py
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471.. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom. Do-
‘kazati da'polinom £ = a0+a1x+...+akxk eR[xj ima multiplikati-
van inverzni element u Rix] ako i samo ako a_ ima multiplika-

tivan inverzni element u R, a al,az,...,ak su nilpotentni.

"Refenje. Neka je fa=1, ode je g'=bo+blx~+...+bmxm.

Neposredno sledi da je aobo::l, t7. a, je invertibilan element.

'Pokaéimo najpre da Je ay nilpotentan. Iz fg=1, sledi

akbm = {,
8Py TP T O
. 2 -
pa Jje ab 4 +ak_lakbm =@,
. i =
ti. akbm—l = 0.
Iz ) ]
P2 ¥ Ak 1Ppe1 Ak-2Pm 7 0
mno¥enjem sa ai dobijamo
3 . 2 2
a =
apbros F a1 Ppeg T2 %P T 00
pa je
a3b =0
kK m-2 N

Nastavljajudi ovaj postupak, kona&no dcbijamo

m+1 - . m+i o
ay bO = 3, pa je &y, =0

jer bo ima multiplikativni inverzni element a,

Neka je n <k prirodan brej takav da je ajy nilpotentan
. +
za . i=n+1,...,k. FPosmatrajudi keoeficijente uz ¥ m,...,xm u
fg=1 i koristedi Zinjenicu da je skup N(R} nilpotentnih ele-
meriata iz R ideal u R, debijamo da
e
. anbm N(R) ]
jer je'
anbm +an+1bm—i+"'+ ayb =0y
pa-je .

'“anbm T ‘an+lbm—1_"'— k m-k

153

.i_ 4
Iz a a, 1P, eN(R) sledi

nbm—l n

s y
an{anbm—l-+an—lbm) h anbm—l +anwianbm eN{R),

.. 2 s .
pa je i anqm_l € N{R) . Nastavljajudi ovaj postupak iz anbo +ta, b +

171
+... dobij atl i ;
Jame  da a, bO eN{R) pa i
m+l _ LmFl L. Jntl
ola] by) = a aobo =a, " EN(R) .
. m+1 . 3
Neka je a, =€ i ¢ = 0. Tada je ai(m+l} =0, pa a, eEN{(R) .

Prema tome, svi elementi Bprdp g, ens s 8508, SU nilpotentni.

Cbrnuto, pretpostavimo da Jje aO invertibilan u R a da
SU @ps85,...,8y nilpotentni. Polinom
h = alx-+a2x2 + ... +akxk
je nilpotentan (zadatak 366 ), pa f =a_ +h ima multiplikativan
inverzni element (zadatak 265 ).

472. Deckazati da u prstenu polinoma F[x] sa koeficiien-
tima iz pelja F va¥i:

a} Svaki ideal u F[x] je glavni.
b) Bko su f(x),g(x) € Flx] i d({x) je najvedi zajednifki
delitel] za f£(x) i g(x}, tada je ideal generisan sa

fix) i gix} generisan polinomom d(x), tj.

(£(x),g9(x)) = (d(x)).

Generalisati.

. Ypurstvo. Koristiti postupak sliZan postupku koiji je
primenjen prilikem ispitivanja ideala u prstenu celih brojeva
% (zadatak 382 3.

473, Za polinome

5.3 =2 - = -

Fix) =2x7 +2x i g(x) = lx4 +2x3 + 1x

iz 23{3} naci najvedi zajednilki delitelj d(x) i izraziti ga
u obliku

dix) = s{x)f(x) + tixlg(x) .




Rg gn e‘ o 1 of1 : i i (n. .d.) cemo od-
I\Ia veol Za ednidéki d
g ,l [=] te 2

rediti koriséenjem Eukllﬁovog algoritma.
Ako g( x) po&ellmc sa £(x), dobidemo kolidnik
Nt +2

i ostatak PR
L osts r ) = 3k +1x
o - |
. SRl = m 2T

(1) g = £00- (3xed) + 2w Tx = £Go gy (0 +ry ()

Sada dobijenlm ostatkom T {x) dellmo f(x}, dObl]a se kollcnlk

'.qz(x) = 1x+2

i ostatak
rz(X) = lx ,
odnosno

() £ = (B 410 Gx 2 4Ix = Gy B0 +r, (0.
. ~ ' ' kolifnik je
Nastavljajudi ovaj postupak delimo rl{x) sa rz(x), o e

q4 (%) =2x + 1,

a ostatak

t
(=1

.1:3(}{)

t]- 5 _ _
@) _'z"_x_+1xm1x_-{2x+l)xr£x)q3(} . |
Posiednjl ostatak razllclt od nule je :2(x)_%ix i to
je trafeni n.z.d.: d{x) mlx

(Ukoliko je - poslednji ostatak razllclt od nule pollnom ko—
ji nije normalizovan, da se dobije n.z.d. treba taj.pollnom
'hormalizovati}.

_. : . Iz (2} Je
LAy s ddx) o= £(x) —_rl(x)q2(x}.

a1z (1)"se dobija da je

r.(x) = g{x} - f(x)ql(x)

. Zamenjuju01 ovo-u (4) bice

d{x) = f{x} - (g(x)_—f.(x)qi(X)_}_ T,y (=) _
odakle je konacno ’ : . i o _. .
- Tatky = GxSDE() 4 (FxHD)g(x),
OﬁnQSpQ ' ;3(2).= §x2+§{ Ctx) = 2% +i
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474, Za polinome

£ = Ix" 417 4 Tx 43 5 gex) = TIxt 43

iz Z3[x], naci najvedi zajednitki delitel; d(x) i izraziti ga u

obliku
dix}) = s{x)f{x} + tix)g(x).
Fefenje. Najve€i zajednidki delitelj demo odrediti ko-

rifidenjen Euklidovog algoritma opisancg u prethodnom zadatku.
Ako f{x) podelimo za g(x), dobijamoc da je

*) Ikt TP Tx 43 = (35043 T aTkd 4]

Ako sad 1x? 43 podelimo os tatkom 1x3v+zx dobljamo

(*%) ix4+§ = (1x3+1x) - Tx +3x2 +2

Nastavljajudi owvaj postupak dobijamo

Poslednji ostatak razliit od nule je §x2 +3 pa se naijvedi za-

jedniCki delitelj deobija kad se taj ostatak normalizuje. 5_1

u
Zq je 3, pa je najveci zajednidki delitel]j 2(2x2 +32) =1x2 +1.
Iz (**) dobijamo 3x° +3 =1x4 +3 4 (Ix0 +1x)2x, pa kad pomnoZimo
sa 2 .
Tx? 41 = 21t +3) + (Ix3 + Tx) -
Ako se sad 1x3~+lx zameni vrednoZéu iz (*), sledi
T 4T =3 (Tt +3) + T ((Tx? o T34 Tx 4 3) #3748 +32)) =
=343 (Ix* +2) +T(Tx? 4T3 40 4 3y
475. - OdrEdltl najvedi zajednidki deiltelj Za parove po-

linoma sa' koeficijentima iz odgovarajuceq polja.
7 _ .3 .2
a} f (2) = 27 =x"~x4+1

gl(x) ='x4-3x2—2x+4, ‘nad. @

F

B) £, (x) = xte3xteax

gé(x)'= 2X2—2X"4 . nad Q-

ix5+§x3+ix2+§x%§,

g,(x) = Tx4+§x3+§x2+1x+§, nad %

c) fq{x)

5
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7a svaki par. polinoma fi(X)' gi(x) najvedi zajednifki deliteld

prikazati u obliku

si(X)fi(X) + ti{x)gi(x} .

Bezultat.

8 x-1 = Slex%ox +4) €] (x) + %(x—E)q ()
oL . 1
b} .”x+1 = 13 (x+2)fz(x} 55 (x +3x +8x +24)q 2{x},
o) Ex? 43 = (ix +§}f3(x)_f(4xz +Ix+ g i) .
476. Neka su F 1 K izomorfna polia. Dokazati da su

Flx] i k%] izomorfni prsteni. Da 1i va¥i obrnoto?
%

477. Neka je (Q+,~) ‘multiplikativna grupa pozitivnih

racionalnih brojeva. Dokazati da Je

",y =t z{x], )

Uputstve. Dokazati da se svaki elemenat skupa ot mofe

o o a
napisati u obliku pil ng . pkk , za razlifite proste brojeve
p; i jedinstvene cele brojeve ;.

478. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka

je I 1deal u R Dokazatl da je 1° ‘%! ideal u prstenu polincma

R {x]

479. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka
je £ :R[x] ~R[x] dato sa £ :{plx) » plx-a), p(x) € R[x] . Dokaza-

ti da je f automorfizam prstena R[x].

480, Nadi sve autombrfizme prstena Q[g]..
Besultat. Svaki automorfizam f prstena o’x] je dat sa
£(a) = o, za svako ¢ €0,1i f(x) =ax+b, a,beQ, a#0 i svako ta-

kve preslikavanje je automorfizam.
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481.-. Neka je R komutativan: prsten sa Jjedinicom. Doka-

zgtl da prsten polinoma R{Xj sadrfi bheskonadno mnego potorstena
“izemorfnih sa Rix]. )

Uputsive. Rix] :Rj:xk] ; za kel |

482, Dokazati da je

a) Z[x]/(3,%) = z, .

b} Z[x]/{6) = 26[x:f

Refenje. a) Posmatrajimo homomorfizam € . Zl[x] + Z ko-

7 Ji svaki polinom iz %Eﬁ} preslikava u nijeqov konstantan &lan, 1
- r

homemorfi : ini z j
momerfizam g @ Z - ZB definisan sa g{z} =z. gf je homomorfi-

- . .
za# Zix] u Z,, a njegovo jezgro Ker(gf) je ideal koiji saginja-
vaju svi polinomi ¢iji je konstantan &lan deliiv sa 3, tj
{(3,%). Na csnovu 2.50. sledi da je

ideal

Zlx]/(3,x) = @,.

b T i i Z
) Posmatrati homomorfizam £ : #(x| -+ Zg[x] definisan sa

fla_ +a x+.. By 2 3 a Py
o 1 . +anx o= ao +alx Foaa +anx

483. Dokazatl :
a) ideal (x) je prost, ali nije maksimalan u Zi{x],

b} ideal (y) je prost, ali nije maksimalan u @x v

Redenje. aj Ideal {x) se sastcji od svih polinoma Zi-
ji je konstantan &lan nula. Ako je proizvod dva polinoma iz Z?x}
polinom &iji je konstantan &lan nula, onda bar jedan od tin poii—
noma ima konstantan &lan nula, dakle, ideal (x) je prost. Medju-
tim, taj ideal nije maksimalan jer je sadrZan
alu (2,x} # Z[x].

; Na primer , u ide-

by 8li¥nim zakljuc1van3em doblja se da je (y) prost ide-

al. Medjutim, taj ideal nije mak51malan jer je sadr¥an u idealn
(x,¥) #0[x,y]. |
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mor p(x) a prstenu F[x]
mi f(x) i g(x) iz F{}] nalaze u istom suskupu faktor prstena

F§3j/1 ako i samo ako £(x) i g{x) imaju isti ostatak pr% delje-

niu sa pi(x).

Tada u I postoji polinom h{x)p{x} tako da je

Ako je ri x) ostatak pri deobl g(x) sa P(X)r £3.

onda je . .

a.tec zna®i da je ri{x) ostatak 1 pri decobi polinoma Fix} sa pi{x).

3

‘odnosno

prstena

" b)

Refenje.

g (x)

£(x)

g (x)

£ix) i g(x) pripadaju istom suskupu.

485, Ako je p(x) svodljiv polinom, koji elementi faktor
wlx|/(px))

'p(X} neSVOdlle nad F. S -
'fFFXJ/(p(x)} je poija ako i samo ako 3e p( ) nesvodljiv

“rad: F

CFix)

f(x) + I

it

CObrnuto, ako je _
ql(x)p(x) + rix)

s s . _—
Cimaju multiplikativni inverzni element ?

gde .je F polie.

g(x) + I.

f{#) = g{x) + hi{x)p(x).

Pretpostavimo da je

(x)+gix)ipix)

2(x}

ﬁ{x)

+ r(k}:

q(x)p(x) + rix)y, -

+ r(x)

CE(x) +1I —ql(x)p( ®) tri{x) +1 =

_gm)--qﬂxnﬂx)+I

gqix}p{x) +rix} +h{x}px)

I

: Néka je I ={p{x)) glavni ideal generisan polino-

Dekazati da se polino-

ako je

ri{x} +I =

1.486;_ Neka je ¥ polje i pix) e Fl{x]. Dokazati:
ideal (p{x)) je maksimalan u F[x] ako i samo ako je

gx) v,

',_Ugutsﬁvo.

a}_"[;{].

multiplikativan inverzni element za element Ixz +2 4TI,

ako'bl bic svoéljlv imac bi jedan llnearan faktor pa i nul
& iako se Droverava da datl pollnom nema nulu u %_)
_t;vno prost sa polinomom 1x2 +2
w8 {x) 1 t(x) takvi da je .

. . 2
verzni element za x~+1

‘da polinom x2+1).

Redenje.
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Koristiti.zadat&e;426..i 420,

487. - Dokazati da je ideal (2 +1) maksimalan u prste-

Yputstvo. Koristiti prethodni zadatak.

488. U polju Z [x]/I, gde je T = (Ix?+TIx+1), naci

. 2 '

Fefenje. Polinom 1x“ +Ix +1 je nesvodljzv nad ES (}er
uu Z
5 P2 je rela-

» Prema tome, postoje polinomi

T=s(0)(Ix® +Tx+7) + £(x) (12 +3).

uklidovim algoritmom se dobija da je

s(xy = 3x+3 1  t{x) = Zx+1

.pa otuda sledi da je

2% +4 + 7T

Zaista,
(§x+E+I)ux2+2+I)=_
= (Ox +3) (Ix% +3)+ 1 :I—(3x+§){1x2+ix'+1) +

489. U polju @[x]/(x+2x+1) naci multiplikativni in-

. (8a x2+1 smo oznafili suskup kome pripa-~

Jedan od nadina da se nadje trafeni inverzni

“elemenat je primena Buklidovog algoritma kao u prethodnom zada-

Pored toga, taj inverzni elemenat se moZe odrediti i meto-
dom neodredjienih koeficijenata.
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Svi suskupovi koji fine dato polje su potpunc odredjent
ostacima pri deobi sa p{x) (8te sledi iz zadatka 484.}, ti. u
svakom . suskupu postoji tafno jedan polinom stepena manjeg od 3,
odnosno -

ox]/ (x> +2x +1) = {ax” +bx +cla,b,ceQ },

pa mofemo pisati

(x° +1) - (ax® +bx +c) = 1,

a cdatle je

ax® +bx® + (are)x® sbx e = 1.

S obzirom da'jé
x3_= x3+2x+1-2x—l=~2x—1, x4n><'x3=—2x2—x P

bide . —
a(—2x2-x)~+b(—2x—l) +(a+c}x2 +bx +c =

- (c-—-a)x2 - (ath)x ~b+c = 1.

Prema zadatku 484 . dva polinoma stepena manjeg od 3 nalaze se u
istom suskupu ako i samo ako su jednaki, pa mora biti
2
(c-a}x” « {ath)x-b+c = 1,
odakle se dobija sistem jednacina
c-a =0, ={ath) =0, ~b+c =1,
&ije je reSenje

a=1/2, b=-1/2 i c=1/2

Prema tome, Zza x“+1 u poljﬁ Q{ﬁ}/(x3+2x+l) multiplikativni in-

verzni element je
1, 2
E3 -% + .
2(x ®x +1)

490. - Dokazati da ije
&) e[E]/GP-1) = 0]/ -,
Qix][{x2+2x+2):

i

by [x]/x*+1)
d"ﬂ%ﬂ/ﬂﬂ}sz}

§2.6. SIMETRIUNI POLINOMI

. wioo 3 y :
491. U jednaCini x” ~Tx +1 = 0 odrediti realan parame-~
1 i X, vaii x4 =2x2. C

tar X tako da za redenja x

Repultat, A =68 i X = -6

492, Dat je polinom

5
px) = x° - 13x" +67%% - 171%2 4 216x% - 108,

Rastaviti p(x) na &inioce, ako se zna da jednadina v(x) =9 i
- el T =0 1im
jedan trostruki i jedan dvostruku koren. )

s .  ulu 13 2
cfenge. pix} = (x xl) (x-xz) , pa je
N _ . 2, .2
X, 2x2 i3 i 3xl +x2 +6x1x2 = 67,
ReSavajudi ovaj sistem jednadina dobija se
X =3 i %, =2, padje plx) = (x-3)°(x-2)2,

493, U jednadini x4—9x3+mx2—8x+6 = 0

odrediti vredno-
st realnog parametra m tako da zbir dva korena bude ‘jednak zbi
druga dva korena. i

Redenje. Koristedi elementarne simetrifne polinome
dobijaju se slededi uslovi '

9
w_ + = + = =
1%y T Xy¥x, 5 (x1+x2) (x3+x4) +xx, tXa%, = m,

' xlxz(x3+x4) +x3x4(xl+x2) = 8 i xlx2x3x4 = 6,
pa je
_ 793
m "'"“‘-—36 .

494, Refiti jednatinu
xt-2x342x%x-2 = ¢

ako je zbir dva korena jednak jedinici.
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495, -Ako su sva tri korena polinoma

X3;Pg;q(p,q eR, p>0, q >0} realni, dokazati da za koren

[ | 3g .
T na}manje apsolutne vrednostl vaZi B (rAi2p
{C. Ra]u, R Shantaram, Prcblem 1074, Math. Magazine, 53 {1980),

248.)

Refenje. Fobto je zbir korena nula, a preoizvod negati-
van {(g>0}, {v. 2.80 }, polinom ima dva pozitivna i jedan ne-
gaﬁivan koren. Neka su v,s i t koreni take da jeszr>0, a

t=—{r+z}. IZ

{x—r) (x~a}{x+r+s) = X3 —-px tg

dobijamo ,
p==r2-+rs + 8

g =rs{r+s).

Kako Jje szarsjafz imamo

S2-+rs —2r2 > 0,

' 2
3(rs+32)‘32(r2 trs +s7),
ti. , )
' '%(rs+$2)_jr +rs +s5°.
Ako nejednakosti
2 2 2 3 2
rs +87 <r” trs +s8” < 3§ {ras +s87)
pomnoZimo sa o o
I g
r +rs+s
dobijamo
rs (r+s) < 3 rs(r+s}_’
A R
r +rs-+s r +rs+s
cdnosnac X
<y €28
porlon
496. Neka je p(x) =x° +ay2 +bx -1, a,b € &, nesvodlijiv

polinom nad poljem racionalnalnih brojeva. Neka je r, korén poli-

1
+1 koren polinoma

noma p{x), ar

1
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2, 4y o - .
qlx) = x” +ox? +ax +1, c,d € Z. lzraziti korene r, i r, polinoma
p{x) pomodu r- o S .

Refenje. - Poito je p(x) nesvodliiv nad o, to je i pi{x-1)
nesvodljiv nad Q. Kako ije ri+1 jedan koren pollnoma p(xFl), to

P(x-1) i g{x) imaju zajednicki faktor f{x-r }, a posto e plx-1)

nesvodljiv, to je p(x-1) =q(x). Otuda dobljamc da su. koreni po-
Linoma q(x) r1+1, r2+1, ryt+l, pa je
rlrzr3 =1 i {r}+1)(r2+l)(r3+i) = w],

Iz gornjih jednakosti dobija se da su r, i Iy refenia kVédrétné'

jedna&ine
ro+3r.,+1
x2 + R X + ;L = 0.
rl(r1+l} 1
Refavanjem gornje kvadratne jednadine dobiia se "r. = - S i’
r . +1 2 rtl _
N
1 .
(ReSavanie kvadratne jednafine mo¥e se izbedi koristedi.
r2+2r +1+r r,+1
1771 1 _C1 -, 1
rl(rl+l) r, rl+1 o
pa se odmah vidi da su reSenja te jednafine = < il i i' ).
1 i
497. Sledede simetrine polinome prikazati.pomoéu ele-
mentarnih simetrinih polinoma:
a)  (xy+z) (yz+x) (exty},
b} (x+y} {y+z) (x+z2) ,
(o)) x4+y4+24—2x2y2~2x222—2y222 .
Redenje. a) Ispitademo najpre proizvod datog polinoma
p(x,¥,2)=(xy+z) (yz+x)ax+y) i polinoma xyz:
~ 2 i 2
Xyzpix,y,2) = (xyz+2”) {zyx+x”) (zxy+y”) =
2 o
= lo+x") {oyty }(c3+22) = c§+(x2+y2+zz)c§ +(x2y2+y222+22x2)c3+
+ x2y222 . .




204

Kako'je .
22 2 2 2
x +y 4z = (xtytz) -2 (xytyetzx) = o) 262 ‘

E XEY‘?+Y--2_221%22_X2 = (xy+YZ+sz2 - 2(xty+zinyz =
. : A
= 05 =20,9;
bide: o o - ,
3 2 2 : 2
ZUSP(X;Y,Z) =03 +(c1 “252)03 + {0, —25103)03 tay
cdnosne '
: 2 2 2
plx,v,2} = 93 +(cl —2&2)03 +(02 ~25103) +03 .
b)  (x+y) {x+z) (y+2) = (0,-x) {o,-y) (0 -2) =
= cf ~cl(x+y+z) +cl{xy+yz+xz) “XYEZ =
= 0] -0 +9,0, 9q 0,0, 53..
c} Rezultat:
4 2
o —46162 + 80103
498, Za jednacinu
x3 ~3x+i =0
nadi Njutnove sume sl,sz,...,_s6 korena xl’x2'x3 (v. 2.82)
Redenje. Ovde je Gl:=0, 52:$—3, pa de biti
s, =x +tR, tR, = Ul = 0,
= 2+ + = (X +x,+ )2 - 2%, X X, X +H
Sp TEPTHTR T X FRER, *yFaTH Ey
= 0% L 20 .
1 2 5 6.

Iz date jedna&ine dobija se xi z3xi'~1; i=1,2,3 , pa je

_.3..3.3 _ el
§4 = xl+x2+x3 = 3(xl+x2+x3) 3 3,
takodje je x = 3x2 -k, i=1,2,3 , odakle sledi
_ b, 4, 4 2 2 2 , .
§4.—.xl+x2+x3 —3(xl+x2fx3).(gl+x2+x3) = 18,

Slicno éeidobija.da je

.

PREY
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4939, Data je jednadina
x3 —SX? +2x ~ 4 :O
a} Nadi Njutnove sume 51,82,53,54 korena jednaline.

b} Nadi sume S_1rS_5rS_ 508, korena jednaline, gde je

k - -k
.y = Xy +x2 +x3 oy k=1,2,3,4

504G, Ako su xl,xz,;..,xn nule pelinoma
pix) = x" -ra.xn”l +o.0.% a
1 : n ' N :
a sy Niutnove sume nula HyeFore Xy dokazati da tada va¥i
aj Sy +alsk—1 +azsk_2 +a tag 38, +kak =0, k=1,2,...,n.
Bl sy taysy pteeeFas, =0, ken o
501 Ako su g, = x, +X o, = ®X. %, 18, = xk +xk doka~
: 1 1 720 Y2 172 k 1 27
zati da je ' '
. -k Def2) ()M ecme1y 1 ke2m m ‘o K & m
K : wTTR=2mi . O} G5, 2za svako .
m=0 : _
([a]l je najvesi ceo broj koii nije vedi od al.
Uputsivo. Za k=1 i k=2 formula je tatna. Podto je za

k> 2'Sk =08, —gzsk_2, mozZe se pr;menlt; indukcija po_k.

PRIMEDBA,
Formule koijom se Sy izradunava pomodu G 1050 ess0

Ovo je specijalan slufaj Varingove (Waring)

n

: A ST VO S e D )
_ ekt 1A 1 n :
A F2hg b =k 1 n

gde se sumiranie vrSi po svim nenegativrim celobroinim redeniima

] &3 L+ 23 +ni_ = k.
jednadine ll 412+... ni. k.
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Redenje. ako leve strane datih jednadina izrazimo po-

502, Formirati kvadratnu jednadinu &iji su koreni tre- : . e . e
“modu elementarnih simetri¢nih polinoma bide

di stepeni korena  jedna®ine X2 +6x +10 = 0.

_ o, = 1,
B E‘esenqe.. Ovde. je o, = .X1+x2 = 6.., Gy = XXy = 10, Tra- U;i "‘“262 -9,
Yena jednadina x2 +px+g = 0 ima korens xi = xi, x; = xé ; pa 3
. 2 2 03 .30 0, +30, =1,
B I A L ' 4 2 2 . -
: . . _ _ ;. _ g% _ av - -
LTP =X hXS = X] bx5 S gl_—3gigz = -36, 1 4970, +2a, +45333 Ty .
- . . S Ragen ] sistema se lako odredijuje:
q = X% = x3x3 - 03 = 1000, ResSenje ovog Juj
1%2 7 %1% 2 - ) . .
. . g_oo=1 g, = = O, = - G4 = ¥-
Prema tome, trafena jedna&ina ije 1 R ! 3 ! 4
2 + 36 4.-1.(}0{} 0 Prema tome, da bi refili dati sistem dovolino je naci
x° bl = 0. "~ i
korene jednadine
503. . Formirati kubnu jednadinu éiiji su koreni kvadrati t4 . t3 - 4t2 + A4t = 0,
korena jednadine %3 -px+q = 0. ' e .
Njeni koreni su tl=0, tzﬂl, t3=2, t4ﬂ-2, &to znati da dati
3 2 2 2 . R .
Rezultal. X~ +2px~ +p'x-g'= 0. sistem ima 24 redenja, koja se dobijaju medjusobno permutovanjem
korena iz resSenja
504, Nadi vrednost izraza x=0, y=l, z=2, us-2.
.x1 : x2. .x3 . 'X4 ) X
x1+1 * x2+l + x3+}. + x4+1 ! 507. ReZiti sisteme jednalina
R : 3..3.3_ 3
ako su X Xy XarXy nule polinoma x4 +9x3 + 2, a) XTFy +zZ2 = a
2
' oy . : - (Y"E)2+(z—x)2+(x——y)2 = 2a ,
505. Izraziti elementarne simetricne polinome 0. ,0,,04, .
o T T 177273 X +y +z = a.
g, kac polinome po Njutnovim sumama S.,5.,,5., i 5,. . . :
4 1772773 4
b + +z =9,
o Regultat. o, = 8., box Y !
— 1 1 2 2 2
2 o 27+ vy 4+ 27 = 41,
205 =8y 7 Sy 2 2 2
6o. = 85 - 3 + ® (y+z) + vy iz+tx) + z7(x+y) = 180.
04 = 8] $,5, Sqr
: 42 2
24(_::4_— 5 65152-&83-153{-352 654
- 506. Regiti sistem jednacina
x+y b zH+u=1,
x2'+y2+22+u2ﬁ9,
_'x.3:+:"y:3 I A
x4+y4+z4+uw33.




III "POLJA

§3.0., PREGLED. DEFINICIJA I TEOREMA. -

b

3.1. Neka je (F,+,-) potprsten peclia (K,+,*). Potprs-
ten F nazivamo potpolije polja K ako i samo ako je F polie.

3.2. Podskup F pblja K je potpolje polja K ake i samo
ako F ima bar dva elementa i wvaZi
) -1
a,k,c€F, c#0 =>a-b,ab,c " €eF.
) 3.3. Polje K se naziva proéirenje.(ekstenzija) polja
F ako i samo ako je F potpolje polija K.

3.4. Presek pro;zvoljne familije potpolja pclja P je
potpolje polja F. i :

] 3.5, Prosto polje Jje polje koje ne sadrii ni jedne pra-
vo. potpolje.

) 3.6. Svako polje F sadrZi jedno i samc jedno prosto
polje, to prosto polije je presek svih potpolja polja F.

3.7. Karakteristika proizvoljinog p01ja'§é3éﬂii prs.
" broj p. o

3.8. Ako je polje F potpolis pelija K
T imaju istu karakteristiku.

a-?nda_poija E

L 3.9, Prosto potpclje pol]a karakterlstlke O 3e 12
fne polju Q rac;onalnlh broieva.

Prosto potpolije polja karakteristike P Jje lemDran p
1iju Zp ostataka po modulu p.

Prema tome, svako polie sadrgl potpolije 120morfno pOlju
Q ili poliju %p.

3.10. Ako je F kona&no polje onda F ima p elemenata,_; 
gde je p prost broj,ne N, a karakteristika pelia je p.

3.11. Za svaki prostbroj p i svaki prirodan broj n po- . -
stoji polje sa Pn elemenata.

3.12. . Svaka dva konadna pelja sa istim brojem elemena-
ta su izomorfna.

‘3,13, Multiplikativna grupa kona&nog polia je ciklid-

3.14. Neka ' je K polje, a 8 podskup od K. Presek F svih
potpelja pelja K koja sadrfe § je potpolije polja K koje se nazi-
va potpolje generisanc skupom §.

F je minimalno potpolje polia K koje sadréi =

3.15. Ake je polje X profirenie polia F i S< K, onda se
potpolje polja K generlsano skupom FUS oznadava sa F(8). 2%a PO

lje F(58) redidemo da je dobijeno adjunk01jom skupa $ poliju F.

Ako je S-—fal,az,..,,an),tada demo” F(S) oznaavati sa
F(al,az,...,an).

3.16. Neka je polie K pro¥irenje polja F i al,az,.
.,an € K.
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(i) ¢ gZa svaku permutaciju o €S,
I{{al,a2 ..,an} zK(aU{i},ag(z),...,ag(n)}
(122  K(al?a2,,..,an_l)(an}~AK(a 2,;.;}an)'.
3.17 - Aké je leje K pros;renje poi]a F a element a eK;

fonda se. F{a} naziva jednostruko prosxrenje polja 7. Element & nam.'

fzmvamo prlmltivan elemant profirenja. F(a) je polie koje se sas~

'_tqgl pd svih alemenata obllka"gég%'; gde su £{(x) i g(x) polino-

i sa koeficijentima iz F i gla) # 0.

3.18. Neka je polie K proéirenje polja F. Element a €K
se naziva algebarski nad F ako i samo ako postoli nenula polinem
p(x) sa koeficijentima iz polja 'F ~takav da je pla) =0, Rko

takav polinom ne postoiji, a se naziva transcendentan nad F.

319, HNeka je 'pelie K proSirenije polja F. Polje K se
naziva algebarsko prodirenie polja F ako i samo ako "je svaki .
element iz K algebarski nad F. Polje K je transcendentno prosi-
rénje ?olja F ako i samo ako de ‘bar jedan element iz K transce-

ndentan nad F.

3. 25 . Neka 3e pol]a K. pr051renje polja F i neka je
.element a €ekK algebaxskl nad r. ‘Tada poat031 jedinstven normali-
zovan poilnom minimalnogy stepena m{x) e Fix;
Polinom m(x}-se naziva: mlnlmalnl pollnom el@menta a nad F‘

z-Minimalnl'pollnom-elemuﬂta a-.je nesvodlj;v_nad:F. Svaj

ki polinom gi{x) e F[x takav da je qfla) = 0 je deljiv minimalnim
pollnomom mix). . : . :

Stepen mlnlmalnog pollnoma elementa a nad F nazivamo

;.stepén:ezementa”_a_nad L
j3,21. ..ako je polie K predivenje polia ¥ i ako Jje elef_
méhtfa'ekfalgebarski:nad_r,.Qnda je

F(a)§fﬂﬁﬁf(m(3}l'f

fgdé.jé_m{x} minimalni polindm elgmenta_‘é nad F.

takav da je ma) =0,
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o 3.22. Neka je polie K- prosaren;e polia F. Tada se X
: moze posmatrati kao vekicdrski pProstor nad F, pri Zemu je sabira-

nje vektora (elemenata iz K) sabiranje u poliu X, ‘a proizvod ve- o

~ktora aeK i skalara g ep proizvod ga tih elemenata-kao eleme -

_nata pelia K.

Dimenziju. polja K kad, vektorskog prostora nad poljem F

_naZlvaéemo Stepen K nad F i oznacavatl sa K F7

3. 23.  Pol]e K se- nazlva konacno prosxren]e polja F ako.

‘i samo ako je K konacnodlmenzzonalnl vektorski vrostor nad ﬁ U

. suprotnom slucaju,_kaa je X beSkonacncdlmenz*analnl vektorskl

prostor nad F, polie K se naziva beskonacno pr051r@n3e poija F

3.24. Neka je F{a) jednostruke profirenie pclia P do-
bijeno adjunkcijom elementa a.

(i) Ake je a algebarski nad F, onda ije

EF(EI) F] = ny,
gde je n stepen elementa a nad F (ti. n=degmix) gde je mix)
minimalni pelinom elementa a nad F). Skup

{1,a 'a"j“,..'.',an'l'}
je baza vektorskog Prostora ¥la) nad pol]em F.

Prema tome, svaki element b polja ¥(a) mole sé.né jediﬁ—.
stven na&in prikazati u obliku '

b= 4 - : n-1 )
b.=c +cja+. vo . a o

n-1 ! o’ci’;"’cn-ie E
{ii) Ako je_ a transcendentan nad P, onda je
[F(a) : F] = -
3.25, Svgko_konaéno_prcéirenje_polja F je algebar-

sko proSirenje poija F.

3.26.- .Ako je ¥ polje,onda je F[x]
Polje razlomaka (v. 2.58. i 2.59 )
F(x). Polje F(x)

domen integriteta.

domena F[x] ozna&idemo sa .
naziva se polije ra01ona1nlh funkeija pe x
F'i ono se sastoji od svih razlomaka F{x) /g(x)

nad

£ix),q(x) e Flx],
g(x) #0. Polje F(x)} sadrii thpolje 120morfno poliju F.




3.27... .Ako .je a transcendentan element nad polijem F,

onda, je polje F(a) izomorfno polju F(x} racicnalnih funkcija po
% nad F_ i postoji izomorfizam ¢ takav da je d{a) =x L ¢(b) =b,

zAa S_V&kO_ b EF.

3.28. ako su F, M i K polja takva da je FEMSK (ta-

da se Mo naziva medjupolije za polja F i K}; onda je

C[RiF] = [RaM] M:7].
"Prema tome, pol}e M je konacno proszrenje polja F, a K

konacno pr051ren]e pol]a M ako i sane ako je K kona&no pr051re—

nje polja F.

Ako je {a =Y ,...,a 1 baza X nad M, a {bl,bz,...,b } ba-

2
za M nad P, onda mn prOlZVOda

aibj" i=31,2, ety J=1,2,.00.,m .

&ini bazu K nad F.

3.29. ako je polie K proBirenie polja F i element a® K

algebarski nad F, onda je F(a) algebarsko progirenije. od F.

3.30. {(Teorema o primitivnom elementu) Ako je X ko-
nacno prQSLrenje proizvolinog polja F, onda je X jednostruko pro-—
51ren]e polija F ako i samo ako postcjl samo kona&no mnogo medju--
polja za polja K i F. ’ : ’

o Ako je K proSirenje gclja F karakteristike 0 a ayi8,,
- eK elementl algebarskl nad F, onda postoji element 6 EK

'algebarskl nad F, takav &a e

F(al,az,...,a ) = F{8).

3.31. Svaki polinom stepena n nad peoliem F moZe ima-

ti najvife =n koréna u proizvelijnom profireniu polia F.

3.32. Ako je F polje a f(x) € F[x] polinom pozitivnog
_ stepena n, onda postoji konano prOSLren]e K polja F stepena

najv1§e n u kome - f{x) ima koren .
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: 3.33.  Ako'je F polje a [(x) €F[x] polinom pozitivhog
”tepena n, onda postoji konafno profirenje X polja F takvo da

u K[x] @olinom f{x) moZe rastaviti u proizved linearnih Ffak-

fi{x) = ao(x—al){X—a2)...{x—an),_ ai EK, i:q,l,...,n,

. 3.34. Neka je f(x) polinom pozitivnog stepena A nad
 poljem F a K faktorizacijsko polje polinoma £(x) u kome £(x)
~ima faktorizaciju (*).

Tada je

(i) K = F(al,az,...,an},

{ii) K:F] <nl

3.35. - Polje F se naziva algebarski zatvoreno ako i sa-

:.mo ako je F faktorizacijsko pelje za svaki polinhom pozitivnog
stepena sa koeficijentima iz F.

3.36. Ako je F proizvolino polje onda su slededi uslo-
Cvi ekvivalentni: ’ :

(i) F Jje algebarski zatvoreno polje.

{i2) F nema prava algebarska pro3irenja (tj. svake alge-
barsko pro#irenje polja F se peklapa . sa-F).

- (iii)  svaki nesvodljiv polinom nad ¥ je stepena 1.

(iv) . svaki'polinom pozitivnog stependa iz F[x] ima koren u

3.37. Za svako polje F postojl -dlgebarsko profirenje

F koje je algebarski zatvoreno. Polje F se naziva algebarsko

zatvorenije pelja F.

3.38., Neka je F polje i n prirodan broj. Element &

polja ¥ se naziva n-ti koren iz jedinice ako i samo akeo je =1,
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3. 45.__ keka je K konacno pr051renje pol}a F. Bvaki au-

Element'é Se haziva_primitivan_nfti_koren iz jedinice ako i sa-

'mo ako 3a E '—1 i ak #i-za ;Bigksn-l,

tomorflzam 4 GG(K F} presllkava PfOlZVoljan element aERK u ele~
R : : : : o Lo ment @{a) konjugovan sa__a_ nad F..
3.39. Ako je K prosxrenje polja ¥, elementi a,b €K se. . )

'na21va]u konjuqovanl nad F ako i samo ako su a i b koreni istog

3.46. Neka je. f(x} eF x] a K faktorlza01jsko poije
pollnoma £{x} nad poljem F. Grupa Galoa polinoma: £ (%) ije grupa
Galoa G{K,F}) polja K nad F.

'pollnoma p(x) er; xJ nesvodiijivog nad F ili su a 1 b transcenden-

+ni nad F.

“3.40.  Weka su Fla) i F(b) jednostruka pro¥irenja tak-
. 3.47. Nesvodljiv polinom f(x) stepena n nad poljem F

va da su a ib  konjugovani nad F. Polja F(a) i F(b) su izomor- “se naziva separabil % .
e i ; - S . ;_ an ako i samo £ -
fna i postoji izomorfizam tih polja koji preslikava au b a : ako £(x) ima n razliZitih ko
rena u faktorizacijskom peliju (£3. £(x) nema viZésirukih kore-

elemente poija F ostavlia fiksnim (tj. svaki element polja F Cha)

preslikava u sebe).

. . . : : o . Proizvolian polid . . o .
polija F(a) i F(b) se nazivaju polja konjugovana nad F. 3 polinom nad I' se naziva separabilan ako i

jsamo ako su svi njegovi nesvodljlv1 faktorl separabllnl.

3.41. Svaka dva faktorizacijska polja polinoma pi{x)

nad poljem F su izomorfna i posteii izomorfizam koji sve elemen- 3.48. Svaki polinom nesvodljiv nad poljem F karakte-
te polja F ostavlija fiksnim. ristike 0 je separabilan.

3.49, Neka je f{x) polinom stepena n nad poljem F ko-

3.42.. Skup svih automorfizama polja F #ini grupu u od-

nosu na mno¥enje {kompoziciju) ji ima tacno K razllc1t1h korena al,az,...,ak u faktorizacijs-

presliikavanija.

:kom polju K= F(a P8y a3y ). Tada svaki automorfizam ¢ grupe

© 13,43, rke je G neka podgrupa grupe svih automorfizama :Galoa G(K,F)  odredjuje jednu permutaciiju

Py

aiwgﬁ-{al), a2H$(a2)'_“"akw_¢_(ak)

polja. F, onda je skup . svih-elemenata aéF¥ takvih da je-¢(a} =a,

PR

‘za svako ¢ € G, potpolije polja F i to potpolje se naziva, fiksno

polje grupe G. : . . .
© skupa {al,az,...,ak}. Automorfizam ¢ je potpuno odredjen permu-

tacijom p . .

3.44. Neka je F. potpolje.polja X. Tada je skup svih- : ans Loy : ; - : ’
{ _ - Preslikavanie koje svakom auvtomorfizmu grupe G(K,F} pri-

automorfizama polja.K koji ostavijaju sve.elemente polja F fik~ o v
e . - druzuje odgovarajudu. premuta01ju korena a; JrBp e rdy je izomor-

”snim,,gzupa:kojn nazivamo grupa. Galca (Galois) peclja K nad F 1

. - fizam grupe G(K,F) i neke pod iy
oznaEavamO sa G(K,F). G(K,F) je pedgrupa grupe svih automorfiza- podgrupe grupe permutaciija Sk'

e, polja K.

3.50. Prodirenje K i '
_ Automorfizml grupe G(K F) se pnazivaju F-automorfizmi po- ako Ge K konad J polja F paziva se normalno ako i samo
: . o je onacho proii 3 i : ; ;
lja K. {tj- automorfizam ¢ polja K se naziva F-automorfizam ako . . J ‘ 13 irenje ¥ i F je fiksno polje grupe G{K,F)
o (t3. za svaki elemenat a skupa K\F post031 automorflzam

i samo ako je ¢{a) =a za svako a € F}. |
$ € G(K,F) takav da je ¢ ( a} #a)

-3.51.

samo ako je

Konafno profirenje K poelja Fje normalno-ako i-

[K:F] = |G(R,F) ]| .




3,52, " Neka je K kona®no profirenje polja F karakteri-
5tike-0.5Taaé"§u slededa tvrdijendja ekvivalentna: '
“ (i) . k :je:normalno prodirenje polja F.
(i) K je faktorizacijsko polje nekog polinoma nad F.
“{iii) -svaki polinom nesvedljiv nad F koji ima jedan koren
u-K"ima sve korene u K. :

3.53. (Osnovna teorema teorije Galoa} Neka je K nor-
malnc prefirenje polja F 1 neka je M proizvelino medjupolie za
ﬁoija:K_i F {tj, K&M=F}). Tada je preslikavanije

M G{K,M)

bijekcija skupa svih medjupolja za polja K i F i skupa svih pod-
grupa grupe Galoa G(K,F). Pri tom vaZi:

{i) Medjupolje M jé fiksno polije grupe G(K,M) i

o (K :M] ={G(K,M|. _
{ii) Ako je ¥ proizveljna podgrupa cgrupe G(K,F), onda Je

H = G{K,KH) f

gde je KH'fiksho polje grupe H.
{iii) - Ako su MI i M2 dva'medjdpolja kojima odgovaraju re=

dom pedgrupe Hi'= G(K,Ml) i H, = G(K,Mz) grupe G(K,F), onda ije

=
Mlg M2 HfQ H2 .

Ako je Mlg M, onda je

nd = TH . '
By emyd o= [E) 21T

(sa [HI:HZJ oznafavamo indekse grupe H, po podgrupi H,).

1
- {iv) M- je normalno proSirenje polia F ako i samo ako je

G(K,M) normalna podgrupa grupe G(K,F).

{v) Akc je M normalno proSirenje polja F, onda je

G(M,F) =G(K,F) /G(K,M) .

) 3.54. Neka je F polje i £(x} eF[k]. Jednatina f£(x) =0
je refiva radikalima nad F ako i samo ako sesvaki koren pelinoma

f(x) mo¥e.dobiti konadnim nizom operacija sabiranja, oduzimania,
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‘mno¥enja, deljenia i uzi ja n,-tih ! ;
ja, jenj imanja n; tih korena {za proizvoline vred-~

" nosti ng € N) polazedi od elemenata pclia ¥

.

3.55. 'Neka je F polje karakteristike 0, £f(x)er(x] a
. . . . -
K faktorizacijsko polje polinoma f£(x). Jednatina f(x) =0 je re-

giva radikalima nad F ako i samo ake je grupa Galoa G(K,F)
va grupa. .

resi-

83.1. PRIMERI I OSNOVNE OSOBINE

(508 Ispitati da 1i su slededi prsteni polija:
a) ( Z,+r0),
b) (Ql+i‘)l (ml+l’}’ (CI+J-)I
c) {zam;“l“") ’

d) ({a+bv2 | a,b e @},+, "),

.
e) ({L_f) }Ej la,b e Ry+, ) .

'ggzultat, a) Ne, b) da, c) da ako je m prost broj,
ne ako je m sloZen broj (zadatak 11), d) da, e) da.

509, Neka je (F,+,") polje i a i b dva razlifita ele-
menta iz F, Definifimo * i 0 na slededi nadin:

x*y = x+y-a,

xoy = a + @l {y-a)

Bokazati da je (F,*,0) polie.

510. Ako je R teio,_tada je i prsten proSirenih for-
malnih stepenih redova R«x> (zadatak 315) takodje telo. Zko
je R polje, tada je i R<x> polie. Dokazati.
ReZenje. Neka je R telo. Neka Jje f = E a xne Rax »

I ird

a r najmanji indeks za koji je a_ #0. Tada je f =x 'h, gde je

_ n+r
h a. +ar+1x-+... +a x +... €eR[{[x]1,
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a. ima_in?erzni elemeht.pa né_gsnevu_gada?ka_3?2-_pOStOji 315. Dokazati da PO¥ﬁ¢_ra9%0hélnih brojeva @

_ema pravlh potpolja.-

St éR{ijf “Tada 3e % h inverzni_element za .f. Prema tome,

N R<x> :)e ‘telo.
. ffmﬁ' Dokazatiz

al Polje karakteristike ¢ sadrZi potpolje izomorfno

: Ako je R polje na osnova prethodnog neposredno sledi

da 3e 1 R<x> poije. s
: ~pOtpOlju Q.

b} Polje karakteristike p sadr¥i potpolije izomorfne

511, U pbiju prodirenih’ formalnih stepenih redova
~poliu mp.

R<x> nad poljem realnih brojeva nadi inverzne elemente za:

; 10 Y k. k Tk
a) x 7, bl 1l+x, el po2tx, d) . Z3X - 517. Ako je F pol]e karakteristike p #0, onda za
' " “svako x,y € F va¥i
Besultat. a) x_io, b (-1} "% ¢y 1 - 2x,

(Xﬂ?)p = xP +yp

d}_ x3vwx4.

Refenje. Poito je

~

512. Pati primer peolia karakteristike 5 sa besko-

’

o N
(xy)P = ] (P yuPTRK

naéno mnogo elemenata. K
=0

-a prost broj p je delitelj ( E ) za svako X#0, p, s obzirom
da je karakteristika polja p, mora biti
p Pk K o
SRR

Refenge. Zg<x> {zadatak 510 ).

= §

513. U skupu Qnureéjenih n~torki racionalnih broje-

va definisane su operacije + i ° na slededi nadin: za svako k #0,p. Dakle, (x+y}p==xp +yp_

{& - W1)+(b6'bl"‘.’b y={a +b ,a +b115-’ra b Yoo

Byrenerdy n-1 o "ot n-1 "n-1

518. Neka je F konaéno polje sa g elemenata. Do-

seeese 3, . kazati da za svako x € F va¥i

=legie n-1

n-1)} o'l

T EARRR

xT=x,
o, = B + jfk+1 5 n+k T Redenje. Multiplikativna grupa polja F ima g-1 ele-~
menat, pa na osnovu 1.51, za svako x #0 mora biti xq_I =1, tj.

n-l'

{?:i.éemu se podrazumeva da je ) a'bn+k—' =0}. Dokazati da
I ‘ j5n J i -
) polie.

®x- =x%x. Poslednja jednakost odevidne va¥i i za x=0.

519, Neka je F konaéno polie sa ¢ elemenata. Doka-
zati da je

qut$tub; " Dokazati da je {Q =) "Q{xw/(x - .. +l : 0

31x2 s ¥gels
gde su HpseeasX

1 5vi elementi polja:F osim nule.

q-

514._ Dokazati da je karakteristika polia O ili prost

b;oj_Pfi ..Dokazati da je xf; #xX za svako x e F\ {0}

Uputstve.

osim za x =% 1.




i _5 ﬁpﬁIMﬁﬁgA:ﬂ 'ﬁ:spééijainom sludaju, kada je F = mp, gde
je' p prost broj, dobija se da va#i teorema Vilsona (Wilson):

(p~111 ==-1 {(mod p).

_ 520. Neka je F kona®no polie sa g »>2 elemenata. Do-
kazati da je S
x=0.

Redengje. Na osnovu zadatka 518. elementi polija F

q

su koreni polinoma p{x) =x*'-x. Kako je g>2,to je u p{x)

a1 nula, pa je na osnovu 2.80. i | x = 0.
XEF

koeficijent uz x

521, Neka je f£{x) € mp[k} nesvodljiv polinom nad
Ep' degffx}= n, p prost broj. Dokazati da je mp{xj/(f(x)}
polje sa p elemenata.

Uputsive. Videti zadatak 484,

%E%ﬁ Za polie Z3£x}/(ix2 +1x +3) formirati adi-

R

tivonu i multiplikativnu tablicu.
523, Konstruisati poelije sa 4,8 1 2 elemenata.
Uputstvoe. Koristiti zadatak 521.

524. Nadi generatore multiplikativne grupe pelja sa
8,2 1 13 elemenata.
iF

525, Navesti primere konadnih polja ¥ _takvih

1 2
da je aditivna grupa polija Fl izomorfna multiplikativnej gru-

pl polja Fye.

Uputstvo. Froblem odredjivania parcva takvih polia
je ekvivalentan sa problemonm odredjivénja prostih breijeva cb-
lika 2p -1, p prost broj. Prostl brojevi ovog oblika nazivéju
se Mersenovi {Mersenne) prosti brojevi. Da li postcii besko-
na&no mnogo Mersenovih prostih brojeva je do danas nereSen pro-
blem;-Detaljnije 0 ovome mo¥e se nadi u kursevima tecrije bro-

jeva, najprimer u: Hardy,G.H., Wright,E.M., An Introduction to
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ﬁhe Theory of Numbers, Oxford, 1960.

_ 526. Neka je fi{x) € Zp{x] polinom takav da je
flatb) = fia) +f{b) =za svako a,b e Z, Dokazati da je f(x)

oblika : 5 %
S _ B 2 P
fix) = a,% +a1x +a2x + .. +akx
“vza neki prirodan bkroij k.
527, Dokazati da u polju F karakteristike p za
::évako a,b€EF, a¥#b, vaii
- p-l _i-
(a-by P71 = g gRpPTiE
k=0
Uputstvo. Koristiti #injenicu da je u polju karak-

. teristike p

ta-b) P = af - b¥ = (a-p) pil 2 pP Tk
k=0

528. Neka je R domen integriteta koji sadrZi polje
F. - :
a) Dokazati da se R moﬁe posmatrati kaoc vektorski pros-
tor nad ¥, pri ¢emu je sabiranije vektora {elemenata iz R) sa-
biranije u domenu R, a proizvod vektora a eR i skalara a eF

proizved oa tih elemenata kao elemenata domena R.

b} Akc je dimenzija vektorskog prostora R nad F konatna,

tada 3je R polie.

Fafenje. b)) HNeka je aeR 1 a#0. Definifimo pre-

slikavanie fa :R~R sa fa r x—+ax. Lako se proverava da je

i

preslikavanje fa linearna transformacija vektorskog prostora
R. Podto je R domen integriteta fa je injektivno {jer bi ina-
%@ iz R £y 1 ax=ay sledilo al(x-y) =0 1 R bi_sadréavao delite-
1je nule). Injektivna linearna transformacija:kdﬁaéﬁdimenzio~
nalnog vektorskog prostora je i surjekﬁivna,'pa pdstoji vektor

%« takav da je ax=1,tj. a ima inverzni element.

529, Neka su R i & domeni integriteta takvi da je

R potprsten prstena 5 i da je svakil elemenats €8 koren norma-
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'llzovanog pollnoma sa koef1c13ent1ma iz R,
Dokazatl da je R polie ako i samo ako je § polije.

ReZenje. Neka je R pclje, neka je s €5, s #0, 1 ne-
-ka-jé'ﬂp.f Xﬂ‘*alxn“l t...ta,, a;,€eR, i=1,2,...,n normalizo-

van polinom minimalnog stepena ¢iji je koren s. Mora biti
a, #0, jer bi inaCe bilo
n—1 Ln=-1 ) =0,

+a,8  F...+a
s (s 1 -1

pa kako je S integralni domen,

n—1 n-2
+ ves F =
s a,s + a.q 0,

t3. s bi zadoveljavao polincom ni¥eq stepena od degp.
Neposredno se proverava da je

-1 -1, n-l n-2
== ee. €
s ay {s. ta,sn "+ a, ) &5 .

ti. 8§ je pelie.
T s -1
"Neka je 8§ polje i neka je reR, r#0. Tada ¥ ~ €8, pa
postoji normalizovan  polinom

q = xm+blxm—l+... +b_, by &R, i=1,2,...,7,

takav da je g(r ') =0. Otuda siedl da e
R S '
- ——(bl+b2r+.._.+bm her,

tj. R je polije.

fSié} Neka je F komutativan prsten sa jedinicom. bo- .

kazati da je F polje ako 1 Samo ako za svaki prsten R svaki
-homomorfizam i : B R, takav da. je. f(l} ~l moxja_._bltl.monomorw

fizam,

531, Neka su (F,+,+) i (K,+,¢) polja takva da je-
' -1
) =

za’ svako a eF, a.#O. Dokazatl da }e f izomorfizam

AF, +) W(K +) ‘sa- 1zomorflzmom £ i va¥i f(l ) ~l ~f(a
(£@) 1
-polja F i K.

_ Refenje. Neka su a,b eF\NI{0}, a #bflf Tada se prove-
ravélda vazi-- S : L
R ‘aba = a--~(a“l'+'{b“1 #a)"l}“l'
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{tehnlckl najjednostqvnlje 3@ da e ova provera izgvrii tako &to

sé inverzni elementi pifu u obliku razlomaks (%Iﬁmesto a~ly, a

zatim primene poznata pravila o racunanyl sa realnim razlomcima

" koja vaZe i u proizvoljnom poljul, pa je

flaba) = fial)f(b)f(a)

za svako a,b el, jer poslednja jedhakost'oéiglédno Vaﬁi i za

: 1 RPN i Q : : .
~a=b ", a vazi 1 ako je neki od elemenata a,b jednak Oy {jer

je f izomorfizam aditivnih grupa pa je f(GF}wOK}. otuda do-
bijamo da je za svako a €¥ ( gtavljajuci b#EF}
2
£(a®) = (£(a))?

Pokto e [F,+) = (K,+), sledi da je'char?'aéhafK. Neka jé
charF # 2. Tada iz

ab +ab = {a+b)2 -a -b
sledi da je

£(ab) +f{ab} = f(({ath) 2ea’-p?) =
= (Fla)+E(B)) 2 - (Fla))? + (£(6))2 = 28(a) £(b),

pa Je flab) = fla)yfib).
Akc je char¥F =2, tada je

(£lab})? = £({(ab)?) = f(abla) =

= E(a)E( I F(a) = (F(a)) (b)) = (£(a)Eb)}2 .

Kako je polje K karakteristike 2 iz poslednie jednakosti slew

di da mora biti

£{ab} = f{a)fib}.

532. Neka je R prsten sa jedinicom. R je telo ako i
samo ako je u R reSiva 3ednac1na a+x=ax za svako a €R, osim
za Jjedno. Dokazati. )

Redenje. Ako je.R télo, onda je é+x=ax_ekvi§alentno
sa (a~llx =a, pa za svako a¥l postoji refenie x =(a—l)fla.

Pretpostavimo da jednalina a +x =ax ima refenie za
svako a €R, osimiza_jedno. 4a a=l éaﬁa jednaéina-neﬁa_reéenje
jer je 1#0, pa,prema tome, reéenje postoii zé svako a#l. Iz
(a-1)x=a sledi (a-1}(x~1) =1, tij. svako bwa~leR, b #0, iﬁa

desni multiplikativni inverzni element.




533. Neka je K telo €iji je centar F (kao centar

'prsi;_ena} v_'id'e_t_i zadatak 342 }. Ako za svako X €K x2 € F, tada

je K poljé-i K =%, Dokazati.

Refenje. Jednostavno se proverava da je F polje.

Neka je'karakteristika polja F razlidita od 2, tj. 2=1+1 #0.

Tada postoji 2_1; pa je za sva}{o X €K

¥ = (2 H?2 o ((x-1)27

1

) EF,

Neka je karakteristika F dva i neka a €K, a¢F. Tada

postoil b e X takvo da je ab #ba. Oznalimo ga ¢ =ab -ba #0.

Kako mora biti charX =charF =2, onda je za svako x€X, ~x =x,

pa je

c=ab +ba = (a+h)% -a®-be¥F,

ac = afab) + (ab)a = (a+ab)> -a” - (ab}? e 7,

a kako postoji c—l €F, jer je ¢ #0, imamo

a = (acic ler.

Dokazali smo da ne postodi a e K\F, dakle, K=F,

§3.2. PROSIRENJA POLJA.

@ Nadi potpolija polja kompleksnih bi:ojeva C gene-
risana sa: '

a) {0,1) | o) (/Z, /)

by {0} £} R
c) {0,1,i} g) m U {i}

dy {i,/Z}

" Rezultat. a) @ , b) © , c)latbila,beQ},
d) fatbi+c/2+div2]a,b,c,d e 0}, e) {a+b/2+c/3+dV6|a;b,c,d e},

£ R, g ¢.
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535. Dokazati da se svaki element polja F(u) , gde
je u algebarski elemenat stepena n nad poljem F, mo¥e pri-
kazati na jedinstven nafin u obliku

n-1 . '
a+ ... +a u , 8. eF, i=0,1,...,n-1.

a_ +a
[s] n-1 i

1
Redende. Neka je flu)/glu), glu) #0, bilo koji ele-
ment pelja F(u}. Ako je m(x) minimalai polinom elementa u
nad polijem F, onda su m(x) i g(x) relativno prosti polinomi
(jer minimalini polinom mora biti nesvodljiv), pa postode po-
linomi h(x) i k(x), takvi da je

hix)g(x} + kix)m{x) = 1.

Odavde je za x=u, h(ulglu} =1 (jer je m(u) =0). Prema tome,

£{u) _ £{u) h{u)

g{u) g{u) hu)
Ako je polinom fi(X) stepena vedeg ili jednakog n, onda se

= £(ulh{u) = fl(u) .

deobom sa m(x) dobija

fl(x) = oa{xim{xd +r{x),

gde je stepen ostatka r(x) manji od n ili je r(x) =90, pa Jje

cdatle za x=u:

i = +
fl(u} r{u) a,tau+... +a _u »oay EF.

=
Ako pretpostavimo da se E}% mo¥e prikazati u navede-

nom obliku na dva naéina:

£ (u) n-1
St = + “na =
ey atau+ ta
_ n-1
= b0+blu oo +bn’~lu ,
bice
.. . n-1
_ + _ o ey =
a, bo (a, bl)u+... +{ay n_~1)u 0,

a to protivredi pretpostavei da 'je minimalni polinem elemen-

ta u stepena n.

536. U polju @{a), gde je a korern jednadine

3k - 2x% 4w +2 = 0,

a-1

element prikazati u obliku uaz +8a+y, a,B,yeqQ

a —-a+l




:_:gggeﬁgg;_: k???st%éem? ppgtgpék_opigaﬁ u zadatka_SBB.
. Polinom ,
' plx) = 3x° - 2x° +x 42

je nesvodliiv nad Q pa su ple) i % - % +1 relativro prosti

'pOIiﬁomi, tj} postoie polinomi £{x) i g{x} takvi da je

{x}p(x} g lx)ix 2—x+'1) = 1.

EuklidOV;m algorltmom odredlcemo gcllncme f(x) igixy.

‘Kako de’

pix) = uz—x+l)Bx+i}~x+1,

xz-—x+1 = {-x +1)(-x)} +1 .,

bice

(k2 ox + 1) -(pl)-(x° ~x +1) (Gx +1)) (=x) = 1,

adnosno

xp@}+t&x2—x+lﬂx25x+l}¢ 1.

Iz gornje jednacine za x = a dobijamo'da'jé

(-3a —a~%l)(a2 -a +ii =1,

pa je, prema tome,

S .
a-1 .27l .oz3acarl o g3 9.2 0000 .

az—a+l az-a%l m3a2—a+l

_3a3~2a2+a+2.=0,

je

—3a3 = —2a2 +a+2

a1l o -2a2 +a +2 +2a2 +2a —1'= 3a+1i .
a —a+l

Do ovog. rezaltata moze se dofi i metodom neodredjenlh

. koefloljenata Naime, iz jedna01ne

i_m}_mzaaz-g-ga +Y

a2-a+1

'odrediéemo kpeficijente:a,sly._Ova_jednaéina_jenekvivalentna

sa’ly

...._".i_._l = (a®-a+1)(gal +pa y) =

aa4 +(E—m)a3'${a4y—5}a2 +(84y)a~¥?,

i

< a-kako Je
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= (2a% -a -2)/3,

a =ara” = (2a3 ~a2w2a}/3 = (a2 ~Ba-4)/9,

_ ., 4a B 2., _5g .28 _ .. 2a_28
a-1={ 3 3'§“Y)a F ( T"}““B Y}a“*“(‘“g'_ “§“+Y}-
Kako je a stepena 3 nad @1, svaki element pplja @{a) moZe se

s s i1 . " 2 Lo Lo
na jedinstven nadin prikazati pomodu 1l,a,a”, pa mora biti

4o _ % + T=a,

i

_Sa o, 2B o
g 3oL
20 _ 28 Ly L.
S ALY

odakle se dobija ®=0, B=3, y=1. Prema tome, dobili smo i
na gvaj nadin da je

_a-t . 3a +1

a2~a+l

537.a} U noliu Q{a), gde jé a nula polinoma
. X4 +x2 + 1,
napisati razlomak 5%3 sa racionalinim iméniteijem.
by U pdiju Q(a),.gde.je a nula poiihomé

%3 = 6x% +9x% 43

rapisati razlomak et g3 racionalnim imeniteljem.
a“-6atd . .

- napisati sa ra-
catyZ 3

cionalnim lmenlteljem, ako 3e a nula pollnoma x” +x +3.

538. U polju @(a} razlomak

1539%. Odradltz EK Q? i nac1 bazu fid na& @ ako je

a)KQ(/“/“ .
b) K=@(i,"3,€), gde je € *—-gé imw kompleksan kubni

koren 1z jedlnlce,



a) x=0/Z,a), gde je a'+6a+2=0,
e) K=0(8,3+/50).

.. Refenje. a) Y2 je nula polinoma'x2 -2 nesvodlji-
_vog nad Q, bazu vekitorskoyg prostora Q{/—} nad poelijem @ dine
elementi 1,/2, pa se svaki elemenat iz Q(v2) mo¥e prikazati
u ole,ku a +b/“ a,beQ.

. V3. je nula pollnoma x2 = 3 nesvodliivog nad Q(vZ) ,
pa bazu Q(/_ /3) nad Q(¢/7) &ine elementi 1,¥3. Svaki eleme-
nat o polja @(vZ,¥3) mo¥e se prikazati u obliku

o = a+hv? + {c+d/IV VI =at+hy/Z+e/I+dvE, a,b,c €@ .

Dobili smo da se svaki elemenat polja @{VE,/i) mofe
izraziti kao linearna kombinacija elemenata 1,/2,v3,/6 . Ovi
elementi su linearnoc nezavisni (Jjer iz pretpostavke da Je
s =0 dobija sé a+h/2 =0, ctdy/3 =0, a odatle a=b=c=d=0), pa,
prema tome, &ine bazu polja @(v2,/3) rad Q.

odavde cdmah sliedi da je

Q/2,/3): g
(Kako je :
[Q(vZy: @] =
o(v2,/3): 0tv21]

stepen prodirenja 0(vZ,¥3) nad ¢ mogli smo odmah dobiti iz

[p(vZ,v3):0] = (/Z,vD (VD] [0(/2):0] = 2-2 = 4).

b} Sllcno kao gore dobija se da je 1,i baza Q(i)
nad 0, a 1,i,/3,1/3 baza @(i,/3) nad Q.

Kako Je

% + 1/_ ,

:sledl da e e@(i,v3), pa se adjungovanjem € polju Q(i, /“ do-
'3b13a opet to isto polje.
' Dakle,

DQ(l Jie)s 0] = 4.

SQ{v/6,/I0), 0(vZ,/3,45).
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540, Odredltl stepen prSLrenja Q(i, V~5+121} nad

':polgem racionalnih brojeva Q.

(oG, /~5+120) :0] = [0(3,/~5F125) :0(1)] [0 (1) :0]
EQ(i):mﬂ jer je p{x) 2x2 +1 minimalni polinom za i, a

[0(i,v-5+121):0(i)] =1, jer je iz formule

[2,.2 (3,2
/a¥ib = i(‘/-a——~+ 2ab” 4 b frar/aten
] TbT pl )

za b #0,
sledi
V=5+121 = £(2+31i) €Q(i). Prema tome;
[o(i,v/~5+721) :@] = 2.
541. Naéi sva pOtle}a polja Q(f 1) i odrediti stepen

njihovoyg progirenja u odnosu na Q.

. . 4 - vZ /—
Refanje. Kako je V=1 = Vi = 5 *lff , sledi da

. 4 N
je @/ =1) =Q(1 ,V2) . Potpolja polja @¢ 4z 1) su ©, stepena
prosirenja 1, zatim polja Q(i),0(v2) i 0 {iv/2) od kojih de

svako stepena pr051renja 21 samo polije @ (i,VZ) stepena pro-
Zirenija 4 nad Q

54?. __Dokaza?idéje @(E2k+l) %Q(s4k+2} za svako
kel, gde je e, ,, Primitivan (2k+l)-vi koren iz jedinice
{3.38 ).

Uputsitvo.

Dokazati da je -&
van (4k+2) -gi koren iz jedinicé..

241 & Q(€2k+l) primiti-

543. Odrediti sva medjupolja izmedju polija racio-
nalnih brojeva @ i polja Q(v2,v3,¥5).

Regultat.

0, 902}, QY3), 0/5), /8, (10}, 0(/I5), 0(/30),
Q(v2,v3), Q(vVZ,/5), ¢(/3,Y5), 0(v/2,¥i8), @(v3,/10), 0(/5,/8),
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@{/m mlGJ g}(vﬁ /__") Q(/_— f__,) jer su elementi sva- 547. \eka je a algebarski @..lement neparnog ste-
'kog od: l’l}lh obl:.ka a +bv’%‘ +c/ T +avl 5 I o .pena nad Poljem F. Dokazatl da je Fla .} =F(a) .
S B ?”C";e:@ 2 | s obzirbn' da e 525 F(a) vazi fﬂf{éz}c
544 _ako e polje K algebarskeé prodirenje.polja E, ' . SEEERIE L ) ‘ = -
: EmP{a).
. a E a},gebarsko prosxren]e polja F, on&a je K alaebarsko pro- : . ) 3 2
. . Posto je a koren polinoma pix} =x” ~a” stepena 2 sa
SJ_ren}e od F. Dokazat}.. ' > X S
koeficijentima iz F(a"), to je [F(a):F{a®)] <2. Kakc je
_ Eelsnje. Neka je a bilo koji element proZirenija [Fla):¥] = {F{a) :F(ag)} [F(az} (P! o= 2k+1,
K polja E i neka je ! to de
. : 1 o B Mo rmy op fm2y] - I 2
- pxy =b xM+b__ k1 e . 4b ) b eE, x=0,1,...,n, [Fla):Fia®)] = 1, pa je Fla) = Fla")
. n n-1 o} k .
' olinom &iji je koren a. Tada je .
P J& _ j 548, Neka je o algebarski element nad pelijem .
F, = F(bg.bif---:bn) _ Dokazati da postoll cec broj ¢ takav da je ce nula norma-
kona&no profirenie polja F (na osnovu 3.16. (ii) , 3.24, 1 Lizovanog polinoma sa celim koeficijentima.
3.28 }, pa kako je a algebarski elemenat nad Fz ( jer je ko-
. n -1
ren pelinoma p{x) sa koeficijentima iz F ) mora biti F, (a) Redenje.  Neka je p(x) =a X +an_lxn . tag epix]
“ v . . . . .
konacno pr051re.n3e polia Fl' Kako  je, dakle, Fi konaéno pro polinom &ija je nula a, i neka je s najmanji zajedni&ki sa-
- Sirenje polja F, a F) (a.) konacno proSirenje polja F,;, sledi drZalac imenilaca koeficijenata a.,i=0,1,...,n. Ako jedna-
- da e Fy (a) kona¢no profirenje polja F. Na osnovu stava da rost t
e}
je svako konadéno pros:Lren]e algebarsko, zak}_j}ucujemo da je a {En fa —if"‘n_l .. ta =0
(@) algebarsko prosxrenje polja F, pa je a algebarskl ele- n nmL -0 _
menat nad F. pomnoZime sa s, & sa by ozna&imo as, i=0,1,...,n, hice
Dokazali smo da je svaki elemenat polja K algebarski _ n. - -1 . o
. - . - : {*) b& + o +‘..+b' x.o’ .
nad ¥, a to znad¢i da je K algebarsko prosSirenije polia F. n n-l 9 S
_ pri femu su bi’ i=0,1,...,n, cell b_rojévi.
545.  Neka'su K =X t::Kl "';Kn“l = F pelja. Mnofedi (*) sa bﬁwl dobijamo da- je
Dokazati da va#i ' n ne1 _—
(bn:.‘;,) +bz’x l(b o} +bnbn 2{bna} +
. = . 7 . r K 1. Yo -
F:K] (K, y:K o]+ [KorK J[K K _] oz, o o
: ) + b (b ) -a-b Lo =4,
o _ . n <
Uputsivo. Koristiti indukeiiju. . - S Co
. pa je c :bn.
546. Ako je a algebarski element prostoyg stepena 549 . Izpitati 'kc}j'i od slededih br.'oje.va su algebar-
p nad poljem F,dokazati da ne postoji medjupolje izmedju F ski a koji transcendentni nad poljem racionalnih brojeva:
- i F(a) razlifito od P i od F(a). o ' '
3»/"2”, sz, T+ 2, V2 +is3
3= . . v 3 .
4 B Y2 Je koren jednatfine x° -2 =0, pa je,
prema tome, algebarskil elemenat nad poliem Q.
&




Akd'préépostavimo'da je 2 algebarski elemenat nad
0, onda postoji polinom p(x) sa racionalnim koeficijentima
. 2 .
takav da je p(r7) =0. Tada Jje

p(Xz) = gix),

takodje polinom sa racionalnim koeficijentima i
2 .
plr”) = q(a} =0,
t3. dabiﬁamo da je 7 algebarski elemenat nad'Q {jer Jje koren
polinoma g(x}). Ove je kontradikcija, jJer je poznato ga je ¥
transcendentan nad @, pa odatle zaklju€ujemo da je 1~ tran-

scendentan nad Q.
Na sliZan nadin se mo¥e pckazati da je m +2 tanscen-
dentan, a v2 +1v¥3 algebarski elemenat nad poliem racionalnih

brojeva.

550, Dokazati da je bar jedan od brojeva ein, ern

transcendentan nad poljem racionalnih brojeva.

Heéénje." Pretpostavimo da su i w+e i en algebarski
nad @. Tada je F =@(etyv,en) konaéno proZirenje pelja @, pa je
na osnovu 3.25. F algebarsko profirenje polja Q. ({e+ﬂ)2 -
~4er) € F, pa je {e+n) 2-der algebarski element nad @. Tada
je 1 wm-e =V4e+ﬁ)2—4aﬂ algebarski element nad poljem Q (akec
je:neki elemenat a nula polinoma p{x), cnda je"' & nula po-
- linoma p(xz)). Dakle, K:éQ(e+n, en, (e+ﬁ}2—4ew) je kona&no,
a to znafi i algebarsko proSirenje. polja Q.

Medijutim, onda je
% V(e+ﬂ)2—4en + % {et+m) =

Zto je protivrednost, jer je 7 transcendentan nad 0.

(?r—e)+i (r+e) = 1 €K,

551. Polje %, profiriti do polja K takq da polif

: 3
nom. .
plx) = 1x“ +1x+2 ¢ Z3EX]

ima koren u K.
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 ReZenje. Dati po;inom_je nesvodlijiv nad Z4, pa je
faktor prsten K= Zg[k]/l, gde je I glavni ideal (Ix2+1x+3),
polje. Polje K ima devet elemenata

K = {a+bx+Ila,b e %q] =
= {I,1+1,2+I, 1%+, 14+Tx+T, Z+1x+T, Zx+T, T43x+T, 343541} .

Preslikavanje f : %3~wK'definisaho sa £(a) =a +i'je'izomor—

fizam polia #, i potpolia {I,1+1,2+I} polia K, pa ako se

svakl element aeZ, identifikuje sa svojim suskupom a+I € K
mofe se smatrati da je K profirenie polia 23.
‘PokaZimo da je lx+I €K koren dstog polinoma (s ob-

zirom na navedeni izomorfizam umesto elemenata iz %3 za ko-
eficijente polinoma uzimamo niima odgovarajude elemente iz X).

Zaista,

]

{I+I}(IX+I}2f(1+I)(Ix+I}+§+I =
= Tx2HI+TxHT+34T = (Tx%+Tx+43) 4T = 1.

p(Ix+I)

552. MNeka je polje K kona®no pro¥irenje polja F
stepena n. Dokazati da je polie XK izomorfno potprstenu X-° koii

. . n,n . s
je polje, prstena F svih matrica formata n xn nad poljenm
.

Uputstve, K je n-dimenzionalni vektorski prostor
nad F, a preslikavanie fa : K +K definisano sa fa(x) =ax, gde
Je a fiksiran element polja K, je za proizvolino ae K line-
arna transformacija vektorskog prostora K. Akc je uodena ne-
ka bhaza prostora K i sa {fa] oznafena matriga_iinearne trans-
formaciie fa u cdnosu na tu bazu, onda je preslikavanie
¢ :K~>7 " definisano sa é :ar+£fa] monemorfizam polja K u
preten F''7, tj. ako uvedemo oznaku K'=Jm¢, onda je Kgp'"
polje izomorfno polju XK.

PRIMEDBA. © Polje K naziva se matridna reprezenta-
¢ija pelja K nad poljem F.

553. Naci matridnu reprezentaciju (vidi prethodni

zadatak) polja K= %2[}]/(1x2+ix+1) nad poljem Z, -
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Reaenge CgTementi polija Kisu "I, 1+I,1x+I,1+ix+T,
gde ‘je wa I oznaden glavni ideal (ix%+1x +1). potpolje F =
= {I,l +I} ‘poija K je izomorfno sa 22; pa ake se elementi po--
lja F identifikuju sa cdgovarajucdim elementima polia _mz, onda
je matricéna reprezentaC1ja polja K nad %2 ustvari matricna
reprezenta01ja polja K nad F. ‘

f Radi jadnostavn13eg pisanja u daljem cemo suskupove
kO}l cine polje K oznalavati samo pomodu predstavnlka tih su~
skupova { suskup a+I oznacavacemo samoc sa a), onda je K =
= 0,1,1%,1+Ix} a operacije u pcl;u K se izvode po modulu
Tx2+1x+1, Tako, na primer, Ix- (1+1x) —1x+ix2 = 1x+{Ix+1) 31,
gde je korlsceno lx2+1x+1 =0. '

Polje ¥ posmatrano kao vektorskl prostor nad F je dvo-
dlm&RZlonalnl prostor sa bazom 2 =1 i e, =1x. S obzirem da su
elementi i~te kolone matrice koja odgovara jednod linearncj tra-

neformaciji koordinate slike i-tog bazisnog vektora, bide

fgle)) = 0-T+0 x _ d 48
- pa elementu 0 odgovara 5 3 !
fa(ez) 0-T+0x - S |
fo(e,) = T-143- - - Lo
TR AT oo pa elementu 1 odgovara | _ . |-
) = . 0 1
fi(ez) = x = x+i-x -
(e;) =0-1+1x a 01
L e pa - elementu x odgovara - |
f7,.0ey) = 1-1+1-x 1 1]
friax(ey) = T | |
f§+-£x{e2)_ =_.(1+zx)->_< = IRALR K =_l:?{:l+.lx=i =1+1+0-% ,
o - 11
pa elementu ‘1+lx odgovara i
Sl . : : 1 0

bDakle, polie

[ - w - e |
e ]2 gl |1 7] (Q i (; i
A 6. 070 11110 )

gde su operaczje pelja sabiranje 1 mneoZenje matrica, je -mat-

rlcna reprezenta013a pelija X nad ZZ

.554; Nadi matrifnu reprezentaciju - {v. zadatak 552"}

polja K iz zadatka 551. nad poliem 7, .
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555. a) Dokazati da je F={ a. ,a EQ}
ct . a 1 2
: 2 1
potprsten koji je polje, prstena matrica Q2r2 i da je ¥ izo-

e
nE
nab mal
| I |

morfno poliu Q{v2).

b) MNeka je d ceo broi koji je proizvod razliditih
prostih brojeva. Dokazati da je skup matrica reda n

aiwj £ 1>
F = a,. =
kN

i,9=1,4.4,n, a, EQ,
k=0,1,...,n"1

a, ]
+] da_. . ., 1i<7,
n+i-j J

potprsten koji je polje, prstena matrica Qn,n i da je F izo~-
morfno poliu Q(W3ad).

556. Dokazati da je polije Q@(al}, gde je o nula po-

linoma x? +px +tge Qx| nesvodljivog nad @, izomorfnc potpolju

aO —qa2 —qal
F= a; a,7pa, "4 ptang Agr8108, €0
asy 21 By iy
prsteha QB '3 .
557. Dokazati da polije realnih brojeva IR nije jed-

nostruko proSirenje polija racionalnih brojeva (.

Uputstva. 5 cobzirom da je @ prebroijiv skup, treba
dokazati da je i svako jednostruko profirenje polja @ prebro-
jiv skup. IR je neprebrojiv skup, pa ne moZe biti jednostruko

profirenje polja Q.

558. Neka je A= C skup svih algebarskih brojeva nad
poljem racionalnih brojeva Q. Dokazati da je A beskonaéno pro-

§irenje polia O.
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:ée§énje;-' Na osnovua 3.24. 1 3.25. kompleksan broj
a €€ pripada: A ako i samo. ako je stepen pro¥irenja [@{a):Q]. 561. Neka je u element trapscendentan nad poljem
. goﬁééan. ako sl é.’,b_EA, onda je na osnovu 3.28. racionalnih brojeva @, L=90f{u} i v =§§—I . Dokazati da je L

Mia, b 0] = [@(a,b):0(a)] D) 0] jednostruko proSirenje polja K=Q(v) i odrediti [L:X].
[@(a):0] <= jer aeh, element b Jje algebarski nad @, pa je
- algebarski i nad @(a), prema tome, [p(a,b):p(a)] <=, dakle,
i [0(a;b):@] <. PoSto atb, -a,abeQla,b) i za a#08, a = Qb
sledi dade svako od polja ©a+b), ©(-a), ©(ab), 0(a ') konadno
profirenie polja §. To znacéi da a+b, -a, ab, 2t pripadaju A,

562, Neka je K profirenije polija P. Ako'je o €K al-
gebarski element nad F(E) za neke § eX i ako je o transcen~
dentan element nad F, onda je £ alvebarski element nad po-

liem F (o). Dokazati.

tj. A je potpolje polja C.

. . 563. Neka je a nula polinoma
Na osnovu Ajzenftajnovog kriterijuma (2.71 ) moZe se

3
pokazati da postoje polinemi nesvodlijlvi nad @ proizvolino ve- X Hx +3,

likog stepena. Prema tome, na osnovu 3.24. sledi da A ne moZe nesvodljivog nad poljem Q. Polinom x7-2 je nesvodljiv nad 0.

[ 2 ..
biti konano profirenje polja Q. Da li je %"-2 svodljiv nad peliem Q({a) ?

. . . . . . .
55g Neka je Fy = Q(2 /3Y, i=1,2,... , Dokazati: Refenje. Koristidemo stav: Ake je X profirenie ste-
. - R : pena n -polja ¥, onda svaki element « €K ima nad T stepen ko-
ji je delitelj breoja n (tc neposredno sledi iz n :[k:F]x

=[R:F(a)] [F(a):F]).

a) A= U F je pelie.
h) A Jje algebarsko profirenje polija Q.

. . 3 . ' .
¢) - A nije konaéno-proéirenje polia Q. a Je nula polinoma x™+x+3 nesvodliivog nad @, pa je

fp(ay:0] = 3, a ako je b nula polinoma x%-2 nesvodliivog nad

0, onda je [©(b):0] = 2. Pretpostavimo da je x°-2 svodljiv nad

. je F polje, a K=F i neka je L medju- . : T , .
560 Neka je poLle, (a) 1 ne J mecu pfa). Tada je taj polinom jednak proizvodu dva linearna polino-

i FeL oK) razlifito od F. Dokazati da je K kona®no pro- . ) .
potje | ) ct ] P ma sa koeficijentima iz Q(a}, Sto zna¢i da be Q{a). Medjutim,

g1 j i4a L. . .
sirenje poija b 3e stepena 2 nad @, Q{a) je stepena 3 nad ¢, a 2 nije deli-
telj breja 3, pa na osnovu navedenog stava dolazimc do protiv-

Refenje. Ako je o algebarski element nad F ﬁvrdjﬂ— . .
T recnosti.

j Eig: %i (3.24 , 3.28 ). . .
nae o;lgledno vazi ( ’ 8 ) Prema tome, x242 je nesvodliiv nad @¢{al.

Neka je o transcendentan element nad F. Svaki eleme-
nat polja K je onda gblika’ §§2§ ;ode de £l{x),g(x)eF[x],
‘g(x) #0, (3.26 , 3.27 ). N _
. - £} ¢ L. Tada a'zqdhvoljgva'polinomnu

564. Ako je polinom pix} stepena n nesvodljiiv nad

poliem F, a K je konafno profirenie od F stepena koiji je re-

Neka;je LAY

_jednaZinu Bg(x) - £(x) =0 8iji su koeficijenti iz L, ofigled-

lativno prost sa n, dckazati da je p{x) nes&odljiv.nad K.

. ..- - . a b o . - N N )
no qe K=L(a), pa je K jednostrgko a%ge arsko prodirenie po 565.  Dokazati da je 0(/I;/5) = By + /5).
lja L, a to znafi i kconalno profirenje. o _ _ o o
' "Redenje. OFigledno je ©(/3+/5)=0(/3,/5). S druge
strane, %((f§+/§)3—i4(/§+/§}) =v3, pa ¥3 €0 (vV34Y5), a tada i
(V3+/5) —%({/3#@)3-14(/@/"5)) =/5e0(/3+/8), pa je 0(/3,/5)=

= Q{V3+/5) .
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:ESG'Q 569. Formirati polinome sa racionalnim koeficijen-

- Odrediti element a algebarski nad @ tako da
R - ) tima €ije su nule:

. N _ ) _
(/2,75 = efa). a) /3, 2. o) V247,
b} i, 3 £y VI 4+ V3,
. . . : : R . —2 41 - 243
. 567. - Heka je p{x) polinom sa racionalrim koefici c) 42 i, 3-2i, | g 34 39
jentima. &ija. je jedna nula a. Naéi polinom q(x) e@[x] &ija je 4) Y5 + /5 o :
nula f(a}) ako je: )

: ‘a) p(x) = x3 —ax -2, fla) = az."l. Relenje. a} Polinom sa racionalnim koeficijentima
o 3 9 ] 2 fiia je nula v3 mora imati i nulu njemu konjugovan broj nad
b)) px) = xT 43x7 -3, f(a) =a +a. @ -v3I (Y3 i -V/3 su koreni polinoma %23 nesvodliivog nad @

: {v. . 3.3%9 )). Prema tome, traZeni polinom je
Re3enje. a) Polinom p(x) je nesvodljiv po AjzenZtajno- 3

2
. - + - = - -
vom kriterijumu (2.71 ), pa je @{a) =K kona#ne prosirenje ste- (x = V3) G+ /3 (x-2) * 2x 3x+b

pena 3 nad Q. K je trodimenzionalni vektorski prostor nad 0 d) uvedimo oznaku a :4/3_ Potrebno je ndéi Qélinom éa

gija je jedna baza {1,a,a2}. Elementi 1, fl(a), fz(a), f3(a)6
¢ @(a) moraju biti zavisni {kao vektori)., tj. @ +6f(a)_+¥f2(a)+

+ 6f3(a) =0, gde je bar jedan od elemenata o,8,v,0 €Q razlidit

2 . .
racionalnim koeflcljentlma Clja je nula a+a” . Broijevi konjuw

govani sa a nad poljem D su ia, -a, -ia (to su nule pollno—
) 4 2 :
ma ¥ -5 nesvodliiveog nad Q), pa su,prema tome, sa ata konJUW
: s s . 2 . 2. — . -
govani brojevi ia-a”, —ata”, -~ia-a” . Tradeni polinom c¢e on-

da biti

od nule, pa je glix) =a+5x+yx2+6x3

Za £(a) =a® -1, koristedi a° -2a -2 =0, dobijamo

(x~a-a2) (x-ia+a’) (x+a-a’) (x+ia+a’) =

= ((x=a%)%-a?) ((x+a®) %4a?) = x -10x"-20x+20 .

£2(a) = 2a+1 i f£3(a)=a”+2a+3,

Ovaj polinom je nesvodljiv nad @ pe AjzenStajnovom kriteriju~

o o, 8(a2_-1} %y(2a+1) +6(a2+2a+3) =
. . . mu, pa je to minimalni polinom nad ¢ elementa
4 4 /5.
(Do istog rezultata moglo se dodi i postupkom opisanim u za-
datku 567.)
£} Brojevi konjugovani nad @ sa vVZ+/3 su
V2 - /3, -2+ VT, -Jg_—'/§;
pa je trafeni polinom
(x- VI /_)(x~/_+/")(x+/“—/m)(x+/—+/_} =

e (x2o5-218) (xP=542/8) = xi-10%%41 .

3.

1]
<
.

(6-B4v+36) -1 + (2y+28)a + (B+6)a>

{l;a;az } je baza od K, pa je

a—B+y+38 = 0,  2vy+28§ =0, B#d = 0.

~ Jedno netrivijalno reZenje ovog sistema

'f—s, B=y=-1, &=1;

) = exPex -3

‘Do 1st0g razultata moZe se d001 i na sleded¢i nacin:

: 568 Ako je a. nula polinoma x3 ~-x+1 odrediti mini-

Oznalimo sa u =2, v =y3, Tada 3@ u2-2, v2~w3, pa

2 . . .
malnl pollncm elementa p-—Za 3a +2 nad po}?em racionalnih iz x =u +v sledi

br03eva Q-;_ x2 =u2 + 2uv +v2 = 5+2uv .

fﬁezuliéf.. x? —lez +5x -~ 1.
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Dalje, iz x2 - 5=2uv sledi

x4 - 10x? +25 = 24,

pa je x4 —10x2 +1 polinom ¢ija je nula vZ +/3 .

570. a) Nadi polinom sa racionalnim koeficijenti-
ma #ija je nula
a= V35 + 4% - 1.
b} Na oénovu rezultata ped a) raélqmak
2%/5
3 3
V25 + 4745 -1

napisati sa racionalnim imeniteljem.

r

Belenje.  a) Na jedan od ranije navedenih nadina
odredidemo polinom &ija. je nula «
. X X .

p{x) = %~ +3x" ~57x - 404, pla) = 0.

b} Kako je

a3 +3a2—57m = 404,

odnosno
e(a? +3a-57) = 404,
 bide
2255 23/ o®430-57 _ 2°/5(a%+30-57)
3725483 5-1 o al+39-57 404

_ 9335 1935 4 85
: 202
571, Nadi polinom b (x) iz 0[x! takav da je p(vZ+/5)=
= 2/7 + 5/5 ' o

Re§énﬁeJ_ Qénaéimo sa u=+3, v=/5, Tada iz

Xx=u+v

x3 = 17u + 1lv
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-ReSavajuéi ovaj sistem po . u i v dobijamo
3 3
u=x—1lx , v o= 1ix -x
6 6
~Odavde je
4 X =11lx 17x-%" _ 21 1 3
. 20 +5v =2 z +5 - z =S x-g
pa je N
: 1
pix) = - 5 % F g%—x.
572, Odrediti faktorizacijska polja slededih poli-
noma nad @Q: ’ :
3 4
a) x -2, c) X -5,
B) x7-x"-x-2, O P -n -3 o).

Redenje. Faktorizacijske polie polinoma x3m2 mora

sadr#ati nulu /3. U poliu @{3J§) je

%3 -2 = (k=22 (P = =T
Polinom p(x) nema realne koreme, pa je, prema tome, nesvodljiv
nad Q(3/§). Koreni polinoma p(x) su v i e? 3/?, gde je

e =—-%+ ié? » pa je faktorizacijsko polie datog polinoma

Q(3J7,i/§), a stepen profirenia je E@(3/§,i/§};@] = 6.

b)  x° -x% —x -2 = (x=2) (xP4xrl),

pa je faktorizacijsko polje tog polinoma Q{c), gde je
i iv3 . kompleksan kubni koren iz jedinice. Ovde de

E=_“§+.2

[ate):g] = 2.

‘¢) Koreni jednaline xé—s:o su

4 4 4 _ .4
Xl:..sfg, X2=— fgi X3=1 /‘5‘-’ x4_wl /'5""’
pa je faktorizacijsko polie - :
4 . '

0 (%) %y 0%5,%,) =Q(5,-45,1Y 5, -0y = ot 1),
Stepen profirenja je EQ(4J§;1);QJ = 5. . Y

@) Faktorizacijsko polje je ©(vZ,/3,/5), a stepen
prodirenja je [0(v2,/3;/5):90] = 8.
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. . 5 ‘
573. Jedna nula polincma x4~+3x3 +6x° +12x +8 Je

-2i. Nadil sve nule tog polinoma.

574, Odrediti a i b pelinemu p(x) =x —-6x +ax +b
take da polinom ima nulu 1 - iv¥5, a zatim rediti jednacéinu
(x) -0.

575. Dokazati da konafno polje ne moZe biti algebar-
ski zatvoreno.

Refenje. Neka. su al,a2

ti konafnog polja F. Tada polinom

RN (al #0), svi elemen—

plx) = (x-a;) (x-a,)...{x-a ) +a,.,

nema nijednu nulu u F jer de p(ai} =ay i=1,2,...,n , pa na

osnovu.B}SS;IF nije algebarski zatvoreno.

576. U polju €, potpolja Q(i) i ©(v2) su izomorfni
vektorski prostori_nad_poljem ¢, ali nisu i;omorfna éblja.

Dokazati.

577. ' Navesti polje kompleksnih brojeva koje nije

realno, izomorfno poiju

a) o>V, by otva .

] Redenje. Korlstlcemo stav: Ako su a ib nule po-
llnoma nesvodljlvog nad poljem 7, onda su polja F(a) i F(b)
izomorfna.
' a) . Nule polinoma x3—2 nesvodljivog nad Q su :
' ; ' N 1 i/3
3J§ a%fﬁ, 2 %fﬁ gde je &=~ 5 + =5~

: kompieksan kubni koren iz ]edlnlce.

Premd tome, polie Qe /_) je jedno polje kompieksnlh

bro;eva 1zomorfno polju ot /m)

15?8;_5 Neka je o koren polinoma'x2—2 eplx]y a8 koren

polinoma:22:—4x +2 elx] . Dokazati da su proSirvenja @f{a) i

Q(B) 1zomorfna.
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ReZenje. Polinom x° -2 1 x* - 4x +2 su normalizova-
ni nesvodljivi polinomi nad @, pa je x2v—2 minimalni polinom
za o nad @, a xz-4x-+2 je minimalni polinom za 8 nad Q@ .
Prema tome, svaki element polja Q(o).se na jedinstven nadin
mofe prikazati u obliku .

a + a o a a
o 1 r o’ Ie@,

a svaki element polja Q(B) se na jedinstven na¥in mo#e prika-
zati u obliku
bo + b6, b «b, €0,
Dokazademo da je preslikavanie ¢ :Q(a} »®(8) defini~
sano sa . .
+ = + -
¢(ao alu) a, al(B 2y

izomorfizam polja Q(u) i Q(B).

¢ je ofigledno bijekcija. Ake su ao+aiu, bo+bza eqQial),

neposredno sledi da je @(ao+a a+bo+bla) =¢(ao+aiu) +¢{bo+b1&)'

1
8 ((a +a @) (b+b a}) = gla_b_+(a b +a b o +a1blc¢2) -

¢(aob0+2albl+(aObl+alb0)ﬂ) = aobo+2a1bl+(aobl+albo)(S~2}m

it

2 =
a b tla b +a b ) (B-2)+a b (B7-4B+4) = (a_+a, (8-2)){{+

+

b1(8—2))= ¢(ao+aia}¢(bofbla) , pri femu je.koriééeno

wl=2 i 82-4p+a =2,

579. Dokazati da je jedini automorflzam polja racio=
nalnih brojeva identidko presllkavanje

Fefenje. Neka je £ automorfizam polja @. Svaki
aztomorfizam polija ostavlja nelzmenjene 0 1 i, pa je
£(0) =0 1 £{1) = 1. _
Dalje, za svaki prirodan brcj n je f(n) =n (&to sé jedno-
stavno dokazuje indukcijom: tvrdjenje.vaii .za n=1, ako pret-
postavimo da vaZi za k, bide f(k+1)'=jf(k)+f(1).; k+1) .
Takodje 3je £(c} = ¢ za svakl ceo broj ¢. Eaista, iz
0 =f{c-c) = f(c)+f({-c), sledi .
=f(c) = f(-c) ,
pa je za svaki prirodan broj n f£({-n) =<£{n) =-n. Sli%no, iz

1= £()=f(c - 5 ) = £() “£( 2 ), c#0,

Q-
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siedi

l - ——
f(E ) o f(C) o ¥

za svaki ceo brej ¢ razlifit od nule.

. . . <
Prema tome, 2za svaki racionalan broj g je

. . . . .
p = .—1- = - — = e DD A
f(E)wf(p q) £(p) f(q) Py T q”’
8to znat®i.da je. f. identifko preslikavanje.
.580;. Dokazati da polia Q(VZ) 1 ©(¥3) nisg izomor f-
na.
: §e§eﬂje. Pretpostavimo da su data polja izomorfna

i neka je f izomorfizam polija Q(vZ) na pelje @(¥/3). Tada se,
#1i¥ne kao u prethodnom zadatku, moZe pokazati da Jje za sva-

ko X €0 _ _
Fix) = X.
Neka je £{¥2) = a+bV3 , a,beQ. Tada de biti

2= £1(2) =f(J§-f2"i = f(/i_)-f(/‘) (a+bf> =

=aZ +30° +2apv3 ,

odakle dobiiamo sistem_jednééina
 2ab =0, '
a2 +3b2 =22,
koji nema rac1cnalna refenja.
Iz ove protlvrecnostl zakl}ucu]emo da data pGlja ne

mogu biti  izomorfna.

581. : Neké je a :kzb,aﬂxkea, k >0. Dokazati da je
tada o _
: : piv/a)y = (vb) .

582 Neka je u transcendentan element nad- poljem F.

Odredltl sve “F-attomorfizme polia F(u).

Ré§eﬁje. Neka je £ F—automorfizam polja F{u). Tada
je £ pdtpﬁno cdredjeno. ako je. poznato f(u) =v eF(u}, pri ce-
mu V'éF Na osnovu zadatka 560. . F(u) je. jed?O?truko

-plu

algebarsko proélrenje POlJa F(v), pri Cemu je VESEY 7.
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plx),q(x) €Flx], g(x) #0, a- u je koren polinoma
r{x) =p(x) - vq(x) €F(v) [x}
f je Frautomorfizam polija F{u) akeo i _samo ako je Filu) =F(v),

a to vafi ake i samo ako je [F(u):F{()] =1, tj. ako i samo
ako je r(x) linearan polinom, tj.

_authb
cu+d ’

a,b,c,d €F, ad-be #0.

{Ukcliko bi bilo ad -be =0, onda bi za neko kK 6F bilo ak +b =
= k{cu +d}, tj. element v bi bioc u F}.

583. Neka je polje K proSirenije polija F. Polje K
je algebarsko profirenje polja F ako i samo ake za svako me-
djupolje E (F SESK) svaki F-monomorfizam f : E~ E je_F;au£0w_
morfizam polja E. Dokazati, '

Redenje. Neka je K algebarsko profirenje polja F,

E medjupolije i f :E +E F-monomorfizam-.polja E. Treba da poka-
¥emo da je f epimorfizam, a za to je dovolijno da pokaiemo da

je f bijekecija, tj. da ima i lévo i desno. inverzno presiika—
vanje. £ je monomorfizam pa ima leve inverzno preslikavanie,

dakle, preoétaje da se dokaZfe da f ima desno inverzno pres-

likavanije. .

Ako o ¢ E onda «w e K, a kako je K algebarsko profirenie
polja F, postoji pelinem p(x) e F{x] takav da je plu) =0. Po-
§to je f F-monomorfizam, onda primenom monomorfizma f n
puta(n € W} dobijamo da je

Ehple)) = pe @) = 0.
Polinom p(x} ima najvife degp(x) kerena. (2.31 ),a £f" za sva-
kg n el preslikava koren_polinoma p{x) na kgren_tqq polinoma,

pa je .za neko kme N, k #m,

) = 5 ()
Neka je m>k. £ ima levo inverzno preslikavanie, pa je

-k
R P
Ako je m-k=1 f Jje identiko preslikavanje na Fla}, a ako je
m-k > 1, tada je fm k-1 desno inverzno preslikavanije za f, pa

je f automorfizam polija F{a). a je proizvoljan element iz E,
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pa je £ F-automorfizam polja E. :
%a drugi deo dokaza nedemo navoditi kompletno reSenje

ved samo uputstvo.
“‘Neka je za svako medijupolje E (FEESK) svaki F-mono-

morfizam £ : E »E F-automeorfizam polja E. Pretpostavimo da je
K transcendentno profirenije polja F 1 neka je u element po-
1ja K transcendentan nad poljem F.
hokazati da je preslikavanie £ :F(u) »Fu), medijupolja
" F(u) definisanc =a f :p(u)r+p(u2) Femoncnorfizam koji niie F-

epimorfizam {(u € ¥(u) nije slika nijednog elementa iz Flu)}.

584, Ozna¥imo sa K polije svih racionalnih funkcija
po x nad poljem racionalnih brojeva 0 (3.26 ). Neka je L) po-

lie koje se dobija kad se poliu K adjunguje refenje jednafine

2

t“~x =0, a L, polje koje se dobija kad se peclju K adjunguis

2
refenje jednalinom t” +x =0, Dokazati:
o al Ll i L2 nisu izomorfna prodirenia polia K.
b} Lz i_Lz jesu izomorfna profirenia polja 0.
(Ako sd F, L, i I, polja takva da je FSL, % FCZLz, onda se

L, i ©, nazivaju izomorfna profirenja polja F ako i samo ako
‘postoji fzomorfizam ¢ polja L1 na bz takav da je ¢{a) =a za

svako a € F).

Redenje. [L (K} =2, a [L K] pa Ly i L,
nisu izomorfna pr051renja polija K.

b) I —Q(%m), L, =0 /f). Podto je x transcenden-—
tno nad ©, teo su v% i % transcendentni nad Q. Lakc se
proverava da je preslikavanje o : L, »Lp takvo da je o iden-

' ti%no preslikavanje nad @, a o(/x) = 3/%, izomorfizam Ly i
L2.. ’
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§3.3. TECRIJA.GALOA .

585. © Dokazati da je aigebarsko pr051renje X polja.

F takvo da je [K:F] =2, normalno proiirenje.

Fefenje. Neka je a eX, z gF. Ako de mix) minimalni
polincom elementa a nad ¥, onda iz '

[K:F] = [K:F(a}][F(a):F] = 2

sledi [F(a):F] = 2, t3. Fla) =K, pa je degm(x) = 2. Posto
pelinom m(x) stepena 2 ima jednu nulu u K, on mora imati i
drugu nulu u K (2.73 ).

S obzlrom na 3.45. grupa G(K,F) ima samo dva automor-

flzma,]G(K F)[ K:F}_= 2, pa je K normalnoc profirenije polja
F {3.51 }._ :

586. Dokazati da polje realnih bro;eva Hi nije nor-

malno prodirenije polja raClonalnlh brOJeva 0.

e . U3 .. . ;
Refenje., = Polinom x -2'eQ/x| je nesvodljiv nad po-

. 3 . .
ljem @, koren vZ tog polinoma je u IR ali ostali koreni

su kompleksni brojevi koji ne pripadaju IR. Prema tome, na

osnovu 3.52. {iii) R nije normalnc prosSirenje polja @.

587. Dokazati da Je polie @ %; + i %? } normalno
prodirenje polia Q.
Uputstvo. ' Dokaéati aa Je  Q{ %; + i %? } faktoriza-

cijsko polie polinoma_xé +1_e®{}}.

588. Odrediti sva polja K, pxoéirenja polia @, tak-

va da je polje K{ﬁ%ﬁ},_gde_je p .prost broj .a n prircdan
broj, normaino pro$irenje polia K.

Refenje. - ~PoBto je ’n/ﬁ koren poiihoma £x) =x" -p
faktorizacijsko polje polinoma f(x) je Q(n/ﬁ,é) gde je e neti
primitivan koren iz jedinice. Otuda na oshovu.3.52. sledi da

je K(nfﬁ) normalno proSirenie ake 1 samo ako K sadr¥i ©{e).
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589.. . Neka je K normalno profSirenje polja F a M me-
djupolje za polja K L F (FSMSK). Dckazati da je X normalno
proéirenje.polja M. Primerom pokazati da M ne mora biti nor-

malnoc profirenie poclia E.

Uputstvo. Primeﬁﬁza drugi deo zadatka su polia Q,
Q(3‘[2-)l Q(3‘/“2"€) r E =_% +lT"

.5907 Neka su.pélja Fl,F2733 takva da Je Fl ;§é gFB,
Fé normalno prodirenje Fi i F3 normalno prosirenie F2. Da li

je F3 normalnc profirenie Fl ?

ngtstvé. Polije F3 ne mora da bude normalno profire-
nje pelia Fl' Dokizati da je peolje Q{/Z2) normalno profirenie
polija @, polje Q(vZ) normalno prodirenie polia @(vZ), ali
0 (V2! nije normalno prodirenje polia @.
591. 0d slededih prosSirenja erediti_koja su nor-
malna: - : . .
- al . 0(/~5) nad @,

by Q(7/g)' nad @,
c) @(_3f5,/:3)_ “nad o .

Rezultat. ay Normalno , b) nije normalno ,

¢} normalno.

592. Odrediti sve automorfizme polija Q(/2).

. Redenje. Neka je f automorfizam Q{v2}., Sli&nim po-
Qtupkom kao u zadatku 579. moZe se pokazati da je restrikei-
ja £ nad’ @ identigko presiikavanje. o '

Svaki elemenat poija @(vZ) se na jedinstven nadin mo-
Ze prikazati u obliku a+bv/2Z, a,b eQ; pa je slika elementa
athy/3’ potpuno odredjena slikom elementa V2 {jer je flatb/2)=
= f(aJ+£(b)£(/Z) = a+b£(/2)). Kako je

WHhi-2.=0,

bice -

(£(/2))2 -2 = 0,
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Dobili smo da je £(v2) nula polinoma‘x2—2, pa je,prema tome,

£(V2) = /2 ili £(/3) = - V2. ...
U prvom siudaju £ je identidkec preslikavanije.
DokaZimo da je preslikavanije f£:Q(v2) »@ (V2] dato sa
f(a+bv2) = a -b/Z

zaista automorfizam:

fila+bv2)+(c+dvV2)) = a +o - (b+d) V2 =
= £{at+b/Z) + f(c+dv¥2) ,

f((a+h?2) (o+d¥2)} = (ac+2bd) - (ad+bc)/Z =
= f£(a+bv3}f (c+d/Z} .

f je odevidno bijekcija pelia 9(vY2) pa je automorfi-
zam, ' '

Prema tome, jedini automorfizami polja ©(v3) su iden-
ti¢ke preslikavanje i preslikavanje koje a+b/Z preslikava u-
a-bv2 .

593. Nadi grupu svih automorfizama pclia Q(%ﬁ).

Redenje. Ranije je pokazanc da svaki automorfizam
polija koje je prodirenje polja racionalnih brojeva ostavlia
sve racionalne brojeve neizmenjene. Svaki elemenat polia

Q(B/ﬁ) mo¥e se prikazati u obliku

a+b vi+e v,
pa de slika svakog elementa polija @(3/5) biti potpuno odre-
djena slikom elementa 3/7. 2ko je f auvtomorfizam, iz (3/5)3=2
sledi (f{3/§))3 =2, Eto znadi da je f(3/§) takodje tredi ko-
ren iz dvojke. Kako je 373 jedini realan treéi koren iz 2
(ostala dva su kompleksni) sledi da je f(3/§)::3/§, odnosno
f je identidko preslikavanje. Prema tome, grupa automorfiza-

ma sastoji se samc od identifkog preslikavanije.

PRIMEDBA. Pdlje 0(>/2) ﬁije normalno profirenie polja
0 jer © nije fiksno polje grupe automorfizama polia Q(3J§)
(3.50 ) (svaki element polja @ jeste fiksan, medjutim, fiksno
polje Jje definisano (3.43 ) kac skup svih fiksnih elemenata).
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_ 594, MNeka je ¥ polje a § proizvolijan skup automor-
fizama polia F. Dokazati da je skup svih elemenata polja ¥

koji su_fiksgi za svaki automorfizam skupa §, potpolje po-
lja F.

Bespnge Ako je £ auwtomorfizam polﬁa F, za svako
a, b EF vazi o

fla+b) = f(a) + f{b} v f(-a) = -f{a),

£(ab) = f(a)f(b), fa Y = (gta) Tt za avo,
£00) =0, o £(1) = 1. -

Ako su a i b fiksni elementi za automorfizam £ (t7.
f(a}=a, £{b)=b), onda. iz gornjih jednakosti-na osnovu 3.2.
sledi da je skup svih elemenata iz F koji su fiksni u odnosu
na £, potpolje Ff polja F. Fresek proizvoljine familije potpo-
lja nekog polija.je potpolije, prema tome, presek potpolia Fe
za £ €8 je potpolje polja F.

595. .Nadi qrupu Galoa polinoma

a} -xS -1, b)) x7 1l xs-w7,

u odnosu na polje racionalnih brojeva. Odrediti potpolja fak-
torizacijskog polja datog pollnoma koga odqovaraju podgrapa—
ma grupe Galoa.

fefenje. - a) Faktorizacijsko polje pelinoma xS -1

2#1/5

je (e}, gde jeo =e” primitivan peti koren iz jedinice.

Kako je )
' _ x5 -1 = (x~l)(x4+x3+x2+x+l},
a o je nula polinoma.

p() = x4'+x3'+x2 R
nesvoalglvoq nad @, grupa Galoa datOg pollnoma nad Q {tj. polja

(a) ‘nad” pol}em @) ima 4 automorflzma (na osnovu 3 51 i 3.52,
Jer je [D(o): ¢ = '
Svaki elemenat polja Q(a} ‘'se mofe prlkazatl u obllku

‘a +ba +cu2 +da3 } a,b,c, d e@,
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ranije je pokaaano da je svaki automorfizam polja @{a) pot-
puno «dredjen ako se zna slika elementa o 1 da te slike mogu
biti samo elementi konjugovanl sa o. Elementi konjugovanl sa
¢ nad @ su u,az,a3,a4 {to su nule polincma p(x) nesvedljivog
nad @}, pa demo definisati 4 preslikavanja:

fi(a+ba+ca2+da3) = a+b(ai)+c{ai)2+d(ui)3, i=1,2,3,4.
Na osaovu 3.40. sledi da je svako od preslikavanja fi_auto—
morfizam polja Q{c) sa fiksnim polijem Q. Tp su svi automorfi-
zmi POijé D{a), pa oni Zine grupu Galoa polinoma 1 nad po-
ljem Q. Kako je fg =f4, fg 2f3, fg =f1, grupa Galoa G(Q{a},@):

= {f je cikligka.

li 2' 3! 4}

Odredimo fiksno polije podgrupe H=={fl,f4} grupe G.
To fiksno pelje de se sastojati od svih elemenata x za koje
je fi(x) =%, i=1,4. Iz

f4{a+ba+ca2+da3)': at+batrcalrant? =

= a+b(—u3—u2—a—i)+ca3+da2 =

= (a-B)-bu+(d-b)ols (c-b)as =

= a+ba+ca2+da3 '

(koristili smo da je as =1, 34 =7a3 —az -g -1}, sledi b=0,

d=c, pa je skup svih elemenata oblika
atb(a®4a?), Labeq.
fiksno polije podgrupe H.
" Za pedgrupu’ {fl} ¢iji je jedini elemenat identidko

preslikavanje, fiksno polje Jje celo polije Q(a).

596. Dat je polinom p(x} eD[x],
5 4
pi(x) = x" -x -X -x -2,
Nadi grupu Galoa pollnoma p{x) nad poljem rac1onaln1h broge—

va Q.
Uputstvo.  pix) = (x- 2) (x? +x7 +x +x+1)_._

597. Dat je polinom

p(x} =x" +2x" +2xn-—2 Faat 2x2.+2x+1

Nadi grupu Galoa pelinoma p(x) nad peliem racionalnih brOJeva Q




Resenge :
p(x}~mx +x_~1+xn”2+...%x2+x+xnwl+xn_2;...+x2+k+1 =

(x+l)(xn_l+xn—2+...+x3+x+l}

Nule péiinoma plx) su -1 i n-ti  kompleksni koreni iz jedini-

Ce €yrE renerEy 7 pa je faktorizacijsko polje polinoma p (x)
Die 1,52,.;., n- 1) =®(e ), gde Je €} “primitivan n-ti koren iz -
jedxnlce, Svaklm Q—automorflzmom se El preslikava opet u primi-
tlvan_koren iz jed;nlce, pa je arupa Galoa polja'@(zi) nad @
izomorfna multiplikativnoj grupi ostatka po modulu n koji su

uzajamno prosti sa n.

598.  Odrediti grupu Galea polja Q(/2,/3,/5) nad Q. :

Odrediti grupu Galea polinoma
3
X7 -2

u odnosu na poelia Q, Q(e}, Q(3/§}, Q(3/§,e), gde je £ == % +

"Ré§eﬁjéﬁ - Paktorizacijsko polie polinoma x3—2 nad .
poljem Q ie Q{3/§l€)- Bazu polia Q{3/§,s}-nad poliem @ Cine
elementz 1, BJ—, /A,e, €3f“ €3/_ na je, kao ¥to je ranije
pokazano, svaki automorfizam polja I3 /w e} potpuno odredijen

ako se-znaju slike elemenata__ /w ie. /2 je nula polinoma

x3m2 nesvodljivog nad @, 'a e je nula polinoma x?+x+1 takcd;e
nesvodljivog nad @, pa se 3/3 mode preslikati samo u 3/5,
e 331 23f" aslisisz ’

Kako je Q{ J_ £) proélrenje stepena 2 pelija Q( /2),
pOStOjl automorfizam f takav da e
CE(g) = 52 i f(x) = x, za svako ¥ e@(3/§).
Takodje je Qk3/7;e) proéirenje'stepena tri poija Qls), pa je
preslikavanije - g za koje je
g(3/?) = ¢ 3/?, gix) = x, za svako x eQ(g)

automorflzam polja Q /f ).

Tada je £° =1id f(mantiako_preéi_' i
automorfizam takav da je '”
g2(c) = glgle)) = gle) = ¢ ,
g%BQ}ﬂg@Cwﬂ}ng3ﬁ)
MnoZenjem auvtomorfizama £ i

fizme gf i ng, pa se svi dobijeni

viti tablicom

odgovarajudim automorfizmom) .

S obzirom da se £ mora pres]lkavatl u e 11_.

3J§ u 3J§, £ 3/? iii ez 3/_, a u gornioj tabllci su na

dene sve kombinacije takwvih prasllkavanja, sledi EY X

vedenih, drugih avtomocrfizama nema. Grupa Galoa ppl'np

nad poljem 0 je = {id,f g,gz,gf q2f} i'k'ako'j'é"f2

=(gf} =id, grupa G je nekomutatxvna gruna reda 6 (120 o

sa grupom 54} . BRRERAE
Potpol]u Di{c} polja Of /_ E) Odgovara podgrupa.H

= {id,g,g } grupe G. Autcmorflzml iz H ostavl;a}u}sve;elema

te iz @(c) nepromenjene ] . . o -:
potpolije ©f /A) }e fiksno polje podgrupe K —{1d f}

a za podgrupu I;=fid} fiksno polje ]e celo polje 0 /— g
Prema tome, u odnosu na polja Q, Dle), 0 /7}, ] %" )

grupe Galoa polanma x3—2 su respektlvno grupe G, H, K 1 L
pelie 0l /W,s je’ faktorlzacmjsko polje ‘polinoma x3

nesvodljivog nad @, pa e Q(i/_,a} normalno profirenje- pol]a D
H je normalna podgrupa grupe G, pa’.je nolje @(g} nor

malno nad Q. Medjutim, K nije normalna podgrupa grupe- G pa nl s

Q( /#) nije normalno proSirenje polja Q
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SETONT . . . . Podgrupe grupe G su

Medjusobni odnosi podgrupa grupe G i potpolja polja

3 . . . ; . . . :

0(~v2,¢) mogu se prikazati slededim dijagramom: i Hy = {id,¢}, B, = {id,y} 1 Hy = {id,¢p}.

Fiksne polje podgrupe Hl je ©(/3}, fiksno polje podgrupe H

/// \\\ | . ///// \*\\\ : : je pl2) a fiksn? polie podgrupe H, je 0{/B).

2
3
D V2) . : Grupa G je komutativna, pa su sve nijene pedgrupe nor-
\\\\ /// : .\\\\ . ] : malne. Prema tome, i sva navedena polia su normalna prodi-
o (3v3,¢) : ' renja polja Q.

3 _ MreZe podgrupa i potpolja su
NaveSdemo i permutacionu grupu polinoma x"-2 nad po-

liem @ {(v.3.49 ). : o .G
Koreni jedna&ine x3~2 =0 su : \\\\\ : ,////I‘\\\
' /3 o/ o(/E)

]
= 33, e 33, = 2 35 . ' : Hz Hy
X, Xy = ¢ 2, x3= ¢ | | i //// \\\\ l ///

M

Kako je f({x;) =x;, f£(x,) =x,, f(x;) =x,, automorfizmu £ od- - {id} 072,/
govara permutacija P = (23). Iz g(xl) =Xqe g(xz) =x3,_g(x3)=x1,
sledi p_=(123). UNa slifan nain dokijamo
g . . S . 601. Nadi grupu Galoa G pelinoma
P, F (1320, pLe=(12), p, =(13), pg=01), . plx) = x* -2
g... - _ g £ . :

pa je . .{(1 ),(12 ,(13},(23),{123),{132)} permutaciona grupa u cdaosu na polje racionalnih brojeva . Odrediti podgrupe
datog polinoma izomorfna grupi G. o grupe G 1 potpolja faktorizacijskog polja koji im odgovara-

600. Nadi grupu Galca G polinoma
. . : : Redenje. Polinom p{x) je nesvodljiv nad @ pc Ajzen-
pix} = x"-5x" +6 S R i {4 i :
. Ztajnovom kriterijumu. Koreni polinoma su xl 5 F +. /2, x3 4
. o E . .- oy .. 5 . . t. 14 & 4 . r . I
u odnosu na polje racionalnih brojeva @,  Odrediti potpolja : =+i°/3, pa je faktorizaciisko polje :
faktorizaciijskog polja koja odgovaraju podgrupama grupe G. - . s
arrorieReTeERE BO4 cegerare otz A, it -1ty = adtvaLa.
Resenge Koreni polinoma %% = 5% 6 su %) 27 /7 : [oCv2,i):0] = f@( /3;1):Q(4J5)][@{4/§;Qj = 2:4 =8,
3 4 ;:i /” pa je faktorxzacmjsko polje tog pollana . pa je red grupe G osam. .
.Q(/f —/2 V3, "/#)"Q(/— /7) Red trazene grupe Galoa G e Lako se proverava da su preslikavania odredjena sa

na osnovu 3. 51._1 3.52.

o r_r) 0] = [00/2,/5 (/D] [@(m ] 22 =4 . {

1 =1 ) im i
_ 0 {
Automorflzml polja 0(v/Z,/3) su presllkavanja defini-

4r»4r Y et
automorfizmi polja D /_ l} Polje Q( ¥Z) je flksﬂo za automo-

sana sa
rfizam ¥, a polje Qi) ]e flksno zZa automorflzam b . Jednos tav-

(/Z » -VZ JZw /T : ]

PN A _ " :{ : no se proverava da je 3® =id, ¢ =id i yb =¢ $. Zbog toga je
| R U s /3 -3 S
Lako sé'provérava da je ¢2 =id, ¢2 =id i 9 =yY¢, pa je skup
automoxflzama {1d,¢ Y.,¢yp} podgrupa grupe G, a kako je G re-
" dacd, to je G__ {16 ¢ w qnp}
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g a g 3 . . '
{id,v,6,8%,8%,80,9°0,6°0} podgrupa grupe G reda 8, tj. cela
grupé'G.'Grupa G ima sledecde podgrupe:

By o= (4d gl K, = {id,0,87,67 3,
By = (id,07 1, K, = Tid,o%,0,0%01,
H3 _=_.{i_d,q':_w} . | . Ky.= '{id,q;,_w,&;%}
H, = fia,0%l ,
He = {1a,6%93,

Podgrupe HZ,Kl,Kz,_K3 su normalne podgrupe grupe G, a H2 ie

centar te grupe. MreZa podgrupa je

Automorfizmi iz Kl fiksiraju i, pa je Q{i) fiksno po-

lje za K-

B
lije: za Koo o o . _ e
EEEE K, fiksira i4/§ G514 V2, pa je ©{iv¥Z) fiksno polje
.ZEi. K3'

H 'fi};é,ira“‘; V3, pa je.:Q(ﬂv.f;Z“} fiksno polie zd Hl'.

fiks;ra_i i /Z, pa je Q(i,/?f fiksno polje ga Hé. _
_33.fik5ifa.f1+if4/§; pa.ﬁe.ék(l+i54/§)fiksno pglje za H,
..H4 fiﬁ§ira i4v§) pa je Q(i4/§) fiksno pq}jé #a:H4. ‘
e f_ik_s'i_ra_i(x-i)‘l/'é,-pa je of(1-134 /3y fik_shp‘ .po_lje za Hg.

. polia 0(i,/2), 0(i), @(v2) i ©(i/7) su normalna prodi-

renja polja Q..
. ‘MreZa. potpolja je:

fiksira element-4¥§-4/_==/—, pa je ©{v¥2) fiksno po-

etV g0 4

602, Odrediti grupu Galoa G polinoma

_ 4
pix} = x +1 .

nad poljem racionalnih brojeva Q. Odrediti podorupe grupe G i

potpolja faktorizacijskog polja koija im odgovaraju,

Refenje.  x° +1 je nesvodliiv nad @. Medjutim

i1 = (x2+/§x+1)(x2—/§x+1),

pa su koreni polinoma a1

VT 4+ iVE =T -4i3 V2 iV VI - iv3
Xy S Ry S5, x, = et oy, =L 2E
2 . 2 : 2 2
a faktorizacijsko polie je Q(i,v2). Red grupe G je [Q(i,/ﬁ}:@}=
= [@(i,/f):ﬁfi)][ﬁﬁi}:gg_m 2+2+4.(Do istog rezultata se moclo
dodi prikazujuéi korene u obliku x3==eﬁl/4'=a, x 3, th:ES

Xy =a'h faktorizacéjskO'polje polinoma x4 +1 je onda @la) a
stepen profirerja je [0(w):0] =4).

Preslikavanija definisana sa

im =i : Fe ..
¢ 3 - S Yot .
Ny I LA [V, SN,

cgu avtomorfizmi peija Q(i, V7).

K T s -
Lako se proverava da'je:¢ =1df Y- =id L 4P =wd, pa Je

{id,#,0,69} =C. Podgrupe crupe G su




{id,¢}: i njoi odgovara potpolje 9(VI),

2 - {id,¥} . i njoj cdgovara potpolje Q(i) i

=
]

pasd
I

3 = {id,¢¢} i njoij odgovara potpolie Q(i vZ)

G je kemutativna grupa pa su sve podgfupe_normalne;a
odgovarajuda potpolja su normalna profirenja polia Q.

MreZa podgrupa i potpolia je:
G /Q

H H, CHy ©(/2) o) o4 vD
{2

id} _ Q ,1}

h

603. Odrediti grupu Galea G polinoma

a) x4 +7x2 + 4.

b) x4 f4x2 +2

) x4 +6x2 +6
nad poljem racionalnih brojeva Q. Odrediti podgrupe grupe G
i potpoija faktorlzac1gskog polja koja 1m odgovaraju

Refenge. a) x4 +7x2 +4 ={x2+2) +3x = (% +/“—x +

+2)(x - ¥-3x +2), pa su kcreni datog pollnoma-

_ Z ) S - BRI S NS T
.Féktorizacijsk03polje je @(/=3,/~1T1), a stepen ekstenzije. je
[0FE AT ] = [0GF3 AT @(f“)j[@{fﬂ ] =2-2=14, pa’

L je red grupe G Cetiri.

Xl =

Presllkavanja deflnlsana sa o
(f“»—[—“”j s /=3 e /T3
/AT e ST /~IT e =511

'su automorflzml_faktorxzacmjskoa polja.

Lako se proverava da je ¢ mld $ '—id ii¢w_;m§,_pa je

.iG -{1d da ﬂmw}

=3+ /—11 B e s S ﬂ—/_-i-/—l' ' :,;—/—‘3—/:-411"

Mrefa pedgrupa i odgovarajuéih potpolija je

{id,¢, 0,90} o
\\\ ///”/5 ‘\\\\
{id, ¢} {id, ¢}  {id,¢v} Q{v-11) D (F3) C(/33)
! .
{id} D{y=3,/-T1)
b} p(x) =x4+4x2+2 =(x2+2)2 -2=0, pa su koreni polino~
ma p(x)
=/-2+/2, Xy ==V=2+/7, x3=1f-2—-/? i x4:wy/—3—/2".

Posmatraime profirenie @(/E§+/_) Pcolinom X4+4x2+2 je neswvod-
1jiv nad Qpo Ajzenitainovom kriterijumu, pa pr01zvoljan aele-
ment ye Q{/-2+/2} ima oblik y =a+b/“2+/3 + ¢ (/234/2) 2ud (/3175) 3=
= {a-2c)+cvZ+ ((b-2d) +davV2) V-2+/2, a,b,c,degQ .

Tz x Xy =vV-2+VI/-2-V7 = /2, sledi da je

1
T2 = =2« (24 })(2/——:3?“—2——(F+/§") =
Ve 24V3
= -3/ 2475 - (/~2—+“
Pri tom je korifdenc da je ww_£- = —QVCEZVE:—E {/C§:7§)3

/~2%73 2

(3to se dobija metodom'neodredjenih keceficijenata). Iz svega
sledi da je faktorizacijsko polje polincma pix) Q(/~2+/3,
—/;2+/~ /12—/—, —{m2-/3) = {(V-2+/2), jer se pomocu nule x
racionalno izra¥avaju sve ostale.
[Q{/-—2+/‘):Q} =[0(/-2+V2:(¥2) 1 [0 (/2) :Q] = 2:2 = 4
grupe G Zetiri.

Posto automorflzml polja Q(/T5:7:) permutuju korene po—.
linoma’ odrealmo automorflzam ¢ kO]l prevodi TEy U X3.-Dlrektno
se proverava i :

/-24+/2 » -3/—2+f“ - (/—2+/‘)
: J—2+/M = ,.../....24_‘/_’
6 s LG v 3243 4 (/aevE) 3
. - RS

1

r pa je red

"6-
+

’

id..
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. . . 4 2 - e '
Sledi da je grupa @ ciklifka grupa reda 4. Jedina ne- 604. Neka je x +ax” +b nesvodljiv polinom nad polem

trivijalna podgrupa je H= {id,cpz} i nijoj odgovara potpolje
§ (V) der je /2=2+ (a’w2+/§)2 fiksan element za automorfizam

© &ija je grupa Galoa G. Dokazati:

a) Ako je b kvadrat u © tada je G Klajnova arupa {C xC )

¢2. . _ b} Akc b nije kvadrat u @, ali je b(a ~4b) kvadrat, tada
MreZa podgrupa i potpolja Je: je G ciklidka grupa reda 4.
s o ¢) Ako ni b ni b(a®-4b) nisu kvadrati u 0, onda je G di-
l | edarska grupa reda 8. '
H _ _ 0{¥2) _
{icli} @(_/:12"3:7‘5} g@fstvb. Generalisati refenje prethodn;og zadatk.a.

c) Koreni datog polinoma su €05. Neka je x? b ox® x4 nesvodljiv polinom nad

x, = /=3+/3, x2=~,/-,3+f", x3=>/—3—;/§ i XQ:_"V"‘}-—J—?‘,

R ¢ija je grupa Galoa G. Dokazati:

1 a) Ako je c2 +4c + 4 —4b2 kvadrat u @, tada je G

a nijegovo faktorizacijske polie Je G/=3+7/3, —v- 3+f V=3-V3, Klajnova grupa (C2 xCy) .

,~V-3=/3) = Q(/-3+/3,/2), jer je x ¥ =B =/3/2 = ( x © +31/3,

b} ako 02 +4c + 4 ~—4b2' nije kvadrat u ¢, ali js
= (x +—':i) /2 i1i, kad se odredi- inverzni element za Xy . .

- . .
pa Jje X3 (c? +4c +4 - 4b%) (b% - 4c +8) kvadrat u 0, tada je
dobija se %, = (- 2X '““" % )‘f_ o _ G ciklidka grupa reda 4.
—_ T o= - 3 l/— H _3+ 3 N
Red grupe G Je BD“ 3473, /31 :0] = [0y 3*‘/3:/323/2?(‘ /3] c) Ako ni c+dc +4 -4b% ni (c? +de 44 ~4b2) (b2 - 4c +8)
. I = . = . 19 I3+ B sSu: . .
f@-‘( 3+/3 @] 4 8. Automorfizmi polja € : nisu kvadrati v @, tada je G diedarska grupa reda 8.
. . /‘2 b \/_2— V"Z = _V"g- . . . . :
d’ H { 1 3 1 ’v') - . . .
®p 2k, -5 200 V2 Hyooxy o ; 606. Nadi grupu Galoa polinoma
Direktno se proverava da je a) w1 -10x% 41
e P - T b)  x7 +2x? - 10x - 15
8 { P o { ' 5 3 2
L s ex, xl!—>(2x +— x] }f? rp s @) % ~3x" —-2x° +6
5.3 2

d) x7 +x7 ~2x" -2

'.lw—qnw,pajee—{ldqad».qb ,wwqaww}

Sllcno kao u prethodnim primerima mcgu se. odredltl pod- nad poljem racionalnih brojeva Q.

| Grupe tpolija. _
Srape grupe S;a:_l.o_a ¢ odgovar.ajuca ?_o .p ? . Uputstvo. a} Nule ovog polinoma su
=VZ + /3, %, =/2-/3, x3=-/_2—+/37, x4=—/?—f§,

a grupa Galeca je C sz,

by x3 4 2%° - 1Gx 15 = (x-3) (x°4+5x45),

) x5 - 3x3 - 2x2 +6 = (x2—3} (x3-—2),
5

d) %0 xS =2x% =2 = (x241) {x°=2).
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697 Neka je p.prost brOj a f(x} polinom stepena p

'nesvodljlv nad ‘@, Ako f( } ima u polju kompleksnih brojeva tal-
o' dva korena kOJz nisu realni, onda Jje qrupa Galoa peolinoma

;f(x)-nad-Q ‘izomorfina simetri¥ncj- grupi S?; Dokazati.

“ée§énjeu . Neka Jje G grupa.Galoa volinoma f(x) posmat-
rana kao podgrupa grupe Sp. Ako su al,az,...,ap koreni polinoma
fix), onda je F=9Q(a 1,a2,...,an} faktorizacijsko polje polinoma
fi{x). Pclije Q(a}) je potpolije faktorizacijskog peolja F, a pod-~

to je f(x) nesvodljiv polinom nad @, onda je (3.24 ) [@(al):szp.

Na osnovu osnovhe teoreme Galoa (3.53 ) potpoliu ¢! a, } polja ¥
odgovara podgrupa H grupe G &iji je indeks u G p. Prema tome,
red grupe G je deljlv sa p . Na osnovu Kcéijeve tedreme {1.97 )
grupa G sadrZi element ¢ reda p. Permutacija ¢ mora onda biti
ciklus duZine p (zadatak 124 ). _ ' _ _
Presllkavanje definisano sa a+Bi »a~gi. je IR-automor-

fizam polja €. Ake Je w +B i kompleksan koren koji nije realan

1
polinoma £(x), onda je ul'~B i drugil kompleksan koren koji nije

realan tog polinoma, prema tome, navedeni automorfizam korene

koii nisu realni polinoma f{x) preslikava jedan na druui, a os-
tale korene ostavlja neizmenjene. Restrikcija tog automorfizma
na F je.automorfizam pelja F, dakle{ grupa G sadréi transpezi-
ciju 1= {173). S.obzirom da ée o moﬁe piéati u obliku.g =(ik2...
k), neki stepen od o je oblika oq:x{ijEB...iL) €G. Permuta-

cije 1 i o9 generiSu celu gruPu Sp, dakle, G==Sp.

U zagradi je navedena stransca na kOJO

varajuce ovznake i brOJ te dEF!niCIJE

+ +O N E

0 g g9

2 a

slika hcmomorf{zma_ £ (s.1204{2.43))

‘ciklus 1w 2,-2+3,:3w4, 41 (5.7(1.35))

PREGLED OZNAKA

skup prirodnih brojeva
skup celih brojeva

skup racionalnih brojeva RERES
skup pozitivnih raciona]nihhbfojé§§ }
skup reainih brojevs e -
skup pozitivnih_ realnih_brojeya._- 
skup komplieksnih brojeva . S
red grupe G , kardinalni broj skupa G (s.hff.3§}i_f
red elementa grupe {s.k{1.14)) B
cikliZka grupa reda n {s.6(1.24))

grupe (prsteni,polja) G, i G2 su lzomorfne (s 1 %9)
$.120(2.44))

jezgro homomorflzma £ (s. 5(1 18}, 5(129(2 43))

grupa genérisana elementom a (5.5{1 22))
grupe generlsana skupom S (5 6(1.26))
permutacuga Terd) 2003, 3#>2 bt {3,703 33})

permutacija; (; § 3 ?) {s.. 7(1.33)) .
simetrigna grupa'stepena. n-(s.7{%.33))

alterhativna grupa stepena n {s.8(1.50)}

grupa permutacionih matrica formata.nxn (5.8{1.42))
indeks podgrupe H:u grupi G (s.9(1.53))

H je normalna podgrupa grupe G (s.10(1.56))
direktan proizvod grupa (prstena) {s.12{1.70)}, s.132 {zad.
317, 318))

centar grupe G (s.12{¥.74))

centralizator skupa A (5.13(1.75))

normalizator skupa A (s.13(1.76)}

komutator elemenata X,¥ {s.13(1.81})

izved grupe G (s.13(1.82)}

grupa automorfizama grupe G (5.16{1.107})
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Char R
C(R)
(8)
(a)

sir

R[x]

R[xl,x2, - ,xn}
9
£ {x)
Sk
End (G)
R[[x]]

Reax>

deg £(x}
N(R)
F{5}
[K:F]
Fix)
G{K,F)

.grupa unutrainjih automorfizama grupe G (s.16{1.107)}

Priferova grupa (s. 20(zad. 8))

a. je kongruentno s5a b po modulu m

_skup ostataka po modulu m_(s 22(zad 113)

(s.29(zad. 29)}

(5.20 (zad. 30)}

skup svih matrica formata mx'n nad poljem F
karakteristika prstena R(s.115(2.12)}

centar prstena R (s.117(2.28))

ideal generisan skupom S (s.119(2.38))

glavni ideal generisan elémentom a (s5.119(2.39))

prsten razlomaka prstena R sa imeniocima iz § (s.122(2.58))
prsten polinoma nad 'R (s 123(2 61))

(s.123(2.63))

elementarni simetriéni polinom (s.124(2.65)) -

jzvod polinoma filx) (s.126€2.77))

Njutnova suma {s.127(2.82)}

prsten endonorfizama Abelove grupe G (5.129 {zad.309))
prsten formatnih steperih ‘redova sa koeficijentima izR
(s131({zad. 313)) ' '

prsten pro¥irenih formalnih stepenih redova sa koefici-
jentima Tz B {s.131{zad. 315}) .
stepen polinoma £{(x}. (s {12ﬁ_(2.66) ) _

ideai . niipotentnih elemenata prstena R (s.160{zad. 381))
polje generisano.sa FUS . (s.209(3.15})

stepen pro¥irenja polja K nad poljem F  (s5.211(3.22})

polje racionalnih funkcija po x nad poljem F (5.211{3.26)) .

grupa Galoa polja R nad poljem F. {s.214(3.44))
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