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Opéa linearna PDJ drugog reda u dvije nezavisne varijable:

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu=G.
Fukcije u, A, B,C, D, E, F, G ovise o variablama (z,y) € Q C R2.
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Opéa linearna PDJ drugog reda u dvije nezavisne varijable:

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu=G.
Fukcije u, A, B,C, D, E, F, G ovise o variablama (z,y) € Q C R2.
Operatorski oblik jednadzbe:

Llul=G, L=A

(1)
9? o2 9?2 1o} 19}
—+2B——+(C—+D—+E— + F.
Ox2 + Ozdy + Oy? + ox + Ay +

2
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Opéa linearna PDJ drugog reda u dvije nezavisne varijable:

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu=G.
Fukcije u, A, B,C, D, E, F, G ovise o variablama (z,y) € Q C R2.
Operatorski oblik jednadzbe:

Llul=G, L=A

(1)
0?2 0?2 92 0 o
—+2B——+C—+4+D—+ FE— +F. 2
8a:2+ 8m6y+ 8y2+ 8z+ 8y+ )
Glavni dio operatora L:
0?2 92 0?2
Lo=A2_ +2B- Y Lo
0 Ox? + dz0y + Oy?
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Opéa linearna PDJ drugog reda u dvije nezavisne varijable:

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu=G.
Fukcije u, A, B,C, D, E, F, G ovise o variablama (z,y) € Q C R2.
Operatorski oblik jednadzbe:

Llul=G, L=A

1)
02 o2 52 7] 7]
—+2B——+C—+D—+E— +F. 2
8a:2+ 8m6y+ 8y2+ 6z+ 8y+ 2)
Glavni dio operatora L:
82 62 82
Lo=A>_1+2B- 2 10
0 02 + dxdy + dy?
Svako jednadzbi (1) pridruZujemo diskriminantu A(z,y):

3)
A(:L',y) = BQ(:Z),y) —A(x,y)C(x,y) (4)
Kvaliativna svojstva rje$enja jednadzbe (1) ovise o predznaku A(z,y).
«A40r «4F»r «=)» <« > Q™
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Definicija

JednadZba drugog reda L{u] = G naziva se
hiperboli¢ka u tocki (z,y) ako je A(z,y) >0,
parabolitka u to¢ki (z,y) ako je A(z,y) =0,
elipti¢ka u totki (z,y) ako je A(z,y) < 0.

Ako je jednadZba L[u] = G hiperboli¢ka (paraboli¢ka, eliptitka) u svakoj toZki
podrugja €2, onda kaZemo da je jednadZba hiperbolitka (parabolitka, elipti¢ka) u Q.
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Definicija

JednadZba drugog reda L{u] = G naziva se
hiperboli¢ka u tocki (z,y) ako je A(z,y) >0,
parabolitka u to¢ki (z,y) ako je A(z,y) =0,
elipti¢ka u totki (z,y) ako je A(z,y) < 0.

Ako je jednadZba L[u] = G hiperboli¢ka (paraboli¢ka, eliptitka) u svakoj toZki
podrugja €2, onda kaZemo da je jednadZba hiperbolitka (parabolitka, elipti¢ka) u Q.

Primjer

Klasificirajte sljedece jednadzbe:
B utt — Cugy =0,
ut — kuge =0,
Ugz + Uyy = 0,

B Yuzz + Uyy = 0.
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jednadzbi.

Tip jednadZbe je invarijantan obzirom na regularnu transformaciju varijabli u
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Tip jednadZbe je invarijantan obzirom na regularnu transformaciju varijabli u
jednadZbi.

Lema
Neka je

Auzz + 2Bugy + Cuyy + Dugz + Euy + Fu =G (5)
linearna jednadzba drugog reda. Ako je @ = a(z,y), B = B(z,y) regularna

transformacija variabli, onda je predznak diskriminante A = B2 — AC invarijantan s

obzirom na transformaciju (z,y) — (o, B).
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Tip jednadZbe je invarijantan obzirom na regularnu transformaciju varijabli u
jednadZbi.

Lema
Neka je
Auzz + 2Bugy + Cuyy + Dugz + Euy + Fu =G (5)

linearna jednadzba drugog reda. Ako je @ = a(z,y), B = B(z,y) regularna
transformacija variabli, onda je predznak diskriminante A = B2 — AC invarijantan s

obzirom na transformaciju (z,y) — (o, B).

Uvodenjem novih varijabli svaka jednadzba se moze transformirati u kanonski oblik.
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Tip jednadZbe je invarijantan obzirom na regularnu transformaciju varijabli u
jednadZbi.

Lema
Neka je
Auzz + 2Bugy + Cuyy + Dugz + Euy + Fu =G (5)

linearna jednadzba drugog reda. Ako je @ = a(z,y), B = B(z,y) regularna
transformacija variabli, onda je predznak diskriminante A = B2 — AC invarijantan s
obzirom na transformaciju (z,y) — (o, B).

Uvodenjem novih varijabli svaka jednadzba se moze transformirati u kanonski oblik.

Transformirani koeficijenti u novim varijablama:

A= AdZ +2Bazay + Col, (6)
B = AaBe + BlowBy + oy Ba) + CayBy, (7)
C = AB; +2BpB.By + CB;. (8)
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Kanonski oblik paraboli¢ke jednadZbe je

Uz

(11)
«O» <« F» 12N G4
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Kanonski oblik hiperboli¢ke jednadZbe je
sa

Ugy + L1[u] = G

(9)

gdje je L diferencijalni operator prvog reda. Ovaj kanonski oblik je ekvivalentan

Waa — WEE + Ll[w] =G
gdje su variable «, 8 dane transformacijom a =z +y, B =2 — y.

(10)
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Kanonski oblik hiperboli¢ke jednadZbe je
Uzy + L1[u] = G
sa

gdje je L diferencijalni operator prvog reda. Ovaj kanonski oblik je ekvivalentan

9

Waa — WEE + Ll[w] =G
gdje su variable «, 8 dane transformacijom a =z +y, B =2 — y.
Kanonski oblik paraboli¢ke jednadzbe je

(10)

Uge + L1[u] = G.

(11)
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Kanonski oblici

Definicija
Kanonski oblik hiperboli¢ke jednadZbe je
tsy + Lu] = G )

gdje je L; diferencijalni operator prvog reda. Ovaj kanonski oblik je ekvivalentan
sa
Waa 7w5B+L1[w] =G (10)

gdje su variable «, 8 dane transformacijom a=z+y, =2z —y.

H Kanonski oblik paraboli¢ke jednadZbe je

H Kanonski oblik elipti¢ke jednadZbe je

Uge + Uyy + L1[u] = G. (12)
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(13)

Neka je
Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu =G
jednadzba hiperbolitkog tipa u podrugju Q C R2. Onda postoje varijable o = a(z,y),
B = B(z,y) u kojima jednadzba (13) ima kanonski oblik

Wap + L1 [w] =G
gdje je w(e, B) = u(z(a, B),y(a, B)) i L1 je diferencijalni operator prvog reda.

(14)
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Neka je

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu =G

(13)
jednadzba hiperbolitkog tipa u podrugju Q C R2. Onda postoje varijable a = a(z,y)
B = B(z,y) u kojima jednadzba (13) ima kanonski oblik
Wap + L1 [w]

=G
gdje je w(a, B) = u(x(a, B8),y(a, B)) i L1 je diferencijalni operator prvog reda

(14)
Odredite kanonski oblik i opée rje¥enje jednadzbe
duge + SUgy + Uyy + Uz + uy = 2. (15)
«O>» «Fr «E» < A
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(16)

Neka je
Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu =G
jednadzba parabolitkog tipa u podrugju Q@ C R2. Onda postoje varijable a = a(z,y),
B = B(z,y) u kojima jednadzba (16) ima kanonski oblik

Waa + L1[w] =G
gdje je w(e, B) = u(z(a, B),y(a, B)) i L1 je diferencijalni operator prvog reda.

17)
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Neka je

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu =G

(16)

Waa + L1[w] =G
gdje je w(e, B) = u(z(a, B),y(a, B)) i L1 je diferencijalni operator prvog reda

17
Odredite kanonski oblik i opée rjesenje jednadZbe
22U, — 20YUzy + Y2 Uyy + Tug + YUy = 0 (18)
u poluravnini z > 0.
«O>r «Fr «=»r < a
—

jednadzba parabolitkog tipa u podrugju Q@ C R2. Onda postoje varijable a = a(x,y)
B = B(z,y) u kojima jednadzba (16) ima kanonski oblik
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(19)

Neka je
Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu =G
eliptitka jednad?ba u podrugju  C R2. Onda postoje varijable o = a(z,y),
B = B(z,y) u kojima jednadzba (19) ima kanonski oblik

Wao +wBB A Ll[’w] =G
gdje je w(e, B) = u(z(a, B),y(a, B)) i L1 je diferencijalni operator prvog reda.

(20)

«40>» «Fr «E» < > Q>



Neka je

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu =G

B = B(z,y) u kojima jednadzba (19) ima kanonski oblik

(19)

eliptitka jednad?ba u podrugju  C R2. Onda postoje varijable o = a(z,y)

Waa + wgg + Ll[w] =G
gdje je w(e, B) = u(z(av, B),y(a, B)) i L1 je diferencijalni operator prvog reda

(20)
Odredite kanonski oblik jednadZbe
Upy + Ugy + Uyy + Uz = 0. (21)
«O>» «Fr «E» < A
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Jednadzba provodenja topline

ut — kuggy = 0,

O<z<L,t>0.
opisuje temperaturu u(z,t) u tankom toplinski vodljivom 3tapu. Stap je toplinski
izoliran osim eventualno u to¢kama x =0iz = L.
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Jednadzba provodenja topline
ut — kuggy = 0,

O<z<L,t>0.
opisuje temperaturu u(z,t) u tankom toplinski vodljivom 3tapu. Stap je toplinski
izoliran osim eventualno u to¢kama x =0iz = L.

(22)
Dirichletovi rubni uvjeti:

ut — ktgy =0,

0<z<L,t>0, (23)
u(z,0) = f(x), 0<z<IL, (24)
u(0,t) = a(t), wu(L,t)=20b(t), t>0.

(25)
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Jednadzba provodenja topline
ut — kuggy = 0,

O<z<L,t>0.
opisuje temperaturu u(z,t) u tankom toplinski vodljivom 3tapu. Stap je toplinski
izoliran osim eventualno u to¢kama x =0iz = L.

(22)
Dirichletovi rubni uvjeti:

ut — ktgy =0,

O0<z<L,t>0, (23)
u(x,O) = f(x)a 0<z<L, (24)
u(0,t) = a(t), w(L,t)=>5b(t), t>0.
Neumannovi rubni uvjeti:

(25)
Uz (07 t) = a(t)v

ugz(0,t) =b(t), t>0. (26)
uz(z0,t) opisuje protok topline u toZki zg
«40O0>» «F» «=)>» < » = Q>
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Ako su uj i uz C? rieSenja problema
ut — ktggy = 0,
u(a:,O) = f(x)a

0<z<L,t>0,
0<z<L,

w(0,6) = a(t), w(L,t)="b(t), t>0,

onda je u; = ua.

«40>» «Fr «E» < Q>

(27)
(28)
(29)
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Ako su uj i uz C? rieSenja problema
ut — ktggy = 0,
u(w,O) = f(w)a

0<z<L,t>0,
0<z<L,

w(0,6) = a(t), w(L,t)="b(t), t>0,

onda je u; = ua.

(27)
(28)
(29)
Paraboli¢ki rub pravokutnika D = [0, L] x [0,T7] je unija baze i vertikalnih stranica
pravokutnika,

0D ={(0,t) | 0<t < T}U{(2,0)|0<a < L}U{(L,t)|0<t< T}

«40>» «Fr «E» < Q>

it
-



O0<z<L,t>0.

Neka je funkcija u C? rje¥enje jednadzbe
Ut — kuggy = 0,
Neka je T' > 0 i neka je D = [0, L] x [0,T]. Onda je

(z,t)€ED

(30)
max_u(z,t) = u(zo, to)

«40>» «Fr «E» < Q>

u nekoj to&ki (zo,t0) € OpD.

(31)
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O0<z<L,t>0.

Neka je funkcija u C? rje¥enje jednadzbe
Ut — kuggy = 0,
Neka je T' > 0 i neka je D = [0, L] x [0,T]. Onda je

(z,t)€ED

(30)
max_u(z,t) = u(zo, to)

(31)
Svako C? rjeenje jednadzbe provodenja topline ima mimimum na parabolitkom rubu
pravokutnika [0, L] x [0, T7].
«40>» «Fr «E» < Q>
D

u nekoj to&ki (zo,t0) € OpD.
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Teorem (Stabilnost rjeSenja)
Neka su w1 i us C? rjiedenja poetno—rubnih problema
8114 k82ui

ot Ox2
ui(z,0) = fi(z), 0<z< L,
w; (0,t) = a;(t), wi(L,t)=0b;(t), t>0

=0, O0<ax<L, t>0,

zai=1,2. Neka je T'> 0. Ako je

. |fi(z) — fa(z)] <e,

OIgntaSXT la1(t) — a2(t)| < e, OISntaSXT [b1(t) —ba2(?)| <e

za neki ¢ > 0, onda je
max |ui(z,t) —us(z,t)| <e
(w,t)eD' 1( ) 2( ) )‘

gdje je D = [0, L] x [0, T].

PDJ
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Promotrimo jednadzbu provodenja s Dirichletovim rubnim uvjetima
ut — kuzz = 07

0<z<L, t>0,

u(z,0) = f(z), 0<z<L,
u(0,t) = u(L,t) =0, ¢>0.

Kompatibilnost pogetnih i rubnih uvjeta: f(0) = f(L) =0

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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Promotrimo jednadzbu provodenja s Dirichletovim rubnim uvjetima
ut — kuzz = 07

u(a:,O) = f(z)a

0<z<L,

t>0,
u(0,t) = u(L,t) =0,

(38)
0<z<L, (39)
t>0.

(40)

Kompatibilnost pogetnih i rubnih uvjeta: f(0) = f(L) =0

TraZimo rjeSenje u separiranom obliku u(z,t) = P(z)Q(t).
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Promotrimo jednadzbu provodenja s Dirichletovim rubnim uvjetima
ut — kuzz = 07

u(a:,O) = f(z)a

0<z<L,

t>0,
u(0,t) = u(L,t) =0,

(38)
0<z<L, (39)
t>0.

(40)

Kompatibilnost pogetnih i rubnih uvjeta: f(0) = f(L) =0
TraZimo rjeSenje u separiranom obliku u(z,t) = P(z)Q(t).

Rjesenje se dobiva u obliku beskona&nog reda funkcija

u(z,t) = Z P (z)Qn(t).

n=1

(41)
«40>» «Fr «E» < Q>
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Teorem (Egzistencija rje¥enja)

Pretpostavimo da funkcija f: [0, L] — R zadovoljava sljedeée uvjete:
f je neprekidna i po dijelovima C! na [0, L],
£(0) = £(L) = 0.

Tada je funkcija

u(z,t) = i B,e— k)t i (%:p) Bn = %/L () sin (?)dlﬂ (42)
n=1 0

klasi¢no rjesenje po&eno—rubnog problema

ut — kuge =0, 0<z<L, t>0, (43)
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (44)
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0. (45)

PDJ



Primjer Odredite rjeSenje jednadZbe provodenja

Ut —Uze =0, O0<z<m t>0
u(0,t) = u(L,t) =0,

(46)
(47)
x, 0<z< %
u(z,0) = - (48)
T —x, 5 <z <

=
PDJ




Primjer Odredite rjeSenje jednadZbe provodenja

Ut — Ugx = 07

O<z<mt>0
u(0,t) = u(L,t) =0,

(46)
(47)
x, 0<z< %
u(z,0) = - (48)
T —x, 5 <z<m

—@m-1%t gy ((2m — 1)z)

(49)
PDJ
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Neumannovi rubni uvjeti

ut — kge =0, 0<z<L,t>0, (50)
uz(0,8) = uz (L, t) =0, t>0, (51)
u(z,0) = f(x), —L<z<L (52)

Kompatibilnosti po¢etnih i rubnih uvjeta: f/(0) =0, f/(L) =0.

Rjesenje:

u(z,t) = 20 Z Ane” ROt cog (n%@"), (53)

Ap = Z/o f(x) cos (%az)dz, n > 0. (54)

PDJ



Periodicki rubni uvjeti

ut — kuge =0, —L<x<L,t>0, (55)
u(z,0) = f(z), —L<z<L, (56)
U(—L,t) = u(th)7 u.’L‘(_L7t) = uz(th)7 13 Z 0. (57)
Rjesenje:
u(z,t) = Ao + f: G {A cos (Er> + By sin (Ex)] (58)
’ 2 " L " L
1 L

Ap = 7/ f(x) cos (Ea:)da:, n >0, (59)

L) . L

B, = %/fL f@)sin (Fa)de, n>1. (60)

PDJ
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ut — kuge = F(x,t),

0<z<L,t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<IL,
u(0,t) = u(L,t) =0,

t>0.
F(z,t) modelira unutarnji izvor koji grije ili hladi 3tap.

«40r 4F>r «=)r « ) = Q>
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ut — kuge = F(x,t),

0<z<L,t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<IL,
u(0,t) = u(L,t) =0,

t>0.
F(z,t) modelira unutarnji izvor koji grije ili hladi 3tap.

(61)
(62)

U homogenom sluaju rjedenje je dano sa

(63)

u(z, t) = S Bu()sin ("Z2), Bu(t) = Bne *(T)t,
5= s (22)

(64)

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



ut — kuge = F(x,t),

0<z<L,t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<IL,
u(0,t) = u(L,t) =0,

t>0.
F(z,t) modelira unutarnji izvor koji grije ili hladi 3tap.

(61)
(62)

U homogenom sluaju rjedenje je dano sa

(63)
(@0 = 3 Butt)sin (),
n=1

Bn(t) = By e R,

Rjesenje traZimo metodom varijacije parametara

(64)

o]
u(z,t) = ZTn(t) sin (%m) (65)
n=1
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
D



Primjer RijeSite nehomogenu jednadZbu

Ut — Ugy = € ° sin(3z), 0<zx<m, t>0,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = zsin(x),

(66)

0<z<m.

(67)
(68)

PDJ




Primjer RijeSite nehomogenu jednadZbu

Ut — Ugy = e 'sin(3z), 0<z < m, t>0, (66)
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0, (67)
u(z,0) = zsin(x), 0<z<m. (68)

1 16
u(z,t) = geft sin(x) + g(eft — e %) sin(3z) — - Z Meqm% sin(2nx)
n=1
or @ czr oz, (69) o

PDJ
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mehani&kih sredina i Sirenje elektromagnetiskih i zvu¢nih valova.

Valna jednadZba opisuje valna gibanja u prirodi kako to su titranje kontinuiranih

Valna jednadzba u jednoj prostornoj dimenziji

Ut — (:2umC =0
opisuje titranje elasti¢ne Zice pod sljededim pretpostavkama:

m disipativni efekti (unutarnje trenje Zice i trenje zraka) su zanemarivi,

m otklon Zice u(x,t) od ravnoteznog polozaja je okomit na os z,
m na Zicu ne djeluje vanjska sila.

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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Valna jednadZba

Valna jednadZba opisuje valna gibanja u prirodi kako $to su titranje kontinuiranih
mehani&kih sredina i Sirenje elektromagnetiskih i zvu¢nih valova.
Valna jednadZba u jednoj prostornoj dimenziji

ut — gy =0 (70)

opisuje titranje elastiéne Zice pod sljede¢im pretpostavkama:
m disipativni efekti (unutarnje trenje Zice i trenje zraka) su zanemarivi,
m otklon Zice u(x,t) od ravnoteznog polozaja je okomit na os z,

m na Zicu ne djeluje vanjska sila.

D’Alambertovo rjeSenje za homogenu jednadzbu beskonaéne Zice

st — Cuge =0, zER, ¢>0, (71)
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z), zER, (72)

f(x) potetna amplituda, g(x) poletna brzina totke x.

PDJ



Opce rje¥enje valne jednazbe je superpozicija dva putujuca vala

u(z,t) = A(z + ct) + Bz — ct). (73)

(a) Potetni profil f(z) (b) Funkcija u(z, t) kao superpozicija dva
putujuéa vala.

Slika:

PDJ



Teorem

Neka su f € C2(R) i g € C'(R). Tada valna jednadzba

Ut — Cuge =0, zER, t>0, (74)
U(Z‘,O) = f(m)z ui(xzo) = g(CE), z €R, (75)

ima jedinstveno rje¥enje
1 1 x+ct
ue,t) = 3 [fe+ e+ fa—et)] + 5 [ g(e)s (76)
2 2c z—ct

koje je u svakom kona&nom intervalu 0 < ¢ < T stabilno obzirom na poletne uvjete
(75).
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D’Alambertovo rjeSenje za nehomogenu jednadzbu beskonaéne Zice

utt — gy = F(x,t), zeR, t>0, (77)
U(Q?,O) = f(x)v Ut(l’,o) = g(x)v z €R. (78)

F(z,t) modelira vanjsku silu koja djeluje na Zicu.

RjeZenje se dobiva integracijom transformirane jednadZbe po podru&ju prikazanom na
slici i primjenom Greenovog teorema. Ova metoda daje vrijednost funkcije u(z,t) u

vrhu trokuta.

Py = (z0,0)

y =z — (xo— ) y = —x+ (xo+ yo)

By

Py = (20 — %,0) Py = (20 + 40,0)

PDJ



Postupak rjeSavanja nehomogene jednadzbe

it — gy = F(x,t), zeR, t>0, (79)
u(z,0) = f(z), wu(z,0)=g(z), z€R. (80)

PDJ



Postupak rjeSavanja nehomogene jednadzbe

utt—czusz(r,t), zeR, t>0,
u(.Z’,O):f(J?)7 ut(x,()):g(x), z €R.

m Uvodjenjem funkcije w(z,y) = u(x, %) tranformirajte jednadZbu u oblik

wzz*wyy:F*(I,y), zeR, y>0,
w(cc,O):f(x), wy(x,O):g*(x)7 z€R

gdje su
* 1 *
F (xzy) = 7872F(w7t)7 g (x) = 7g(£E)

PDJ
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Postupak rjeSavanja nehomogene jednadzbe

it — gy = F(x,t), zeR, t>0, (79)
u(z,0) = f(z), wu(z,0)=g(z), z€R. (80)

m Uvodjenjem funkcije w(z,y) = u(x, %) tranformirajte jednadZbu u oblik

Wee — Wyy = F*(x,y), z€R, y>0, (81)
w(z,0) = f(z), wy(z,0)=g"(z), z€R (82)

gdje su . L
Fay) =~ 3P0, 6@ = o) (83

m Odredite funkciju

z+
wen) = 5 [f@ro)+ fa=nl+g [ g @ =5 [ Pty

2 -y

N | =
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Postupak rjeSavanja nehomogene jednadzbe

it — gy = F(x,t), zeR, t>0, (79)
u(z,0) = f(z), wu(z,0)=g(z), z€R. (80)

m Uvodjenjem funkcije w(z,y) = u(x, %) tranformirajte jednadZbu u oblik

Wee — Wyy = F*(x,y), z€R, y>0, (81)
w(z,0) = f(z), wy(z,0)=g"(z), z€R (82)

gdje su . L
Fay) =~ 3P0, 6@ = o) (83

m Odredite funkciju

z+
wen) = 5 [f@ro)+ fa=nl+g [ g @ =5 [ Pty

2 -y

N | =

m Odredite rjeSenje u(z,t) = w(z, ct).

PDJ



Titranje elasti¢ne Zice duljine L opisano je valnom jednadZbom
2
s poletnim uvjetima

Uit — C Uze = F(z,t), 0<z <L,

t >0,

(84)
u(w,O) = f(m)7 ut(x70) = g(m),

0<z<L.

40> «F»r < > > Q>

(85)

it
a



Titranje elasti¢ne Zice duljine L opisano je valnom jednadZbom
2
s poletnim uvjetima

utt — Cuze = F(z,t), 0<z <L, t>0, (84)
u(w70) = f(m)7 ut(w70) = g(x)y

0<z<L.
Ako su krajevi Zice u&vrséeni, onda u(z,t) zadovoljava Dirichletove rubne

(85)
uvjete
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0.

(86)

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



Titranje elasti¢ne Zice duljine L opisano je valnom jednadZbom
2
s poletnim uvjetima

Uit — C Uze = F(z,t), 0<z <L,

t >0,

(84)
u(w70) = f(m)7 ut(w70) = g(x)y

0<z<L. (85)
Ako su krajevi Zice u&vrséeni, onda u(z,t) zadovoljava Dirichletove rubne uvjete
u(0,t) = u(L,t) =0,

t > 0.
Ako krajevi Zice slobodno titraju, onda u(z,t) zadovoljava Neumannove rubne uvjete

(86)

uz(0,t) = uz (L, t) =0,

t>0.

(87)
«O> <> < > > A
D
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Titranje elasti¢ne Zice duljine L opisano je valnom jednadZbom
2
s poletnim uvjetima

Uit — C Uze = F(z,t), 0<z <L,

t >0,

(84)
u(w70) = f(m)7 ut(w70) = g(x)y

0<z<L. (85)
Ako su krajevi Zice u&vrséeni, onda u(z,t) zadovoljava Dirichletove rubne uvjete
u(0,t) = u(L,t) =0,

t > 0.
Ako krajevi Zice slobodno titraju, onda u(z,t) zadovoljava Neumannove rubne uvjete

(86)
ug(0,8) = ug(L,t) =0, t>0. (87)
Neka su uj i uz C? rje¥enja valne jednadzbe (85) s potetnim uvjetima (86) i
Dirichletovim rubnim uvjetima (87). Onda je ui = us.
«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>
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Dirichletovi rubni uvjeti
ugt — uge =0,

’U.(:lt,O) = f(x)v

ut(z,0) = g(x),
u(0,t) = u(L,t) =0,

0<z<L,
Kompatibilnost rubnih i po&etnih uvjeta

t>0, (88)
0<z<L, (89)

t>0. (90)
f0) = f(L)=0, g(0)=g(L)=0.

(91)

«40>» «Fr «E» < Q>
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Dirichletovi rubni uvjeti
ugt — uge =0,

u(va) = f(x)v

ut(z,0) = g(x),
u(0,t) = u(L,t) =0,

0<z<L,
Kompatibilnost rubnih i po&etnih uvjeta

t>0, (88)
0<z<L, (89)
t>0. (90)
f(0) = f(L) =0,

9(0) = g(L) =0.
Separacijom varijabli u(x,t) = P(x)Q(t) dobivamo niz funkcija

koje nazivamo harmonici n—tog reda.

(91)
un(z,t) = Pn(z)Qn(t) = [an cos (nTmt) + by, sin (n—mt)] sin (—x)

™
92
Ta) (92)
«40>» «Fr «E» < Q>
D
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Separacija varijabli za homogenu valnu jednadZbu

Dirichletovi rubni uvjeti

Ut — gy =0, 0<z<L, t>0, (88)
u(z,0) = f(x), wue(z,0)=g(x), 0<x<L, (89)
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0. (90)

Kompatibilnost rubnih i poletnih uvjeta
f(0)=f(L)=0, g(0)=g(L)=0. (91)

Separacijom varijabli u(z,t) = P(z)Q(t) dobivamo niz funkcija

nmwc nmc nm

un (2, 1) = P (2)Qn(t) = [an cos (Tt) 4 bnsin (Tt)] sin (Tz) (92)
koje nazivamo harmonici n—tog reda. Harmonik n—tog reda moZemo zapisati u obliku

Un (z,t) = Ry sin <n—£rz) sin (?t + 0n> (93)

gdje je

Ry, =/a2 + b2, ap = Rysin(0,), by = Ry cos(br). (94)

PDJ
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Teorem (Egzistencija rjesenja)
Neka su f € C4([0,L]) i g € C3([0, L]). Pretpostavimo da funkcije f i g
zadovoljavaju uvjete
f(0) = f(L) =0, f(0) = f"(L) =0,
9(0) = g(L) =0.

Tada je -
g [an cos ( ) + by, sin (%t)] sin (n—;z),
= %/0 f(z)sin (%m) dz, by = % OL g(x) sin (%27) dz,

klasi€éno rjesenje valne jednadzbe s Dirichletovim uvjetima

utt_CQUxx:(), O<z<L, t>0,
u(g:,O):f(x), Ut(CE,O):g(-'E), OSxSL’
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0.

PDJ
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Primjedba
Ako f i g ne ispunjavaju uvjete iz teorema o egzistenciji, moguée je da formalno
rjeenje ne zadovoljava valnu jednadzbu.

Primjer

g, 0 <z < o,
fay=4 7" (100)

04—  wo<z<L,
g(z) =0, (101)

2L2 uQ 21 nwro nmwc nmw

X 7o (T ) eos (Tt sin (To) 102
u(zx,t) = —z zo(L—l‘o Z:: 3 cos 7 sin L;r (102)

Funkcija u je dobro definirana, ali derivacije ugz i utt ne konvergiraju!

PDJ



Neumannovi rubni uvjeti
gt — gy =0, 0<a <L,
u(:l‘,o):f($), ut(z,(]):g(:v), 0<z< L,
uz(0,t) =ux(L,t) =0, t>0.
Kompatibilnost rubnih i po&etnih uvjeta

() =f(L)=0, ¢'(0)=g(L)=0.

PDJ
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Neumannovi rubni uvjeti

utt — gy =0, 0< <L, (103)
u(a:,()):f(x), ut(m,(]):g(:v), 0<z<IL, (104)
uz(0,t) =ux(L,t) =0, t>0. (105)

Kompatibilnost rubnih i po&etnih uvjeta

() =f(L)=0, ¢'(0)=g(L)=0. (106)
Rjesenje:
u(z,t) = ag + bot + bot i:: [an cos ( ) + by sin ( T t)] cos (%x), (107)

gdje su an, i by, odredeni poletnim uvjetima:

ap = %/OL f(z)dz, an = %/OL f(z) cos (%33)‘“’ (108)

2 [k 2 b
bO:E/O g@)dv, bu=—— [ g(@)cos (“Fa)da. (100)

nmc Jo
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Neumannovi rubni uvjeti
utr — Cuge = F(x,t),

O<z<L, t>0, (110)
u(z,0) = f(z), wut(z,0)=g(z), 0<z<L. (111)
F(z,t) modelira vanjsku silu na titrajuéu Zicu.

um(oy t) = u:l:(Lat) =0,

t > 0.

(112)

«A40> «Fr» «E»r» « > Q>



Neumannovi rubni uvjeti
— 2 =F t
Utt — C Ugy (z, ),

0<z<L,
U(Cl:,O) = f(z)a

t>0,
ut(x,O) = g(x)y
F(z,t) modelira vanjsku silu na titrajuéu Zicu.

(110)
0<z<L. (111)
uzp(0,t) = uz(L,t) =0, ¢>0. (112)
Pretpostavimo rjeSenje u obliku
1 > nm
(2.8) = 5Qo(®) + > Qu(t)cos (T
n=1
za nepoznate funkcije Qn(t), n > 0.

(113)

«40>» «Fr «E» < > Q>



Neumannovi rubni uvjeti
— 2 =F t
Utt — C Ugy (z, ),

0<z<L,
u(z,0) = f(z),

t>0, (110)
ur(2,0) = gla), 0<c< L.
F(z,t) modelira vanjsku silu na titrajuéu Zicu.
uz(07 t) = 'U':E(Lat) =0,
Pretpostavimo rjeSenje u obliku

(111)

t > 0.

dobivamo

(112)
(z,) = %Qo(t) + 3 Qutycos (“Fa)
n=1

(113)
nmc
1

T)an(t)] cos (%w) = F(z,t). (114)
«4O0>» «Fr «E» < 4 a
D

- 3<t>+§;[ n+ (

L
za nepoznate funkcije Qr (t), n > 0. Supstitucijom u(z,t) u valnu jednadZzbu



Ako F(z,t) zadovoljava rubne uvjete
Fp(0,t) = Fy(L,t) =0, t>0, (115)

onda F(z,t) moZemo prikazati u obliku

F(z,t) = %Co(t) + i": Chn(t) cos (%x), 0<z<L. (116)

n=1

Iz valne jednadzbe dobivamo

Qo (t) = Col(t), (117)
Qi)+ ("7°) @ul)) = Calt), n>1. (118)
Rjegenja:
Qo(t) = ao + bot + Qf (¢), (119)
Qn(t) = an cos (%t) + by sin (%t) +Qb(1). (120)

PDJ



Rjesenje nehomogene jednadZbe:

u(z,t) = up(x,t) + up(x,t)

=

PDJ

(121)

(122)

(123)



Laplaceova jednadZba u domeni Q je elipti¢cka jednadZba

Uge + Uyy = 0,

(z,y) €Q
Q C R? je ogranitena domena (otvoren, povezan, ograniten skup)

(124)
0?2 2
2 _
V=2 oy

O je unija zatvorenih, jednostavnih, po dijelovima glatkih krivulja
Oy?

Laplaceov operator

(125)

«O> <> < > > A
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Laplaceova jednadZba u domeni Q je elipti¢cka jednadZba

Uge + Uyy = 0,

(z,y) €Q
Q C R? je ogranitena domena (otvoren, povezan, ograniten skup)

(124)
0? 0?
2 _ 97
v Ox2

O je unija zatvorenih, jednostavnih, po dijelovima glatkih krivulja
J’_ JE—

Oy?
Primjene Laplaceove jednadzbe

Laplaceov operator

(125)

m Raspodjela elektri¢nog potencijala u podru&ju bez naboja.

m Stacionarna raspodjela temperature u toplinski vodljivom tijelu.

«O> «Fr 4 > > A
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Laplaceova jednadzba

Laplaceova jednadZba u domeni 2 je elipti¢cka jednadzba

Uge +Uyy =0, (z,y) €Q (124)
Q C R? je ogranitena domena (otvoren, povezan, ograni&en skup)
S je unija zatvorenih, jednostavnih, po dijelovima glatkih krivulja

9?2 02
V2 = 3z + —— Laplaceov operator (125)
z

Primjene Laplaceove jednadzbe
m Raspodjela elektri¢nog potencijala u podru&ju bez naboja.

m Stacionarna raspodjela temperature u toplinski vodljivom tijelu.
Definicija

Ako funkcija u € C?(£2) zadovoljava Laplaceovu jednad?bu u podrugju Q C R?, onda
kaZemo da je u harmonijska funkcija u €.

PDJ



Poissonova jednadZba je zadana sa
) ograni¢ena domena

Uze + Uyy = f(z,9),

(z,y) € Q.

«Or 4«Fr o« > > a
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Poissonova jednadZba je zadana sa
Q ograni¢ena domena

Uze + Uyy = f(z,9),

(z,y) € Q. (126)
m Dirichletov rubni problem
u(z,y) = g(z,y),

(z,y) € O

(127)

«A40> «Fr» «E»r» « > Q>



Poissonova jednadZba je zadana sa

Uze + Uyy = f(z,9),

(z,y) € Q. (126)
Q ograni¢ena domena
m Dirichletov rubni problem
u(@,y) = g(@,y), (z,y)€ o0 (127)
m Neumannov rubni problem
ou
7
ou . . A
— =V -7 usmjerena derivacija, (129)
on
7 jedini¢ni vektor normale u totki (z,y) € OQ usmjeren prema van. (130)

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



U proutavanju Laplaceove i Poissonove jednadZbe koristimo se Gaussovim teoremom.

Teorem (Gauss)

Neka je Q C R? ograni¢ena domena &iji rub 99 = U, C; je unija zatvorenih,
jednostavnih, po dijelovima glatkih krivulja. Neka je 7@ jedini¢ni vektor normale na 02

usmjeren prema van. Ako je F vektorsko polje klase C1 u Q, onda je
F - iids = // (V- F)dzdy (131)
a0 Q

gdje je 02 pozitivno orijentirani rub podru&ja 2.

PDJ



Lema
Neka je © ogranitena domena u R2. NuZni uvjet za egistenciju rjesenja Neumannovog

problema
uze +uyy = f(z,y), (z,y) €, (132)
ou
%(rvy) =g(z,y), (z,y) €09, (133)

je uvjet konzistentnosti

/aﬂgd:;://Q [ dzdy. (134)

PDJ



Lema

Neka je © ogranitena domena u R2. NuZni uvjet za egistenciju rjesenja Neumannovog

problema
uze +uyy = f(z,y), (z,y) €, (132)
ou
%(rvy) =g(z,y), (z,y) €%, (133)

je uvjet konzistentnosti

/E)disz//ﬂ [ dzdy. (134)

m NuZni uvjet za egzistenciju rjeSenja Laplaceove jednadZbe s Neumannovim
uvjetima:

f=0 = 8dis:(]. (135)

m Harmonijska funkcija zadovoljava

/6 % 45 = 0. (136)

qQ O
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Slabi princip maksimuma

Neka je u € C2(2) N C(Q) harmonijska funkcija na ogranitenoj domenti Q C R2.
Onda je
maxu = u(z’,y’) (137)
Q

za neku totku (z’,y’) € 9. Drugim rije¢ima, funkcija v ima maksimum po skupu Q
u nekoj to¢ki ruba 9.

PDJ



Slabi princip maksimuma

Neka je u € C2(2) N C(Q) harmonijska funkcija na ogranitenoj domenti Q C R2.
Onda je
maxu = u(z’,y’) (137)
Q

za neku totku (z’,y’) € 9. Drugim rije¢ima, funkcija v ima maksimum po skupu Q
u nekoj to¢ki ruba 9.

Slabi princip minimuma

Neka je u € C?(Q) N C(Q) harmonijska funkcija na ograni¢enoj domeni 2 C R2.
Onda je
minu = u(z’,y’) (138)
Q

za neku totku (z/,y’) € 9Q.
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Slabi princip maksimuma

Neka je u € C2(2) N C(Q) harmonijska funkcija na ogranitenoj domenti Q C R2.
Onda je
maxu = u(z’,y’) (137)
Q

za neku totku (z’,y’) € 9. Drugim rije¢ima, funkcija v ima maksimum po skupu Q
u nekoj to¢ki ruba 9.

Slabi princip minimuma

Neka je u € C?(Q) N C(Q) harmonijska funkcija na ograni¢enoj domeni 2 C R2.
Onda je

minu = u(z’,y’) (138)
Q
za neku totku (z/,y’) € 9Q.
Za harmonijsku funkciju vrijedi
max u = maxu, min v = min u. (139)
Q oQ Q o0

PDJ



Ako je u € C%(Q) N C() harmonijska funkcija na ogranitenoj domeni Q C R? i
u(z,y) = 0 u svakoj totki (z,y) € 9, onda je u = 0.
«40>» «Fr «E» < > Q>
D



Korolar
Ako je u € C?(Q) N C(Q) harmonijska funkcija na ograni¢enoj domeni  C R? i
u(z,y) = 0 u svakoj totki (z,y) € 99, onda je u = 0.

Jedinstvenost rjesenja Dirichletovog problema

Neka je © ograni¢ena domena u R?. Onda postoji najvise jedno rjefenje
u € C?(2) N C(Q) Dirichletovog problema

Au($7y) = f(l', y): (:B, y) €Q, (140)
u(xvy) = g(mv y)7 (I,y) € 0Q. (141)

PDJ



Stabilnost rjeSenja Dirichletovog problema

Neka je Q ogranitena domena u R2, i neka su u1,u2 € C2(Q) N C(Q) riefenja

Poissonove jednadzbe
Aui(z,y) = f(z,y), Auz(z,y) =f(z,y), (z,y) €,
koje zadovoljavaju rubne uvjete
ui(z,y) = g1(z,9) w2z, y) =9(z,9), (z,y) €0,
gdje su g1 i g2 neprekidne funkcije na Q2. Ako je
I%%X\gl — g2l <e,

onda je
max |u; — uz| < e.
Q

PDJ
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Princip srednje vrijednosti

Neka je u harmonijska funkcija u domeni €2 (koja nije nuZno ograni¢ena), i neka je
Ky (x0,y0) C § zatvoreni krug radijusa r > 0 sa sredi$tem u (zo,y0) € Q. Tada je

1

— uds (146)
2nr Je,

u(xo,yo) =

gdje je C; kruZnica radiju r > 0 sa sreditem u (o, yo).
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Princip srednje vrijednosti
Neka je u harmonijska funkcija u domeni €2 (koja nije nuZno ograni¢ena), i neka je

Ky (x0,y0) C § zatvoreni krug radijusa r > 0 sa sredi$tem u (zo,y0) € Q. Tada je

1

— uds (146)
2nr Je,

u(xo,yo) =

gdje je C; kruZnica radiju r > 0 sa sreditem u (o, yo).

Teorem

Pretpostavimo da funkcija u € C?(§) zadovoljava princip srednje vrijednosti u svakoj

tocki domene 2. Onda je u harmonijska funkcija u €2.
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Princip srednje vrijednosti

Neka je u harmonijska funkcija u domeni €2 (koja nije nuZno ograni¢ena), i neka je
Ky (x0,y0) C § zatvoreni krug radijusa r > 0 sa sredi$tem u (zo,y0) € Q. Tada je

1

— uds (146)
2nr Je,

u(xo,yo) =

gdje je C; kruZnica radiju r > 0 sa sreditem u (o, yo).

Teorem

Pretpostavimo da funkcija u € C?(§) zadovoljava princip srednje vrijednosti u svakoj

tocki domene 2. Onda je u harmonijska funkcija u €2.

Jaki princip maksimuma

Neka je u harmonijska funkcija u domeni © (koja nije nuZno ograniéena). Ako u ima

minimum ili maksimum u unutragnjosti podru&ja €2, onda je u konstantna funkcija.

PDJ



Separacijom varijabli dobivamo rjesenje Laplaceove jednadZbu u obliku reda
u =1y un gdje su u, harmonijske funkcije u podrugju Q.

12N G4



Separacijom varijabli dobivamo rjesenje Laplaceove jednadZbu u obliku reda
u =1y un gdje su u, harmonijske funkcije u podrugju Q.
Oblik rje3enja ovisi o

m geometriji domene 2,

m uvjetima na rubu domene 9.
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Separacijom varijabli dobivamo rjesenje Laplaceove jednadZbu u obliku reda
u =1y un gdje su u, harmonijske funkcije u podrugju Q.
Oblik rje3enja ovisi o

m geometriji domene 2,

m uvjetima na rubu domene 9.

Problem: Pod kojim uvjetima formalno rjeSenje > | u, definira harmonijsku
funkciju u Q7
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Separacija varijabli za Laplaceovu jednadzbu

Separacijom varijabli dobivamo rjeSenje Laplaceove jednadzbu u obliku reda

u =1y un gdje su u, harmonijske funkcije u podru&ju .
Oblik rje¥enja ovisi o
m geometriji domene €2,

m uvjetima na rubu domene 9N2.

Problem: Pod kojim uvjetima formalno rjedenje > °° ; un definira harmonijsku
funkciju u Q7

Teorem

Neka je Q ogranitena domena u R?. Neka je u = > o021 un formalno rjesenje
Dirichletovog problema

Au(z,y) =0, (z,y) €Q, (147)
uw(z,y) = g(z,y), (2,y) €0, (148)
gdje je g € C(09) i un, € C%(Q) N C(Q) je harmonijska funkcija u Q za svaki n € N.
Ako red 3°>° | uy, konvergira uniformno ka g na skupu 92, onda red >->° | uy,

konvergira uniformno u €, i u je klasi¢no rje$enje problema (148)—(149).
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Dirichletov problem na pravokutnoj domeni

Au(z,y) =0, 0<z<b 0<y<d, (149)

u(z,0) = h(z), u(z,d)=k(z), 0<z<b, (150)

u(0,y) = f(y), w(by)=g), 0<y<d (151)
u,=0 u,=k

u[:f u=g u,=0 u,=0
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Dirichletov problem na pravokutnoj domeni

Au(z,y) =0, 0<z<b 0<y<d, (149)
u(z,0) = h(z), u(z,d)=k(z), 0<z<b, (150)
u(0,y) = f(y), ulby) =g(y), 0<y<d (151)

m Rjedenje Laplaceove jednadZbe Zelimo napisati kao red po vlastitim funkcijama

Sturm—Liouvilleovog problema.
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Dirichletov problem na pravokutnoj domeni

Au(z,y) =0, 0<z<b 0<y<d, (149)
u(z,0) = h(z), u(z,d)=k(z), 0<z<b, (150)
u(0,y) = f(y), ulby) =g(y), 0<y<d (151)

m Rjedenje Laplaceove jednadZbe Zelimo napisati kao red po vlastitim funkcijama
Sturm—Liouvilleovog problema.

m Rjedenje traZimo u obliku v = w1 + u2 gdje u; i ug zadovoljavaju homogene
rubne uvjete na suprotnim stranicama pravokutnika.

u,=0 u,=k
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Separacijom varijabli dobivamo

w1 (z,y) Z [Ansh( ) +anh< paCE b))] sin (%’ry), (152)

d
A, = dsh(Z":l’b)/U g(y) sin (%ﬁy> dy, (153)

2 4 (T
ey b T ) )
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Drugo rjeSenje je dano sa

u2(z, 2 [Cnsh (72;) + Dpsh ( > (y — d))] sin (n%m) ,

b
Cn = bsh(Z'”rd)/o k(z) sin (%1) dz,

b
Dy = _bsh(Q”;:d)/o h(x) sin (%x) dz.

PDJ
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Ako funkcije f, g, h i k ne istezavaju u vrhovima pravokutnika Q = (0,b) x (0,d),
uvjete.

onda se Dirichletov problem moZe rijediti dodavanjem harmonijski polinoma u rubne

«Or 4«Fr o« > > a

it
a



Ako funkcije f, g, h i k ne istezavaju u vrhovima pravokutnika Q = (0,b) x (0,d),
onda se Dirichletov problem moZe rijediti dodavanjem harmonijski polinoma u rubne
uvjete.

Pocetni problem

V3u(z,y) =0, (z,y) €Q,

(158)
u(z,y) = G(z,y),

(z,y) € 0Q, G e C(6Q). (159)
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Ako funkcije f, g, h i k ne istezavaju u vrhovima pravokutnika Q = (0,b) x (0,d),
onda se Dirichletov problem moZe rijediti dodavanjem harmonijski polinoma u rubne
uvjete.

Pocetni problem

Viu(z,y) =0, (z,9)€Q, (158)
w(z,y) = Gla,y), (2,y) €00, G eCO9). (159)
Transformirani problem
V2 (ule,y) = Pae,y)) =0, (2,y) €O (160)
u(.’t,y) - PZ("E7 y) = G(Z, y) - P2(‘T=y)= (z7 y) € 09 (161)
gdje je
Py(z,y) = a1 (m2 - y2) + asxy + asr + asy +as, a; € R. (162)

«40O> «Fr «=)>» «=)» = Q>



«A40> «Fr» «E»r» « > Q>

Py(z,y) je harmonijski polinom jer je

V2Py(z,y) =0 za svaki izbor koeficijenata a; € R.

(163)



Ps(z,y) je harmonijski polinom jer je
V2P (x,y) =0 za svaki izbor koeficijenata a; € R. (163)
Definirajmo funkcije

’U(:E,y) :’U,(:L‘,y)fpg(x,y), é(xvy) :G(Izy)fp2(z7y)' (164)
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Ps(z,y) je harmonijski polinom jer je
V2P (x,y) =0 za svaki izbor koeficijenata a; € R.

Definirajmo funkcije

’U(:E,y) = u(z,y) - PQ(x» y)v é(xvy) = G(Izy) - PQ(zvy)'

Dirichletov problem za funkciju v:

Viu(z,y) =0, (z,9) €,
v(z,y) = G(z,y), (z,y) € OQ.

PDJ
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Ps(z,y) je harmonijski polinom jer je
V2P (x,y) =0 za svaki izbor koeficijenata a; € R. (163)
Definirajmo funkcije

’U(:E,y) :’U,(:L‘,y)fpg(x,y), é(xvy) :G(Izy)fp2(z7y)' (164)

Dirichletov problem za funkciju v:
Viu(z,y) =0, (2,y) €9, (165)

o(z,y) = G(z,y), (z,y) € Q. (166)

Polinom P moZemo odabrati tako da funkcija G(z,y) = G(z,y) — Pa(z,y) istezava
u vrhovima pravokutnika €2:

G(0,0) — P(0,0) =0, (167)
G(b,0) — Pa(b,0) =0, (168)
G(0,d) — Py(0,d) = 0, (169)
G(b,d) — Py(b,d) = 0. (170)
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Rubni uvjeti za v su neprekidni na 02 pa se jednadZzba za v moZe rijeiti na standardni

nadin metodom separacije varijabli.

Rjesenje potetnog problema: u(z,y) = v(z,y) + Pa(z,y).
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Rubni uvjeti za v su neprekidni na 02 pa se jednadZzba za v moZe rijeiti na standardni

nadin metodom separacije varijabli.

Rjesenje potetnog problema: u(z,y) = v(z,y) + Pa(z,y).

m Diskutirajte zadto rjeSenje u(x,y) ne ovisi o izboru koeficijenata polinoma
P2 (CE, y)
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