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1. Uvod

Moderna teorija elementarnih Cestica formulirana je pocetkom 70-ih godina XX
stolje¢a i naziva se Standardni Model (SM). lako se iz prili¢no neinventivnog imena ne
moze zakljuciti, Standardni Model nije model, ve¢ matematic¢ki precizna teorija gibanja
sustava najmanjih djeli¢a materije — elementarnih Cestica, ¢ija se predvidanja u potpunosti
slazu sa rezultatima brojnih eksperimenata sa to¢nos¢u boljom od jednog promila.

Zahtjev Lorentz (Poincare) invarijantnosti u relativistickoj kvantnoj fizici odreduje da
je svaka Cestica karakterizirana ocuvanim veli¢inama — Svojom masom (energijom
mirovanja) i spinom (sopstvenim angularnim momentom). Uz, takode oCuvani, elektri¢ni
naboj Cestice, masa i spin su kvantni brojevi koji odreduju vrstu elementarne cestice.

Moguce vrijednosti spina Cestice su kvantizirane: 0, % ,1,% i 2. Cestice polucijelog spina

nazivaju se fermioni, a cijelog bozoni, po imenima statistickih distribucija koje moraju
zadovoljavati njihove valne funkcije: Fermi-Diracova i Bose-Einsteinova statistika. U
jednom kvantnom stanju moze postajati samo jedan fermion (Paulijev princip iskljucenja)
1 zato su fermioni kvantne generalizacije klasi¢nih Cestica tvari. Nasuprot tome, u jednom
kvantnom stanju moze postojati proizvoljno mnogo bozona, pa su bozoni kvantne
generalizacije valova koji prenose interakcije medu Cesticama kao elektromagnetski
valovi izmedu elektri¢no nabijenih klasi¢nih Cestica. U relativistickoj kvantnoj fizici opis
gibanja sustava Cestica zahtijeva uvodenje kvantnih polja i1 pridruzenih kvantnih cestica.
Intuitivno je lako razumyjeti zasto je tako.

U klasiénoj fizici jednadzba gibanja &estice i sustava je Il Newtonov zakon: m d, = F

ili ekvivalentno, Lagrangeove ili Hamiltonove jednadzbe gibanja, gdje se pretpostavlja da
cestice djeluju nelokalnim silama jedna na drugu (djelovanje na daljinu). Najpoznatiji

1 99

. . = mm; _ . = :
primjer su gravitacijske: F; =-G = r; ili elektricne: F; = ‘3 r; sile.

r dne,, ‘?ij

U relativisti¢koj fizici zbog konacnosti maksimalne brzine prijenosa signala, jedna
Cestica ne moze trenutno djelovati na drugu udaljenu cesticu. Umjesto djelovanja na
daljinu, u relativistickoj fizici sve interakcije moraju biti lokalne (u jednoj tocci prostor-
vremena), S§to se osigurava uvodenjem odgovarajucih polja. Svaka Cestica je izvor polja
koje se kona¢nom brzinom Siri kroz prostor i nosi energiju i impuls (i druge kvantne
brojeve). Polje Cestice interagira (djeluje silom) sa svakom drugom ¢esticom koja se nade
u polju. Ve¢ u klasi¢noj elektrodinamici, koja je Lorentz invarijantna klasi¢na teorija

polja, eliminirano je djelovanje na daljinu uvodenjem elektromagnetskih polja E i B. Na



primjer, elektri¢na sila izmedu dvije nabijene Cestice i i j je: F, =q,E (1), gdje je

: . o : L= 1 -
elektrostatsko polje Cestice j u tocci gdje se nalazi Cestica i : E,(F;) = i

U kvantnoj fizici djelovanje je kvantizirano i energiju i impuls (i druge kvantne
brojeve) prenose diskretni kvanti koje identificiramo sa kvantnim ¢esticama medijatorima
interakcije (sile). Na primjer, u kvantnoj teoriji elektromagnetskih interakcija — kvantnoj
elektrodinamici, elektromagnetska sila izmedu dvije nabijene kvantne Cestice (dva
elektrona, na primjer) je razmjena (emisija i apsorpcija) kvanata elektromagnetskog polja,
tj. Cestica koje su medijatori elektromagnetske interakcije — fotona. Potpuno analogno, u
SM se i jaka i slaba interakcija elementarnih Cestica razumiju kao razmjena (emisija i
apsorpcija) bazdarnih (gauge) bozona koji su medijatori tih sila. Kvantne teorije polja su
najjednostavnije fizikalne teorije koje istodobno omoguéuju i kvantni i relativisticki opis
gibanja sustava elementarnih cestica.

Ako zelimo razmatrati prijelaz sa klasi¢ne na kvantnu 1 relativisticku fiziku i kona¢no
na kvantnu teoriju polja, moramo biti pazljivi sa konceptima raznih fizikalnih veli¢ina.
Princip relativnosti zahtijeva da su sve fizikalne veli¢ine kovarijantne — Lorentz tenzori, a
kvantna mehanika zahtijeva da su fizikalne velicine Hermitski operatori koji djeluju u
prostoru stanja fizikalnog sustava. Neke fizikalne veli¢ine imaju vrlo jednostavna
poopéenja iz klasi¢ne na kvantnu i relativisti¢ku fiziku, dok ih neke druge nemaju uopce.
Masa cestice je primjer fizikalne veliine koja se jednostavno generalizira na sva
podru¢ja moderne fizike. U klasi¢noj fizici masa Cestice je konstantni skalar, a u
relativistickoj kvantnoj teoriji masa Cestice je skalarni Lorentz invarijantni kvantni broj
Cestice. PoloZaj Cestice je sliCan jednostavan primjer. U klasi¢noj fizici polozaj Cestice u
trenutku vremena t odreden je 3-dimenzionalnim radijus vektorom T(t). U relativistickoj

fizici polozaj Gestice odreden je 4-dimenzionalnim vektorom x" = (XO,Y():(Ct,?). U

kvantnoj mehanici polozaj Cestice postaje operator F.

Ali, ve¢ koncept brzine Cestice, koja je 3-dimenzioni vektor u klasi¢noj fizici V= T,
se zbog vremenske derivacije (precizno, zbog veze prostornih i vremenskih koordinata u
Lorentzovim transformacijama, mora se derivirati po svojstvenom vremenu dt Cestice
koje je Lorentz skalar) mora pazljivo definirati, tako da je 4-dimenziona relativisticka

=2 Sy
generalizacija brzine Cestice (yc, y\7), gdje je v = (1—Z—ZJ i relativisticki faktor Cestice,
komplicirana veli¢ina koja se ne koristi Cesto. Heisenbergove relacije neodredenosti
kvantne mehanika dodatno zahtijevaju da operatori poloZaja i1 brzine cCestice ne
komutiraju, tj. nisu simultano mjerljive veli¢ine. Impuls p=m¥ =mV klasi¢ne &estice
moze se definirati za relativisticku cesticu kao 3-dimenzioni vektor p=ymv, ali ta
veli¢ina nije Lorentz vektor. Relativisti¢ka fizika zahtijeva poopcenje koje znaci nuznu

o . E . N e .
vezu energije 1 impulsa cestice p* =(—,pj=(ymc, ymv) ¢iji kvadrat je Lorentz
C
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invarijanta za svaku Cesticu p" p, = — P
c

= ¢®m?% Za svaku Cesticu onda, osim u
nerelativistickom limesu v << ¢, nema puno smisla govoriti o potencijalnoj energiji. Ako
po analogiji sa klasi¢nom fizikom Zelimo insistirati da ukupnu energiju (Hamiltonian)
relativisticke Cestice H = E = Hp + Hjy, = ymc rastavimo na kineticku i1 potencijalnu

energiju razvojem u red faktora y dobijamo
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U nerelativistiCkom limesu energija Cestice postaje E ~ T + Hie(— — 0) + mc?, §to do na
C

konstantu mc?, moZemo interpretirati kao energiju klasi¢ne Cestice E = T + U. Sli¢ni
problemi postoje zbog druge vremenske derivacije sa konceptom akceleracije Cestice,
posebno u kvantnoj teoriji. Zato se, pogotovo u kovarijantnoj formulaciji kvantne teorije
polja, prakticno nikad ne koriste koncepti akceleracije, potencijala ili sile na Cesticu i
govori se o interakciji, tj. medudjelovanju, Cestica.

Kvantne teorije polja su specijalna vrsta kvantno mehanickih teorija koje opisuju
ponasanje elementarnih ¢estica. Kao i u svakoj kvantnoj teoriji, osnovni objekti teorije su:
skup stanja fizikalnog sustava koja ¢ine Hilbertov prostor i Hamiltonian fizikalnog sustava
H koji opisuje vremensku evoluciju sustava u tom Hilbertovom prostoru. Hamiltonian
sustava je zbroj Hamiltoniana Hp slobodnog sustava polja i Hamiltoniana interakcije Hint

H = Ho + Hin

Postoje odredeni, vrlo generalni, minimalni uvjeti koje mora ispunjavati svaka
kvantna teorija polja da bi potencijalno bila korektna fizikalna teorija. Ti zahtjevi se
mogu iskazati kao pet uvjeta koje mora zadovoljavati Hamiltonian svakog kvantnog
sustava H:

1. Unitarnost — oCuvanje vjerojatnosti, zahtijeva da operator vremenske evolucije
sustava

U=e Ht

bude unitaran, §to zna&i da Hamiltonian H mora biti Hermitski operator: H=H" .
Ovim se osigurava da je zbroj vjerojatnosti svih mogucih neovisnih dogadaja u bilo
kojem trenutku vremena jednak jedinici.

2. Klaster dekompozicija — mikrokauzalnost i lokalnost, zahtijeva neovisnost fizike
u razli¢itim toCkama prostora u jednom trenutku vremena. Ovo zahtjeva da se
amplituda dva prostorno odvojena dogadaja separira u produkt neovisnih
amplituda, $to vodi na dva zahtjeva:




Mikrokauzalnost — fizikalne opservable moraju komutirati u prostorno separiranim
tockama, a vremenska evolucija mora ocuvavati ovo svojstvo. Uvjet je ispunjen
ako je ukupna energija sustava — Hamiltonian, zbroj energija stupnjeva slobode
gibanja u svakoj pojedinoj tocci prostora, sto se naziva zahtjevom

Lokalnost — Hamiltonian je integral Hamiltove gustoce

H=[d J¢.

3. Poincare invariantnost — invarijantnost Hamiltoniana sustava pod djelovanjem
Poencare transformacija, tj. pri translacijama, rotacijama i Lorentz-ovim
transformacijama. Ovaj zahtjev osigurava vazenje pricipa relativnosti. U kvantnoj
mehanici to znaci postojanje ocuvanih veli¢ina koje su generatori Poencare
grupe: Cetvoro-impuls i angularni moment, P, i J,w = — Jy, , tako da je ukupna
energija H = Py. Cesti¢na stanja se transformiraju kao unitarna reprezentacija
Poencare grupe generirana operatorima

U(a,w) = exp [— ia“Pu + %W“VJW} ,

ovih oCuvanih veli¢ina. Stanja Cestica |E), m,s,sz;j> odredena su impulsom p,

masom m, spinom s, projekcijom spina s, , kao i mogu¢im dodatnim internim
kvantnim brojevima j.

4. Stabilnost — Hamiltonian H sustava mora biti ograni¢en odozdo, tj. mora
postojati stanje minimalne energije Eo > — o . Ovaj zahtjev osigurava stabilnost
kvantnog stanja najnize energije. Ako uvjet ne bi bio ispunjen, sve kvantne
Cestice bi stalno ,,padale ka stanjima nize energije. U teoriji elementarnih Cestica
stanje minimuma Hamiltonijana sustava naziva se vakuum.

5. Renormalizabilnost — da bi efektivna fizikalna teorija bila dobra aproksimacija na

skali energija E < A (tj. na skali duljina d > % ), mora biti vrlo slabo osjetljiva

na nepoznatu fiziku na ve¢im energijama E > A. To je uvijek zajamceno ako je
teorija renormalizabilna, jer se tada A pojavljuje samo u malom broju ne-
izracunljivih parametara teorije (mase i1 naboji Cestica) €ije stvarne vrijednosti
mozemo uzeti iz eksperimenta. Renormalizabilnost osigurava da su predikcije
teorije na niskim energijama prakti¢no neovisne o nepoznatoj teoriji na Visokim
energijama E > A. Na primjer, kvantna elektrodinamika elektrona i fotona je
fizikalno korektna teorija samo do energije E < 2mHC2 ~ 200 MeV, jer iznad te
energije viSe ne mozemo zanemarivati muone koji se mogu kreirati u parovima
wp". Na vi§im energijama korektna teorija je kvantna elektrodinamika elektrona,
muona i fotona koja je dobra efektivna teorija do energije praga za kreaciju para
piona, itd. Zahtjev renormalizabilnosti ograni¢ava moguce tipove interakcija
medu elementarnim ¢esticama, tj. oblik Hamiltoniana interakcije Hig:.



Renormalizabilnosti je jo$ uvijek predmet aktivnog istrazivanja u teorijskoj fizici.
Iako je renormalizabilnost vrlo poZeljno svojstvo kvantne teorije polja, postoje odlicne
fizikalne teorije koje nisu renormalizabilne — opca teorija relativnosti, na primjer.

Najbolji primjer ovakve teorije je kvantna elektrodinamika (QED — Quantum Electro-
dynamics) koja je prva otkrivena renormalizabilna kvantna teorija polja. U kvantnoj
elektrodinamici najjednostavnija interakcija izmedu dvije nabijene Cestice graficki se
prikazuje Feynmanovim dijagramom, kao na Slici 1.1 Feynmanovi dijagrami su izvrstan
nacin vizualizacije procesa izmedu elementarnih Cestica.

e
\pZA

e~ — elektron
v — foton

vrijeme — 5

Slika 1.1

Elektron e ~ Cetvoro-impulsa p; u pocetnom stanju u jednoj toéci prostor-vremena
(lokalnost interakcije) emitira foton y impulsa k,, i skrece, tj. mijenja energiju i impuls u
skladu sa zakonima o¢uvanja p; = p;’+ K. Drugi elektron u pocetnom stanju impulsa p;
apsorbira taj foton, u nekoj drugoj toéci prostor-vremena, i takode mijenja svoj 4-impuls
u p2’=p2 + k. Ukupan rezultat je transfer odredene energije i impulsa (Cetvoro-momenta
k,) izmedu dva elektrona: p; — p1'= p2'— p2 = k, kao da je jedan elektron djelovao
elektromagnetskom silom na drugi.

Feynmanovi dijagrami nisu samo nacin predocavanja procesa medu elementarnim
Cesticama, ve¢ Sto je mnogo vaznije, omogucuju da se svakom pojedinom procesu
pridruzi kvantno mehanicka amplituda — matri¢ni element tog procesa. U svakoj kvantnoj
teoriji polja postoje Feynmanova pravila koja odreduju kako se generiraju (crtaju) svi
mogudi dijagrami i kako se za svaki dijagram rauna kvantna vjerojatnost takvog procesa
— prijelaza iz pocetnog i U krajnje f stanje. U kvantnoj elektrodinamici, matri¢ni element
za Feynmanov dijagram sa Slike 1.1, u nerelativistickom limesu, daje Coulombov zakon.



Specijalno vaZzne za teoriju elementarnih Cestica su takozvane bazdarne (gauge)
teorije — to su renormalizabilne kvantne teorije polja u kojima se Cestice reprezentiraju
titrajima odgovarajucih kvantnih polja, a interakcije (sile) medu Cesticama su kompletno
odredene simetrijom teorije. Najbolji primjer je opet kvantna elektrodinamika.

Ako Zelimo relativisticku kvantnu teoriju u kojoj za kvantno polje elektrona vazi
zakon oCuvanja naboja (u svakoj toCci prostor-vremena), prema Noether teoremu,
moramo odabrati lokalno gauge invarijantnu teoriju polja ¢iji Lagrangian interakcije onda
nuzno sadrzi jo§ jedno dodatno polje gauge bozona koji je medijator elektromagnetskih
interakcija tj., polje fotona. Elektricni naboj u takvoj teoriji nije samo ocCuvana i
kvantizirana veliCina koja karakterizira vrstu Cestica, ve¢ 1 veli¢ina koja odreduje jakost
elektromagnetske interakcije izmedu nabijenih Cestica i fotona (jakost vezanja), tj.
izmedu samih nabijenih Cestica.

Do otkri¢a SM precizni prorac¢uni vjerojatnosti fizikalnih procesa medu elementarnim
Cesticama bili su moguci samo za elektromagnetske procese u kvantnoj elektrodinamici.
Renormalizabilnost lokalnih gauge teorija (eliminacija divergencija u teoriji) koju je
1971. dokazao Gerardus 't Hooft, omogucila je da se u SM rade pouzdani proracuni svih
fizikalnih procesa sa elementarnim Cesticama, ne samo elektromagnetskih, ve¢ 1 procesa
sa jakim i slabim interakcijama. Slaba interakcija odgovorna je za raspad nestabilnih
elementarnih Cestica — radioaktivni B-raspad, na primjer, a jaka interakcija osigurava
stabilnost nukleona i atomskih jezgri. Svojstva slabe i jake interakcija su veoma neobi¢na
tako da su potpuno strana naSem svakodnevnom iskustvu iz makro-svijeta. Zato je trebalo
puno napora velikog broja istrazivaa i moralo je prote¢i vise od dvadeset godina od
otkri¢a kvantne elektrodinamike 1949. do otkri¢éa SM elementarnih Cestica, iako su obje
renormalizabilne kvantne teorije polja.

Danas se smatra da su sve Cetri osnovne interakcije medu elementarnim Cesticama:
jaka, elektromagnetska, slaba i gravitacijska (poredane po jakosti), upravo gauge
interakcije ¢iji su medijatori odgovaraju¢i bazdarni bozoni. Standardni Model (SM) je
lokalno gauge invarijantna kvantna teorija polja koja precizno i u skladu sa brojnim
eksperimentima, opisuje tri od ovih interakcija: jaku (kromodinamicku) i elektroslabu —
ujedinjenu elektromagnetsku i slabu interakciju.

Neka od najvaznija postignu¢a SM su:

e razumijevanje jakih interakcija Sto omogucuje proraCun svojstava nukleona —
protona i neutrona, te ostalih hadrona sa toc¢nos¢u od 2-3 % ,

e razumjevanje svojstava slabih interakcija,

e teorijsko predvidanje postojanja i proradun svojstava W* i Z gauge bozona koji su
medijatori slabih interakcija u skladu sa opazanjima,

e teorijsko predvidanje postojanja i prorac¢un svojstava t-kvarka,

e koncept spontanog naruSenja simetrije 1 Higgsov mehanizam generiranja masa

Cestica,



e ujedinjenje slabih i elektromagnetskih interakcija u jednu elektroslabu interakciju,
e proracun stanja cjelokupne materije u ranom svemiru, §to uz jednadzbe opce
teorije relativnosti, daje koherentnu sliku cjelokupne evolucije svemira u skladu

sa astronomskim opazanjima.

Vise od 30 teorijskih i eksperimentalnih fizicara nagradeno je Nobelovom nagradom
za svoja istrazivanja koja su direktno vezana za SM u zadnjih pedesetak godina i to:

God. Laureat/i Postignuce
1957 | T.D. Leei C. N. Yang Narusenje parnosti

1960 | D. A. Glaser Maglena komora

1965 $6riloi2égman, J. . Schwinger i S. 1. Kvantna elektrodinamika
1968 | L. W. Alvarez Otkriée rezonanci

1969 | M. Gell-Mann Kvark model

1976 | B. Richteri S. C. C. Ting Otkrice J/y Cestice

1979 | S. L. Glashow, A. Salam i S. Weinberg Elektro-slabo ujedinjenje
1980 | J. W. Cronin i V. L. Fitch CP narusenje

1982 | K. G. Wilson Kriti¢ni fenomeni

1984 | C. Rubbia i S. Van Der Meer Otkri¢e W™ i Z bozona

1988 | L. M. Lederman, M. Schwartz i J. Steinberger | Otkrice da je v, # ve

1990 | J. I. Friedman, H. W. Kendall i R. E. Taylor Duboko neelasti¢no rasprsenje

1992 | G. Charpak Cesticni detektori (wire

chamber)
1995 | M. L. Perl i F. Reines Otkri¢e neutrina
1999 | G. 't Hoofti M. J. G. Veltman Elektro-slabe interakcije
2004 | D. J. Gross, H. D. Politzer i F. Wilczek Asimptotska sloboda
2008 | Y. Nambu, M. Kobayashi i T. Maskawa Narus$enje simetrije

Buduca istrazivanja na novom LHC akceleratoru u CERN-u vjerojatno ¢e nastaviti
ovaj popis.



Pored toga, SM je ukazao na moguce pravce formuliranja neke buduce, kompletnije
teorije elementarnih Cestica na visSim energijama. Najvazniji primjer su supersimetricne
(SUSY) teorije i teorije velikog ujedinja (Grand Unified Theories — GUT).

Ipak, bez obzira na sva postignuca, fizicari su sigurni da SM nije konacna teorija
elementarnih Cestica, ve¢ samo vrlo dobra aproksimativna teorija na niskim energijama
jer postoji nekoliko vaznih problema na koje unutar SM nije moguée naé¢i odgovor.

Na primjer, gravitacijska interakcija nije uklju¢ena u SM. Na skalama duljina
dostupnim nasim dana$njim instrumentima (precizno, na skali duljina koje su daleko vece
hGy

C3
Planck-ove energije Ep = 10" GeV) to nije nikakav problem, jer su gravitacijske
interakcije medu elementarnim ¢esticama potpuno zanemarive. Gravitacijska sila izmedu
dva elektrona je ~ 10“° puta slabija od elektri¢ne — Zadatak 1.1. Kako u teoriju ukljugiti
gravitaciju i zasto postoji takav kolosalni raspon jakosti fundamentalnih interakcija je
veliki nerjeSeni problem teorijske fizike.

=1.6x10"%m, tj. na energijama daleko manjim od

od Planckove duljine Ip

Iako SM nije ultimativna teorija elementarnih Cestica, bilo koja buduéa kompletnija
teorija, u aproksimaciji kad se mogu zanemariti gravitacijske interakcije, tj. na niskim
energijama E ~ 200—300 GeV, mora rezultirati efektivhom teorijom koja je upravo SM.

Da se razumije ponasanje materije na skali najmanjih duljina (najvecih danas
dostupnih energija ~2TeV) treba znati koje elementarne ¢estice postoje i kakve su njihove
interakcije. U eksperimentima se onda pazljivo pripremljenim inicijalnim snopovima
elementarnih Cestica (to¢no odredene energije, impulsa, spina, naboja, ...) dozvoljava da
kontrolirano medusobno interagiraju, te se u detektorima mjere kvantni brojevi (4-
impulsi, naboji, spin, itd.) finalnih ¢estica. Takvi eksperimenti omoguéuju da se odredi:

e Spektar stanja Cestica — je skup osnovnih jednocesti¢nih stanja koja opisuju
individualne slobodne Cestice pojedine vrste odredene odgovaraju¢im kvantnim
brojevima. Cestice mogu biti elementarne ili neka njihova vezana stanja. Ta stanja
su svojstvena stanja Hamiltoniana sustava koji odreduje njihovu vremensku
evoluciju.

e Rasprienje Cestica — u sudarima snopova ¢estica moguce je otkriti nove Cestice 1
odrediti svojstva interakcija medu Cesticama. Inicijalni snopovi Cestica su uvijek
ili elektroni ili protoni koji se dobijaju ionizacijom atoma vodika. Propustanjem
takvih snopova kroz neku metu dobijaju se snopovi razli¢itih sekundarnih Cestica
(muona, piona, ....) koji se takode koriste u eksperimentima rasprSenja. Rasprsenje
se opisuje kvantno mehanickom amplitudom procesa. Teorija omogucuje da se
izraCuna amplituda (matri¢ni element) procesa rasprSenja koja je Lorentz
invarijantna kompleksna funkcija kvantnih brojeva cestica u inicijalnom i
finalnom stanju. Kvadrat apsolutne vrijednosti amplitude daje vjerojatnost tog
procesa.



e Produkcija rezonanci — je najces¢i nacin otkrivanja novih Cestica. U sudarima
inicijalnih Cestica mogu nastati nove, izolirane Cestice — rezonancije, koje zive
dovoljno dugo da izadu iz regiona interakcije u rasprSenju i zatim se u
nezavisnom procesu raspadnu u finalne Cestice. Rezonancije opisujemo masom

(energijom) m i vremenom Zzivota t=——, Koji je inverzna vrijednost ukupne
tot.

Sirine raspada Iy rezonancije. Masa i spektar stanja rezonancija odreden je
obi¢no slobodnim dijelom Hamiltoniana sustava (kineti¢ka energija polja) Ho i
najcesce je istog oblika kao i spektar stanja stabilnih elementarnih ¢estica. Raspad
rezonancija odreden je ostatkom Hamiltoniana sustava, tj. Hamiltonijanom
interakcija (potencijalna energija) Hiy.. Tipi¢an primjer je produkcija Z bozona
neutralnih slabih interakcija e’e” — Z — ff u elektron-pozitron sudarima, koji se
potom raspadnu u fermion-antifermion par. Z-bozoni su upravo tako i otkriveni u
svibnju 1983. u proton-antiproton sudarima na SpS akceleratoru u CERN-u.

e Produkcija mlazova (jets) — u sudarima na vrlo visokim energijama ¢esto nastaje
veliki broj jako interagujucih Cestica u finalnom stanju. Amplituda procesa koja bi
uzimala u obzir sve finalne Cestice, Cak 1 kad bi je bili u stanju izraunati, potpuno
bi opskurirala neke globalne karakteristike procesa. Zato se u takvim procesima
koristi funkcija raspodjele koja sve jako interagujuce estice sli¢nog 4-impulsa u
finalnom stanju grupira u mali broj (jedan, dva, tri ili ponekad Cetri) mlaza (jets)
koji svaki poti¢u samo od jednog kvarka ili gluona nastalog u inicijalnom sudaru.
Na primjer, u elektron-pozitron sudarima moze nastati par kvark-antikvark
visokih energija koji praktiéno trenutno hadroniziraju (raspadaju se u puno
hadrona) grupiranih u dva mlaza j; i j; u finalnom stanju e’'e” — qg — j1 + j2 koji
odlaze u razlicite hemisfere detektora.

Posto smo ukratko opisali veli¢ine koje se dobijaju iz eksperimenata, razmotrimo u
najgrubljim crtama kako se od klasi¢ne fizike poopéenjima dolazi do kvantne teorije
polja. To je ujedno i povijesni put razvoja teorijske fizike koji je doveo do otkrica SM
elementarnih Cestica.

Jednadzbe gibanja diskretnog sustava Cestica opisanog generaliziranim koordinatama
t
qi(t) &ije je djelovanje: 1= j dtL(g;,q;,t), gdje je Lagrangian sustava L = T — U, slijede iz

4

Hamiltonovog principa (principa minimalnog djelovanja)

5120 — g(g]_(a_t}o
dtlaq, ) (aq,

Zamjenimo li generalizirane brzine novim varijablama, generaliziranim momentima
koji se definiraju kao



o= 0L
I 6q| 1

Hamiltonian H = T + U i Lagrangian L = T — U postaju ekvivalentni nacini opisivanja

sustava vezani Legendreovom transformacijom

H :Zpiqi -L.

Jednadzba gibanja u nerelativistickoj kvantnoj fizici, koja je analog II Newtonovog
zakona iz klasi¢ne fizike, je Schrodingerova jednadzba za valnu funkciju y sustava
Cestica

ia_"’zH\l,’

ot

gdje je kvantni Hamiltonijan H = T + U. Interakcije medu Cesticama (sile) ukljucene su
preko potencijalne energije U.

U teoriji polja generalizirane koordinate postaju polja ¢; koja su kontinuirane funkcije
tocke u prostor-vremenu ¢; = ¢i(x") , a sustav se opisuje Lagrangeovom gustoom: £= [
(91, 0udi, x") koja je funkcija polja i njihovih prvih parcijalnih derivacija.

Osnovni uvjeti 1. — 5. koje mora ispunjavati fizikalna teorija polja zahtijevaju da je

t2
djelovanje sustava oblika | = J- d*x £, $to osigurava lokalnost. Hamiltonov princip ( princip
t
minimalnog djelovanja) daje jednadzbe gibanja za polja ¢; koje su upravo Lagrangeove
jednadzbe

o 0L oL g (L1)

' a(aﬁj a¢i

ox"

Lagrangeova gusto¢a £ za svako polje ¢j je zbroj Lagrangeove gustoce za slobodno polje
Lq. 1 gusto¢e Lagrangiana interakcije Lin. sSamointerakcije polja ¢; ili njegove interakcije
sa drugim poljima £ = Lg. + Lint. -

Unitarnost je osigurana ako je Lagrangeova gusto¢a £ Hermitski operator (realan ili
zbroj dva komplesno konjugirana ¢lana).

Translatorna invarijantnost zahtijeva da £ ne zavisi eksplicitno od x".
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Lorentz invarijantnost zahtijeva da Lagrangeova gusto¢a £= £ (¢i,0,¢i) bude Lorentz
skalar konstruiran od polja ¢i(x") koja se transformiraju kao kona¢no dimenziona

reprezentacija Lorentzove grupe (to su polja spina 0, % 1, g i2).

Kauzalnost zahtijeva da veliCine bilinearne po poljima (kao Hamiltonian) komutiraju
U prostorno separiranim tockama, Sto je moguce samo ako za svaku cCesticu postoji i
anticestica iste mase i suprotnih naboja koja ima identi¢ne interakcije. Posljedica je ne-
ocuvanje ukupnog broja Cestica, jer postoje procesi kreacije i anihilacije Cestica, 1 vazenje
spin-statistika teorema koji zahtijeva da bozonska polja komutiraju, a fermionska
antikomutiraju u prostorno separiranim tockama.

Stabilnost zahtijeva da Lagrangeova gusto¢a £ sadrzi samo prve parcijalne derivacije
polja ¢i, Sto osigurava da jednadzbe gibanja sadrze najvise druge vremenske derivacije

polja ¢i.

Svi ¢lanovi u Lagrangeovoj gustoéi £ moraju imati istu dimenziju (masa)”.
Renormalizabilnost zahtijeva da svaki parametar u Lagrangeovoj gusto¢i ima dimenzije
pozitivne potencije mase. Zato ¢lan oblika cO(¢i, 0,4i) u Lagrangianu £ ima koeficijent ¢
dimenzije (masa)® gdje mora biti d < 4, jer su dimenzije operatora ¢; i O, pozitivne.
Renormalizabilnost ograni¢ava oblik ¢lanova u Lagrangianu interakcije na operatore O
dimenzija d <4, a takvih je u pravilu svega nekoliko.

Da bi se razumjelo ponaSanje materije u svemiru treba identificirati najmanje
sastavne djelice sustava — elementarne Cestice, zatim poznavati interakcije (sile) tih
elementarnih Cestica, tj. Lagrangian (ili Hamiltoninijan) sustava koji onda odreduje
jednadzbe gibanja.

Cilj nam je naci Lagrangian Standardnog Modela £gv elementarnih Cestica i razumjeti
kako se raCunaju vjerojatnosti fizikalnih procesa medu elementarnim ¢esticama.

Razmotrimo prvo koje su to elementarne Cestice Cije gibanje opisuju Standardni Model.

11



1.1 Elementarne Cestice u Standardnom Modelu

Elementarne Cestice su realni kvantni objekti koji se u svim eksperimentima ponasaju
kao materijalne tocke, bez ikakve unutarnje strukture i bez dimenzija. Ako i imaju
dimenzije razli¢ite od nule, one su manje od 10 8 m, sto je rezolucije nasih najboljih
«mikroskopa» — akceleratora (ubrziva¢a) estica. Krajem 2009. ¢e u CERN-u, Zeneva
proradit novi akcelerator LHC (Large Hadron Collider) ¢ija rezolucija ¢e biti bolja za red
velicine, oko 10 ™ m do 10 *°m.

Veza prostorne rezolucije i energije je nuzna posljedica specijalne teorije relativnosti
1 kvantne mehanike. Da bi se razlucila dva dogadaja na prostornom rastojanju Ax
potrebno je minimalno vrijeme tyi, = Ax/c neophodno za razmjenu signala izmedu te
dvije tocke. Neodredenost vremena At mora biti manja od samog minimalnog vremena,

tj.

At< 2%
Cc

Zbog kvantno mehanickih relacija neodredenosti

ABAt>D,  slijedi  AB>-TC
2 2AX

Kako je
hc=1.97327 x 10°GeVm =3.16153 x10®Jm tj. hc=2x10°GeVm,
vrijedi
S 10°GeVm .
Ax

AE

Bolja prostorna rezolucija nuzno zahtijeva viSe energije, pa tako imamo:
— prostorna rezolucija Ax = 10™°m < energiju E ~ 10° eV — skala atomske fizike,
— prostorna rezolucija Ax =10"°m < energiju E~100 MeV — skala nuklearne fizike,
— prostorna rezolucija Ax =10?°m < energiju E ~ 10 TeV — skala LHC,

— prostorna rezolucija Ax =10m < energiju E ~ 10" TeV — Planckova skala.

Zelimo li bolji ,,mikroskop* moramo graditi sve vece ubrzivace Cestica.

Elementarne destice u SM su: kvarkovi, leptoni, gauge bozoni i Higgs bozon.

12



e Kvarkovi

Kvarkovi su fermioni (spin %) koji pored elektri¢nog naboja nose i kromodinamicki

(QCD) naboj koji se naziva boja (color) jer moze imati tri razli¢ite vrijednosti, recimo:
crvena, zelena i plava (kao tri primarne boje). Zato Sto nose elektri¢ni naboj, kvarkovi
imaju elektromagnetske interakcije, a zato Sto nose boju (QCD naboj) imaju jake
interakcije. Teorija elektromagnetskih interakcija naziva se kvantna elektrodinamika
(Quantum Electrodynamics — QED). Analogno, teorija jakih interakcija naziva se kvantna
kromodinamika (Quantum Chromodynamics — QCD). Jake interakcije, tj. razmjena
obojanih gluona, vezuju kvarkove u triplete koji se nazivaju barioni — najvazniji su proton
1 neutron koji grade nukleuse atoma. Postoji Sest razlicitih kvarkova — ili se kaze da
postoji 6 razli¢itih kvarkovskih okusa (flavor), aranziranih u tri dubleta (ili tri familije ili

&) () ) =

sa imenima: (u-up , d-down); (c-charm, s-strange); (t-top, b-bottom) ili: (gornji, donji);
(Sarm, strani); (vrh, dno). Ocito je najbolje koristiti najjednostavniju nomenklaturu: u-
kvark , s-kvark, itd. Od 6 kvarkova posljednji je otkriven t-kvark 1995. u Fermilab-u,

pokraj Cikaga. Kvarkovi u gornjem redu dubleta: u, ¢ i t imaju elektriéni naboj + Ee , a
u donjem redu: d, s i b imaju naboj —%e , gdje je e kvant elektricnog naboja: e =

1.60217653(14) x 10 2 C. Kvarkovi nose jo§ i barionski kvantni broj B = +% , tako da

barioni, koji se sastoje od po tri kvarka, imaju barionski broj B = +1. Proton je (uud)
triplet, a neutron (udd) triplet.

Prva familija kvarkova shematski je prikazana na Slici 1.2.

elektri¢ni naboj + 2/3 @ @
elektri¢ni naboj — 1/3

Slika 1.2
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U relativisti¢koj kvantnoj fizici svaka Cestica ima svoju antiCesticu, koja ima isti
masu 1 spin, a sve ostale kvantne brojeve suprotnog znaka u odnosu na ¢esticu. Antikvark
se oznaCava potezom iznad imena kvarka. Na primjer, uc-antikvark je U, (uc-bar), i to je

Cestica spina %, elektricnog naboja —%e, barionskog broja —% 1 «anti-crvene» boje

(boje komplementarne crvenoj), Sto znaci da je vezano stanje (UcU,) Kolor singlet, tj. ne
nosi boju. Cestice koje su vezana stanja kvark-antikvark nazivaju se mezoni.

U teoriji jakih interakcija zahtijeva se postojenje samo kolor singlet stanja, t.
kvarkovska stanja Ciji je QCD naboj nula (stanja bez boje). Ovaj zahtjev se naziva
zatoCenje boje (color confinement), jer obojana stanja mogu postojati samo na
«mikroskopskim» udaljenostima unutar bariona i/ili mezona ¢ije su dimenzije oko
10 °m. Na veéim rastojanjima (niZim energijama) postoje samo jako vezana stanja
kvarkova — barioni i mezoni, koji se jednim imenom nazivaju hadroni. Primjer
neobojanih kvarkovskih stanja su stanja potpuno simetri¢na ili potpuno antisimetri¢na u

odnosu na sve tri boje.

Primjer: Kvarkovska kolor singlet stanja boje
[lustrirajmo postojanje kvantnih stanja mezona i bariona za koja je intuitivno ocigledno
da su kolor singleti jer sadrze jednake frakcije svake pojedine boje. Kompletna provjera
zahtijeva poznavanje reprezentacije generatora SU(3) grupe jakih interakcija koji su

operatori boje u QCD 1 ostavi¢emo je za kasnije.

Neka su normirana i medusobno ortogonalna svojstvena stanja kvarka bilo kojeg
okusa crvene, zelene i plave boje

1 0 0
c=1(0], z=\1], p=10]. (1.3)
0 0 1

Valna funkcija mezona je produkt prostorne, spinske i valne funkcije boje. Valna funkcija
boje mezona y" , tj. vezanog kvark-antikvark qg stanja, je onda

%Y = 0,,CC + 01,CZ + 0,,CP + 0, ZC + 0;ZZ + 01z ZP + 0, PC + 0zPZ + 0l PP

gdje su o (i =1,2,...,9) konstante. Odabirom o, =oz=os=os=a7=0g=0 1 o1 =0s5= 0y

=—— dobijamo normiranu simetri¢nu valnu funkciju boje mezona

J3

(cC+2zz+pp) . (1.4)
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Za barione koji su vezana stanja tri kvarka q:q.0s opéa valna funkcija boje je
B
X~ = 0,C1Z5P5 + 0,0 P5Z5 + 0371 P,C5 + 014Z,C5P3 + 05P,C5Z 3 + 0P, Z,C4
Potpuno antisimetri¢na valna funkcija boje bariona je

1
Xi = %(ClZZDS —CiPyZ5 +2,P,C5 — Z,C,P5 + P,CyZ5 — plzZCS) ' (1.5)

Zbog simetrije stanja (1.4) i (1.5) u kojima je svaka boja podjednako zastupljena, cak
i bez poznavanja eksplicitne reprezentacije osam SU(3) operatora boje C, (a = 1,2,...,8),
jasno je da mora vaziti: Cay¥ = Cax2 =0, $to zna¢i da su stanja s i x5 kolor singleti

(stanja bez boje — po analogiji sa bijelom vidljivom svjetlos¢u koja je ravnomjerna
mjeSavina tri primarne boje).

ZatoCenje boje ima vaznu posljedicu — zatoc¢enje kvarkova (quark confinement).
Nemoguce je izvuci jedan kvark iz vezanog stanja bez boje, jer bi novonastala stanja bila
obojana. lako su kvarkovi osnovne elementarne cestice u SM, oni su (bar na niskim
energijama koje su danas dostupne u laboratoriju) zauvijek zarobljeni unutar hadrona
(bariona 1 mezona). Slobodan kvark nikad nije primecen ni u jednom eksperimentu.
Particle Data Group (http://pdg.lbl.gov/) — grupa fiziCara koja sistematski prati
istrazivanja svojstava elementarnih Cestica, 2008. godine za traZenje slobodnih kvarkova
navodi samo: “All searches since 1977 have had negative results”. Egzistencija kvarkova
prvi put je utvrdena indirektno u eksperimentima jako neelasti¢nog rasprsenja elektrona
na protonima u akceleratoru SLAC, Stanford 1969. Postojanje kvarkova kao cestica od
kojih su sagradeni hadroni (Cestice koje imaju jake interakcije) teorijski je predvideno pet
godina ranije u radovima Gell-Manna i Zweiga 1964.

Mase kvarkova nije lako odrediti jer su kvarkovi zatoCeni unutar hadrona i danasnje
najbolje vrijednosti: C. Amsler et al. (Particle Data Group), Phys. Lett. B667, 1 (2008) —
prikazane su na Slici 1.3 u jedinicama MeV/c?.

naboj + 2/3 e u c t

masa (MeV/c?) 1.5do 3 1270+ 70 171200 + 2100

naboj —1/3 e d S b

masa (MeV/c?) 3do6 104 + 35 4200+ 170
Slika 1.3
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Kao primjer slaganja teorijskih SM proracuna i eksperimenta navedimo masu t-kvarka iz
gornje reference

m;=170.9+1.8+0.6 GeV (direct observation of top events at Tevatron),
m;=171.1+1.9 GeV (Standard Model electroweak fit).

U SM mase kvarkova su slobodni parametri koje teorija ne moze predvidjeti.
Ogromni raspon fermionskih masa od 0.5 MeV do 171 GeV ¢eka razumjevanje u okviru
neke kompletnije teorije.

Fizicari bi takode voljelji razumjeti zasto je u prvoj familiji d-kvark masivniji od u-
kvarka. Ta mala razlika ima izuzetno znacajnu posljedicu — osigurava stabilnost protona,
tj. jezgri atoma. d-kvark ima malo ve¢u masu i raspada se u u-kvark (B-raspad). To znaci
da je slobodni neutron nestabilan (ali, dugog poluzivota T = 885.7 + 0.8 s), a proton
stabilan. Zbog relativno vrlo male razlike masa protona i neutrona, u velikoj vecini
jezgara i neutroni, a time 1 ta jezgra, su stabilne Cestice. Bilo koji kompleksniji sustav,
jezgre i atomi (pa i mi), ne bi postojali da je kojim slu¢ajem my > mgy jer bi proton bio
nestabilan.

e Leptoni

Leptoni su dobili ime kad su bili najlakse subatomske Cestice (grcki: leptos — sitan,
tanak), $to od otkri¢a tau leptona 1975. koji ima masu skoro dva puta vecu od mase

protona, viSe ne odgovara istini. Precizno, leptoni su fermioni (spin E) koji nemaju jakih

interakcija (nemaju QCD naboj). Postoji Sest leptona (ili leptonskih okusa) koji se u SM
grupiraju u tri dubleta (familije):

e L T
Elektron e , muon p , i tau T imaju naboje —e , i svaki ima svoj neutrino v; koji nema

elektricnog naboja. Elektron je prva otkrivena elementarna Cestica i1 jedina otkrivena u
XIX. stolje¢u. Otkri¢e se obi¢no pripisuje John. J. Thompsonu koji je 1897. nacinio

. N e 3 . . .
eksperiment za mjerenje odnosa — . Toénu vrijednost naboja i mase elektrona odredio je
m

Robert Millikan 1910. Iako su teorijski ve¢ prije predvideni u SM, do eksperimentalnog
otkri¢a leptona iz tre¢e familije trebalo je prilicno cekati: 1975. na SLAC-u je otkriven
tau, a 2000. na Fermilabu je direktno detektiran tau neitrino.

U prvoj aproksimaciji, na skali energija <1 GeV, leptoni interaguju samo sa fotonom,

tj. imaju samo elektromagnetske interakcije koje opisuje kvantna elektrodinamika (QED).
Osnovne lokalne interakcije leptona sa fotonima reprezentiraju se verteksima sa Slike 1.4.
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koji znace emisiju ili apsorpciju fotona (medijatora elektromagnetske interakcije) od
strane leptona.

e . T

A A A

Slika 1.4

Neutrini nemaju elektri¢ni naboj i ne interaguju sa fotonima. U ovoj aproksimaciji nema
procesa koji bi pretvarali jedan lepton u drugi. Zato bi svih Sest leptona bilo stabilno —
nijedan se ne bi raspadao.

U prirodi, i u SM, leptoni imaju i dodatnu slabu interakciju, koja na niskim
energijama izgleda puno slabija od elektromagnetske i koja povezuje leptone iz istog
dubleta. Medijatori slabih interakcija su tri gauge bozona W™ i Z, koji kao i foton imaju
spin 1, ali za razliku od fotona imaju masu i slabe samointerakcije. Postojanje samo-
interakcija medijatora slabih interakcija znac¢i da u SM postoje verteksi (tro- i etvoro-
gauge bozon verteksi) interakcija samih W* i Z bozona, od kojih su neki prikazani na Slici
15.

W- - 2 -
Z Y
w* w* Z wW*
Slika 1.5

Slabi W* gauge bozoni imaju elektriéni naboj, pa imaju i elektromagnetske interakcije, tj.
vezu se sa fotonom kao $to je prikazano zadnjim verteksom sa Slike 1.5. Ovo je prva
indikacija elektroslabih interakcija, tj. postojanja veze izmedu medijatora slabih 1
elektromagnetskih interakcija u SM.
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Slabe interakcije leptona se reprezentiraju verteksima od kojih su neki prikazani na
Slici 1.6 i znace emisiju/apsorpciju medijatora slabih interakcija od strane leptona.

Ve

Slika 1.6

Kao i elektro-magnetski verteksi sa Slike 1.4 i verteksi slabih interakcija leptona
reprezentiraju interakciju tri Cestice u jednoj tocki. Spajanjem dva verteksa sa Slike 1.6
moze se dobiti Feynmanov dijagram raspada nestabilnih leptona — muona i tau, koji je
prikazan na Slici 1.7.

<I
<|
<l
<

Slika 1.7

Na isti nacin kako Slika 1.1 prikazuje elektromagnetsku interakciju elektri¢no nabijenih
Cestica (elektrona) koja se reprezentira Feynmanovim dijagramom razmjene fotona
izmedu dvije stuje elektrona, tako dijagrami raspada leptona sa Slike 1.7 prikazuju
razmjenu elektricno nabijenih slabih bozona W izmedu dvije leptonske struje. Analogni
procesi postoje i za anti-Gestice, pri ¢emu, na primjer, slabe interakcije pozitrona e znace
emisiju/apsorpciju W™ gauge bozona.

Zakon oc€uvanja naboja zahtijeva da najlaksi nabijeni lepton, elektron bude stabilna
Cestica, dok su muon i tau nestabilne Cestice.
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Muon se raspada u procesu p — e + v, +v, sa vremenom poluZivota 2.2 x 10°%s. Tau

lepton ima brojne, uglavnom hadronske, kanale raspada i vrijeme poluzivota 2.9 x 10 s,
Najjednostavniji su leptonski procesi raspada: t — p+ v, +v, it —>e+ v, +v, Cijaje

relativna zastupljenost (branching ratio) 17.36 + 0.05 % i 17.84 + 0.05 % respektivno.

Eksperimentalno je uoceno da se tri familije leptona ne mjesaju u interakcijama, te u
SM postoje tri zakona ocuvanja leptonskog broja — posebno za l¢, |, i | iako nema ni-
jednog fundamentalnog razlog za to. Na primjer, leptonski kvantni brojevi za elekton e
su: le =+1,1, =1, =0, a za elektronski antineutrino v, su: le=-1,1,=1. =0, itd.

Neutrini su jo$ uvijek nedovoljno istrazeni sektor SM jer su neutrino eksperimenti, uz
eksperimente sa gravitonima, najtezi u fizici Cestica. To je posve razumljivo, jer neutrini
imaju samo slabe i gravitacijske interakcije, posto nemaju ni elektri¢ni, ni QCD naboj.
Zato neutrini lako 1 bez traga prolaze ne samo kroz detektore Cestica, ve¢ 1 kroz cijele
planete. lako neutrina ima jako puno u svemiru (svake sekunde kroz vrh malog prsta
svakog od nas, tj. kroz 1 cm? povrsine, prode oko 10° neutrina) u prosjeku samo jedan od
njih interagira sa nekom ¢esticom u nasem tijelu tijekom cijelog ljudskog zivota.

Dugo se vjerovalo da su neutrini ¢estice bez mase koje se prema tome gibaju brzinom
svjetlosti. Tek od 1998. iz rezultata eksperimenta Super-Kamiokande u Japanu indirektno
znamo da neutrini ipak imaju masu, iako puno, puno manju (masa elektronskog neutrina
drugim fermionima, ali i drasti¢éno povecava ukupni raspon fermionskih masa. Nekoliko
velikih eksperimenata dizajniranih da precizno izmjere masu neutrina i parametre
njihovih interakcija ve¢ uzimaju podatke ili su u zadnjim fazama pripreme za pocetak
rada.

Moguce je relativno lako prosiriti SM tako da neutrini dobiju mase, a da se pri tome
ne promjene druga svojstva teorije. Postojanje mase neutrina znaci da postoji mjesanje
razli¢itih neutrino okusa (neutrino oscillations) uz narusenje (iako jako malo), zakona
ocuvanja pojedinih leptonskih okusa, a tek treba eksperimentalno provjeriti vazi li zakon
ocuvanja ukupnog leptonskog broja.

Elektri¢ni naboj 1 masa leptona prikazani su na Slici 1.8.

naboj — e e V) T

masa 0.51 MeV/c? 105.66 MeV/c? 1777 MeV/c?
naboj 0 Ve Vi Vz

masa <2eV/c? < 170 keV/c? < 15.5 MeV/c?

Slika 1.8
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Ocigledna je sli¢nost nacina na koji se u SM uvode osnovne Cestice tvari — fermioni,
tj. kvarkovi i leptoni.

Postoji po Sest okusa kvarkova i leptona, grupiranih u po tri dubleta (1.2) 1 (1.6), tj. tri
familije. Sve tri familije fermiona imaju identi¢ne interakcije i razlikuju se samo po masi
Cestica. Tri familije fermiona su:

Vi c
wos]’

v, u

e d|’
Postojanje viSe familija, i to to¢no tri, elementarnih Cestica je jo$ jedan od problema za
koji unutar SM ne postoji fundamentalno objaSnjenje.

Pored fermiona koji su bazi¢ne Cestice tvari, elementarne Cestice su jo§ i bozoni
(Cestice cjelobrojnog spina) koji su medijatori inerakcija medu elementarnim Cesticama.
To su Cestice spina 1. Kako su kvantne teorije polja koje opisuju interakcije elementarnih
Cestica bazdarne (gauge) teorije, medijatori interakcija se najeS¢e nazivaju bazdarnim
bozonima ili gauge bozonima.

e Gauge bozoni

Medijatori (prenositelji) interakcija su gauge bozoni: gravitoni, fotoni (y), W™ i Z
bozoni, i gluoni (g) prikazani u Tabeli 1.1.

Interakcija djeluje na medijator

gravitacija sve masivne Cestice graviton (bez mase, spin 2)

elektromagnetizam | sve elektri¢no nabijene Cestice foton (bez mase, spin 1)

slaba kvarkove, leptone, W* i Z bozone W= i Z° (masivni, spin 1)

jaka sve obojane Cestice (kvarkove i gluone) | 8 gluona (bez mase, spin 1)
Tabela 1.1

Vecina medijatora interakcija (gluoni, fotoni 1 gravitoni) su Cestice bez mase, kako se
1 ocekuje u gauge teorijama.

Kao $to je ve¢ napomenuto, SM ne ukljucuje gravitacijske interakcije. Gauge bozoni
u SM su osam gluona (g), tri slaba W* i Z bozona i foton (y).
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Razvoj SM elementarnih Cestica dugo je bio zakocen jer su medijatori slabih
interakcija W* i Z° (gornji indeksi oznaGavaju elektri¢ni naboj u jedinicama e) izuzetak —
imaju, i to veliku, masu i nije bilo jednostavno razumjeti ih kao bazdarne bozone za koje
teorija predvida da su bez mase. Mase medijatora slabih interakcija su

mw = 80.403 + 0.029 GeV/c? = 85.7m,; mz=91.1876 +0.0021 GeV/c?=97.2m,,

gdje je m, masa protona, slicne masama cijelih atoma rubidija (Rb3.) i tehnecija

(Tcss,). Ponekad se za oznaGavanje anticestica koristi samo oznaka elektri¢nog naboja.

Tako je W™ anti¢estica od W™, a Z bozon (kao i foton) je identi¢an svojoj antidestici.

Fotoni i gravitoni su stabilne ¢estice. W™ i Z bozoni su nestabilne ¢estice vrlo kratkog
poluzivota T ~ 107?%s. Gluoni su takode vrlo nestabilne estice izrazito kratkog vremena
Zivota T ~ 107, koji razmjenjuju boju izmedu kvarkova. Kako imaju QCD naboj (boju),
kao i kvarkovi, i gluoni su zarobljeni unutar hadrona.

Fotone je nakon Einsteinove hipoteze iz 1905. u eksperimentima fotoelektricnog
efekta 1914. otkrio Miliken. Postojanje gluona i elektroslabih gauge bozona W* i Z
teorijski je predvideno u SM krajem 1960-ih. Gluoni su eksperimentalno otkriveni u
elektron-pozitron akceleratoru PETRA, u laboratoriju DESY (Deutches Elektronen-
Synchrotron) u Hamburgu 1979. Eksperimentalna detekcija W* i Z bozona u CERN-u
(Centre Européene pour la Recherche Nucléaire), Zeneva 1983. u potpunom skladu sa
teorijskim predvidanjima jedno je od najvaznijih postignu¢a SM.

Zbog izuzetne slabosti gravitacijskih interakcija gravitoni su dosada samo indirektno
detektirani kao opcom teorijom relativnosti predvideni gubitak energije emisijom
gravitacijskih valova iz dvojnog sustava pulsara. Nekoliko eksperimenata koji se nadaju
direktno detektirati gravitone upravo uzimaju podatke.

Cjelokupna materija u poznatom svemiru sastoji se samo od fermiona prve familije (u
i d kvarkova, elektrona e i elektronskih neutrina ve) i gauge bozona. Svi drugi kvarkovi i
leptoni su kratko Zivuée nestabilne Ccestice proizvedene u sudarima cestica u
akceleratorima (ili u sudarima kozmickih zraka sa jezgrima atoma u atmosferi) i nemaju
nikakvu poznatu ulogu u danasnjem svemiru. Ali, u vrlo ranoj fazi evolucije svemira
neposredno nakog velikog praska materiju su sa¢injavale sve poznate vrste Cestica, a vrlo
vjerojatno 1 dodatne jo$ uvijek neotkrivene elementarne Cestice.

U danaSnjem svemiru elementarne Cestice uslijed medusobnih interakcija Stvaraju
razliCite strukture (vezana stanja) na svim skalama duljina.

Hadroni (barioni i mezoni) su vezana stanja kvarkova, koji se medusobno vezu
razmjenom gluona, medijatora jakih interakcija. QCD interakcija (jaka sila) izmedu
obojanih cestica (kvarkova i gluona) zarobljava ih unutar hadrona ¢ije su dimenzije oko
10 "°m. Rezidualna jaka interakcija izmedu stabilnih neobojanih hadrona — nukleona, je
nuklearna sila koja vezuje protone i neutrone u atomska jezgra.

21



Elektromagnetska sila, koja je razmjena fotona, veze stabilna elektricno nabijena
jezgra i stabilne nabijene leptone — elektrone u atome dimenzija 10 °m. Preostala
elektromagnetska sila izmedu neutralnih atoma stvara stabilna vezana stanja — molekule.
Rezidualna elektromagnetska interakcija izmedu molekula (Van der Waalsove sile) veze
molekule u nakupine koje tvore razli¢ite makroskopske supstance.

Na kraju, na astronomskim skalama duljina, preostaje jedino gravitacijska sila koju
prenose gravitoni, koja veze nakupine atoma i molekula u gravitacijski vezana stanja:
komete, asteroide, planete, zvijezde, zvjezdane sustave, oblake plina i prasine, galaksije i
klastere galaksija.

Istrazivanja tijekom zadnjeg desetljeCa pokazuje da dinamika cak 1 najveéih
astronomskih struktura u svemiru (pulsari, supernove, crne rupe, aktivne galakti¢ke
jezgre, kvazari), kao i cjelokupnog ranog svemira uostalom, esencijalno ovisi o ponasanju
ultrarelativistickih elementarnih Cestica opisanih Standardnim Modelom unutar takvih
objekata.

e Higgs bozon

Higgs bozon je jedina predvidena i joS neotkrivena Cestica iz SM. Da bi SM bio
matematicki konzistentna teorija, pored kvarkova, leptona 1 gauge bozona mora postojati
jos§ jedna vrsta Cestica — Higgs bozon h. Elektroslaba teorija unutar SM modela zahtijeva
postojanje skalarne (spina nula), elektri¢éno neutralne i bezbojne (bez jakih interakcija)
Cestice h, to¢no odredenih interakcija sa fermionima i gauge bozonima, ali neodredene
mase. Preko mehanizma spontanog naruSenja gauge simetrije (Higgsovog mehanizma),
fermioni i gauge bozoni slabih interakcija W* i Z dobijaju masu kao rezultat interakcije
sa Higgs bozonima. Pored generiranja mase drugih Cestica, postojanje Higgsova polja
koje spontano naruSava gauge simetriju elektroslabih interakcija, ima i vazne astrofizicke
implikacije za evoluciju cijelog svemira — inflacija i kozmoloska konstanta.

Kozmoloska «big bangy teorija po kojoj je svemir nastao u velikom prasku prije 13.7
miljjardi godina dobila je eksperimentalnu potvrdu 1965. otkricem pozadinske
mikrovalne radijacije (CMB — Cosmic Microwave Background). lako je objasnila puno
astronomskih opazanja — ekspanziju svemira, nukleosintezu, nastajanje, Zivot i smrt
zvijezda, itd., u teoriji velikog praska ostalo je nekoliko vaznih otvorenih pitanja, kao Sto
su problem uniformnosti i problem nezakrivljenosti (flatness) svemira, a prije svega,
problem minimalne entropije neophodne za razumijevanje asimetrije strelice vremena.
Pocetkom 80-tih godina proslog stoljec¢a standardna teorija velikog praska dopunjena je
idejom inflacije koja je dosla iz teorije elementarnih Cestica — Standardnog Modela. Ova
poboljsana teorija svemira naziva se inflatorna kozmologija i u pocetne trenutke svemira
uvodi kratkotrajni period inflacije — eksponencijalne ekspanzije svemira. Tijekom inflacije
koju uzrokuje oslobadanje energije kozmitkog Higgsovog polja za manje od 10 s
svemir se rasiri za faktor ve¢i od 10*. Inflatorna kozmologija lako objasnjava opserviranu
nezakrivljenost vidljivog svemira jer eksponencijalna ekspanzija prakticno trenutno
drasti¢no reducira bilo kakvu inicijalnu zakrivljenost.
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Jo§ vaznije, inflatorna kozmologija pojasnjava kako je nastalo stanje svemira s
minimalnom entropijom u po¢etnom stanju — to je stanje s ravnomjernom raspodjelom
materije i malom specificnom gravitacijskom entropijom u kojem infinitezimalne
primordijalne kvantne fluktuacije gusto¢e nuzno, tijekom vremena, djelovanjem
gravitacije rezultiraju formiranjem zvijezda i galaksija, tj. svemirom kakav danas vidimo.
Infinitezimalno male kvantne fluktuacije u uZarenoj «juhi» elementarnih Cestica u
po&etnim trenutcima svemira t~ 10 *s, poslije milijardi godina evolucije, nuzno uzrokuju
nastajanje najvecih poznatih struktura u svemiru — klastera galaksija.

Razumjevanje Higgs sektora SM danas je centralni problem fizike elementarnih

Cestica. Dosadasnja neuspjesna eksperimentalna potraga je utvrdila da je masa Higgs
bozona veéa od 110 GeV/c?,

2009. ¢e proraditi LHC akcelerator u CERN-u optimiziran upravo za trazenje Higgs
bozona u intervalu masa < 1 TeV/c?. Otkri¢e Higgs bozona opravdalo bi uvjerenje velike
vedine fizi¢ara visokih energija da je SM odli¢na efektivna teorija elementarnih ¢estica na
«niskimy energijama (< 200-300 GeV).

Znanstvenici se nadaju da ¢e u okviru potrage za Higgs bozonom eksperimenti na
LHC-u, nai¢i 1 na indikacije nove fizike elementarnih Cestica, izvan («beyond») SM.
Otkric¢e bilo koje nove Cestice pored Higgs bozona, dalo bi nove eksperimentalne podatke
neophodne za razvoj poboljSane teorije i omogucilo provjeru valjanosti raznih postojecih
teorijskih modela elementarnih Cestica op€enitijih od SM. Kao primjer, navedimo samo
moguénost postojanja vise od jednog Higgs bozona, dodatnih gauge bozona ili
supersimetri¢nih Cestica.
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1.2 Prirodni sustav jedinica

Fizika elementarnih Cestica je relativisti¢ka i kvantna teorija, precizno kvantna teorija
polja. Svaka od tih teorija uvodi u fiziku po jednu fundamentalnu prirodnu konstantu —
brzinu svjetlosti ¢ = 299 792 458 ms™ i Planckovu konstantu 7= 1.054 571 68(18) x
107 Js = 6.582 119 15(56) x 1072 MeV's, (Planckovu konstantu h kroz 2x), za kvant
energije E = hv = i ®. Sve formule ¢e biti najjednostavnije, odaberemo li prirodni sustav
jedinica u kome te konstante imaju vrijednost

h=c=1. (1.7)

To znaci da se u prirodnom sustavu, za osnovne jedinice djelovanja (ili angularnog
momenta) i brzine biraju 7 i c. Iz ¢ = 1 slijedi da duljina i vrijeme imaju iste dimenzije, a
iz 7= 1 slijedi da je dimenzija vremena (i duljine) E ™. Da se potpuno fiksira prirodni
sustav jedinica treba odabrati samo jo$ jednu osnovnu jedinicu, za koju se bira jedinica
energije elektron-volt (V) = 1.6022 x 107*°J. Veée jedinice energije su keV, MeV, GeV
ili TeV. Na primjer, relativisticka formula za energiju Cestice mase m u prirodnom
sustavu jedinica postaje

E*=p°c*+m’c* = E’=p°+m’. (1.8)

Vrijednosti energije (mc?), impulsa (mc) i mase m Cestica se najéedée izrazavaju u GeV
ili MeV. Osnovne veli¢ine mehanike — masa, duljina i vrijeme u prirodnom sustavu
jedinica su:

E. , fhc

h
m=—,; | o t=—. 1.9
c? E E (1.9)
Konverzioni faktori slijede iz numerickih vrijednosti:
h=66x10"GeVs =  1GeV :;%s*l , (1.10)
6.6x10
i
c=3x10°m/s = 1s=3x10°m, (1.11)
kao i
1=hc=1.97327 x 10 GeVm = 3.16153 x1072° Jm. (1.12)

Relacija (1.10) cesto se koristi za konverziju Sirina raspada I' u vrijeme poluzivota t
nestabilnih Cestica. 1z (1.10) i (1.11) slijedi

1fm=10""m=~5GeVv?, (1.13)

pa za jedan barn 1b=10"2m?, jedinicu udarnog presjeka (efikasnog presjeka rasprsenja),
imamo

1mb=10%cm?=257GeV? < 1GeV2=0.389 x 10% cm*=0.389mb . (1.14)
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U prirodnom sustavu (p.s.) jedinica sve fizikalne veliine izrazavaju se pomocu
N .. . iy- . . .. poa_r
jedinica energije. Prema (1.9), ako fizikalna veli¢ina u SI sustavu ima dimenzije M L T

. : . . n P-q
u prirodnom sustavu ima dimenzije E = E
dimenzije su prikazane u Tabeli 1.2.

r
. Za neke vaznije fizikalne veliCine

Sl p.s.
Fizikalna veli¢ina

p q r n
Djelovanje (%) 1 2 | -1 0
Brzina (c) 0 1 -1 0
Masa 1 0 0 1
Duljina 0 1 0 -1
Vrijeme 0 0 1 -1
Impuls 1 1 -1 1
Energija 1 2 -2 1
Udarni presjek 0 2 0 -2
Konstanta fine strukture o 0 0 0 0
Fermijeva konstanta G 1 5 -2 -2
Newtonova gravitacijska konstanta Gy -1 3 -2 -2

Tabela 1.2

Zadnja tri reda u gornjoj tabeli su prirodne konstante koje odreduju jakost
elektromagnetskih (o), slabih (Gg) i gravitacijskih (Gy) interakcija. Precizno za
elektromagnetske interakcije je

1 e 1 1

o= _ ~——=0.0073,
Ame, hc  137.036 137

2
. € .. . . ..
Konstanta fine strukture o = . mjeri jakost kvanta elektricnog naboja e, tj. jakost
T

elektromagnetskih interakcija. Takode, u bilo kojem sustavu jedinica, o daje odnose
najbitnijih elektromagnetskih veli¢ina

Bohrov radijus atoma : Comptova valna duljina elektrona : klasi¢ni radijus elektrona =
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Za slabe interakcije je

Ge _ 1.16637(1) x 10°GeV 2,

(he)”

Sto na energijama ~1GeV daje numeri¢ku vrijednost: ow(mp) ~ 107, O preciznom
znacenju konstante jakosti slabih interakcija biti ¢e vise govora u Poglavlju 6.

Konstanta naslabije, gravitacijske interakcije (Zadatak 1.1) je

Gy = 6.6742(10) x 10 kg™ m®*s ™= 6.7087(10) x 107 i1 ¢ (GeV/c?) 2.

Za kompletnu numericku usporedbu jakosti interakcija medu elementarnim Cesticama
navodimo i konstantu jakih interakcija o (mjerenu na energiji my)

as(Mw) = 0.1176(20) .

Napomena: Kako konstante interakcija zavise od energije na kojoj se mjere (running
coupling constants), treba usporedivati konstantu jakih interakcija sa konstantom fine
strukture na istoj skali energija my. Konstanta fine strukture na energijama my ~ 80 GeV

je malo [6.57 %] veca: a(mw)= % = 0.0078, tako da su jake interakcije oko 15 puta jace

od elektromagnetskih

Q

(my) _
(my) >

=]
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Zadaci:
Zadatak 1.1. Usporediti jakost elektri¢nih i gravitacijskih sila izmedu dva elektrona.

Zadatak 1.2. Konstanta fine strukture o je mjera jakosti elektromagnetskih

interakcija. Comptonova valne duljine elektrona je Ac =" _386x10m-_to je skala
me

duljina na kojoj se elektron pocinje ponaSati kao relativisticka kvantna cestica i

elektromagnetske interakcije se moraju opisivati kvantnom elektrodinamikom. Pokazati

da je na udaljenosti Comptonove valne duljine elektrona elektrostatska potencijalna

energija dva elektrona o puta manja od energije mirovanja elektrona.

Zadatak 1.3. Da se odredi jakost gravitacijske sile, po analogiji sa prethodnom
zadatkom, pokazati da je odnos gravitacijske potencijalne energije dva elektrona na
udaljenosti Ac i energije mirovanja elektrona ag = 1.75 x 10™*, 3to zna¢i da moZemo
uzeti da je elektromagnetska interakcija ~ 4 x 10* puta jaca od gravitacijske.

Zadatak 1.4.  Odrediti Planckovu masu, tj. pokazati da je masa Cestice Cija je
gravitacijska potencijalna energija na rastojanju Comptonove valne duljine cestice

2
jednaka energiji mirovanja Cestice: mpj, :(g—cj = 1.22 x 10" GeV = 2.18 x 107°g .

N
Comptova valna duljina takve Cestice naziva se Planckovom duljinom: Lp

h _(Gyh

mp, C ¢’

opisivati kvantnom teorijom. Vrijeme potrebno svjetosti da prijede Planckovu duljinu je
1

G\h

5

1
)2 = 1.6 x 10°m i pretstavlja skalu duljina na kojima gravitaciju moramo

Planckovo vrijeme: tp, :( jz =5.4x10*s.

Zadatak 1.5. Udarni presjek za rasprsenje elektromagnetskih valova na slobodnim
2

. : . 8
elektronima (Thompsonovo rasprSenje) je: of 2?7[ & 5
m

e
Dimenzionom analizom obnoviti faktore 7 i ¢ i pokazati da je za elektrone: ot = 0.665
barna.

u prirodnom sustavu.
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Zadatak 1.6. Vrijeme poluzivota parapozitronija (nestabilnog vezanog stanja

elektrona i pozitrona) je t = u prirodnom sustavu jedinica. Dimenzionom analizom

5
N

obnoviti faktore 7 i ¢ i pokazati da je t = 1.24 x 107s.
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2. Elementi relativisticke kinematike

U fizici elementarnih Cestica koristi se relativistiCka notacija koja znatno uprosti
izgled vecine relacija. U raznim eksperimentima Cestice su u pravilu relativisticke, tj.
imaju energiju daleko vecu od energije mirovanja E >> m. Relativisticka kinematika
neophodna je za opis energija, impulsa 1 kuteva rasprSenja Cestica, primjene zakona
ocuvanja, kao i za prijelaz iz jednog u drugi sustav referencije — laboratorijskog u kome
se vrSe mjerenja 1 sustava centra mase u kome se rade teorijski racuni, te proracune
amplituda i vjerojatnosti fizikalnih procesa.

2.1 Relativisticka notacija

Gr¢kim slovima (a,B,...,A,,V,...) oznacava¢emo tenzorske indekse (gornje ili donje)
u Cetvoro dimenzionalnom prostoru Minkowskog (prostor-vremenu), na primjer: p =
0,1,2,3, a latinskim slovima (a,b,...,1,j,k,...) oznacava¢emo prostorne komponente, na
primjer: i = 1,2,3. Uvijek se podrazumjeva sumacija po bilo kojem dva puta ponovljenom

3 3
indeksu (bilo gornjem ili donjem), na primjer: a*b, = > a“b, ili a'b' => a'b'.
p=0 i=1

Proizvoljni kontravarijantni Setvoro-vektor a* ima vremensku komponentu a° i tri
prostorne komponente a'

a"=(a’ a', a% a%) . (2.1)
Najvazniji je Cetvoro-vektor polozaja tocke u prostoru: x" = (ct, X, Yy, z) = (XO, xt X2, X3).

Lorentz vektori sa gornjim i donjim indeksima se razlikuju, pa je proizvoljni kovarijantni
4-vektor

a, = (ao, a1, &z, a3) = (a°, —a*, —a%, -a°) , (2.2)

jer je metri¢ki tenzor g, koji podize i spusta tenzorske indekse a, = g, a" ilia" =g a,:

1 0 0 0
0 -1 0 0

_ , 2.3

W Zlo 0 -1 0 @3)
00 0 -1

Polozaj i impuls Cestice su takode ¢etvoro vektori: x* = (t,X) i p* = (E,p). [U Sl sustavu

jer x*=(ct,p) i p“z[%ﬁ]].

Skalarni produkt dva vektora je Lorentz invarijantan, tj. ima istu vrijednost u svakom
inercijalnom referentnom sustavu (IRS)
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a,b" =a"g,, b"=2a’h’—a'b' — a’b® - a’0’, (2.4)
tako da je invarijantna masa svake Cestice

2 2

m’ =p® =p,p" =E*-p’, (2.5)
kao u (1.8).

Notacija za derivacije po prostorno-vremenskim koordinatama tenzorskih polja je

=0 [0 0 0 ) (V) o o0="=15@0,V). @26
ox, \ot ox oy oz oooxt
Prema (2.4) ¢etvoro-divergencija vektorskog polja je onda
w  ~p. 0@’ -
Gua =0 au:E'FV'a, (27)

a Laplasijan je

2 2 2 2
00 =000, =20 0 O 0 _52 v,
: A o

(2.8)

Element volumne integracije po prostornim komponentama 4-vektora je: d°x = dxdydz =
= dx! dx? dx®, dok je 4-dimenzioni element volumena prostor-vremena (Minkowskog
prostora): d*x = dtd®x = dx°d®x..

Procedura kanonske kvantizacije podrazumjeva zamjenu: H=E — ih%, p——iav,

pa bi umjesto Schrodingerove, za slobodnu kvantnu relativisticku Cesticu prema (2.5)
ocekivali jednadzbu gibanja

ihi—\tl]:\/—hzczvz +m2ct . (2.9)

Zbog kvadratnog korena operatora gornja jednadzba nije ni Lorentz invarijantna, ni
lokalna, te nije jednadzba gibanja relativisticke Cestice. Kao §to ¢emo vidjeti, umjesto
(2.9) definira se viSe jednadzbi gibanja za slobodne relativisticke Cestice razli¢itog spina.
Jedna od njih za slobodnu relativisticku Cesticu spina 0, naziva se Klein-Gordonova
jednadzba i upravo je kvadrat jednadzbe (2.9)

0° mc )’
2 2.2v72 2.4
—h E\|;=(—h c°V°+mc )\y o {8“8“+[7j }\y=0, (2.10)

Sto je prema (2.8), klasi¢na nehomogena valna jednadzba.
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2.2 Lorentzove transformacije za energiju i impuls Cestica

Neka su koordinate Gestice x* = (ct, %) = (X%, x} %%, x°) u sustavu S. U IRS sa
paralelnim koordinatnim osima S koji se giba kostantnom brzinom V duz x-0si, ako su
se ishodiSta dva sustava poklapala za t = t" = 0, koordinate &estice x* odredene su
specijalnom Lorentzovom transformacijom

XrO - Y(XO _ Bxl), Xrl - 'Y(Xl _ BXO), X72 — X2, X73 - X3 , (211)

1
gdje je B = v i y=y(V)= (1— Bz) 2 Ovakva specijalna Lorentz transformacija naziva
C

se i potisak (boost).
Ako u sustavu S Cestica mase m ima brzinu v, energija i impuls Cestice su
E=y(v)ym, p=y(v)mv, (2.12)

1
2

2
gdje je v =|V] i y(v) = (1— Z—Z] .1z (2.12) slijedi da je brzina Sestice

<l
Il
m|o!

(2.13)

Jednostavnosti radi uzmimo da je brzina cestice takode duz x-0si, . V=vi. Iz
definicije brzine i transformacija (2.11) onda slijedi da je brzina Cestice u sustavu S’

v'= , (2.14)

pa vrijedi

)= (1-5,°) 2=V @-pBy) . (219)
Energija i impuls Cestice u sustavu S” su onda

E=v(V)(E-VpY), p"=yV) @ -pvE). (2.16)

Gornji izrazi se lako generaliziraju na slucaj kad su brzina (i impuls) cCestice u
proizvoljnom pravcu

p=y, (Po—Bpy), Pr=y, (0 -BPY), pP=pt, pP=p’, (217
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potpuno analogno Lorentz transformaciji 4-vektora polozaja Cestice (2.11).

Kompletnosti radi, navedimo i specijalnu Lorentzovu transformaciju (boost) za

prijelaz u IRS koji se giba proizvoljnom konstantnom brzinom V za kontravarijantni 4-
vektor a* = (a°,d) :

Lorentzova transformacija (boost)

a’=y(a®+p-q) a®=y(a"-p-d)
(2.18)

1
gdje je B:% iy= (1—B2) 2,a @i @, sukomponente vektora @ paralelne i okomite

na pravac vektora V , tj.

_ 1
a)= Y

(av)v*:Bz (a-B)B :

Q|
|7
Il
Q)|
|
Q|

1
vz
Inverzne Lorentz transformacije se lako dobijaju zamjenom V — -V .

Kako je (2.17) linearano po p" , iste transformacije vaZze i za komponente p" ukupnog 4-
vektora energije-impulsa sustava N slobodnih (tj. ¢estica koje su dovoljno udaljene jedna
od druge da moZemo zanemariti energije njihova medudjelovanja) cestica A,B,C,...

p"=pa" +pe" +pct +...=(E,p). (2.19)

U eksperimentima rasprSenja elementarnih Cestica, u pocetnom i krajnjem stanju, ¢estice
su uvijek na makroskopskim udaljenostima i mozemo ih smatrati slobodnima.

Invarijantna masa W sustava N ¢estica (kvadrat 4-impulsa) definira se kao
W2 = ptp, = E*—p’, (2.20)

gdje su E i p ukupna energija i impuls sustava Cestica. Njena vrijednost se najlakse
ra¢una u sustavu centra mase (CM), tj. centra impulsa, gdje je: p= 0, pa je invarijantna
masa sustava Cestica jednaka energiji U sustavu centra mase: W = Ecy .

32



2.3 Procesi2—>?2

U eksperimentima rasprSenja elementarnih Cestica naj¢esc¢i procesi su: A+ B — C+D,
takozvani 2 — 2 procesi. Na primjer, sudari projektil + projektil ili projektil + meta.
Pocetno stanje ¢ine ¢estice A i B, a konacno Cestice C i D. Neka su mase ¢estica ma, Mg,
Mmc, i mp, a njihovi 4-momenti

Pa=(Ea,Pa), Pe=(Es.Pg). Pc=(Ec,Pc)., Po=(Ep,pp).  (221)
Za svaki 4-moment vazi: p> = mi? (i = A,B,C,D). Zakon ocuvanja energije-impulsa daje
jos Cetri relacije: pa + Ps = Pc + Po - Sa Cetri momenta (2.21) moze se konstruirati ukupno
deset skalara: pa%, pa-Pe, Pa-Pc, ... Znadi, postoje samo dvije nezavisne skalarne varijable
koje opisuju ovaj proces. U nerelativistickoj teoriji najées¢e se biraju energija i kut

rasprSenja. U teoriji elementarnih Cestica ¢eS¢e se koriste Lorentz invarijantne skalarne
varijable s, t i u (Mandelstamove varijable) definirane kao

s=(Patpo)’, t=(Pa—p)’, U=(pa—pa) . (2.22)

Samo dvije od ovih varijabli su nezavisne, ali se radi simetrije obi¢no definiraju sve tri.
Lako je vidjeti da vazi

S+t+Uu=ma?+mg’+mc+mp’. (2.23)

Vrijednost Lorentz skalara je ista u svim IRS, pa se s, t i u najées¢e ra¢unaju u CM
sustavu u kome mozemo odabrati da se inicijalne Cestice gibaju duz z-0Si

Pa= (EA ,0,0, p) i Ps = (EB ,0,0,— p) . (224)
Finalne Cestice se rasprSuju pod kutom 6, tj. imaju 4-momente
pe=(Ec,f") i po=(Ep,—-F), (2.25)

pri ¢emu P uvijek mozemo odabrati da bude u xz-ravnini (0 je onda uobicajeni kut
sfernih koordinata), tj. ima komponente

p'=(p’sin®, 0, p’cosb) . (2.26)
Kut 0 je kut rasprsenja: cos =p-f .

U CM sustavu je

2
s=(Ea+ EB)Z:[\/mA2 +p? +\/mB2 +p? J , (2.27)
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Sto se moze rjesiti po p

pZZ%[s—(mA+mB)2][s—(mA—mB)2]. (2.28)
Analogno je s = (Ec + Ep)?, §to daje

p? = [s=me +mo)]s- (e ~mo)?]. (2.29)

Kako je prema (2.24) i (2.27): pa +pe = (+/s,0) dobija se

2 2 2 2
S+m —-m S+M~- —M
Ea = A B , te: Ec =- ¢ b ’ (230)
25 245

uz analogne izraze zaEg i Ep.

Kut rasprSenja 6 pojavljuje se u varijablamat i u. Zaista,
t=mc?+ma?—2pa-Pc=Mc’+Ma?—2EAEc +2p - P =
= mc?+ ma?—2EaEc +2pp cosb (2.31)
te
u= sz + mA2 —2EpEA—2pp’cos6 . (2.32)

Za ultrarelativisticke procese u kojima su mase Cestica zanemarive — na primjer, LHC
¢e sudarati protone (m, = 1GeV) energija 7 TeV, formule se znatno pojednostave

, IS
E/_\:EB:p:EC:ED:p :g, (233)
te
S S
t:—z(l—cose), u:—§(1+cose). (2.34)

Veza kuteva rasprSenja u sustavu CM 1 laboratorijskom sustavu (LAB) moze se naci
izjednaCavajuci vrijednosti tcm = tiag -
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do gdje je
dQ’
diferencijal prostornog kuta dQ = d¢ d(cos6), za ultrarelativisticke sudare pri fiksnoj

Diferencijalni udarni presjek rasprSenja (efikasni presjek rasprsenja)

pocetnoj energiji moze se zgodno prikazati pomoc¢u C:j—? ,jerjedt= 5 d(cos0) .

U slucaju rasprSenja na fiksnoj meti, jedna od inicijalnih cestica miruje u
laboratorijskom sustavu: pg = (mg,0) , pa je raspoloZiva energija u sudaru

S= mA2 + mB2 + 2Eamg, (235)

odredena energijom projektila Ea.
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2.4 Transformacija kuta rasprSenja

Kao jos jedan primjer relativistiCke kinematike razmotrimo kuteve rasprsenja u dva
sustava CM 1 LAB u slucaju sudara sa fiksnom metom. Mjerenja se uvijek vrSe u
laboratorijskom, a teorijski proracuni se u pravilu izvode u sustavu centra mase.

Tipicni eksperiment rasprSenja na fiksnoj meti izgleda kao Rutherfordov eksperiment.
Snop projektila, zovimo ih ¢esticama A, se ubrza do odredene energije Ea I usmjeri na
nepokretnu metu koja se sastoji od Cestica B. Na makroskopskoj udaljenosti iza mete
nalazi se detektor koji, pomocu tragova koje Cestice ostave u materijalu detektora, mjeri
energije i impulse, te identificira ¢estice nastale u sudarima projektila i mete. Shematski
prikaz eksperimenta je na Slici 2.1.

kolimator
detektor

Slika 2.1

Detektor identificira i mjeri 4-momente stabilnih Cestica — uglavnom fotone, elektrone i
muone (relativisticki muoni dovoljno dugo Zive da se ne raspadnu unutar detektora), ali 1
neke dulje zivuce hadrone (pione) i hadronske mlazove, koji nastaju ili direktno u
sudarima projektila sa ¢esticama mete ili u raspadu kratko Zivuc¢ih nestabilnih estica (t <
1073s) kreiranih u tim sudarima. Odaberemo li longitudinalni pravac (pravac snopa
projektila) za z-os laboratorijskog referentnog sustava eksperiment rasprSenja na fiksnoj
meti je proces opceg oblika

A(EA 0,0, p) + B(Mg,0,0,0) > C(Ec,Pc) + ... . (2.36)

U sudaru ¢estica A i B, ¢iji su 4-momenti dati u zagradama, nastaje ¢estica C za koju
detektor izmjeri energiju Ec i impuls p.. Uvijek mozemo odabrati sustav u kome se

Cestica C giba u xz-ravnini, tj. uzeti da je
Pc = (Pcsingd, 0, pc coso) . (2.37)

Kut 6 je kut rasprSenja u laboratorijskom sustavu. Tockice na desnoj strani (2.36)
oznacavaju jednu ili viSe drugih Cestica koje, uz ¢esticu C, mogu nastati u procesu.
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Prvo treba naci Lorentzovu transformaciju (boost) kojom se prelazi u sustav CM. U
IRS koji se giba duz z-o0si brzinom V, prema (2.17), 4-momenti Cestica u po¢etnom stanju
Su

PA=(Y(EA —Pp).0,0,¥(p—PE,)) i pe=(ym;,0,0,~yPmy) .

U sustavu CM, po definiciji, ukupan impuls je nula, pa mora biti: pa”® +ps ™ = 0, $to daje:

By = _P , tj. brzina CM duz z-0si je
E,+mg
2
v=— P (2.38)
E,+mgC
Prema (2.17), u sustavu CM 4-impuls ¢estice C je onda
Pc'=(Y(E —Bpccos6),pcsing, 0, v(p.cosd —BE.) ) , (2.39)
. E,+m
gdje je y=v, = T
\/(EA +mg)° —p?
Uvedemo li oznake
Pc'=(E¢".G) uz G=(qsinfewm, 0, qcosbem) , (2.40)

gdje je Ocm kut izmedu z-osi i vektora G, iz (2.39) odmabh slijedi veza kuteva rasprsenja u
dva sustava

in
g0y =~ —PeSIN0_ - (2.41)
Yv PcCOsO—B, E¢
Inverzna relacija (inverzna Lorentzova transformacija) je onda
o=t 5% (2.42)

Yy 9CosOcy +By E¢”

I pokazuje da je uvijek 6 < Ocm .

Pri visokim energijama kad je: Ea = p >>ma, Mg, tj. kad su sve Cestice relativisticke,
1

_! )
razvojem u red je szl—%,kaoiyvz(l_ﬁvz) 2, [LJ _
P 2Myg
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Oznacimo li brzinu ¢estice C u sustavu CM sa v’, tada je Ec’=y,mc 1 q = |q| =vyv'me,

pa iz (2.42) slijedi veza kuteva rasprSenja ultrarelativisti¢kih Cestica u dva sustava

1
g0 ~ 2mg |2 V'sinB,, . (2.43)
p v'cosO.,, +C

Zbog faktora p >> mg u nazivniku, kut 6 je uvijek vrlo mali — rasprsenje se uvijek dogada
u vrlo uskom konusu oko pravca upadnog snopa.

Situacija je slicna i u slucaju raspada ultrarelativisticke Cestice — produkti raspada
izlije¢u pod vrlo malim kutom u odnosu na pravac originalne ¢estice — Zadatak 2.9.

38



2.5 Elementi teorije rasprSenja

U mikrosvijetu se ne mogu direktno mjeriti sile na pojedinu Cesticu, pa su mjerenja
svojstava interagujucih Cestica ograni¢ena na eksperimente rasprSenja. Tipian primjer je
Rutherfordov eksperiment rasprsenja a-Cestica na jezgrima atoma zlata. U eksperimentima
rasprSenja slobodne cCestice medusobno interaguju vrlo kratkotrajno u minijaturnom
regionu interakcije. U eksperimentalnoj fizici elementarnih Cestica procesi rasprsenja su
sudari snopova Cestica u akceleratorima ili raspadi nestabilnih Cestica tijekom gibanja.
Formalizam koji opisuje ovakve procese je kvantna teorija rasprsenja ili kratko teorija S-
matrice.

U idealiziranom eksperimentu rasprienja jedna izolirana Cestica — projektil energije E
i pocetne brzine V, duz z-osi dolazi iz velike udaljenosti i sudara se sa jednim

minijaturnim centrom rasprsenja (Cestica meta) koji se nalazi u ishodistu. Efekti centra
rasprSenja — mete na gibanje projektila opisuju se potencijalnom energijom V(F) koja je
primjetno razli¢ita od nule samo unutar kona¢nog regiona prostora radijusa a oko mete,
koji se naziva region interakcije. Za rasprsenje elementarnih Cestica visokih energija
radijus regiona interakcije (doseg sila medu cCesticama) je tipicno puno manji od
dimenzija atoma 10"'° m. Sirina inicijalnog snopa projektila d odredena kolimatorima je
makroskopski vrlo mala (tipiéno ~ 10-100 um), ali svejedno ogromna u odnosu na
dimenzije regiona interakcije a. Poslije rasprSenja, Cestice se detektiraju na velikoj
udaljenosti D (tipicno ~ 1 m) od regiona interakcije, gdje se njihova medusobna
interakcija opet moze zanemariti. Shema eksperimenta prikazana je na Slici 2.2.

Snop
v0
2d 2a$
«—>
2l a<<d, | << Dsinf dQ =sinb d6 do

Slika 2.2
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Dobro dizajniran eksperiment teZi §to boljoj statistici, tj. §to ve¢em broju rasprSenih
Cestica u jedinici vremena. Zato je pozeljno imati snopove Cestica Sto veceg intenziteta, tj.
Sto veceg luminoziteta L. Ali, gustoéa projektila u inicijalnom snopu mora ostati dovoljno
mala da se Cestice u snopu mogu smatrati slobodnima. Detalji eksperimentalnog uredaja
kvantitativno su opisani fluksom Il inicijalnih Cestica koji je broj projektila u jedinici
vremena koji produ kroz jedinicu povrSine okomite na z-os. Fluks inicijalnih Cestica je Ip
= Vo Ny, gdje je n, kKoncentracija projektila u inicijalnom snopu (broj projektila u jedinici
volumena), a Vg njihova pocetna brzina.

Pomocu tragova koje Cestice ostave, detektor registrira broj Cestica dn = 1(0,¢p) dQ
rasprSenih u jedinici vremena u element prostornog kuta dQ2. Ako su energije inicijalnih
Cestica u uskom intervalu E = AE, broj registriranih Cestica dn u jedinici vremena
proporcionalan je produktu fluksa projektila 1o i diferencijala udarnog presjeka do
interakcije dn = lp do. Prvi faktor ly zavisi od detalja eksperimentalnog uredaja, dok
udarni presjek o zavisi samo od fizike interakcija (sila) izmedu Cestica. Definicija
diferencijalnog udarnog presjeka (cross section) je onda

do_1(0.9) (2.44)
do I,

Rasprsenje klasicnih Cestica (na primjer, Rutherfordovo rasprSenje) pretpostavlja da
su sve Cestice razlicite 1 da svaka ima jedinstvenu putanju, tako da rasprSenje zavisi od
inicijalne mikroskopske udaljenosti b projektila od z-osi koja se naziva parametar sudara.
Ako pretpostavimo da su sile izmedu projektila i mete centralne, azimutalna simetrija
zahtjeva da vrijedi

db
d(cos9)

db
do=bdbdp=b|——— || d 0)ldp=Db dQ.
o =bdbdy ‘d@ose)" (cos0)]de ‘ ‘

Diferencijalni udarni presjek je onda

do b

dQ  sin®

db

Al (2.45)

1 moze se izracunati ako se iskoristi jednadzba gibanja (II Newtonov zakon) da se nade
veza parametra sudara b i kuta rasprSenja 0 za datu energiju E projektila (precizno,
energiju relativnog gibanja u sustavu CM). Za rasprsenje klasi¢nih Cestica naboja q; i 02

koje medudjeluju elektricnom silom opisanom Coulombovim potencijalom V(r) = jl—ﬁ
| T
rezultat je Rutherfordova formula
2.2
do _ q1q22 1 (2.46)
dQ  16E° ;40
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Realne elementarne Cestice su kvantne relativisticke Cestice. U eksperimentima
rasprSenja takve Cestice se opisuju valnim paketima odredene Sirine koji su superpozicija
valnih funkcija slobodnih Cestica (ravnih valova). Ako su dimenzije valnih paketa d i |
inicijalnih Cestica puno veée od dimenzija regiona interakcije a, tada i u kvantnoj teoriji
rasprSenja udarni presjeci interakcija ¢ i Sirine raspada I" nestabilnih Cestica ne zavise od
detalja valnih paketa inicijalnih Cestica. Ovaj uvjet je prakti¢no uvijek zadovoljen jer je
region interakcije elementarnih &estice visoke energije zaista minijaturan (a < 10 "*m).

Pretpostavimo da se ukupni Hamiltonian sustava Cestica koje sudjeluju u rasprSenju
moze napisati u obluku H = Hp + V, gdje Ho opisuje vremensku evoluciju valnih paketa
Cestica puno prije 1 poslije rasprsenja, tj. Hp opisuje gibanje Cestica u regionu prostora-
vremena gdje se interakcije medu cesticama mogu zanemariti. U najjednostavnijem
slucaju Hp moze biti samo kineticka energija slobodnih cCestica, a V je potencijalna
energija svih interakcija medu Cesticama,

=2
H=Ho+V= +v, (2.47)
2u

gdje je u reducirana masa sustava projektil-meta. Moguce je odabrati i da Hp ukljucuje
dio interakcija Cestica, recimo, jake i/ili elektromagnetske interakcije, a V je onda samo
potencijalna energija slabih interakcija. Jedini uvjet je poznavanje rjeSenja svojstvenog
problema operatora Ho

How? = EOY, .49

gdje ortonormirana svojstvena stanja w© =Nexp (ik - X ) — ravni valovi, tvore kompletan

n

skup, tj. bazu Hilbertova prostora. Pretpostavimo li da je u poc¢etnom trenutku t = 0
projektil opisan valnim paketom koji je superpozicija takvih ravnih valova

3 o\
W(%0) = (2r) 2 [dk g[k) &™), (2.49)
¢iji je impulsni spektar g(R) funkcija vrlo uske Sirine Ak sa centrom u RO. Valni paket
(2.49) opisuje kvantnu Cesticu koja se nalazi u okolini tocke X,, i ima dobro definiran

(malo Ak ) impuls RO koji odabiremo da bude u pravcu —X,. Takav valni paket se u
odsustvu sila giba ka ishodistu (meti). Takode se pretpostavlja da je X, toliko daleko (i
lijevo) od ishodista, da je u ishodistu y(0) = 0, Sto osigurava da puno prije rasprSenja
nema interakcija izmedu projektila i mete. Ravni valovi y©® = Nexp (ik-X—iwt), koje
smo uveli kao rjeSenja nerelativistiCke Schrodingerove jednadzbe (2.48), opisuju
slobodne nerelativisticke kvantne Cestice. Kao $to je ve¢ spomenuto na kraju poglavlja
2.1, isti ravni valovi [rjeSenja Klein-Gordove jednadzbe (2.10)] opisuju i inicijalne
slobodne relativisticke estice spina 0 — projektile, uz uvjet ©® = k? + m? koji osigurava
da vrijedi veza energije i impulsa (2.5) relativitickih Cestica.
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Osnovni problem teorije rasprSenja je pitanje: kako izgleda inicijalni valni paket
(2.49), mnogo kasnije, daleko i desno od ishodista u regionu gdje se nalazi detektor,
nakon disperzije koju dozivi u sudaru sa centrom rasprSenja? Kad bi znali rjesiti
svojstveni problem ukupnog Hamiltoniana H

Hy, (%)= E,v,(X), (2.50)

razvili bi inicijalni valni paket (2.49) u red (%,0)=> c,v,(X), pa bi valni paket

rasprSene Cestice u trenutku t bio jednostavno
Vi Ve —io,t
v(%, )= c,w,(x) e,
n

Na zalost, zbog kompleksnosti problema ne znamo rjeSenja kompletne teorije (2.50), pa
moramo koristiti teoriju perturbacija da nademo aproksimativna rjeSenja.

Za ograni¢ene potencijale V centralnih sila (potencijale koji dovoljno brzo opadaju sa
povecanjem udaljenosti izmedu Cestica) pokazuje se da ukupni Hamiltonian H uvijek ima

kompletan skup svojstvenih stanja ¥{" (postoje i odgovaraju¢a ¥{’ stanja)

HY®(X)=EPYY (%), (2.51)

koja su asimptotski za veliko D ~ |7(| (daleko od regiona interakcije) vrlo slicna ravnim
valovima jer su oblika

WO (%)~ —

(2n)2

Prvi ¢lan u gornjem izrazu je inicijalni ravni val. Daleko od ishodi$ta drugi ¢lan u (2.52)
pretstavlja ,,odlaze¢i* (outgoing) sferni val koji je rezultat rasprSenja. Svojstvena stanja

¥ nazivaju se i ,,out“/,,in“ (outgoing/incoming) stanja. Osnovni teorem kvantne teorije
rasprsenja tvrdi da za inicijalni valni paket (2.49) vrijedi razvoj

) %
(e‘” + fk(§<)8|7|], (D ~|x| veliko).  (2.52)

y(X,0) =

1
(27‘5)2

Sto znaci da ,,odlazec¢i” sferni val iz (2.52) uopce ne utjece na valni paket koji opisuje
inicijalne Cestice u rasprSenju. Poredec¢i (2.49) i (2.53) vidimo da inicijlni valni paket ima
identi¢ne koeficijente u razvoju po svojstvenim stanjima slobodnog Hy i ,,out* stanjima
ukupnog Hamiltoniana H. To zna¢i da u asimptotskom regionu prostor-vremena (daleko
od mjesta i puno prije/poslije rasprSenja) svojstvena in/out stanja ukupnog Hamiltoniana
H evoluiraju u vremenu na isti nacin kao 1 svojstvena stanja slobodnog Hamiltoniana Hp.

[k g(k)e % v (x), (2.53)
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Napomena: Spektrar stanja ukupnog Hamiltonijana H moze, ako je V potencijalna
energija privlacne sile, sadrzavati i dodatna vezana stanja kakvih nema u spektru
slobodnog Hamiltoniana Hy. Hilbertov prostor stanja cestica koje sudjeluju u rasprsenju
sastoji se u opéem slucaju od dva disjunktna dijela — Hilbertovog prostora slobodnih i
Hilbertovog prostora vezanih stanja

H=S®B,

gdje je S = Hy Hilbertov prostor stanja ¢iju vremensku evoluciju opisuje Hamiltonian Ho
(stanja slobodnih Cestica), a B je Hilbertov prostor vezanih stanja (bound states). Na
primjer, u rasprSenju elektrona i protona, B je Hilbertov prostor stanja atoma vodika.
Takode, ukoliko postoji uski interval pocetnih energija i impulsa unutar kojih udarni
presjek o jako varira, $to je fizikalno vazan slucaj pojave rezonanci u spektru rasprSenih
Cestica, uobicajene aproksimacije u razvoju u Taylorov red mozda nisu dovoljno to¢ne.
Slucaj vezanih stanja i rezonanci se zato posebno razmatra.

Dokaz je formalan i bazira se na egzistenciji Greenove funkcije G* operatora Ho.
Ukratko ga razmotrimo u najjednostavnijem nerelativiskom slucaju. Trazimo rjeSenje
Schrodingerove jednadzbe

2 ~
[_Z_VZ+VJW:EW o (V2 +K)y=Vy, (2.54)
u
gdje je k?* = Z:—ZE i V= 2;—2\/ . Greenova funkcija za Poissonovu jednadzbu (2.54)
(V2 +K?)G(%, %)= —4nd (X —X'), (2.55)
daje formalno rjesenje
N 1 ik-% 1 3y S osN\\/(s! !
v (%)= ——e'* % - 4—njd X'G(X, X )V(X )y, (X'), (2.56)

(2n)2

Sto se lako provjeri uvrStavanjem u (2.54). Izraz (2.56) nije stvarno rjeSenje jednadzbe
(2.54), jer na desnoj strani i dalje postoji nepoznata svojstvena funkcija \uk(i). Samo
smo diferencijalnu jednadZbu (2.54) zamjenili integralnom (2.56) koja je zgodnija za
perturbativno (iterativno) rjeSavanje. Fourierovim transformacijom i integracijom u
kompleksnoj ravnini nalaze se retardirana/advansirana Greenova funkcija G*

G*(%,X) =2 . (2.57)
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uvrStavanjem (2.57) i razvojem u red

=k\/X2—27(-7(’+x’2 :kX—k)?-Y(’+k( ZX
X

2

za |X| D dovoljno daleko tako da je —— ka << 1 (zanemarujuci kvadratni ¢lan), dobijaju se

X

out/in stanja Hamiltoniana H

PO (%)~ ( 4 () eﬂka (2.58)

3
(ZR)E
gdje je amplituda rasprSenog sfernog vala ili jednostavno amplituda rasprsenja

FERCTITR

fic (%)= V(X) wi (%) (2.59)

Detalji dokaza zavise od aproksimacija i procedura limesa koji se prave u prijelazu od
(2.56) na (2.58).

Kako je (2.53) razvoj po svojstvenim stanjima ¥¢” Hamiltoniana H, u trenutku t
poslije rasprSenja valni paket je

( ) Jik-%p-iot lP(kJr) (y()’ (2.60)

y(X,1) =
(27':)2

Sto, ako nema znacCajnog Sirenja valnog paketa na putu duljine D do detektora, znaci da je

f, (X)

y(%,t)=y(x-v,t,0)e 7 + 3 y(|x|k, —Vot,0)e7 ™, (2.61)
gdje je
v, =Ko _Po e E 2Luv2 (2.62)
Hooou 2

Prvi €lan u izrazu (2.61) je inicijalni valni paket koji se 1 poslije rasprSenja nastavlja
gibati na isti nacin — bez promjene oblika se iz okoline tocke X, u po¢etnom trenutku t =

0, premjesti u okolinu to¢ke X =X, +V,t na drugoj strani ishodiSta u trenutku t poslije
rasprsenja.
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Inicijalni valni paket giba se jednoliko bez ikakvog rasprSenja, kao da uopée nema
interakcije V. Svi efekti sila medu Cesticama opisani drugim ¢lanom u (2.62) koji je
rasprSeni sferni val.

Ako detektor nije na pravcu inicijalnih cestica, vjerojatnoca (kvadrat amplitude)
opserviranja rasprsenih Cestice data je diferencijalnim udarnim presjekom koji je

do

d-g:\ « (2.63)

U prvoj aproksimaciji, koja se naziva Born aproksimacija, u amplitudi rasprSenja
(2.59) za ,,out stanje uzme se samo prvi ¢lan iz (2.58) — ravni val, Sto daje

NUIES

Amplituda rasprSenja u Born aproksimaciji je mati¢ni element potencijala raprSenja

jd SRRy (%) e R (2.64)

izmedu ravnih valova impulsa kik' koji reprezentiraju slobodnu Cesticu prije i1 poslije
rasprSenja. Kao primjer uzmimo Yukawa potencijal

—ar

V() =V, (2.65)
gdje jer = |7(| dosega a = i Iz (2.64) se poslije integracija po kutevima u sfernim
o
koordinatama dobija
X o-ar sinlk —Kk'[r’
gt S
k-k|r #'a (k=K)" +o?

Kako je za elasti¢no rasprsenje k = ‘E‘ =|k'|=k’, oznagimo li k-Kk’=cos0, prema (2.63)

diferencijalni udarni presjek je

2

do _| 2V ! . (2.66)

s 2
dQ h e 4k25in22+a2

U limesu kad Vo —» 0 i o — 0, ali tako da je Vo =0,0,, (2.65) postaje potencijalna
o

energija dva tockasta naboja, a (2.66) daje Rutherfordovu formulu (2.46)
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do _gfq; 1

dQ  16E; 40

koja je to¢na 1 u kvantnoj i u klasi¢noj teoriji rasprsenja.

Za opis rasprSenja visoko energijskih elementarnih Cestica pogodnija je formalna
(operatorska) teorija rasprsenja u Fockovom prostoru ili kratko teorija S-matrice.
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2.5.1 Perturbativni razvoj S-matrice

U eksperimentima rasprsenja ili raspada Cestica visoke energije sve interakcije medu
Cesticana dogadaju se u mikroskopskom regionu interakcije duljine Az za kratkotrajno
vrijeme proleta Cestica At. Sva mjerenja se vrSe na snopovima skoro slobodnih cestica
puno prije/poslije Cesti¢nih interakcija. Puno prije/poslije ozna¢ava vremena |t]>> At, 1.
limes t — + oo, I U regionu prostora na makroskopskim udaljenostima od regiona
interakcije gdje je |z| >>Az. Na primjer, LHC ée sudarati pakete od 10™ protona energija
7 TeV sabijene u cilindar dijametra 100 um i visine 15 cm. Paketi protona se gibaju
prakticno brzinom svjetlosti unutar akceleratora. Dva takva paketa koji kruze u suprotnim
smjerovima ¢e se dovesti do sudara u toc¢ci €iji se polozaj odreduje sa to¢nosc¢u boljom od
Az ~ 50 um. Vrijeme prolaska jednog paketa kroz drugi je At=1 ns.

Eksperimenti se pripremaju tako da su u inicijalnom stanju ¢estice na makroskopskom
rastojanju, ali im se da brzina koja ¢e ih dovesti u medusobni ,,kontakt u regionu
interakcije. U kvantnoj fizici takva stanja, lokalizirana i u prostoru i po brzinama Cestica,
ne mogu biti egzaktna svojstvena stanja ni impulsa, ni energije Cestica. Na primjer,
svojstvena stanja impulsa Cestica (ravni valovi) nisu uopcée lokalizirana u prostoru. Zato
su inicijalna (i finalna) stanja Cestica u eksperimentima rasprSenja ustvari valni paketi
(vrlo uski) koji omogucuju mjerenja polozaja i brzina (energija) Cestica sa odredenom
tocnoscu koja je uvijek daleko iznad maksimalne dozvoljene relacijama neodredenosti.

Svaki proces je prelazak sustava iz nekog inicijalnog (puno prije interakcije) u neko
finalno stanje (puno poslije rasprSenja) sustava Cestica. Ako pretpostavimo da nema
nikakve korelacije izmedu valnih funkcija razlicitih Cestica u inicijalnom stanju, tada se
vjerojatnost bilo kojeg procesa faktorizira na produkt dva faktora. Prvi je vjerojatnost da
se inicijalne Cestice sretnu u regionu interakcije, a drugi je vjerojatnost da te Cestice
interaguju na odredeni nacin. Prvi faktor zavisi od valnih paketa koji opisuju Cestice u
inicijalnom stanju i to je faktor koji zavisi od detalja eksperimenta. Drugi faktor ne zavisi
od detalja eksperimenta nego samo od fizike interakcija (sila) medu Cesticama 1 naziva se
udarni presjek (cross section) ili efikasni presjek rasprSenja c. Kako se udarni presjeci
definiraju tako da ne zavise od detalja inicijalnih stanja Cestica, moguce ih je izracunati i
u limesu kad su valne funkcije Cestica u inicijalnom 1 finalnom stanju svojstvena stanja
impulsa 1 energija slobodnih Cestica (ravni valovi), iako se stvarni eksperimenti ne rade sa
takvim najjednostavnijim jednocesti¢énim stanjima.

Inicijalni snopovi €estica u eksperimentima se moraju pazljivo pripremiti da budu $to
je moguée veceg luminoziteta (intenziteta) sa makroskopski vrlo dobro prostorno i
impulsno lokaliziranim inicijalnim Cesticama, koje opisujemo uskim valnim paketima
svojstvenih stanja energije i impulsa (i svih drugih relevantnih kvantnih brojeva)
slobodnog Hamiltoniana Hy odgovarajucih polja.

Teorija rasprSenja omogucuje da se udarni presjeci (i Sirine raspada) raznih reakcija
sa elementarnim ¢esticama izraze pomoc¢u Lagrangiana interakcije kvantne teorije polja.

Pretpostavimo da i ukupni Hamiltonian sustava polja H = Hy + Hjn. i slobodni
Hamiltonian Hy imaju kontinuirani spektar istog tipa.
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U eksperimentima sa elementarnim ¢esticama, puno prije interakcije, kad t — — oo,
Cestice su slobodne, tj. mozemo uzeti da su inicijalna stanja ||> U procesu svojstvena

stanja 4-impulsa slobodnog Hamiltoniana Hy teorije. Analogno, puno poslije interakcija
Cestica, finalno stanje u procesu je opet stanje slobodnih cestica |f> .

Problem teorije rasprsenja je da odredi takozvano ,,out* stanje [i, t) u koje, kad t — oo,
evoluira inicijalno stanje |i). Vjerojatnost procesa i — f odredena je onda kvadratom
apsolutne vrijednosti matricnog elementa K f |[i,t - oo)‘2 .

Vremenska evolucija sustava odredena je ukupnim Hamiltonijanom H. Ali, ukupni
Hamiltonian je zbroj H = Ho + Hint, gdje Ho odreduje inicijalna i finalna stanja slobodnih
cestica, a samo Hamiltonian interakcije Hiy. uzrokuje prijelaze izmedu njih tijekom
rasprsenja. U teoriji polja to znaci da polja iz ¢lanova u Hiy. djeluju kao izvori (verteksi)
koji generiraju prijelaze izmedu jednocCesticnih stanja slobodnih polja (elementarnih
Cestica) koja su svojstvena stanja Hamiltoniana Hy. Zato je za proracun vjerojatnosti

procesa najucinkovitije koristiti interakcionu reprezentacija kvantne teorije. Vremenska
evolucija stanja u Hilbertovom prostoru odredena je jednadzbom

i%[i,t)s _H[i,t),. (2.67)

gdje indeks S oznacava da se radi o stanju u Schrodinger reprezentaciji U kojoj stanja
sustava zavise od vremena, a operatori fizikalnih observabli su vremenski nezavisni. U
interakcionoj reprezentaciji vremensku evoluciju i stanja i operatora odreduje Ho, tj.
stanja se definiraju kao

[i,t)=e"""[i,t),, (2.68)

O=e"™0 e, (2.69)
Deriviranjem po vremenu relacije (2.69) za vremensku evoluciju operatora teorije vrijedi

d :
—O0=i|H,,0], 2.70
50 =ilH.0] (2.70)
dok derivacija (2.68) daje

i%[i,t): H,. (V[i,1), (2.71)

Sto znaci da je vremenska evolucija stanja odredena Hamiltonijanom interakcije Hint.. Ovu
jednadzbu moguce je rjesiti ako definiramo operator vremenske evolucije U(t,tp) tako da je
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[i,t)=U(tt,)[i,t,), (2.72)
koji zadovoljava pocetni uvjet U(to,tp) = 1, te jednadzbu

2 U(t1) = Hi (9U(,). @79

Diferencijalna jednadzba (2.73) i pocetni uvjet U(to,tp) = 1, ekvivalentni su integralnoj
jednadzbi

u(t,t,)= |jdt H,. (t,)U(t,.t,), (2.74)

0

koju je lako rjesiti sukcesivnim iteracijama

u(t,t,)= —|jdt H,, (t —|jdt H,. (t,)U(t,,t,) —Ifdt Hi () +

) ) ’ (2.75)
fdt Idt H, (tH,, (t,)+..+( jdt jdt jdt H,. (t,)H,, (t,)..H,, (t,)+..
to to to to to

Limes operatora vremenske evolucije U(t,to) kad ty — — o0 i t — + o naziva se S-
matrica i vrijedi

S:U(+w,—w):i(—i)”Tdtlet J‘dt H, (t)H,, (t,)..H, () (276)

gdiejeti>t,> ... > ;.

Izraz za S-matricu (2.76) moze se u teoriji polja uciniti Loretz kovarijantnim ako se
definira vremenski ureden produkt T lokalnih operatora tako da najraniji bude prvi na
desnoj strani, tj.

T[O(tl)o(tZ)o(tn) ] = O(tnajkasnije) O(tnajranue) -
(2.77)
~Yo, ) ..o, )o(t, —t, )..o(t, —t, ),
p
- . . 1, x>0
gdje z oznacava sumu po permutacijama n indeksa 1,2,....n, a 0(x) = 0 x<0 '
p ! <

osigurava da vrijeme raste s desna ulijevo. Kako vrijedi
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Tdtp jdt T[O(t) O(t,)...O(t,) ] =

-y Idtpl....TdtpHO(tpl)....O(tpn)e(tpl—tpz)....e(tpn1—tpn):

=n! Idtpl....jdtpn O(t,)O(t,)....O(t, ),
integracija u (2.76) se moze simetrizirati, tako da izraz za S-matricu postaje

dt T |nt.(t1)Hint.(t2)""Hint.(tn)]’ (278)

3

ili jednostavno (ako Hamiltoniani interakcije u razli¢itim trenutcima komutiraju)
S=T[exp{i jdtHim_(t)U (2.79)

Razvoj S-matrice postaje o€igledno Lorentz kovarijantan u lokalnim kvantnim
teorijama polja, jer kako je napomenuto u Uvodu, lokalnost teorije polja zahtijeva da je

Hamiltonian H = | d°x € volumni integral gustoée Hamiltoniana 3¢, tako da je
Hint () = ] & Hine (X, 1), (2.80)

pa perturbativni razvoj S-matrice postaje

s=3 CV g, o, Tt (x,) o orn(x,)]. @80

U teorijama polja je Hint = — Lint (precizno, ovo vazi ako Line Ne sadrzi derivacije), pa
je S-matrica

S= 3 L [, %, T () LX), 2.82)
4.
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S=T(exp{ ijd4x gim_(x)n (2.83)

Sto je Lorentz invarijantno jer Lagrangian mora biti skalar.

Napomena: lako prisustvo O(ti — t;) faktora u T produktu izgleda Lorentz
neinvarijantno, zahtjev mikrokauzalnosti osigurava da lokalni operatori u prostorno
separiranim tockama komutiraju. T produkt onda djeluje samo na lokalne operatore u
vremenski ili svjetlosno separiranim tockama, a za takve operatore T produkt ima istu
vrijednost u svim IRS.

Veli¢ina koja daje amplituda rasprSenja procesa f — 1 je S-matri¢ni element Sf =
<f|S|i>. Kako Zelimo raCunati sa svojstvenim stanjima energije i impulsa (ravnim

valovima) slobodnog Hamiltoniana Hg korisno je eksplicitno izdvojiti prvi ¢lan u razvoju
S-matrice (2.82) koji je jedini¢ni operator. Za bilo koji lokalni operator O(x) vrijedi

(fFloe)|i) = (Fle P O (x = 0)e™|i} =™ (flox = 0)[i}),  (2.84)

pa se U izrazu za S-matricu moze izdvojiti d-funkcija koja osigurava o¢uvanje 4-impulsa
cjelog procesa, tako da se definira matri¢ni element tog procesa M

Sg =95 —i(Zn)4 64(pf _pi) Mg, (2.85)

koji se naziva matri¢nim elementom prijelaza iz stanja |I> u stanje |f> U (2.85) pi/ps su

ukupni 4-impulsi svih cestica u inicijalnom/finalnom stanju. Za svaki proces korisno je
definirati i T-matri¢ni element T u kome se izdvaja samo d-funkcija o¢uvanja energije,
tj.

Sp =385 —i(2n) S(p? _pO)Tﬁ' (2.86)

i
Sva fizika Cesti¢nih interakcija sadrzana je u matricnom elementu My procesa (to je
jedini ¢lan koji zavisi od Lint) koji ne ovisi o eksperimentalnim detaljima inicijalnog/

finalnog snopa cCestica. Perturbativni razvoj S-matrice (2.82) znaci da 1 za matricni
element My svakog procesa vrijedi perturbativni razvoj

Mg = Mfi(l) + Mfi(z) + ..., (2.87)
gdje je
-iM;® =i(f|L, (x=0)|i), (2.88)

te
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_im, @ =(2'_2 [a (£ T ep(X) (= 0)] ), (2.89)

itd., Sto dozvoljava da se matri¢ni element My svakog procesa aproksimativno izraCuna
sa odredenom tocnos¢u prekidanjem reda (2.87).

U svakoj kvantnoj teoriji polja postoje pravila, Feynmanova pravila, koja omogucuju
da se koriStenjem Feynmanovih dijagrama izraGuna matri¢ni element My bilo kojeg
procesa u bilo kojem redu perturbativnog razvoja. Feynmanova pravila razmatra¢emo
kasnije u Poglavljima 4. i 6.

Potrebno je jo§ matri¢ne elemente Mg raznih procesa povezati sa fizikalno mjerljivim
veli¢inama koje ne ovise o detaljima pojedinih eksperimenata, te daju informacije o fizici
interakcija elementarnih Cestica koje sudjeluju u procesu.

2.5.2 Udarni presjeci i Sirine raspada

Kao §to je ve¢ napomenuto, stanja elementarnih Cestica u stvarnim eksperimentima
rasprSenja su valni paketi lokalizirani i u prostor-vremenu i u prostoru energija-impulsa
Cestica. Da se izbjegnu racunske komplikacije definiranja energija, brzina, impulsa takvih
valnih paketa za racunanje fizikalnih veli¢ina Zelimo koristiti svojstvena stanja 4-impusa
slobodnih Cestica (ravne valove). Ali, onda ¢e svaki element S-matrice sadrzavati d-
funkciju koja osigurava oCuvanje energije (i impulsa) u procesu, kao u (2.85) i (2.86).
Element S-matrice je amplituda vjerojatnosti procesa. Vjerojatnosti procesa (kvadrati
apsolutnih vrijednosti amplituda) su onda nuzno beskonacni jer su proporcionalni sa 6(0).
Potrebno je analizirati vezu fizikalnih veli¢ina koje opisuju procese — $irina raspada I
nestabilnih Cestica i udarnih presjeka rasprSenja o, da se eliminiraju takve racunske
divergencije.

Ako su inicijalne Cestice opisane valnim paketom [¢g) = J‘docg((x)[oc)i

in n

vjerojatnost
da je krajnje stanje B je

B,

Funkcija g(a) (na primjer, Gaussova funkcija) odreduje oblik inicijalnog valnog paketa i
ima jako izrazen maksimum oko neke vrijednosti o. Sirina valnog paketa je klasi¢na, ali
ne toliko velika da se vrijednost matricnog elementa Sg, bitno mijenja unutar Sirine
valnog paketa. Na primjer, dobro pripremljen eksperiment koristi ¢estice opisane valnim
paketima Cija je energijska Sirina AE toliko mala da se promjena udarnog presjeka

P,(B)= "= [dado’ 9" (@)9(@) u(Bll0)y 1 (0T[B)oy-  (2.90)

3—; AE pri promjeni energije za AE moze zanemariti, pa se moze uzeti da je o(E £ AE) ~

o(E). Ako pretpostavimo da je B # o, S-matri¢ni element za taj proces je iz (2.86)
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S, =—iT,, (21) 3(E, -E,). (2.91)

Ako T, slabo ovisi 0 a i B, usporedba (2.90) i (2.91) pokazuje da mora biti

P,(B)~| Ty.| " [dada’g" (@) g(@), (2.92)

gdje je o-funkcija iz (2.86) apsorbirana u integraciju po komponentama valnog paketa
da=(2n)8 E, —Ea)d(x. U izrazu (2.92) sve veli¢ine su kona¢ne i ne pojavljuju se
problemati¢ne &-funkcije po energiji koje su posljedica nefizikalne pretpostavke da u
eksperimentu mozemo imati Cestice to¢no odredene energije za koje je AE = 0. Vidimo

da je vjerojatnost Py(B) prijelaza oo — B zaista produkt dva faktora, od kojih ‘Tﬁa‘z ne

zavisi od detalja valnih paketa koji opisuju inicijalne Cestice, ve¢ samo od fizike
interakcija Cestica. Cjelokupna ovisnost o detaljima eksperimenta je u integralu po valnim
paketima inicijalnih i finalnih Cestica.

Radi jednostavnosti elemente S-matrice Sg, zelimo raCunati koriste¢i svojstvena
stanja energije-impulsa slobodnih Eestica za bazu Hilbertovog prostora. U neograni¢enom
prostoru operatori energije i impulsa slobodnih Cestica imaju kontinuiran spektar (4-
momenti Cestica su realni brojevi), pa njihova svojstvena stanja (ravni valovi) imaju
beskona¢nu normu, $to opet u izraze za udarne presjeke uvodi divergencije. Ove ra¢unske
poteskoce se najceSce izbjegavaju koriStenjem trika konacnog volumena. Kvantizacija
sustava se ne vrsi u beskona¢nom prostoru, nego u proizvoljno velikom, ali ogranicenom
regionu prostora Cije su dimenzije duljine L, pa se tek na kraju uzme limes L — oo.
Cestice zatvorene u kona¢nu kutiju volumena V ~ L* imaju diskretne vrijednosti energije
i impulsa i opisane su valnim funkcijama kona¢ne norme. Za raCunanje matri¢nih
elemenata operatora fizikalnih veli¢ina moZe se onda koristiti baza koju ¢ini kompletan
skup takvih stanja kona¢ne norme. Sve fizikalne veli¢ine se paZzljivo definiraju tako da se
u konacnim izrazima potpuno pokrate dimenzije kutije, Sto onda osigurava da formule
vrijede bez obzira na bazu Hilbertova prostora u kojima su izraCunate.

Udarni presjek o reakcije mora se definirati tako da ne zavisi od detalja eksperimenta.
Na primjer, pri rasprSenju projektila na meti kao u Rutherfordovom eksperimentu broj
rasprSenih Cestica u jedinici vremena dn sigurno je proporcionalan inicijalnom fluksu
projektila I; = npVv, (broj projektila koji u jedinici vremena produ kroz jedinicu povrsine) i
koncentraciji Cestica mete npy (broj Cestica mete u jedinici volumena). Zato se udarni
presjek o defira kao

dn = (npvp) Nm do, (2.93)

gdje je vp brzina projektila u odnosu na metu (relativna brzina Cestica prije rasprenja), a
o je udarni presjek rasprSenja koji ne zavisi od broja Cestica projektila i mete.

Matri¢ni element Sy iz (2.85) moze se napisati kao
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1

Si=8i—i2n484 _iMi )
(=8¢ —i(2m) (|of|0)f1:i[\/ff’i

(2.94)

gdje f,i oznacava Cestice u finalnom/inicijalnom stanju. Zadnji faktor u (2.94) fiksira
normu matricnog elementa Mg | uvodi se u skladu sa kontinuum normalizacijom
svojstvenih stanja 4-impulsa slobodnih cestica.

U definiciji udarnog presjeka o u teoriji elementarnih Cestica uvijek treba broj
rasprSenih Cestica u jedinici vremena podjeliti fluksom inicijalnih I; 1 pomnoziti
koncentracijom finalnih Cestica ns. Razlog zasto se mnozi koncentracijom finalnih cestica
je tehnicki. Vjerojatnost prijelaza u jedno od neprebrojivo mnogo finalnih svojstvenih
stanja energije i impulsa uvijek je nula, pa se mora promatrati rasprSenje u uski interval

v
(2n)

V = L® kona¢ni volumen regiona prostora) po kojima se na kraju integrira.

3 . L .V L
d°p (gustoca stanja u impulsnom prostoru je ——, gdje je

(2n)*’

finalnih stanja impulsa

Napomena: Normirano svojstveno stanje impulsa ¢estice u jednodimenzionom regionu

0<x<Lije wp(x)zie‘px. Periodi¢ni rubni uvjeti zahtijevaju da su svojstvene

JL
2n

vrijednosti impulsa kvantizirane p =( 3 jn . Broj stanja Cestice u intervalu (E,E + dE) je

dn = p(E)dE, gdje je p(E) 3—2:[2—:)3—2 gustoéa stanja. U tri dimenzije je

dn (L) d LY ,dp
E)=——=| — | —|d°p= — | p* == |dQ, gdje je dQ diferencijal prostornog kuta.
p(E)= (andE p(hjpdEI gdje j jal p g
Volumen faznog prostoraJ'd3p nije Lorentz invarijantan, pa se promjeni normalizacija

3
stanja tako da se koristi Lorentz invarijantni element faznog prostora I(zd)% =
T

= [ d'p (2m)3(p? ~m?)0(p, ).

(2z)’

Kvadrat matri¢nog elementa S iz (2.94) onda za vjerojatnost (kvadrat apsolutne
vrijednosti amplitude) prijelaza | i) —| f) u jedinici vremena daje

3
Wy =V (20)'5*(p; ~p,) [ My [ TT 52 [T Vet

, 2.95
fi 2Ef,iV f (271)3 ( )

gdje je ‘Mﬂ‘z odgovarajuci zbroj ili srednja vrijednost invarijantnih ampliduda Mg po

stupnjevima slobode finalnih/inicijalnih Cestica koji se ne opserviraju u eksperimentu (na
primjer, komponente spina Cestica ili boje kvarkova).
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Za tipi¢ni 2 — 2 proces u kome inicijalne Cestice A i B, prelaze u finalne Cestice C 1
d’pc _ d'pp

D: A+ B — C+ D, diferencijal stanja finalnih &estica je dn = (2m)’2E, (2n)'2E,
T c T D

Fluks inicijalnih Cestica A u sustavu mirovanja Cestice B je n,v, = ———
A

v . . . v . . 2 =2 2 - _ v
Cestice A u sustavu mirovanja Cestice B, zbog: Ej, =p, +mj, i E; =mg, moZe se

prema (2.13) napisati u obliku v, = [P =;\/(pA pg ) —mimZ . Iz (2.95)
EA EA B

Lorentz invarijantni izraz (isti u svim IRS-ima) za diferencijalni udarni presjek do procesa

A+B — C+D jeonda

d’p. d’p,

do— 218 (Pe +Po ~Py —Po) fyz & Po
(2n)’2E. (2n)’2E,

- (2.96)
4\ (P - Ps)’ —m2m?

Volumen V regiona prostora se pokrati u kona¢nom izrazu.

Sva fizika interakcija Cestica sadrzana je u invarijantnoj amplitudi procesa M. Faktori
3

d”p

>E koji se pojavljuju u gornjem izrazu su Lorentz invarijantni jer je za svaku Cesticu

3
pozitivne energije 8( E°—p° - mz) dp = C;—Ep , $to je ocigledno invarijantno. Zaista,

5(E? —p2 —m?)d‘p zél(E—1/§2 +m2)(E+1/f)2 +m? )Jd3pdE -

g o) 0E)  _dp
=d pdES(E p°+m )E+\/m_2E_

(2.97)

Udarni presjek do najlakse se racuna u sustavu CM cestica A i B u kome je p, + py =0,
pa zbog ocuvanja impulsa i P, + P, =0, a Mandestamova invarijanta je s = (Ea + Eg)

kao u (2.24). Zakon oCuvanja 4-impulsa izrazen d-funkcijom u faznom faktoru u (2.96)
dozvoljava da se izvr$i integracija po impulsu jedne od finalnih Cestica, recimo po d3pD.

U CM sustavu je

d’p d’p 1 d’p. 1
on ) &t —p, — c D _ c SlE.+E. —f5s )=
(2n)'5*(pc +po —Pa pB)(Zn)32EC (2nf2E, 4n® 2E. 2E, (Ec+Eo 5 )

_ 1 p{dp,dQ o
4n® 4E.E, 3\ e~ Eo),
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gdje je za finalnu &esticu C u sfernom sustavu d°ps = ps? dps dQ = pf dps sind dOde .

Kako je

1

\/E: E.+E, :(pf2 +mé)2 +(pf2 +m2D)% ,
vrijedi i

o5 Ecve, . dp _dlf3)

dp; " EcEp ECED_pf\/_S,

i fazni faktor u (2.96) je

3 3

21)' 8% (Pe +Pp —Pa — =
(TE) (pC pD pA pB)(27'E)32EC (27’[)32ED 16752\/?

Kinematicki factor iz (2.96) u CM sustavu je jednostavno 4\/ (pa-Pg) —mim2 =
#, gdje je pi =|f)A|=|f)B|, a ps =|f)c|=||5D|. Konaéni izraz za diferencijalni
4pi\/—5

udarni presjek 2 — 2 procesa u sustavu CM je

M| . (2.99)

ol

do 1 [P
dQcv  64n’s|p|

Da se nade ukupni udarni presjek o treba jo$ integrirati po prostornom kutu dQ finalne
cestice ¢, Sto se moZze izvrsiti tek kad se nade angularna zavisnost matricnog elementa M
procesa.

=l

Za raspad nestabilne Cestice A — B + C diferencijal Sirine raspada (vjerojatnost
raspada u jedinici vremena) je u skladu sa (2.95) i (2.96)

2 4 <4 _ [ 3 3
dl-*:( 71:) 0 (pB+pC pA) | |2 d3pB dSpC ) (2100)
2E, (2n)’2E, (2n)’2E,

Zakon oc¢uvanja 4-impulsa omogucuje integraciju po dpg i po energiji Cestice C. Kako je
8* (ps + pc — pa) = 83(f)B +Pc — f)A) 8( Eg+E. - EA), u sustavu mirovanja Cestice A je

Eg=+p2+mZ= \/Ef: —mZ+mj . Zbog EZ =p2+mZ, diferenciranjem se odmah
dobija da vrrijedi i |p|d|Pc|=E.dE..
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0

Energijska 3-funkcija je S(EB+EC—EA):H8E (E;+E.-E,)

o

T b(E.~E,)-

Ec=Ex-Eg

= E—B O (Ec—Ea) , pa se za diferencijalnu Sirinu raspada dobija
A

l |ﬁf| 2
dr = M| dQ, 2.101
32n* E} | | ( )

gdje je P; =P.. Integracija po dQ zahtijeva poznavanje angularne zavisnosti od |M| ?

Ukupna $irina raspada I'a nestabilne Cestice A je zbroj po svim moguéim kanalima

raspada I', = Zl“f , Cije su relativne zastupljenosti (branching ratios) B, = II:—f i
predstavlja vjerofjatnost raspada u jedinici vremena ’
IR =—NiAd(';ltA, (2.102)
pa slijedi da broj Na Cestica A eksponencijalno opada u vremenu,
N,(t)=N,(0) e " (2.103)

Vrijeme t, = FAfl u p.s. jedinica (7 =1) naziva se vrijeme zivota Cestice A.

Prostorna rezolucija najboljih danasnjih detektora tragova Cestica visoke energije je
oko Ax ~ 10 um. Ako je relativisticki faktor dilatacije vremena nestabilne Cestice A u
akceleratoru ya ~ 100, tj. Ea = ya mac?, moguée je direktno detektirati kratko Zivuée

Gestice samo ako je njihovo vrijeme Zivota ta> 107", tj. ako je o= — < 6.6 eV, jer je
Ta

7h=6.6x10eVs.

57



2.5.3 Produkcija rezonanci
Ako je stanje Cestice A energije E u poéetnom trenutku (0), njeno stanje u trenutku

_E
t je onda y(t) = y(0)e "', Ako je E realno onda je uvijek |\u(t)|2 :|\|/(0)|2 i Cestica je

stabilna. Za nestabilnu cesticu A, po analogiji sa zakonom radioaktivnog raspada
o¢ekujemo da je

t

O =|w©)e -, (2.104)

Sto znaci da je vjerojatnost da se Cestica nije raspala poslije jednog vremena Zivota t = ©

. 1
jednaka —.
e
Ako energiji dodamo imaginarni ¢lan E = Eg— IE , stanje Cestice A u trenutku t postaje

Eo r

v =y e ¥, (2.105)

Sto daje zakon raspada (2.104). Da se vidi fizikalni smisao imaginarnog ¢lana u energiji I
treba napraviti Fourier transformaciju stanja Cestice A

- 1 % it 1% T A 1
E)=— |dte " y(t)=——= | dty(0)e " e 2" = :
V(E) Tni v(t) %! w(0) o (e )il

pa je vjerojatnost da nestabilna Cestica A ima energiju E

h* |\|l(0)| 1
21 ( rz

W(E)| = (2.106)

Nestabilno stanje nema fiksnu energiju, nego uvijek ima energije E u rasponu polusirine
I" oko energije Eo, §to je naravno jo$ jedna manifestacija relacija neodredenosti. Ovo je
narocito vazno za procese koji idu preko kreacije nestabilne kratko zivuce rezonance R,
na primjer procese oblika A + B - R — C + D. Najvazniji procesi ovog tipa u SM imaju
inicijalne Cestice e'e” ili par kvarkova, a rezonance R su gauge W*, Z ili Higgs bozon h
koje se raspadaju u par fermiona.

Amplituda rasprSenja (2.63) skalarnih (spina 0) Cestica se moze razviti u red u red po
Legendreovim polinomima

(0)=—>"(21 +1)(e™ ~1)P, (cosb), (2.107)
2ik =5
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gdje je valni broj k intenzitet impulsa u sustavu CM. Ovaj izraz se naziva razvoj po
parcijalnim valovima, a & se naziva fazni pomak (phase shift) I-tog parcijalnog vala.
Kvadriranjem i integracijom po kutevima dobija se ukupni udarni presjek

G=%Z(2l+l)‘em' -1 =% (2 +1)sin®5,.  (2108)
] |

Ukoliko je §, :g za neko |, udarni presjek za taj parcijalni val je maksimalan i kaze se

da u rasprSenju postoji rezonanca koja je Cestica spina |. Tada rezonanca kompletno
dominira amplitudu rasprsenja, tj.

0) (21+1) P, (cos0) r2

f - : (2.109)
k Ex —E-il'/2
pa je ukupni udarni presjek
4 I?/4
olE)=z— (21 +1 , 2.110
E) kz( )(E—ER)2+F2/4 (2110

2

oblika kao (2.106). Krivulja oblika 5
(E-EL) +I%/4

naziva se Breit-Wigner rezonanca.

o(E)

o(Er)

Er E
Slika 2.3
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Udarni presjek (2.110) ima uzak maksimum kad je energija inicijalnih ¢estica E = Eg, a &

opadne na polovicu maksimalne vrijednosti kad je energija Er J_rg. Slika 2.3 pokazuje

kako izgleda udarni presjek o(E) u okolini rezonance energije Eg. I" je Sirina krivulje
rezonance na polovici visine.

Kako je s = E%, s, =EZ =m? i E+E, =2/s, =2m, Breit-Wignerova amplituda
se moze napisati pomoc¢u Lorentz invarijantnih skalarnih veli¢ina
2 mgl’

= . 2111
Ex —E—il'/2  (sg —s)—imgl (2111)

Ovakav uski maksimum iznad kontinuirane krivulje udarnog presjeka o(E) za neku
energiju Er = mg je eksperimentalni znak postojanja kratko Zivuée tr = (I'r) ' rezonance
u procesu rasprsenja A+ B >R —> C + D.

Upravo na ovaj nacin ¢e se mozda u eksperimentima na LHC otkriti postojanje Higgs
bozona u procesu rasprienja t+t —>h —>y+7v.

Izraz (2.110) za udarni presjek treba generalizirati na slu¢aj rasprSenja kvarkova i
leptona koji imaju spin i boju. U eksperimentima se najcesce ne detektiraju stanja spina
[a, stanja boje se ni ne mogu detektirati (zatoCenje boje)] inicijalnih i finalnih Cestica
(izuzetak su eksperimenti sa polariziranim Cesticama), pa u kona¢nom izrazu treba
izvrsiti usrednjavanje po (2la + 1) (2lg + 1) spin i/ili caCg boja stanjima inicijalnih Cestica
koja su sva podjednako vjerojatna i zbrojiti po komponentama spina/boje finalnih Cestica.
Kvarkovi i leptoni su fermioni i za njih je 21 + 1 = 2. lako fotoni i gluoni imaju spin 1, za
njih je 21 + 1 = 2, posto imaju samo dva transverzalna stupnja polarizacije jer su Cestice
bez mase. Za masivne elektroslabe gauge bozone je 2| + 1 = 3. Kako Higgs bozon ima
spin 0 za njegova stanja je 2l + 1 = 1. Multiplikativni faktor boje je ¢ = 3 za kvarkove, za
gluone je c =8 i ¢ = 1 za sva kolor siglet stanja.

Tako se za udarni presjek Cestica iz SM za proces A+ B — R — C + D + ... dobija

2s, +1)C DN
K)~ -~ ( R R AB T , 2.112
olk) kz{(ZsA+l)(ZSB+1)CACJ(E—ER)2+F§/4 (2112)

gdje je I'y, ukupna Sirina rezonance R (zbroj po svim kanalima raspada), a ', i '} su

parcijalne Sirine za inicijalnu kreaciju u kanalu A+ B > RifinaniR > C+D+ ... =f
raspad rezonance R, i gdje joS§ treba sumirati po svim spin/boja stanjima finalnih Cestica
C,D,...

Cesto se umjesto (2.112) koristi aproksimativna formula koja daje zavisnost udarnog

presjeka od Mandelstamove varijable s = (pa + ps)? koja je u sustavu CM upravo ukupna
energijas = (Ea+Eg)? = E% i s = mg?, te prema (2.28)
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K :‘Rr:i[s—(mA+mB)2][s—(mA—mB)2]. (2.113)

Udarni presjek o(s) je vrlo mali osim kad je E=Eg, $to znaci da se svuda smije zamijeniti
Er ~ E osim u Breit-Wigner nazivniku, pa mnozeéi sa

(E+Eg) 4s
(E+E.) (E+E.)"

N

N

dobijamo

R R
ofs)~ 4nzs (25 +1)cq } FZAE I} _ (2.114)
k (ZSA +1)(255 +1)CACB (s—mR) +mglg

gdje je k? dato u (2.113).
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Zadaci:
Zadatak 2.1. Eksplicitno provjeriti da je skalarni produkt dva 4-vektora Lorentz
invarijantan, tj. davazi:a-b=a"-b".

Zadatak 2.2. Pokazati da je to¢na formula za slaganje brzina (2.14).

Zadatak 2.3. Izvesti op¢u formulu za slaganje brzina u relativistickoj fizici. Neka u

pokretnom sustavu S’, koji se giba brzinom V u odnosu na sustav S, imamo &esticu
brzine V" . Kolika je brzina te Cestice u nepokretnom sustavu S?

Rjesenje:

(2.115)

2172
gdie je ywv =y(V) = {1—\/—2} , a komponente brzine Cestice, paralelne \7H i okomite
c

_ . - .1 - . L
v, na vektor brzine sustava V , su: VH—\?(V-V)V bV, =V-y .

Zadatak 2.4. Pokazati ispravnost formule (2.15).
Zadatak 2.5. Pokazati ispravnost formula (2.16) i (2.17).
Zadatak 2.6. Pokazati ispravnost formule (2.23).
Zadatak 2.7. Pokazati ispravnost formula (2.27)-(2.30).

Zadatak 2.8. Pokazati ispravnost formule (2.43).

Zadatak 2.9. U raspadu ultrarelativisticke Cestice: A(Ea, 0, 0, p) —» B(Eg,q) + ....
kut raspada definiran je kao: p-q = pqcos6 . Pokazati da vazi:
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g0 ~ m, Vvsinfg,

, (2.116)
E, vcosO., +C

gdje je v brzina Cestice B u laboratorijskom sustavu, a 6cy je kut raspada u sustavu
mirovanja cestice A.

Zadatak 2.10. Pokazati da je izraz (2.66) diferencijalni udarni presjek u potencijalu
(2.65) u Born aproksimaciji.

Zadatak 2.11. Pokazati da je u sustavu mirovanja ¢estice B fluks inicijalnih ¢estica Iy

:% uprocesu A+B — C+ D datsa VA:M:L
‘VA_VB‘ E, E.mg

J (P - Ps)? —m2m? .
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3. Lagrangiani i jednadzbe gibanja u fizici elementarnih cestica

U klasi¢noj mehanici sustav Cestica se opisuje Lagrangianom L = L(q; ,gi,t) =T - U,
gdje su sile derivacije potencijalne energije U. Na primjer, konzervativna generalizirana
sila Qj pridruzena i-toj generaliziranoj koordinati q; je: Qi=— Z—U .

q

Hamiltonov princip (princip minimalnog djelovanja) daje jednadzbe gibanja sustava —
Lagrangeove jednadzbe

si=0 = 4Lk o i=123...n)
dt\ oq, ) oa

t
gdje je djelovanje sustava: | = _[Ldt , an je broj stupnjeva slobode gibanja.
4

Mogucénost kreiranja i anihiliranja Cestica u svakoj tocci prostor-vremena zahtijeva da
elementarne Cestice opisujemo kao eksitacije (titraje) relativistickih kvantno mehanickih
polja ¢, koja su kontinuirane funkcije tocke u prostor-vremenu ¢, = ¢a(x") . Sustav se
opisuje Lagrangeovom gustocom £= £(¢a, Ouda, X*). Uvjet stabilnosti teorije zahtijeva da

t
je ukupni Lagrangian L :jd3x£, a djelovanje sustava je onda | :J'd“xﬁ . Poencare
t
invarijantnost (translatorna invarijantnost) zahtijeva da gusto¢a Lagrangiana ne zavisi
eksplicitno od x*".

Hamiltonov princip daje jednadzbe gibanja — Lagrangeove jednadzbe za polja ¢, koje

Su
oL oL
0 — =0 3.1
: (5% 04, 31
a —ra
ox"

lako je (3.1) samo generalizacija rezultata iz klasiéne mehanike, ponovimo ukratko
derivaciju Lagrangeovih jednadzbi gibanja.

Neka je varijacija polja da(X) = bda"(x) = ¢a(X) + dda(X) . Varijacija djelovanja je onda

3(0,9,) |-

[t _[q4y| OL oL
31 =[d'xéc=d X[&ba 50, +8(8u¢a)

Koriste¢i: 8(0y ¢a) = 0, (8¢a) 1 parcijalno integrirajuci drugi ¢lan prema
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oL oL oL
d(0 =0 o, |—(06¢,)0 ,
a(a“d)a) ( H(I)a) H|:a(au¢a) ¢aj| ( ¢a) ]J.|:a(au¢a):|

uz uvjet da povrsinski integral prvog ¢lana na desnoj strani iS¢ezava jer polja dovoljno
brzo trnu u beskonacnosti, varijacija djelovanja postaje

(a4, | 9L oL
31=d ){&ba 0, 6(%%)}5%'

Zbog linearne nezavisnosti varijacija polja d¢a(x), uvjet stacionarnosti djelovanja ol = 0
odmah daje Lagrangeove jednadzbe gibanja (3.1).

Svaka elementarna Cestica opisana je odgovaraju¢im poljem. Indeks a oznacava razlicita
polja, a ne razli¢ite stupnjeve slobode gibanja (svaka teorija polja uvijek ima neprebrojivo
mnogo stupnjeva slobode).

Iz konteksta je uvijek jasno da li se misli na Lagrangian ili na Lagrangeovu gusto¢u — U
teoriji elementarnih Cestica uobicajeno je uvijek govoriti o Lagrangianu, ¢ak i1 kad se
ustvari misli na Lagrangeovu gustocu odgovarajucih polja.

Lagrangeova gustoca £ za svako polje ¢, je zbroj Lagrangeove gustoce slobodnog
polja £g. koja je kvadratna funkcija polja ¢, i gusto¢e Lagrangiana interakcije Lin: Sa
drugim poljima, koja je bar treceg reda po poljima £ = £y + Lin. . Oblik Lagrangiana
slobodnih polja zavisi samo od spina ¢estica koje opisuju (L. je kao kineticka energija
sustava u klasicnoj mehanici), te postoji pet razliCitih Lagrangiana slobodnih polja za

Cestice spina 0, l, 1, E i2.
2 2

Za cestice spina veéeg od 2 ne postoji konzistentna teorija polja jer njihove jednadzbe
gibanja ukljucuju derivacije reda veceg od dva 1/ili Hamiltonijan nije ogranic¢en sa donje
strane.

Polja razli¢itog spina nazivamo:

Spin 0 — skalarno polje;  Spin % — spinorsko polje;  Spin 1 — vektorsko polje;

Spin g — polje gravitina;  Spin 2 — tenzorsko polje (polje gravitona).

Dosad nije otkrivena nijedna Cestica spina 5 ali postoji teorija elementarnih Cestica koja

predvida njihovo postojanje — Supersimetrija (SUSY). Supersimetrija je maksimalna
kontinuirana simetrija fizikalnog sustava suglasna sa kvantnom mehanikom i specijalnom
teorijom relativnosti.
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SUSY teorija predvida da za svaku poznatu elementarnu cCesticu postoji
supersimetri¢ni partner — dosad neotkrivena elementarna Cestica spina umanjenog za 5"
SUSY je simetrija koja svakom bozonu pridruzuje fermion i obrnuto. SUSY partner

gravitona je gravitino spina g , SUSY partner gauge bozona je gaugino spina % , itd.

Ako uopce postoje, fiziCari se nadaju da ¢e se u eksperimentima rasprSenja protona na
protonu na LHC-u otkriti supersimetri¢ne ¢estice koje su najbolji teorijski kandidati za
destice ,,tamne tvari®.

Svaka kvantna teorija polja ima svoj prostor stanja (Hilbertov prostor) u kome djeluju
operatori teorije. Bazu prostora stanja ¢ini skup jednocesti¢nih stanja slobodnih Cestica
(svojstvena stanja Hamiltoniana) koja imaju odreden 4-impuls p" i spin, kao i moguce
dodatne kvantne brojeve. Polje koje pretstavlja takvo stanje slobodne Cestice je ravni val
oblika

o) = x(p,)e ™ =x(p,)e &P, (3.2)

gdje je x( p,) spinska valna funkcija koja ne zavisi od x*, ali moze zavisiti od impulsa p,
Sestice. Cestice mogu imati i dodatne kvantne brojeve, na primjer, kvarkovi imaju boju,
pa ¢e njihova jednocesti¢na stanja sadrzavati dodatni faktor — valnu funkciju boje, kao u
(1.3). Slobodna stanja svake cestice iz SM (kvarkova, leptona, gauge i Higgs bozona)
imaju isti zavisnost od prostorno-vremenskih koordinata x" i razlikuju se samo po valnoj
funkciji spina Cestica koja je — skalar za Cestice spina 0, vektor za Cestice spina 1 1 spinor
za Cestice spina '2. Koriste¢i jednocesticna stanja oblika (3.2) za svako polje u teoriji
omogucuje nam da u proracunu vjerojatnosti bilo kojeg fizikalnog procesa razdvojimo
faktor koji zavisi od prostorno-vremenskih koordinata x" i rezultira 3-funkcijama koje
osiguravaju ocuvanje ukupnog 4-impulsa Cestica u procesu, od faktora koji zavise samo
od spina (i drugih relevantnih kvantnih brojeva) Cestica koje sudjeluju u procesu. Ovo
omogucuje definiranje Feynmanovih pravila teorije u impulsnom prostoru i znatno
pojednostavljuje proracun vjerojatnosti procesa. Feynmanova pravila ¢emo razmotriti u
Poglavlju 4.

Stanja realnih elementarnih ¢estica unutar snopova Vvisoke energije koje sudjeluju u
stvarnim eksperimentima naravno nisu svojstvena stanja impulsa Cestica, tj. nisu ravni
valovi, ve¢ valni paketi ograniene Sirine i po koordinatama i po impulsima. No, kako je
pojasnjeno u Poglavlju 2.5 prora¢un S-matricnih elemenata procesa moze se vrsiti u bilo
kojoj bazi Hilbertova prostora stanja teorije jer rezultat ne smije zavisiti od izbora baze.
Zato ¢emo u svemu §to slijedi uvijek koristiti jednocesticna stanja oblika (3.2) za svaku
cesticu iz SM.
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3.1 Lagrangian vektorskog polja

U fizici elementarnih Cestica teorija se formulira pomoc¢u Lagrangiana, koji mora biti
skalar u svakom relevantnom prostoru, i iz koga se po pravilima kvantne teorije polja
mogu izracunati sve fizikalne opservable. Lagrangian potpuno definira teoriju: Lg.
odreduje koja kvantna polja (elementarne Cestice) sadrzi sustav i odreduje njihovu
kineticku energiju, a Lin:. specificira interakcije tih polja (sile medu Cesticama). Lint, je kao
potencijalna energija u klasi¢noj mehanici. Teorija polja se u klasi¢noj fizici prvi put
pojavljuje u elektrodinamici.

Klasi¢na elektrodinamika je relativisticka (Lorentz invarijantna) teorija koja je
prototip za svaku teoriju polja. Elektromagnetska polja E i B su rje§enja Maxwellovih
jednadzbi

V-E=p V-B=0
(3.3)

o))

VxE+—=0 Vxé:]+—E
ot ot
(Jednostavnosti radi odabrali smo sustav jedinica u kome je g = po = 1), €iji su izvori

gusto¢e naboja i struja p i j=pV, koje zadovoljavaju lokalni zakon o¢uvanja naboja
(jednadzbu kontinuiteta)

V.j+2Z=0. (3.9)

Elektromagnetska polja mogu se izraziti preko elektromagnetskih potencijala ¢ i A
relacijama

E:—vq)—%A, BoVxA . (3.5)

Elektromagnetski potencijali nisu jednozna¢no odredeni i fizika (jednadZbe gibanja)
ostaje nepromjenjena napravimo li bazdarnu (gauge) transformaciju

—¢'= +8—A, AS>A=A-VA , (3.6)
¢—>0'=¢ P

gdje je A proizvoljno skalarno polje. Da specificiramo potencijale moramo po volji
odabrati uvjet bazdarenja (odabrati gauge), Sto ustvari zna¢i da moramo zadati vrijednost

V-A. Odaberemo li Lorentzov gauge uvjet
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AL 90
V-A+—=0, (3.7)

Maxwellove jednadzbe za elektromagnetske potencijale postaju nehomogene valne

jednadzbe
510

U relativistickoj notaciji definiramo gustoc¢u 4-struje j* i elektromagnetske potencijale
A" kao vektorska polja sa komponentama

"=(p. 1), A'=(4,A). (3.9)

Prema (2.6) je: 0, = 81“ = (80,V), pa su zakon oc¢uvanja naboja (3.4) i Lorentzov gauge
X

uvjet (3.7) ustvari tvrdnje da su 4-divergencije vektorskih polja j* i A" nula, tj.

ouj*=0, OuA"=0. (3.10)
Definiramo li tenzor elektromagnetskog polja F*" kao

FYY = g*AY — §"AF (3.11)
lako se uvjeriti da su njegove komponente stvarno komponente elektromagnetskih polja

Fi=a’AT - dA°=—E', Fi=gA - dA=—¢*B", (3.12)

Kako je 8" = ai =(8,,~V), infinitezimalna gauge transformacija (3.6) je
X
n

SAY =AM — AM=OMA (3.13)

i tenzor F*V je gauge invarijantan jer je (0" 8" — 0" 8")A = 0. Nehomogena valna
jednadzba (3.8) za elektromagnetske potencijale prema (2.8) postaje

8", A = (3.14)

Konacno, lako se uvjeriti da dvije Maxwellove jednadzbe (3.3) u kojima se pojavljuju
izvori u relativistickoj notaciji postaju

QY =i, (3.15)
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dok su dvije preostale Maxwellove jednadzbe
0,F"=0, (3.16)
gdje je dualni elektromagnetski tenzor definiran pomo¢u antisimetri¢nog tenzora £""°°

=0 %ywwp . (3.17)

poc

Lagrangian (gusto¢a Lagrangiana) elektromagnetskog polja je
= Lo+ Lin, = 1F F*" —j A" 3.18
L= Ly, + Lint, __Z v - Ju ’ ( : )

koji variranjem po A" prema (3.1) odmah daje Maxwellove jednadzbe (3.15). Druge
dvije Maxwellove jednadzbe (3.16) su direktna posljedica antisimetricnosti tenzora
elektromagnetskog polja F*" .

Zbog tenzorske strukture Lagrangian (3.18) je Lorentz invarijantan. Lagrangian
(3.18) je i gauge invarijantan, jer je pri transformaciji (3.13) Maxwellov Lagrangian Zg.
nepromjenjen, a gusto¢a Lagrangiana interakcije se zbog zakona oCuvanja naboja (3.10),
mijenja samo za 4-divergenciju koja iS¢ezava poslije volumne interakcije zbog rubnih
uvjeta

dLint=—Ju0"A == 0" (juA) + A(D"],) =— 3" (juA) , (3.19)

Sto znaci da ukupno djelovanje, pa prema tome i jednadzbe gibanja (Maxwellove
jednadzbe), ostaje nepromjenjeno.

Ovo je primjer Noether teorema: invarijantnost Lagrangiana (precizno djelovanja)

sustava pri djelovanju kontinuirane grupe gauge transformacija osigurava vazenje zakona
ocuvanja naboja.

U kvantnoj fizici vektorsko polje A"(x) postaje polje fotona, Gestice spina 1, ¢iji je
slobodni Lagrangian upravo Maxwellov Lagrangian

£y =- % FFY, gdjieje  F*=o"AY - 0"A% . (3.20)

Klasi¢na elektrodnamika pokazuje i kako izgleda Lorentz invarijantna interakcija izmedu
vektorskih polja A" (tj. Cestica spina 1, recimo fotona) i drugih polja

Lin == j,A". (3.21)
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Foton je &estica bez mase. Cestica spina 1 i mase m bit ée opisana vektorskim poljem
A¥(X) ¢iji slobodni Lagrangian, koji se naziva Proca Lagrangian, uz (3.20) ima i dodatni

maseni ¢lan %mZAHA“

1 v, 1
L= TR A A" (3.22)

Maseni ¢lan ocigledno nije gauge invarijantan — elektrodinamika je gauge invarijantna
teorija, ako i samo ako, je masa fotona nula.

Euler-Lagrangeove jednadzbe koje slijede iz Proca Lagrangiana uz Lin; KOji je zadan
u(3.21)su

O F™ + mPAY =Y, (3.23)

Zakon oCuvanja naboja (3.10), tj. zahtjev: 0, ] =0, osigurava vaZenje Lorentzovog gauge
uvjeta: 6, A" =0, $to daje jednadzbu gibanja masivnog vektorskog polja A"

o 0, A" + m?A* = j* (3.24)

Nije teSko razumjeti fizikalni smisao ove jednadzbe. Najjednostavnija rjeSenja jednadzbe
(3.24) su staticka polja za koja gornja jednadzba postaje

(V2 -m?)A*(®) = - (%). (3.25)
Odaberemo li najjednostavniji moguci izvor — jedan tockasti naboj q koji miruje u

ishodistu &ija 4-struja je j*(x) =qg*°8(X), pa je rjesenje A' = 0, a nulta komponenta A° =
¢ zadovoljava

(V2 -m?)o=-0q5(%). (3.26)

Jedino sferno simetri¢no rjeSenje jednadzbe (3.26) koje is¢ezava u beskonac¢nosti (Zadatak
3.3.) je Yukawa-in potencijal

o(x)=3& (3.27)

gdje je r = 7(| Efekt mase medijatora interakcije vidi se iz statickog potencijala (3.27)
vektorske Cestice mase m i naboja q . Masa fotona uzrokovala bi eksponencijalno

opadanje polja za faktor 1 na rastojanju 1 od izvora. Za takav potencijal kaze se da ima
€ m

doseg i
m
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Brojne eksperimentalne provjere Coulombovog zakona sa to¢noséu sve do ~ 107 %
postavljaju vrlo malu gornju granicu moguce mase fotona. U slucaju elektrodinamike, tj.
ako je m = 0 potencijal (3.27) je uobicajeni Coulombov potencijal beskona¢nog dosega.

Svako rjesenje jednadzbi gibanja koje slijede iz Lagrangiana (3.18) ili (3.22) moze se
prikazati kao superpozicija ravnih valova oblika (3.2) koji predstavljaju slobodna jedno-
CestiCna stanja odredenog impulsa i spina. Za masivnu Cesticu spina 1 (vektorsku Cesticu)
spinska funkcija y(p.) je odredena jedini¢nim 4-vektorom polarizacije ¢, koji je
prostornog tipa €-€ = — 1 i zadovoljava Lorentz invarijantni uvjet &-p = g,p" = 0 i pri
prostornim rotacijama za kut 0 oko z-0si se transformira kao e "% spina s = 1 (Zadatak
3.4), §to znaci da postoje tri moguce vrijednosti z-komponente spina Cestice: — 1, 01+ 1.
Jednodesti¢no stanje masivnog vektorskog polja je onda A,(X) = N g, e P kao u (3.2),
gdje je N normalizacioni faktor. U sustavu mirovanja ¢estice mase m najjednostavniji
moguci izbor za prostorne komponente vektora polarizacije bila bi tri jedini¢na vektora
prostornih koordinatnih osi, tj.

p, =(M000), ¢, =(0100), 8,=(0010), &, =(00,01). (3.28)

Lako se provjerava da ova tri vektora polarizacije (g0 = 0) masivne Cestice spina 1
zadovoljavaju sve potrebne uvjete — to su prostorni jedini¢ni vektori i okomiti na 4-vektor
impulsa Cestice §to zahtijeva uvjet gauge invarijantnosti 0,A"(x) = 0.

Ako Cestica ima impuls p duz z-osi mozemo iskoristiti Lorentz potiske, (2.11) tj. (2.17),
da prelaskom iz sustava mirovanja u laboratorijski sustav dobijemo vektore polarizacije

£, =(01,00), ¢,=(0010), 8, =(pr.0,0,7)= %(B,o,o,l), (3.29)
jer je p=(ym,0,0,y) = %(1,0,0,3), gdje je p*=p°E*i E=ym.

Cesto se koristi i druga baza stanja spina — stanja heliciteta. To su svojstvena stanja
angularnog momenta koja imaju fiksnu projekciju na pravac impulsa Cestice p. Ako je

impuls duz z-o0si, prostorne komponente tri vektora polarizacije sa s, = + 1, 0 su u sustavu
mirovanja cestice

(e ie))
€, =+ T y €9 =6, (330)

gdje su &, jedini¢ni vektori prostornih koordinatnih osi. Lako je provjeriti da su vektori
(3.30) zaista svojstvene stanja operatora tree komponente spina Sz (Zadatak 3.4)

svojstvenih vrijednosti + 1 i 0. Lorentz potiskom u lab sustav za vektore polarizacije
fiksnog heliciteta Cestice koja se giba duz z-0si lako se dobija

71



A

) (. & tie, R 1/ E
su(k:irl):+(0, 7 j au(kzo)za(|p|,O,O,E):H(B,O,O,l). (3.31)

Da bi se potpuno poznavalo jednocCesticno stanje bilo koje cestice u SM treba
specificirati njen impuls p i helicitet A, plus ostale interne relevantne kvantne brojeve

(naboj, boju, ...).

Za fotone, tj. vektorske Cestice bez mase, postoje samo dva linearno nezavisna
vektora polarizacije, umjesto tri za masivnu Cesticu. Fotoni su transverzalno polarizirani,

tj. nemaju longitudinalni stupanj slobode polarizacije [ kad m — O,E(B,O,O,l) ne moze
m

biti vektor polarizacije fotona]. Ovo svojstvo je direktna posljedica gauge simetrije (3.13)
elektrodinamike $to nije teSko pokazati. Neka je

A'u(X) = AuX) + DuA(), (332)
i pretpostavimo da oba polja zadovoljavaju Lorentz gauge uvjet 0"A", = 0"'A, . Tada A(x)
mora zadovaljavati Klein-Gordonovu jednadzbu (6*0, + m?)A = 0, &ije je jedno rjeSenje
A(x) =Ne 'P* gdje je N proizvoljna konstanta. Napi§emo li oba polja fotona u obliku A,
=g, i A", = ¢, e relacija (3.32) zahtijeva da za vektore polarizacije vrijedi
g’y = g, + (konstanta) x p,,. (3.33)
Oba polja, A, 1A'y, opisuju istu fiziku, pa isto vrijedi i za vektore polarizacije €', i g,,.
Uvjet (3.33) uvijek moZemo iskoristiti da eleminiramo vremensku komponentu novog

vektora polarizacije fotona €’, , koji ¢e onda zadovoljavati Lorentz gauge uvjet u
pojednostavljenoj formi kao uvjet transverzalnosti fotona

O=¢g,p"=¢€"p. (3.34)
Kako u transverzalnoj ravnini postoje samo dva stupnja slobode, foton ima samo dva
transverzalna stupnja polarizacije.
Analogija sa klasicnom elektrodinamikom omoguc¢ava da se nade Lagrangian
slobodnog vektorskog polja A" (spina 1)

1. cw
Ly® =7 F,F", zam=0, (3.35)

g,
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pri ¢emu vektorsko polje interagira sa vektorskom strujom, tj. Lagrangian interakcije
mora biti oblika

Ling == j, A" (3.37)

SM elementarnih Cestica zahtijeva generalizaciju na slucaj kad postoji vise vektorskih
gauge polja A" , koja se medusobno razlikuju po indeksu a. U SM je a = 1,2,3.4 za
elektro-slabe interakcije i a = 1,2,....,8 za jake interakcije, tako da polja A;" opisuju 4
gauge bozona medijatora elektro-slabih interakcija (foton i W* i Z bozoni) i 8 gluona —
gauge bozona koji su medijatori jakih interakcija. U tom slucaju kompliciranije su i
gauge transformacije i uklju¢uju medusobno mjeSanje vektorska polja Ag" koje tvore
grupu unutarnjih gauge simetrija teorije. Takve teorije nazivaju se Yang-Mills teorije
[C.N. Yang, R. Mills, Phys. Rev. 96 (1954) 191] ili ne-Abelove gauge teorije (precizno,
lokalno invarijantne ne-Abelove gauge teorije). Gauge teorije nuzno ukljuéuju interakcije
razli¢itih polja i razmatrat ¢emo ih u slijede¢em poglavlju poslije pregleda Lagrangiana
slobodnih polja.
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3.2 Lagrangian skalarnog polja

Najjednostavnije polje je realno skalarno (spina 0) polje ¢(x) koje opisuje Cestice

mase m bez spina. Lagrangian takvog polja je

£a®=2 0,000 - m*¢?] (3.38)

Prema (3.1), jednadzba gibanja realnog skalarnog polja koja se naziva Klein-Gordonova

jednadzba je

o, d+m’p=0. (3.39)

Za relativisticku Gesticu mase m vrijedi E* =p?+ m?®. U koordinatnoj reprezentaciji
kvantne mehanike za svaku kvantnu Cesticu je E = idy i p=-iV, pa vrijedi J,0"

=0," -V?=—(i9,)* +(~iV)? = —E? + p* =—m?, §to znati da polje ¢(x) koje opisuje

relativisti¢ku kvantnu Cesticu spina 0 mora zadovoljavati Klein-Gordonovu jednadzbu.

Relativisticka Schrodingerova jednadzba

Slobodna nerelativisticka kvantna Cestica opisana je valnom funkcijom W(X, t)
koja zadovoljava Schrodingerovu jednadzbu (u SI sustavu jedinica)

52 - 2
ih%{’ — A¥, gdje je kvantni Hamiltonian A =2 Cinv) (340
m

¢ije je rjesSenje ravni val

‘P()”(,t):Nexp{%(ﬁ-X—Et)] (3.41)
. _E. . h 2=n . .
frekvencije v Y i valne duljine A = H = W a N je normalizaciona konstanta. Za
p

relativisticku Cesticu spina 0 i mase m je
E*=c’p’ +c'm?, (3.42)

pa je relativisticka jednadzba za valnu funkciju slobodne skalarne cestice Klein-
Gordonova jednadzba

2
K L (3.43)

7 =

—h

¢ije je jedno rjeSenje ravni val (3.41).
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Prvi ¢lan u Lagrangianu (3.38) je kineticki ¢lan (jer nastaje uslijed p*), a drugi je maseni
¢lan.

Izvori i struje u kvantnoj mehanici

Schrodingerova jednadzba za valnu funkciju y slobodne kvantne ¢estice mase m
je

2mi%+vzw:0. (3.44)

2
Po definici gustoca vjerojatnosti polozaja Cestice je: p = |y(X)| , a gustoca struje je

L
S AP vV VA 3.45
j Zm(\v v —yVy*) (3.45)

MnozZeé¢i Schrodingerovu jednadZbu (3.44) sa iy* 1 zbrajajuéi sa kompleksno
konjugiranom jednadZbom pomnozenom sa — iy , lako je pokazati da vazi zakon
o¢uvanja vjerojatnosti (jednadzba kontinuiteta)

op ~
Fiv.i=0. 3.46
ot : (3.46)

Za jednu slobodnu &esticu valna funkcija je w(x) = Nexp (ik- X —iot), pa je

p=|NJ, (3.47)

- Py (3.48)

J=p am

3 | =

U nerelativisti¢koj kvantnoj mehanici ove veliine nisu specijalno korisne, za
razliku od relativisticke kvantne teorije polja u kojoj struja kvantnih gestica j* = (p, ])
ulazi u Lagrangian interakcije kvantnih polja kao u elektrodinamici (3.21).

Kako u relativistickoj fizici zelimo da p i] budu komponente jednog 4-vektora j* kao
u (3.9), zgodnije je promjeniti normalizaciju valne funkcije (jednocesticnog stanja)
Cestice mase m koja zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzbu (3.39) definirajuéi gustocu
4-struja kao

75



= i(\vﬁ“w*—\v*a”w), (3.49)

umjesto (3.45). Lako se vidi da 4-divergencija struje iS¢ezava J,j" = 0, tj. za slobodnu
Cesticu vrijedi zakon ocuvanja naboja kao (3.10) ili (3.46). Za jednocesti¢no stanje (3.2)
gornja definicija daje

i* =2p*INI°, ti. °=p=2E|N[* i j=2p|N[", (3.50)
.. 2 2 . .
gdje je |N|” =| w(x“)‘ normalizaciona konstanta.

Ako Zelimo imati samo jednu slobodnu ¢esticu jedini¢nog naboja u regionu prostora

1
volumena V = L3 kao u Poglavlju 2.5.2 konstanta normalizacije treba biti N = (2EV)’5,

jer je tada gusto¢a naboja p = V' i normirana jednoGesti¢na stanja u regionu kona¢nog
volumena su

T S

Pri prelasku na beskona¢ni volumen prostora mijenja se karakter spektra stanja impulsa —
diskretni spektar prelazi u kontinuirani. Svojstvene vrijednosti impulsa cestice od
diskretnih (prebrojivih) postaju kontinuirane (neprebrojive), pa se mora promjeniti i
normalizacija stanja. Uvjet kompletnosti zahtijeva da skup jednocesti¢nih stanja tvori bazu
Hilbertova prostora, $to zna¢i da od sumacije po komponentama impulsa Cestice treba
preci na integral prema pravilu

PROEA s ((OF (3.52)

d°p
(2r)
gdje je f(p) proizvoljna funkcija impulsa, a faktor (2n)® dolazi od gustoe stanja u

impulsnom prostoru kao §to je ve¢ napomenuto u Poglavlju 2.5.2. Jednocesti¢na stanja
polja bilo kojeg spina u slu¢aju kontinuum normalizacije su

— L —ip-x

Bez formalnog dokaza i1 pomocu plauzibilnih argumenata, nije teSko razumjeti
osnovne ideje formalizma kvantne teorije polja (drugu kvantizaciju) koji daje vezu
kvantnih polja i Cestica koje ta polja opisuju.

Kao $to je ve¢ napomenuto, slobodna relativistiCka Cestica energije w i impulsa k,
koja je kvant polja ¢, opisana je valnom funkcijom (ravni val)

76



d=Ncos(k-X—wt), (3.54)
koja je rjeSenje Klein-Gordonove jednadzbe (3.39) uz uvjet da je zadovoljena

relativisticka veza energije i impulsa &estice: w” = k% + m? |, gdje je N normalizacijska
konstanta.

Gusto¢a Hamiltoniana (energije) pridruzenog Lagrangianu (3.38) je = (15(2—; - L, pa

je ukupna energija E = Jd3x3€. Kako je Z—; = ¢, Hamiltonian je

90 :%[;52 L (V) +mig?], (3.55)
tj. energija polja je
E :%jdsx[éz +(Vg)? + m2¢2] : (3.56)

Uvrstavajuci (3.54) u (3.56) dobijamo

1

E==
2

szfd?’x[(w2 +k?)sin?(K- % —wt)+ m? cos? (R-)?—Wt)] .

Zamjenjuju¢i integrale kvadrata trigonometrijskih funkcija njihovim srednjim

vrijednostima % , zbog w? = k* + m? imamo
1 1 1 1
Ex= =N =(w?+k?)+=m? == N?w2. 3.57
“T 2 {2( )2 } 2 K (3:57)

Zelimo normirano polje jednog kvanta energije Ex = wy, (%= 1), pa za normalizacijski

faktor moramo uzeti N = /i , tako da je
Wk

o (X) = 1 [ei(”’w‘) +e"(R'X’W‘)]. (3.58)

V2w,

U zadnjem izrazu normalizacijski faktor je prepolovljen, jer smo ukljuculi i dodatna
stanja negativne energije sveprisutna u relativisti¢koj fizici zbog kvadratne veze energije

i impulsa Cestice Ex = wy = + k> +m’ . Cesticna stanja negativne energije potom se
fizikalno reinterpretiraju kao stanja anti-Cestica pozitivne energije.
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U kvantnoj teoriji zelimo da operator polja ¢ moze Kreirati i anihilirati kvante polja —
relativistiGke Cestice mase m. Ako je |nk> stanje sa ny Sestica istog impulsa Kk i energije
w u trenutku t, o¢ekujemo da to stanje oscilira kao

[ny)oce™, (3.59)
te ¢e po analogiji, stanje sa jednom Cesticom manje titrati kao

In, —1)oc ™™™, (3.60)

Svaki operator polja moze se u kvantnoj teoriji polja razviti u Fourierov red (razvoj
po ravnim valovima). Koeficijenti u tom redu su anihilacioni i kreacioni operatori
kvantnih Cestica — kvanata polja. O¢ekujemo da destrukcioni operator & Koji anihilira

kvant polja ¢— ¢esticu impulsa k i energije w, tj. prevodi stanje |n, ) u stanje [n, —1), u
Fourierovom razvoju operatora polja ¢ ima koeficijent koji je prvi ¢lan u (3.58), tj. da za
operator svakog kvantnog polja vrijedi razvoj

¢?(X) :J' (kx-wt) +ékTe— i(R~i—\A/t)] . (3.61)

ek [,
,Kmo%wkhke

Operator ékT je kreacioni operator Cestice impulsa Kk i energije w koji je Hernitski
konjugiran anihilacionom operatoru &,, koji anihilira takvu cesticu. Po definiciji

Hermitska konjugacija je &' E(éT) , gdje T oznacava operaciju transponiranja, a Simbol
(...)* oznacava kompleksnu konjugaciju.

lako se izrazi (3.59) i (3.60) odnose samo na vremensku varijaciju, relativisticka
invarijantnost teorije zahtijeva da se sve Cetri komponente radijus vektora toCaka u
prostor-vremenu u Svim izrazima tretiraju na isti nacin, a takode i sve Cetri komponente
k" impulsa Gestica. Zato se u Fourirerovom razvoju operatora kvantnog polja ¢ ne smiju
pojavljivati samo vremenske komponente koxo = wt, ve¢ ukupni Lorentz invarijantni

skalarni produkt dva 4-vektora k, x" = wt —k - X kao u (3.61).

U izrazu (3.61), kreacioni operator ék"' kreira, a anihilacioni operator 4, anihilira

skalarnu Cesticu mase m, prozvoljnog impulsa k i energije w. Kvantno polje ¢ (x) moze

kreirati i anihilirati proizvoljan broj takvih Cestica — kvanata polja. Stabilnost zahtijeva da
u teoriji postoji stanje najnize energije — vakuum. Sukcesivnim djelovanjem n kreacionih

operatora na vakuum |O> koji je stanje minimuma energije, znaci bez ijedne Cestice,
dobija se proizvoljno n-Cesti¢no stanje.
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Zaklju¢ujemo da operator kvantnog polja &) moze kreirati i/ili anihilirati identi¢ne

Gestice spina 0, mase m, proizvoljnog impulsa k i energije wix =+k?+m? . Pri tome,

svakom djelovanju anihilacionih i/ili kreacionih operatora treba pridruziti faktor
2— e i(k2-wt) koji je valna funkcija anihilirane/kreirane Cestice ili anticestice.
Wk

Preciznije i formalnije, ali bez dokaza, Hilbertov prostor H (prostor stanja sustava)
kvantne teorije polja je tenzorski produkt H, Hilbertovih podprostora n-¢esti¢nih stanja (n
=0,1,2,...), tj.

H= Ho ® H1 ® H2 ® ... s (362)
gdje je
Ho = {|0)} (3.63)

jedno-dimenzioni podprostor sa 0-estica, tj. vakuum |0). Bazis jedno-cesticnog

99 7 €6
I

podprostora H; ¢ine stanja |f), i> Cestica impulsa p i drugih kvantnih brojeva

Hi = {[p,i)} . (3.64)

n-Cesti¢na stanja su produkt n jedno-¢esti¢nih stanja. Na primjer, podprostor H, dvo-
Cesticnih stanja je

Hz = {[By. B, )= =[P, i B} (3.65)

gdje je + znak za bozone, a — znak za fermione, jer bozonski operatori komutiraju, a
fermionski antikomutiraju, pa permutacija dva fermiona zahtijeva mnozenje sa —1.

Ovako konstruirani Hilbertov prostor H naziva se Fockov prostor. Svi operatori
fizikalnih opservabli u Fockovom prostoru mogu se na jednoznacan nacin izraziti preko
bazi¢nih kreacionih i anihilacionih operatora za svaku vrstu cCestice (polja) u teoriji.
Anihilacioni operator a; uklanja iz viSe-Cesti¢nog stanja cesticu kvantnih brojeva p i ”i*.

Ako u viSe-Cestiénom stanju nema Cestice kvantnih brojeva p i ” i “ onda djelovanje
anihilacionog operatora a;; na takvo stanje daje nulu, tj.

ay [0,J) =2E, (2m)*8°(p ) 5] 0), (3.66)
ay; [Py, 3B, M) =2E, 2m)° 83(P—B,) 8| B, M) + 2B, 2m)° 8°(P—B,) Sim| By 1)
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i tako dalje. Ep je energija estice mase m i 3-impulsa p, tj. Ep = /p> +m?* .

Djelovanje kreacionog operatora amT na vakuum daje jednocCesti¢no stanje Cestica istog

tipa |p,i). Za kreacione operatoe onda vrijedi

a,' 0)=[p.i),
(3.67)
a,'[d.5)=[p.i:d.J)
itd.
Ove definicije i relativisticka normalizaciona konvencija za jedno-¢esti¢na stanja
(p.ild, J) = 2Ep (2n)° 8°(P—1) 8y, (3.68)
impliciraju slijedeca komutaciona pravila
Bozoni (spin: 0,1) Fermioni (spin: %)
|ﬁ1’i;ﬁ2’j>:|ﬁ2’j;ﬁ11i> |ﬁl’i;ﬁ2’j>:_|ﬁ2’j;ﬁ1’i>
o to ot (3.69)
[aﬁi’aﬁi :[aﬁi 8 ]:O {apwadj}:{aﬁi 8 }:0
lagiaq,' 226,007 8%(p-a)8; | {anay) |=26, 20 5%(p-) 5

gdje je komutator [A,B] = AB — BA, a antikomutato {A,B} = AB + BA.

Odabrana normalizaciona konvencija osigurava simetri¢no pojavljivanje 2x faktora, jer:

d’p i dE
(2n)?  J2m’
e S-funkcije se uvijek pojavljuju u obliku: (2)*83(p—q) ili (2m) 8 ( E,-E,),

e svaka integracija po impulsima i energiji uvijek ukljucuje I

i lako se vidi da je Lorentz invarijantna zbog identiteta

I(273325 :J(g,f} (2")8(92 - mz)e(po) : (3.70)
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Napomena: Na prvi pogled 0(po) ne izgleda Lorentz invarijantno jer ukljucuje samo
vremensku komponentu po = Ep = +,/p> +m? . Ali §-funkcija ES(p2 — m2) osigurava da je

4-vektor p, “time-like” za m® > 0, a “light-like“ za m® = 0, §to ostaje invarijantno pri
”ortohronim* Lorentz transformacijama, kao u (2.96).

Kao primjer razvoja opservabli po kreacionim/anihilacionim operatorima nadimo
Hamiltonian sustava slobodnih ¢estica. Hamiltonian slobodnih polja je kvadratan po
poljima, pa zbog razvoja (3.61), Hamiltonian sustava slobodnih ¢estica mora biti bilinearan

i po operatorima a ;" i a; , tj. vrijedi

o=Fot ZJ‘(Z:TZE e(p.i)ay'ay - (3.71)

p

Da se odrede koeficijenti Ep i ¢ treba izraunati djelovanje Hp na vise-Cesti¢na stanja.
Koriste¢i (3.66) dobija se

Ho|0) =Eo|0); Ho|d, ) =[E, + (. )] j):
Ho|a1,jl;...;an,jn>{Eo+Ze(ak,jk)} |y G o)
k=1

Prvi izraz znaci da je Eo energija vakuuma (zero-point energy), drugi pokazuje da je
jednocesti¢no stanje |q,j> impulsa ujedno i svojstveno stanje Hamiltoniana energije

E, +g(q, j), Sto znaci da je energija jedne Cestice za e(q,j) viSa od energije vakuuma.

Zadnji izraz znadi da je n-estiéno stanje |Gy, j;;...;0,,J,) impulsa ujedno i sopstveno
n

stanje Hamiltoniana sa energijom E, =E, +> (G, J,). Za n = 1 energija Cestice je Ey
k=1

=p?+m?, paje (p,i)=/p* +m? = E,, $to znaci da je Hamiltonian sustava slobodnih
Cestica

- d’p th = d’p T
HO—E0+ZIMEpaﬁi aﬁi_Eo+Zi“jmaﬁi a;. (372

n
Energija n-Cesti¢nog stanja je zbroj energija pojedinih Cestica E, = Eg + ZEP , kao Sto 1
k=1
treba biti za sustav slobodnih (neinteraguju¢ih) Cestica. Za sustav interagujucih Cestica
energija n-Cesti¢nog stanja nikada nije jednaka zbroju energija jednocCesti¢nih stanja zbog
postojanja potencijalne energije medudjelovanja Cestica.

81



Pojednostavljeno govoreéi, kvantna teorija polja poslije druge kvantizacije u biti je
kvantna mehanika kreacionih i anihilacionih operatora koji djeluju u Fockovu prostoru
viSe-Cesti¢nih stanja. Ova procedura se naziva ,,druga kvantizacija“ jer se operatori polja
(1 pridruzeni momenti), koji su ve¢ kvantizirani u skladu s kanonskom procedurom

[¢i ,nj]z 1728, razvijaju u Fourierov red po anihilacionim i kreacionim operatorima koji

zadovoljavaju kvantne komutacione relacije date u (3.69).

U teoriji postoje dva ekvivalentna na¢ina da se kvantizira klasi¢na teorija polja —
kanonska kvantizacija koju smo ukratko razmotrili i funkcionalna kvantizacija pomocu
integrala po trajektorijama Cestica. Obe procedure su pune tehnicki zahtijevnih detalja
koji prevazilaze okvire ovog izlaganja.

Ako zamislimo da imamo kompliciraniju teoriju u kojoj postoji vise razlicitih
skalarnih polja pojavljuju se vrlo interesantna nova fizika — bazdarna (gauge) simetrija
teorije.
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3.3 Lagrangian kompleksnog skalarnog polja

Zamislimo najjednostavniju mogucéu teoriju sa viSe skalarnih polja — dva realna
skalarna polja ¢1(X) i d2(x) iste mase m. Prema (3.38) Lagrangian je

£y © :% [0 12" dy —m? %] + % [ Oy 02" b2 — M* 7] (3.73)

Fizikalne veli¢ine u klasi¢noj fizici su realne, bar dva puta derivabilne funkcije. U
kvantnoj fizici valne funkcije i polja mogu biti komplesne funkcije (operatori), a zahtjev
da fizikalno mjerljive veli¢ine moraju biti realne odnosi se samo na svojstvene vrijednosti
Hermitskih operatora pridruzenih fizikalnim opservablama.

Kombinirajmo onda polja ¢1(X) i ¢2(X) u jedno kompleksno skalarno polje. Definirajmo
b= (a+id), G §% = (01 ido), (3.74)
V2 V2

gdje normalizacioni faktor — osigurava da su ¢ i ¢* jedini¢no normirani, ako su ¢s i ¢

J2

bili tako normirani. UvrStavanjem u (3.73) Lagrangian kompleksnog skalarnog polja
mase m je

£ = 8, 4% * g —m* §*¢ . (3.75)

Ocigledno je da Lagrangiani (3.75) i (3.73), tj. kompleksno polje ¢ i dva realna polja ¢, i
2, opisuje istu fiziku — skalarne Cestice mase m, na razli¢ite nacine.

Lako je vidjeti da Lagrangian (3.75) posjeduje svojstvo simetrije (gauge simetrije).

Nista ne odreduje «pravacy polja ¢1 i ¢ (izbor pravaca Re ¢ i Im ¢ u kompleksnoj ¢-
ravnini), pa ako napravimo rotaciju za kut a (oko trece osi), tj. definiramo transformirana

polja ¢'11¢"
] cosa + ¢, Sina cosa  Sina
¢,1 [ % _ b, _[ o, 3.79)
¢, — ¢, Sina+ ¢, Cos a —sina cosa )\ 9,

dobit ¢emo transformirano (rotirano) kompleksno polje ¢

1
J2

(d1COS 0 + hpSin oL — iy Sina + idpCOS o) == (67" oy +ie™ " o) =€ ",

1
U

tj.
b'=e h, te P F=e'*¢*. (3.77)
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Lagrangian (3.75), pa prema tome i fizika tog sustava, tj. jednadzbe gibanja koje
slijede iz Lagrangiana, je invarijantan pri transformacijama (3.77) za svako aeR, jer
zavisi samo od ¢*¢. Transformacije (3.77) nazivaju se gauge ili bazdarne transformacije.

Razlidite transformacije ¢ > ¢'= e ¢ =U(a)d odredene su konstantnim parametrom
o Lako se vidi da ove gauge transformacije tvore grupu:

— grupoidnost: akoje ¢=e ¢ i ¢=e PP = =P ¢ tj. U(@)UP)
U(atp),

— asocijativnost slijedi iz asocijativnosti zbrajanja realnih brojeva: (a+p)+y
a+(B+y), 4.

[U(@)U)IU() = U()[UE)UM]

— neutralni element: za o = 0 transformacija (3.62) je identi¢na transformacija: U(0)
=1 ,

— inverzni element: za svako U(o) postoji inverzna transformacija U (o) = U(- o),
tako da je:

U Ha)U(ar) = U= a)U(a) = e e =1 = U(0) .

Grupa gauge transformacija (3.77), naziva se U(1) grupa. To je grupa unitarnih
jednodimenzionih matrica, U(a) = e ' e U(1) . U(1) je Abelova grupa jer dvije
tarnsformacije (3.77) komutiraju. Za Lagrangian (3.75) se kaze da posjeduje U(1) gauge
simetriju, tj. precizno, da ima globalnu U(1) gauge simetriju. Simetrija je globalna ako je
parametar gauge transformacije o konstantan (isti u svim tockama prostor-vremena), a
lokalna ako parametar gauge transformacije zavisi od x" . Grupa U(1) je najjednostavnija
gauge grupa.

Grupe gauge transformacija u SM su: SU(3) — grupa specijalnih (jedini¢ne
determinante) unitarnih 3x3 matrica, koja je grupa gauge transformacija Lagrangiana
kromodinamike (dijela SM koji opisuje jake interakcije), dok je grupa gauge
transformacija Lagrangiana elektro-slabih interakcija SU(2) x U(1) . Ukupna grupa gauge
transformacija Lagrangiana SM elementarnih Cestica je tenzorski produkt tih dviju grupa:
SU(B):x SU(2) x U(1), gdje indeks ¢ oznatava naboj jakih interakcija — boju (color).

Napomena: Matrica U je unitarna ako vazi: U " = Ut . Unitarne transformacije i
unitarni operatori koji ih generiraju (kao i unitarne matrice koje su reprezentacije takvih
unitarnih operatora) vazne su u kvantnoj fizici jer ostavljaju nepromjenjenim vjerojatnost
fizikalnih procesa.

Kad god je Lagrangian sustava invarijantan pri kontinuiranim transformacijama koje
tvore grupu, slijede vazne fizikalne posljedice — zakoni oCuvanja.
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Svaka simetrija Lagrangiana fizikalnog sustava (precizno djelovanja, koje je integral
Lagrangiana) znaci postojanje jedne ocCuvane fizikalne veliCine. Veza kontinuiranih
simetrija 1 zakona ocCuvanja naziva se Noether teorem (Emmi Noether 1918.) i
razmotri¢emo je u poglavlju 3.4. Veza simetrija i zakona o¢uvanja u fizici poznata je jos$
iz klasi¢ne i1 kvantne mehanike.

Najjednostavniji primjer je diskretna simetrija, kao parnost, konjugacija naboja,
inverzija vremena, leptonski broj, itd. Na primjer, ako Hamiltonian H = H(¢a , 0u0a)
fizikalnog sustava ima simetriju (ostaje invarijantan) pri zamjeni ¢a(x) — — ¢a(X), tj. vazi

H(— ¢a,— 0uda) = H(da, Ouda),

postoji unitarni operator O takav da je

O da(X) of=- ba(X)
pa prema (3.71) mora biti i

Oa,;O0'=-a, ili Oa;=-a,0,

pi
Sto znaci da operator O nuzno komutira sa Hamiltonianom: OH = HO, tj. [O,H] = 0.
Kako vazi i
O[0¢s(x)0'1O" =~ Os(x)O" = $a(x),
zna¢i da je O?= +1, pa je operator O = O' ujedno i Hermitski (ili anti-Hermitski).
Svaki Hermitski operator O koji komutira sa Hamiltonianom definira zakon oc¢uvanja.

Tada svako svojstveno stanje Hamiltoniana (energije) nosi i oCuvani kvantni broj
opreratora O, +1 ili -1, recimo |E, ,+) ili |E,,—), jer ga vremenska evolucija sustava ne
moze promjeniti O|En,+;t> =0e Mt |En,+> = efthO|En,+> = +|En,+>. Ovo nam daje
puno informacija o spektru stanja sustava ¢ak i ako ne znamo rjesiti svojstveni problem

Hamiltoniana. Na primjer, ova simetrija znaci da su apsolutno zabranjeni prelazi izmedu
7+ 17— stanja energije, te da je najnize - * stanje apsolutno stabilno.

U fizici elementarnih Cestica Noether teorem Cesto se koristi i u suprotnom smjeru:
opazanja i eksperimenti daju nam informacije o ofuvanim fizikalnim veli¢inama, S§to
Znatno pomaze rjeSavanju osnovnog problema — nalazenju nepoznatog Lagrangiana
sustava jer odreduje simetrije tog Lagrangiana. Da bi postojali svi zakoni ofuvanja za
koje znamo (sa odredenom to¢no$¢u) da vaze u fizici elementarnih Cestica, Lagrangian
sustava elementarnih Cestica mora biti jako, jako simetriCan — ukupna grupa simetrija
sastoji se od grupe prostorno-vremenskih simetrija (Poencareova grupa) i grupe
unutarnjih gauge simetrija (gauge grupe).
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Zahtjevi simetrije teorije su toliko strogi, da prakticno jednozna¢no odreduju
Lagrangian SM elementarnih Cestica.

Primjer koji dobro ilustrira kako simetrija odreduje oblik Lagrangiana je kvantna elektro-
dinamika.

Elektromagnetska polja su vektorska polja, a op¢i Lagrangian slobodnog vektorskog
polja je Proca Lagrangian (3.36). No, ako Zelimo gauge invarijantnu teoriju, moramo
odabrati Lagrangian invarijantan pri gauge transformacijama (3.13), Sto zna¢i da moramo
odbaciti maseni ¢lan (m = 0) 1 za slobodni Lagrangian odabrati Maxwellov Lagrangian

(3.35).

Gauge simetrija odreduje i oblik Lagrangiana interakcije, a ne samo slobodnog polja.
Svi eksperimentalni podaci potvrduju da zakon o€uvanja elektri¢nog naboja vazi uvijek i
svuda. Ako zelimo teoriju polja u kojoj zakon o¢uvanja naboja d,j" = 0 vrijedi lokalno (u
svakoj toCci prostor-vremena), moramo traziti Lagrangian koji je lokalno gauge
invarijantan — parametar gauge transformacije a(x") zavisi od x* . To su Yang-Mills
teorije Ciji je najjednostavniji primjer [Abelova U(1) lokalna gauge grupa] upravo
kvantna elektrodinamika.
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3.4 Noether teorem i oCuvane struje
Pretpostavimo da je Lagrangian translatorno invarijantan, tj. da zavisi samo od polja

da i 0" ¢a, ali ne zavisi eksplicitno od X" , tj. £= £(da, " ¢a). Vezu simetrija i zakona
ocuvanja daje Noether teorem.

Noether teorem

Za svaku grupu kontinuiranih transformacija koja ostavlja invarijantnim gustocu
Lagrangiana £ postoji o¢uvana struja J,,

5£=0 = 0"J,=0, (3.78)

takva da je ukupni “naboj* Q, tj. volumni integral vremenske komponente struje Jo

QW = [d’xJ,(x), (3.79)
konstanta gibanja
0
p Q=0. (3.80)

Najopcenitija formulacija Noether teorema odnosi se na invarijantnost djelovanja
sustava, koja je ekvivalentna gornjoj formulaciji ako dozvolimo da promjena
Lagrangiana bude totalna derivacija. Jednostavnosti radi za dokaz uzmimo slucaj
kompleksnog skalarnog polja (3.75) — derivacija ostaje nepromjenjenja u slucaju kada
postoji viSe polja. Dovoljno je razmatrati samo infinitezimalne gauge transformacije
(3.77), jer grupoidnost jaméi da teorem onda vazi i za proizvoljne konacne
transformacije. Kako je ¢'= (1 —ia) ¢ = ¢ —iap = ¢ + ¢, imamo

5 = —iag, SO* = io* . (3.81)

Promjena Lagrangiana pri infinitezimalnoj gauge transformaciji (3.81) je

o=5gzs¢g—$+{s[;ﬁﬂ 6;) (o> 0%) . (3.82)
&
ox"

Drugi ¢lan na desnoj strani moZe se transformirati

ool -l ] alo ]

(")) 8(0"9) 8(0"9)
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pa uvrSatavanjem u (3.82) dobijamo

0L syn_OL
0(0"¢) 0(0"¢%)

oL oc

0=6c :84{
oL 2(0"9)

}+(¢—>¢*)+8“{8¢ } . (3.83)

Prva dva ¢lana na desnoj strani su nula zbog Lagrangeovih jednadzbi (3.1) za polja ¢ i ¢*,
pa uvjet invarijantnosti Lagrangiana odmah daje

OL | spx_OF }:a“su. (3.84)
0(2"9) 2(0"¢*)

0:8L=a{6¢

U na$em sluéaju prema (3.81) i (3.75) je 0 = 6£ = 0" S, = a 0" J,,, gdje smo redefinirali
Sy jer zelimo oc¢uvanu (bez divergencije) struju J,, definirati da ne zavisi od proizvoljnog
parametra gauge transformacija o , tj.

=104 ™) ¢ — 6*(u )] - (3.85)
Kako je ¢"J,,= 0, integracijom po d*x je

0=[d’xa"3, =[d*x8%, + [d’xa'J, . (3.86)
Prema Gaussovom teoremu zadnji ¢lan u (3.86) je nula

d’x0'J. = {ds-J=0,
Jaxo,- |

zbog rubnih uvjeta u beskonaénosti kad ¢, "¢ — 0, pa odmabh slijedi zakon o¢uvanja
’Q=0, (3.87)

gdje je oCuvani «naboj»

Q=[dx 3,0 =i[ d’x [(8,6*)p—d*(8,)] - (3.88)
Nekoliko vaznih napomena i posljedica:

e Noether teorem je potpuno opcenit. Iako smo dokaz proveli za primjer
Lagrangiana slobodnog kompleksnog skalarnog polja invarijantnog pri gauge
transformacijama (3.77), teorem vazi za Lagrangian bilo kakvih polja i bilo kakvu
grupu kontinuiranih transformacija koje ga ostavljaju invarijantnim.
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e U Kkvantnoj teoriji polja svaki zakon ocuvanja je posljedica invarijantnosti
Lagrangiana sustava (preciznije, djelovanja sustava) u odnosu na neku grupu
kontinuiranih transformacija koja se naziva grupom simetrija tog Lagrangiana
(fizikalnog sustava). Za prostorno-vremenske simetrije je:

invarijantnost pri vremenskim translacijama < zakon o¢uvanja energije,

invarijantnost pri prostornim translacijama < zakon o¢uvanja impulsa,

invarijantnost pri prostornim rotacijama < zakon o¢uvanja ukupnog
angularnog momenta.

e Zamjena ¢ <> ¢* mijenja znak ocuvane struje J* u (3.85) — ako polje ¢ opisuje
Cesticu naboja +e, onda polje ¢* opisuje Cesticu naboja —e, tj. antidesticu, a J* je
gustoca struje tih Cestica. Relativisticka teorija uvijek uz «Cestice» sadrzi 1 «anti-
Cestice» koje imaju istu masu, ali suprotan naboj.

e Nista u gornjoj derivaciji ne zahtijeva da «naboj» Q bude elektri¢ni naboj. Cestice
imaju razli¢ite naboje, pored elektricnog koji je posljedica invarijantnosti
Lagrangiana SM u odnosu na U(1l)gp grupu simetrija. Na primjer, «boja» je
«naboj» Cestica koje imaju jake interakcije, tj. kvantni broj jako interagujucih
Cestica ¢ije oCuvanje je posljedica invarijantnosti Lagrangiana SM u odnosu na
SU(3)c grupu simetrija. Takozvani slabi naboj je ,,naboj* ¢estica u SM u odnosu
na SU(2) gauge grupu slabih interakcija.

e CPT teorem: Svaka lokalna i unitarna (¢iji Hamiltonian je Hermitski operator)
kvantna teorija polja (u kojoj vazi uobicajena spin-statistika veza — bozonska
polja se kvantiziraju pomocu komutatora, a fermionska pomocu antikomutatora),
nuzno je invarijantna pri produktu CPT transformacija. C ozna€ava konjugaciju
naboja (zamjenu Cestica <> antiCestica), P je transformacija parnosti (inverzija
prostornih koordinata X <»>—X), a T je inverzija vremena t <> —t. NajvaZnija
posljedica CPT teorema je jednakost vjerojatnosti ekvivalentnih procesa sa
Cesticama 1 antiCesticama (na primjer, jednakost masa i duljina Zivota).

e Gornja derivacija odnosi se na klasi¢nu teoriju polja. U kvantnoj teoriji mozZe se
provesti ista analiza 1 dobiti, u pravilu, isti rezultat. Vazan izuzetak je prisustvo
anomalija — radijativne kvantne korekcije viseg reda (triangle anomaly) mogu dati
ne-nulti rezultat za divergenciju kvantne struje 6"J, ~ «anomalija» # 0, ¢ak i kada
je klasi¢na struja o¢uvana, tj. vazi 0"J, = 0. Ako zelimo da simetrija bude o¢uvana
i u kvantnom slu¢aju, moramo zahtjevati da zbroj anomalija struja svih polja u
teoriji bude nula — upravo to se dogada sa fermionskim poljima u SM.

Kao jo$ jedan primjer Noether teorema razmotrimo zakone ocCuvanja koji slijede iz
translatorne invarijantnosti Lagrangiana £= £(¢a, 0u9a ). Pri infinitezimalnom pomaku

Xw=Xut gy, (3.89)
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promjena Lagrangiana je

, or
8L=L— L=g, —. (3.90)

OX "

S druge strane, promjena Lagrangiana koji ne zavisi eksplicitno od x,, je

x| o oL "
oL = ;[&ba 3, + 50 G, %)} : (3.91)
gdje je
Sa = (X +€) — ¢(X) = £, 0" ¢a(X) - (3.92)

Koriste¢i Lagrangeove jednadzbe (3.1) i izjednacavajuci gornje izraze za 3£ dobija se

£,0"L= a{za: - (Zfd) ; gvqu)a} . (3.93)

Jedini nacin da (3.93) vrijedi za proizvoljno ¢, je ako vrijedi diferencijalni oblik zakona
o¢uvanja energije-impulsa

0" J=0, (3.94)

gdje je tenzor gustocée energije-impulsa polja ¢,

oL
S =—g. L+ 2.0, 3.95
W 9, Za:(?(@”d)a) ¢ (3.95)

Integracijom po prostornim koordinatama dobijaju se zakoni o¢uvanja energije-impulsa
(Cetvoro-momenta P, ) sustava polja ¢a

8
—P, =0, 3.96
ot " (3:96)
gdje je
P = [d’x T, = J'dsx[Zna 0,0, — Yo, L } (3.97)

a, kanonski moment pridruzen polju ¢, je
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oL

— . 3.98
0, (X) (3:%9)

Ta(X) =

Lako se vidi da je 00-komponenta 3o tenzora gustoée energije-impulsa upravo gustoca
Hamiltoniana sustava polja ¢, , tj.

Soo=H =) m,b, - L, (3.99)

pa je ukupna energija, tj. Hamiltonian sustava polja ¢,
H=[d Sy - (3.100)

Prostorne komponente P; u (3.97) pokazuju da je gusto¢a impulsa polja ¢, upravo ;.

Invarijantnost Lagrangiana pri prostorno-vremenskim translacijama (3.89) ima za
posljedicu zakon oCuvanja 4-impulsa sustava. Svaki Lagrangian u teoriji polja koji ne
zavisi ekplicitno od x,, ima to svojstvo.

Razmatranje invarijantnosti teorije polja pri prostornim rotacijama i Lorentzovim
transformacijama ostavimo za Lagrangian fermionskih polja.
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3.5 Lagrangian spinorskog polja

Osnovne cCestice materije u SM su fermioni, kvarkovi i leptoni, koji su Cestice spina
%. Za njihov opis potrebna je relativisticka generalizacija Schrodingerove jednadzbe.
Takvu relativisticku valnu jednadzbu za cCestice spina '%2 formulirao je 1928. Dirac 1
nazivamo je Diracovom jednadzbom.

3.5.1 Diracova jednadZzba

Najjednostavniji fizikalni sustav je jedna slobodna Cestica mase m, Ciji je klasi¢ni
nerelativisticki Hamiltonian

)
H=2_. (3.101)
2m
Kvantizacija sustava vrsi se transkripcijom
.. 0 - :
H- Iha : p—>—IihV , (3.102)
Sto daje nerelativisticku Schrodingerovu jednadzbu
. Oy oy R,
h—=Hy, t. h—=——-V'y, 3.103
o v U e = Vi (3.103)

gdje je y(x) valna funkcija Cestice.

Zelimo li opisati slobodnu relativisti¢ku esticu za koju je klasiéni Hamiltonian

H=4p’c’ +m’c*, (3.104)

gornja preskripcija daje

ih%z\/—hzczvz +m2ct v, (3.105)

jednadzbu koja nije Lorentz invarijantna. Lijeva strana sadrZi prvu vremensku derivaciju,
a desna druge derivacije po prostornim koordinatama, pa se pri Lorentzovim
transformacijama lijeva 1 desna strana jednadzbe razlicito transformiraju. Relativisticka
invarijantnost zahtijeva da se sve komponente nekog 4-vektora u jednadzbi pojavljuju na
istu potenciju. Moze se pokazati da zahtjev pozitivne definitnosti gustoe vjerojatnosti
zna¢i da jednadzba sadrzi maksimalno prvu vremensku derivaciju.
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Znaci, trazi se jednadzba linearna i po 3%i po d'. Dirac je razmatrao najopc¢enutiju takvu
jednadzbu koja je oblika

. Oy . 0 0 0
— =] =1 + + +Bm |wv=Hv , 3.106
at 0y ox, a, ox, O3 ox, Bm |y 14 ( )

gdje su a; i B neodredeni koeficijenti (koristimo p.s. jedinica # = ¢ = 1), koje treba naci iz
fizikalnog uvjeta E* = f)z +m?, tj. kvantno mehani¢kog analoga

82
_ 6t;V:(_V2+m2)\|/_ (3.107)
Prema (3.106) je i%z—iaiaiﬂ}m, pa opetovanom primjenom ovog operatora na

jednadzbu (3.106) i poredenjem s (3.107) dobijamo tri uvjeta koje moraju zadovoljavati
neodredeni koeficijenti

af=p?=1, (3.108)
oiaj+ajoi=0 @i=), (3.109)
aifp+Pai=0. (3.110)

Zadnja dva uvjeta mogu zadovoljiti samo matrice, 1 to nekomutiraju¢e matrice.
U jednostavnijem slucaju fermiona bez mase m = 0, nema koeficijenta 3, i rjeSenje je
jednostavno — trazimo matrice koje zadovoljavaju antikomutacijski uvjet
{ai, aj} = aioj + ajoi = 255 . (3.111)

Najjednostavnije takve matrice su tri Paulijeve (2x2) matrice o;

[0 1} (0 - ij (1 0 J
c, = , o, =| . , 0, = , (3.112)
10 i 0 0 -1

za koje joS vaZe komutacione relacije kao za komponente angularnog momenta
[ci,oj] = 2igikox, (3.113)
te antikomutacione relacije

{Gi s Gj} =2 8ij . (3.114)
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Za fermion bez mase operator spina je upravo

1 2 _c2,c2,c2_3(1 0
Si==o0,, Uz ST=S5,+S/°+S, =— =1(1+1) 1, 3.115
=50 Jesfest=2l =AY (3119)
Sto znaci da spin fermiona Cestice zaista V5.
Za rjeSenje onda mozemo odabrati: a; = — oj pa je Diracova jednadnadzba za Cestice
spina 2 bez mase:
oy L
I—=0- , 3.116
p Py (3.116)

gdje je y(x) dvo-komponentni spinor y(x) = (
v, (%)

v; (%) ] .

U opéem slucaju Cestice spina ¥ i mase m # 0, minimalno rjesenje je pomocu (4x4)

matrica, na primjer
0 o B 1 0 (3.117)
o = , = , .
"o, 0 0 -1

jer se lako vidi da su jedine (2x2) linearno nezavisne matrice Paulieve matrice i jedini¢na
matrica, a uvjet (3.110) osigurava da B nije jedini¢na matrica.

Izbor matrica a; i B nije jednoznacan. Specijalno pogodan izbor su (4x4) Diracove -
matrice definirane kao

V=B, v =Bau, (3.118)

Sto je u reprezentaciji pomocu Paulijevih (2x2) matrica

o (1 O i [0 o'
Y _(o _J, v—(_ci oj' (3.119)

Za Paulieve matrice ne pravimo razliku izmedu gornjih i donjih indeksa, tj. ci = &', dok
se za y-matrice razlikuju kontravarijantne i kovarijantne komponente, tako da je: yi=—7'.

Iz definicije je jasno da je y° hermitska, a y' su antihermitske matrice, tj. ()" =+°, (/)' =
—+'. Korisno je definirati i dodatnu hermitsku matricu y°

v =vs = iy
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Ove matrice mogu se prikazati u obliku 4-vektora

™ =007, (3.120)
i zadovoljavaju osnovni uvjet antikomutiranja

= iy =207, (3.121)
Sto znaci da je

¢Y=1 )=-1 (3.122)

Pomoc¢u y-matrica lako se konstruira 16 linearno nezavisnih (4x4) matrical“;ﬁ :

1,2,...,16), tako da se bilo koja (4x4) matrica moze na jednoznacan nacin izraziti kao
linearna kombinacija matrica T'" . Po definiciji je

(n =

T

S

r°=1, =y, T
(3.123)
"=y =y, =iyYyYy" . I =7,

gdje gornji indeksi oznacavaju

S =skalar; V =vektor; T =tenzor; P =pseudoskalar; A = aksijalni vektor.

01
U reprezentaciji (3.119) pomocu (2x2) hermitskih Pauli matrica c; je vs =( 1 Oj'

Koriste¢i y-matrice Diracova jednadZba za Cesticu spina 2 1 mase m moZe se napisati
u jednostavnoj kovarijantnoj formi

(i7" 6, —m)w(x) =0, (3.124)

gdje je valna funkcija Cestice , na primjer elektrona, éetvoro-komponentni spinor

v, (X)
v, (X)
y5(X)
v, (X)

y(X)=

Diracova jednadzba je ustvari kao kvadratni koren Klein-Gordonove jednadzbe (3.39) jer
je (i7*,+ m) (iy'd, - m) = - (33, +m?).
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Pokazimo sad da je spin slobodnog fermiona c¢ija valna funkcija zadovoljava

Diracovu jednadzbu % . Prema (3.106) 1 (3.118) Hamiltonian Dirakove Cestice je
H=a-p+Bm=y,y-p+vy,m, (3.125)

gdje je 7-P=1y,p,. Komutator operatora angularnog momenta L =X xp i Hamiltoniana
je

[LH]=iy,7xp. (3.126)
Zaista,

[ L H]=vovn e [X;.pa] Py =07 <P,
jer je komutator [X;j,pm] = i8jm , $to znac¢i da angularni moment Cestice L nije otuvana

veli¢ina. Ali, definirajmo ukupni angularni moment fermiona kao J=L+S , gdje je S
spin (sopstveni angularni moment) CcCestice. Vazenje zakona ocuvanja ukupnog

angularnog momentaJ osigurava uvjet [3,H]:O, koji je ispunjen ako operator spina
Diracove Cestice definiramo kao

= 1(c O
g_1:.5.1 , 3.127
47 2(0 EJ (3.127)
jer vrijedi [§,H]=—iy07xﬁ.

Lako se uvijeriti da je S-p ocuvana veli¢ina jer komutira sa Hamiltonianom,
[é- P, H] =0. Kako je za Cesticu takode

(s:p) =37 (3.128)
svojstvene vrijednosti operatora S P Su upravo + %|ﬁ| , tJ. za svaki fermion vazi

= L 1.
S-p=i§|p| , (3.129)

Sto znaci da je spin fermiona paralelan ili antiparalelan impulsu Cestice i1 ima svojstvene

vrijednosti + %
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Diracova jednadzba omogucdila je proracun relativisticke popravke energijskih stanja

atoma uslijed spin-orbit L—S interakcije u potpunom suglasju sa eksperimentima, te
takode i definiranje magnetskog momenta i Cestice spina 2 , mase m i naboja q

=453 (3.130)
m

koji sluzi kao test toCkaste prirode Cestice. Za magnetski moment tockastih fermiona,
elektrona e i muona ., izmjereno je

- € = . - € =
H, =1.00115965—S 1 p, =1.00116592—S,

m, mp

dok su izmjerene vrijednosti za proton p i neutron n

fi, = 2.79284735mi§ i [, =-1.9130427 28,

p mn

oc¢igledna indikacija da proton i neutron nisu tockaste elementarne ¢estice bez strukture.
Diracova jednadzba (3.124) zadovoljava trazeni uvjet da se sve prostorno-vremenske

derivacije pojavljuju linearno. No, to je samo potreban, ali ne i dovoljan, uvjet Lorentz

invarijantnosti. Kompletan dokaz relativisticke invarijantnosti je tehnicki kompliciran 1

svodi se na dokaz da ako Diracova jednadzba (3.124) vazi u jednom IRS-u S, tada u bilo
kojem drugom IRS-u S” u koji se prelazi Lorentzovom transformacijom

(x*)'=a", X", (3.131)
vazi kovarijantna (form-invarijantna) jednadzba

(iy"0, —m)y'(x) =0, (3.132)
ako zahtijevamo da se valna funkcija y(x) transformira kao spinor, tj. da vazi

v'(x)=vy'(@x) = A(B) w(x). (3.133)
U gornjem izrazu A(B) je (4x4) matrica koja zavisi od (4x4) matri¢ne reprezentacije A(p)
v
C

Lorentzove transformacije (3.131) odredene brzinom B:‘B‘: , gdje je V brzina

sustava S” u odnosu na sustav S. Diracove matrice y*" se samo do na unitarnu
transformaciju sli¢nosti razlikuju od matrica y*, tj. y*'= U' y* U, §to znadi da se uvijek
mogu odabrati da budu identi¢ne matricama y*, jer uvijek moraju zadovoljavati isti uvjet
antikomutativnosti (3.121).
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Na primjer, za specijalnu Lorentzovu transformaciju (boost) duz x-osi brzinom V
matri¢na reprezentacija je

y - 00
- v 00
A = apv = y 3134
B)=(a")=| 7" L (3134)
0 0 01
gdje jey z%, pa je transformaciona matrica spinora
vi-p
i
A(B) =exp [— E(DGOl:| , (3.135)

gdje je tho =B, tj. chm =y . Eksplicitno, transformacija valne funkcije Cestice spina %

(spinora) pri prijelazu u IRS koji se giba duz x-0si brzinom 3 =Y je
C

~ L arth oo,

v (X)=e? y(x), (3.136)

gdjeje x'=A(B)X.
Sli¢éni izrazi odreduju transformaciju spinora y(X) pri bilo kojoj transformaciji iz
Poencareove grupe, tj pri prostorno-vremenskim translacijama, prostornim rotacijama i

specijalnim Lorentzovim transformacijama, kao i prostorno-vremenskim inverzijama.

Na primjer, pri rotaciji oko z-o0si za kut ¢ Diracov spinor y(x) se transformira prema

i 12

V) =€y, (3.137)

gdje je generator rotacija oko trece osi

Linearno nezavisne matrice T omoguéuju konstruiranje 16 linearno nezavisnih
Lorentz kovarijanti, skalarnih u spinskom prostoru i bilinearnih po fermionskim poljima

(spinorima), Ww(X) I'" w(x) koje se nazivaju:
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y(X) w(x) — skalar,
W(X) vs w(x) — pseudoskalar,

v(X) v" w(x) — vektor,
V(¥ vs7" w(x) — pseudovektor,

y(X) 6" y(x) — antisimetri¢ni tenzor drugog reda.

U gornjim formulama umjesto hermitske konjugacije w' zgodnije je definirati Diracov
konjugirani spinor prema

v=y', (3.138)

da se izbegne stalno pojavljivanje y° faktora.

Razmotrimo najvaznija svojstva Diracove jednadzbe i njena najjednostavnija rjesenja.

3.5.2 Rjesenja Diracove jednadzbe za slobodne Cestice

Nadimo prvo struju Diracovih ¢estica po analogiji sa strujom (3.45) za nerelativisti¢ku
Cesticu koja zadovoljava Schrodingerovom jednadzbom. Hermitski konjugirana Diracova
jednadZzba (3.124) moze se napisati u obliku

v (iy"d, +m)=0, (3.139)
gdje 0, oznacava djelovanje operatora derivacije na lijevo, tj. y0, = (8HW).

Mnoze¢i (3.124) s lijeva sa y, a (3.139) s desna sa y i zbrajaju¢i dobijamo zakon
ocuvanja struje Diracovog polja

0uj"=0, (3.140)
F=vrty. (3.141)

Ako Zelimo da y(x) bude polje elektri¢no nabijene Cestice spina 'z, elektrona naboja
—e na primjer, struju (3.141) moramo pomnoziti sa nabojem, pa je struja elektrona

e () =—e V(¥ 7" v(x). (3.142)
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MnozZenjem izraza (3.141) sa odgovaraju¢im nabojem dobija se bilo kakva vektorska
struja fermionskih Cestica — na primjer, kromodinamicka struja kvarkova ili slaba struja
leptona ili kvarkova.

Struja (3.141) je vektorska struja kao $to pokazuju Lorentzov indeks p. Ako iz nekog
razloga, zelimo pseudovektorsku struju (kao u slucaju slabih interakcija), jasno je da
fermionska aksijalna struja mora biti

i = sy, (3.143)

Fizikalni smisao struje (3.141) ili (3.142) najlakSe je vidjeti iz zakona ocCuvanja (3.140),
koji daje jednadzbu kontinuiteta kao (3.46)

Q0 (Yy°w) +V-(yyy) =0.

U skladu sa izrazom za gustocu vjerojatnosti poloZaja Cestice u nerelativistickoj kvantnoj
mehanici, za Diracovo polje identificiramo p(x) = ¥(¥) y’w(x) = ¥(X) "'w(x) = j°(x) kao
gustocu vjerojatnosti, pa je struja gustoce vjerojatnosti Diracova polja onda: ji(X) =
VY w(x).

Da se nadu rjeSenja Diracove jednadzbe moze se prvo razmatrati najjednostavniji
slucaj elektrona koji miruje.

Kako zbog relacija neodredenosti, mirni elektron moze biti bilo gdje u prostoru sa
podjednakom vjerojatno$¢u, njegova valna funkcija ne smije zavisiti od prostornih
koordinata, pa je prema (3.106) i (3.117) rjeSenje jednadzbe

inV _ Bmc’y, (3.144)
ot
ili eksplicitno
v Vi
ind| Y2 |ome?| V2 |, (3.145)
ot v, ~ Vs
Vs — VY,

Sto znaci da se separiraju jednadzbe za pojedine komponente spinora y(X). Lako se
nalaze Cetri linearno nezavisna rjesenja
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0 0 0 1

prva dva pozitivne energije i spina gore/dolje, a druga dva negativne energije i spina
dolje/gore.

Pojava rjeSenja negativne energije nuzna je posljedica relativisticke veze energije I
impulsa Cestice

H=E=+.pc’+m%".

Rjesenje ovog problema (Dirac 1930.) predvidanjem postojanja antiCestica — Cesticna
stanja negativne energije reinterpretiraju se kao stanja antiCestica pozitivne energije,
veliki je trijumf Diracove teorije elektrona, eksperimentalno potvrden otkri¢em pozitrona
(Anderson 1933.).

U svojom «teoriji Supljina» (hole theory) Dirac redefinira vakuum kvantne teorije kao
stanje u kome su sva negativna energetska stanja elektrona popunjena sa po dva elektrona
— jednog sa spinom «gore» 1 drugog sa spinom «dole», a sva pozitivna energetska stanja
prazna. Svi aditivni kvantni brojevi koji karakteriziraju stanje fizikalnog sustava —
energija, impuls, spin i naboj, za vakuum su nula. Dodatni elektroni mogu popunjavati
samo nepopunjena stanja pozitivne energije, jer Pauliev princip zabranjuje vise od jednog
fermiona u istom kvantnom stanju, kao na Slici 3.1.

Ako elektron u popunjenom negativhom energetskom stanju apsorbira energiju
fotona dovoljne energije, moze biti eksitiran u pozitivno energetsko stanje Sto pretstavlja
kreaciju elektrona naboja —e i energije +E, i $upljine u «Diracovom moru». Supljina je
odsustvo elektrona naboja — e i energije — E , ali promatra¢ je u odnosu na vakuum
registrira kao prisustvo Cestice naboja + e i energije + E — antiCestice elektrona, tj.
pozitrona, jer uklanjanje (oduzimanje) elektrona sa energijom — E < 0, impulsom —p,

spinom —S i nabojem — e iz vakuuuma ostavlja stanje sa energijom E >0, impulsom +p,

spinom +S i nabojem + e . Ukupni efekt jednog ovakvog procesa je kreacija elektron-
pozitron para na racun energije absorbiranog fotona.

Mogu¢ je naravno i inverzni proces — padanje elektrona pozitivne energije u Supljinu

u «Diracovom moru» uz emisiju razlike energije u obliku radijacije. To je proces
anihilacije elektron-pozitron para uz emisiju fotona.

Mogucénost kreacije/anihilacije Cestica (kvanata Diracova polja) pokazuje da broj
Cestica nije ocuvana veli¢ina u kvantnoj teoriji polja.
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E
Nepopunjena
stanja
¢ elektron
+ mc?
0
— mc?
Popunjena gfl\{:;foton
stanja Py
Slika 3.1

Postojanje stanja negativne energije u relativistiCkoj kvantnoj mehanici zahtijeva
postojanje antiCestica. Za svaku Cesticu, postoji Cesti€no stanje iste mase, ali sa svim
drugim kvantnim brojevima suprotnog znaka — to je anticestica. Cestice i antiCestice se
najlakse razlikuju po znaku naboja e ~ je elektron, a e * pozitron. Za neutralne &estice
postoje dvije mogucénosti: Cestica je identiCna svojoj antiCestici, kao foton y=vy na
primjer, ili su Cestica i antiCestica razliite, kao neutrino v, # v, na primjer. Cijena koja
se mora platiti za ovo jednostavno, intuitivno objaSnjenje stanja negativne energije je
¢injenica da broj Cestica sustava viSe nije oCuvana veli¢ina kao u nerelativistickoj
kvantnoj teoriji, jer se Cestice 1 antiCestice uvijek mogu kreirati i anihilirati.

U kvantnoj teoriji polja, metodoma druge kvantizacije, vakuum — Koji je stanje

minimuma Hamiltoniana (energije) |O> , redefinira se kao stanje sa «sa nula Cestica 1 nula
antiCestica», tako da se potpuno izbjegne pojavljivanje stanja negativne energije i
«Diracova mora». Na taj nacin se Cestice 1 antiCestice tretiraju na potpuno isti nacin.
Stovie, za svaki proces (Feynmanov dijagram) promjenom znaka svih naboja i 4-
momenata svih Cestica (antiestica), dobija se ekvivalentni proces (Feynmanov dijagram)
sa antiCesticama (Cesticama). Zato pojam «Cestice» u pravilu podrazumijeva i Cestice i
anticestice.

Cetri linearno nezavisna rjesenje (3.46) Diracove jednadzbe onda toéno reprezentiraju
dva stanja fermiona spina + %2 i —, te dva stanja antifermiona sa spinom + %2 1 —.
Primjenom opcée Lorentzove transformacije na rjeSenja (3.146) mogu se nace 4 linearno
nezavisna rjeSenja Diracove jednadZzbe za slobodni fermion (ravni val) momenta p, koja
su oblika
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+1 r=12

r r _lSrpXH ..
Yy =u'(pe ", gdjeje: sr={_1_ (34’ (3.147)

a u'(p) su konstantni spinori koji zadovoljavaju jednadzbe

(v'p, —&mu'(p)=0, t. T(E)(y'p, —&m)=0. (3.148)
Zavisnost od prostorno-vremenskih koordinata pojavljuje se samo u eksponentu i ista je
za svako rjesenje, do na * znak, pa je dovoljno razmatrati samo spinore u '(p). Razlicita
rjeSenja su ortogonalna i zadovoljavaju uvjet normiranja

u'(p)u” (p)=2me,3,... (3.149)
Umjesto normiranja na jedinicu, fizikalno ima viSe smisla odabrati rjeSenja normirana
prema (3.149) jer omogucuju lakSu procjenu veli¢ine amplituda fizikalnih procesa — za
svaki fermion faktor Uu proporcionalan je masi tog fermiona. Spinor u oznacava
inicijalni fermion ili finalni antifermion, a U inicijalni antifermion ili finalni fermion.
Smjenom id, — p, Diracova jednadzba (3.124) moze se napisati u obliku

(P-m)y =@Gpu—m)y =0, (3.150)

. . . _ " D o e .
gdje je skracena notacija A=A y". Da se nadu rjeSenja treba specificirati reprezentaciju

y-matrica. Ako koristimo reprezentaciju

0 1 i O —Gi . 1 0
0 i 5
= , = . s tako da je: = ) 3.151
Y (1 Oj Y ( i 0 J J Y (0 :J ( )

(Zadatak 3.18.) pomocu (2><2) matrica rjeSenje traZimo pomocu dvo- komponentnlh
spinora. Cesto se spinori u’ za r = 3,4 koji reprezentiraju anti¢estice oznacavaju sa v' gdje
jer=1,2, tako da vrijedi

u(p) =(P+m)u(),  v(p)=(p—m)v(0), (3.152)

gdje suu(0) i v(0) rjesenja (3.146) u sustavu mirovanja Cestice normirana prema (3.149), tj.
X 0 . 1) .. (0
u(0)=+2m o) v(0)=v2m| |, odje je x= 0 ili L (3.153)
X

Primjenom operatora Zi(i p+ m) na u(0) i v(0), respektivno, dobijaju se Cetri linearno
m

nezavisna spinora koji su rjeSenja Diracove jednadzbe za fermion (antifermion) impulsa p
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u(p)= \/E+m(6)%x} v(p):\/E+m[%j. (3.154)

E+m X

Da se dobije kompletno rjeSenje Diracove jednadzbe za slobodnu Cesticu treba jo$
spinorske faktore (3.154) pomnoziti sa e P> za u(p), a sa €"'?* za stanja anticestica v(p).

Kad su jednom nadeni, Diracovi spinori u(p) i v(p) iz (3.149) ili (3.154) koji odreduju
valne funkcije spina slobodnih fermiona i anti-fermiona (elektrona i pozitrona, recimo),
zajedno sa uvjetima normalizacije i kompletnosti jednocesti¢nih stanja, omogucuju da se
svi proracuni rade u kovarijantnom obliku — nikada ne moramo eksplicitno pisati
komponente (4 x 4) matrica ili spinora, $to je znacajno tehnicko pojednostavljenje
proracuna vjerojatnosti svakog procesa.

Ako definiramo dvo-komponentne spinore yg iy,

v= ("’RJ, (3.155)
\4

Diracova jednadzba je onda

tj.
(po +6'5)WL =Myg,
(3.156)
(po -G ITJ)\IIR =My,
sa rjeSenjima
+G-p
vy = Po . P g
(3.157)
-5-D
V= Po m P VR

1z (3.156) i (3.157) vidi se da:

e Rjesenja postoje kako za pozitivno, tako i za negativno po I mogu se zamjeniti
supstitucijom y. —> —yr .
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e Ako je m = 0, jednadzbe se separiraju. Operator G-p mjeri komponentu spina
Cestice duz pravca gibanja. yr je «velika» komponenta, a y; «mala» za 6-p >0
po>0iliza 6-p <01 py <0, dok je yr «malay», a y_ «velika» komponenta
spinora u slu¢ajukad je 6-p >0ipo<Oilikad je 6-p <0ipo>0. Veli¢ina 6-p
je helicitet Cestice. Za Cestice bez mase ili relativisticke Cestice za koje je po >> m

aproksimativno je 6-p= °P prema tome, indeksi L (left) i R (right)
Po

reprezentiraju helicitet Cestica. y >> yr je rjeSenje Diracove jednadzbe za

relativisticku Cesticu (ili Cesticu bez mase) pozitivne energije i lijevog heliciteta

(6:p <0, po>0),awyr>> y_je valna funkcija relativisticke Cestica pozitivne

energije i desnog heliciteta (¢-p >0, po > 0).

e Ako je m # 0 jednadzbe (3.157) se ne separiraju. U SM svaki fermion koji u
Lagrangianu sadrzi interakciju izmedu yi i yr, tj. ¢lanove oblika y, vy iliyyy, ,
imat ¢e masu.

Za Cestice bez mase, Cija brzina je c, helicitet je oCuvana veli¢ina, pa prema tome dobar
kvantni broj za klasifikaciju Cestica. Za fermione s masom helicitet nije o¢uvana veli¢ina
jer prestignemo li lijevi fermion, on izgleda kao desni.

U SM fermioni se ipak opisuju upravo pomocu i (X) i ygr(X) polja (stanja), jer
fermioni razli¢itih heliciteta imaju razliite slabe interakcije uslijed narusenja parnosti u
slabim interakcijama. Lako je vidjeti da to zaista mora biti tako.

Pri operaciji parnosti (transformaciji inverzije prostora) je X ——-X, t —>t, ali
aksijalni vektori, kao angularni moment Xxp ili spin (sopstveni angularni moment
Cestice), ne mijenjaju znak 6 — G, pa jednadzbe (3.157) mijenjaju znak jer p mijenja
znak, §to znaci da y — — ygr . Kad bi parnost bila simetrija fizike elementarnih Cestica
oba rjeSenja bila bi ekvivalentna. Ali, parnost nije simetrija svemira jer slabe interakcije
narusavaju parnost, §to znaci da y_ i yr imaju razli¢ite slabe interakcije.

Reprezentacija ys-matrice (3.151) dozvoljava da se definiraju projekcioni operatori
heliciteta za fermionska lijeva i desna stanja

p =2t (0 0) p 1ty (1O} (3.158)
2 o 1 2 oo

Lako je vidjeti da su P, i Pr projektori, tj. da zadovoljavaju relacije

P|_2:P|_, PRZZPR; PLPr=0, PL+Pr=1. (3.159)
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Za svako rjeSenje Diracove jednadzbe u vrijedi u = (P_+ Pr) U = u_+ Ur , gdje su lijevo i
desno stanje fermiona

_p _0 0 UR_ 0 —p _1 0 uR_uR 3.160
el YEHE) e ) o

Zbhog komutacionih relacija P_y" = " Pg i Pry" = y" P_ za struju Diracovog polja
(3.141) je

VY =W (P +P)y" (P +Pr)w=WPy Py + WPy Pry
i kako je
Vo =Py =y'Py, =P, i Ve =P,
vrijedi
VY W=y W+ VRY e, (3.161)

Sto znac¢i da je helicitet fermiona ocuvan ako je interakcija oblika fermionske struje
(3.141).

U Lagrangianu SM srecijalno su vazni maseni Clanovi fermionskih polja oblika
My . [zrazen pomocu lijevih 1 desnih polja, fermionski maseni ¢lan je

Yy = \|_’(P|_2 + P:)\V =Y(PP. + PPV =Vry +VY yg . (3.162)
Ako Zelimo fermion bez mase dovoljno je uzeti yg = 0.
Elektromagnetske interakcije, koje oCuvavaju parnost, zavise od fermionske struje
(3.141), tj. (3.161), koja sadrzi i LL 1 RR c¢lanove sa jednakom vjerojatnoscu.

Ali, ako Zelimo da se pojavljuju samo LL ¢lanovi u struji (struja slabih interakcija)
imac¢emo

.1 1_
VY W= VY)Y A= =S A )y (3.163)

Struja oblika (3.163) naziva se V — A interakcija, jer je razlika vektorskog V i aksijalno-

vektorskog A ¢lana. Jasno je da pored lijeve, moze postojati i vektorska struja desnih
fermionskih stanja oblika
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1 _
S+ YW =Wy vi

koja se naziva se V + A interakcija.

Da bi interakcija bila V — A tipa, dovoljno je da u izrazu (3.163) samo jedno
spinorsko polje bude L stanje, na primjer yy"y, . To je zaista tako jer je za svako
Diracovo polje y =y, +V,,a vy vy, =0, zbog PrP. = 0. Interakcija bilo kojeg

fermionskog polja sa lijevim y ili desnim g fermionskim poljem uvijek mora biti V- A
ili V+A oblika.

Na kraju mozemo napisati Diracov Lagrangian — slobodni Lagrangian spinorskog
polja

£, =y(iy'a, -my , (3.164)

gdje se y i y smatraju nezavisnim poljima. Lako se uvjeriti da je Lagrangeova jednadzba
koja slijedi iz gornjeg Lagrangiana variranjem po y upravo Diracova jednadzba (3.124),
dok variranje po v daje hermitski konjugiranu Diracovu jednadzbu (3.139) za polje v .

Ako je masa fermiona m = 0 preostaje samo Kineticki ¢lan i Lagrangian postaje
£," =vyiv'o, v . (3.165)

U SM svi fermioni se opisuju Diracovim poljima bez mase zbog zahtjeva lokalne
gauge simetrije 1 svojstava slabih interakcija (narusenja parnosti), a kvarkovi 1 leptoni
dobijaju mase (¢lanove oblika my y u Lagrangianu) uslijed interakcija sa poljem Higgs

bozona poslije spontanog narusenja elektro-slabe simetrije.

Svi kvarkovi 1 leptoni u SM su fermioni spina % 1 njihov slobodni Lagrangian je zbroj
Lagrangiana (3.165) za polje svake Cestice.

U slijede¢em poglavlju o lokalnim gauge teorijama vidjet ¢emo da se sve interakcije
takvih bezmasenih fermionskih polja dobijaju iz njihovih slobodnih Lagrangiana le_(l/z)

(3.165) jednostavnom zamjenom 0, — D, , gdje je D, kovarijantna derivacija odredena
grupom lokalnih gauge simetrija interakcija tih fermiona.
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3.6 Lagrangiani polja spina g (gravitina) i spina 2 (gravitona)

lako ih u SM nema, kompletnosti radi, navedimo slobodne Lagrangiane za polja spina
3 i spina 2 . Dosada nije otkrivena nijedna Cestica spina g , ali postoje vrlo interesantne

teorije elementarnih Cestica koje pretpostavljaju postojanje takvih Cestica — supersimetrija
(SUSY) i supergravitacija. Te teorije predvidaju postojanje dodatne simetrije
(supersimetrije) izmedu bozona i fermiona, tako da za svaku poznatu Cesticu (particle)
predvidaju postojanje jos neotkrivene super-Cestice partnera (sparticle) spina umanjenog

‘. .3 : e . . .
za ‘5. Cestica spina 3 naziva se gravitino i ona je fermionski super-partner kvantu
gravitacijskog polja — gravitonu, koji je bozon spina 2.
Do danas su gravitoni samo indirektno detektirani. Svi fizicari vjeruju da ¢e gravitoni

uskoro biti otkriveni i direktno u zemaljskim ili satelitskim eksperimentima, a moguce je
da ¢e eksperimenti na LHC-u uskoro otkriti i super-cestice.

Lagrangian slobodnog polja spina g bez mase je (Rarita — Schwinger, 1941.)

/ 1 o
£, 00 == 2" 51,0, v, (3.166)

gdje je €"P° potpuno antisimetriéni tenzor, a (y,), je vektorski spinor — za svaki
vektorski Lorentz indeks pu = 0,1,2,3 po jedan spinor (4-komponentni vektor) Cije su
komponente o = 1,2,3,4. Za masivni gravitino je

/ 1 VPO — 1 v
L7 ==Y 0, v, -5 Moy, - (3167)

Moze se pokazati da se polja gravitina y, U (3.167) mogu redefinirati tako da se u
jednadzbama gibanja pojavljuju samo dijagonalni maseni ¢lanovi.

Iz Lagrangiana (3.167) variranjem po y, lako se dobije jednadzba gibanja masivnog
gravitina

("™ ygy,0, +mo* Jy, () =0 . (3.168)

Einsteinov (ili Eistein-Hilbertov) Lagrangian iz Opce teorije relativnosti za tenzorsko
polje g,.(X) spina 2 koji opisuje slobodno gravitacijsko polje je
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%=1 Sgr, (3.169)

2xC

4

gdje je gravitacijska konstanta k = 8rG =2.07x10"% ki , detg,w=—0, aR je skalarni
C g

Riemannov tenzor definiran kao
R=0¢" R, gdjeje: Ruw=0" Rouov - (3.170)
Riemannov tenzor zakrivljenosti je
Ruvpo = Gua R%po = Qo (T, p = T 0 + Tho T4 = TP %), (3.171)

gdje su Christoffelovi simboli funkcije gravitacijskog polja (metrickog tenzora) g, (X) i
njegovih prvih parcijalnih derivacija

1 s
quv :E gx (Govip * Gopv = Gpvia ) - (3.172)
Indeks iza tocke-zareza oznacava parcijalnu derivaciju po odgovaraju¢oj koordinati, tj.
09,
axpu = augpﬁ = gpc;u '

Tenzorsko polje g,.(x) odreduje geometrijska svojstva prostor-vremena — to je
metric¢ki tenzor Riemannova prostora koji odreduje udaljenost dvije bliske tocke

ds? = g, dx"dx", (3.173)

Sto je veza geometrije prostora i gravitacijske sile u Opcoj teoriji relativnosti — prisustvo
gravitacijskog polja ekvivalentno je zakrivljenosti prostor-vremena. Faktor ./—g je

2
Jacobian nephodan da osigura da djelovanje sustava I( : :Zic'fd“x,/—g R bude skalar
K

poslije d*x integracije.

U Opcoj teoriji relativnosti, ako uz gravitacijsko polje g,.(x) imamo jo$ i neka polja
tvari ¢a(x) Cestica spina razli¢itog od 2 koje su opisane Lagrangianom Lim = Lm(da, 0u0a),
ukupan Lagrangian sustava je zbroj Lagrangiana gravitacijskog polja i Lagrangiana
materije: £ = £y @ + \/—_g L, . Variranjem po g, dobijaju se Eisteinove jednadzbe Opce
teorije relativnosti (Einstein 1915.)

RHV—%gHVR =Kk Jpy . (3.174)
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Na lijevoj strani je Riemannov tenzor R, koji odreduje geometrijska svojstva prostor-
vremena, a na desnoj strani je tenzor energije-impulsa 3, polja materije

~ oL
S = _guv[’M +Za(a”'\(;) )avd)a ! (395)

koja je izvor zakrivljenosti prostor-vremena, tj. gravitacijskog polja.

Einsteinove jednadzbe (3.174) mogu se napisati i u obliku

o~ 1 o~
Ruv :_K(Juv_igpvd) ’ (3175)

~

gdje je 3 = g"" 3, , tako da je jo§ ociglednije da tenzor energije-impulsa materije 3,
odreduje tenzor zakrivljenosti R, prostor-vremena.

Pokus$aj kvantizacije gravitacijskog polja g,.(x) zahtijeva uvodenje polja gravitona
h,(X), Cestica bez mase koje su kvanti gravitacijskog polja spina 2, prema

Iuv(X) = Ny + 1 (X), (3.176)

gdje je N,y konstantni metricki tenzor ravnog Minkowskog prostora

+1 0 0 O
- 0 -1 0 O | (3.177)
10 0 -1 0

0 0 0 -1

Bozonska polja, pa tako i polje gravitona hy,, su dimenzije 1, tj. mase® ~ E, [precizno,
(duljina) ~ %, tako da Lagrangeova gusto¢a ima dimenziju (duljina) ~*, §to osigurava da je
djelovanje skalar] — §to se lako vidi po masenom &lanu m?¢?, na primjer. Dimenzija polja
gravitona h,, zato nuzno zahtijeva prisustvo dimenzione konstante x u (3.176) i to je
osnovni problem u pokuSajima nalaZenja kvantne teorije gravitacijskog polja — teorija
nije renormalizabilna jer Feynmanovi dijagrami sa razli¢itim potencijama h,, imaju
razli¢ite dimenzije i nikako se ne mogu medusobno kratiti.

U SM postoje Cestice spina 0, 1 1 %2 (SM ne ukljucuje gravitone). Na kraju mozemo
napraviti preglednu listu Lagrangiana slobodnih polja koja se pojavljuju u SM 1 jednadzbi
gibanja koje iz njih slijede.
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1) Slobodno realno polje spina 0 i mase m (skalarno ili pseudoskalarno)

£y© :% [6,00" ¢ —m2¢?], (3.178)

zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzbu:

(6,8" +m?)$=0. (3.179)

2) Kompleksno skalarno ili pseudoskalarno polje mase m (dva realna polja iste mase)

le.(O):% [0 10" 1 —m’ §2°] + % [0u 020" go—m* 42" ] = 0, 0% o—m* %9,  (3.180)

gdje je
b= (utid), G ¢F==(h-id),  (381)
V2 V2
zadovoljava
(6,8" +m?) o= (6,8" +m?)¢p*=0. (3.182)

3) Slobodno Abelovo vektorsko (spina 1) polje mase m

LO=- TR P o mA A" (3.183)
gdje je
FRY = BHAY — 0VAH (3.184)

zadovoljava Maxwellove jednadZbe za masivni vektorski gauge bozon (bez izvora)
O F™ + m?A¥ = 0. (3.185)

Ako je, kao u elektrodinamici, m = 0, Maxwellov Lagrangian slobodnog vektorskog polja
je samo prvi ¢lan iz (3.183)

1.
Ls..(”:—ZFWF“ : (3.186)

jer nema masenog Clana.
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4) Slobodno fermionsko polje (spina %) i mase m

£y" =y(iy"o, —m)y, (3.187)
zadovoljava Diracovu jednadzbu

(i'8,-m)y=0 ili y(iy"o, +m)=0. (3.188)

Da bi mogli napisati kompletan Lagrangian SM elementarnih Cestica, koji sadrzi polja
kvarkova 1 leptona, te gauge bozona i Higgs bozona, nedostaje nam jo§ generalizacija za
slucaj vise vektorskih polja (gauge bozona) koja medusobno ne komutiraju (Lagrangian
ne-Abelovskih vektorskih polja). No, da bi se do§lo do Lagrangiana takvih Yang-Mills
teorija mora se prvo umjesto slobodnih, razmotriti teorija interagujucih polja i iskoristiti
simetrija teorije (gauge simetrija) da se dode do Lagrangiana interakcije gauge teorija.
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Zadaci:

Zadatak 3.1. Pokazati da su Lagrangeove jednadzbe koje slijede iz (3.18) upravo
Maxwellove jednadzbe.

Zadatak 3.2. Pokazati da Proca Lagrangian daje jednadzbe gibanja masivnog
vektorskog polja (3.23), tj, (3.24).

Zadatak 3.3. Pokazati da je Yukawa-in potencijal (3.27) rjeSenje jednadzbe (3.26)
koje i§¢ezava u beskonacnosti.

Rjesenje:

Treba pokazati da je: v’ o= m & —qd(T), gdje je: ¢(T) =ie—=m,prl cemu je

o¢ito da ¢(7) — 0 kad r - o . Kako je: V2m = ( j (‘PV += V‘Pj , te:
r
1 r o - . .
V—=—L2 , VP =—-m¥T i V-r:g lako se dobija: V 2o ey 1 odakle
r r r r r r

odmah slijedi trazeni rezultat zbog: V* c —4n (7).
r

Zadatak 3.4. Pokazati da su tri operatora (Si)jx = — isijk , ha primjer

0 10
S,=—i|-1 0 0],
0 00

zadovoljavaju komutacione relacije [S;,S;] = isiSk i da vrijedi S = S;° + S,° + S5° = 21,
Sto znaci da su reprezentacija operatora angularnog momenta za spin 1.

Zadatak 3.5. Pokazati da iz Schrodingerove jednadzbe (3.44) slijedi zakon o¢uvanja
vjerojatnosti (3.46).

Zadatak 3.6. Pokazati da normalizacioni faktor 1 u (3.74) osigurava normiranost

J2

polja ¢ i ¢*, ako su polja ¢1 i ¢, bila normirana.
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Zadatak 3.7. Pokazati da vjerojatnost bilo kojeg procesa ostaje nepromjenjena ako
stanja fizikalnog sustava |‘P> transformiramo unitarnim operatorom U .

Zadatak 3.8. Koriste¢i izraze (3.89)—(3.92) pokazati da vazi zakon ocuvanja 4-
impulsa (3.94), gdje je tenzor energije-momenta definiran u (3.95).

Zadatak 3.9. Polazeéi od izraza (3.106) pokazati da su uvjeti koje moraju ispunjavati
matrice o i  upravo (3.108)—(3.110).

Zadatak 3.10. Pokazati da uvjete (3.108)-(3.110) minimalno mogu zadovoljiti
matrice reda (4x4).

Zadatak 3.11. Pokazati da (4x4) matrice (3.117) zadovoljavaju uvjete (3.108)-(3.110).

Zadatak 3.12. Koriste¢i uvjet antikomutiranja y-matrica (3.121), dokazati linearnu
nezavisnost matrica F;‘V , (n=1,2,...,16), nizom slijedec¢ih argumenata:

1) Zasvako I'", je: (F”)Z =+1 .

2) Zasvako I'", osim I'°, postoji '™ takvodaje: T"T" =—T"T".

3) Zasvako I'" vazi: TrT"=0.

4) Zasvakadva I'™ i T", m=n, postoji I'* =", takvo daje: I"T" =T"°.

5) Ako postoje brojevi a, takvi da je: Y a,I" =0, mnoze¢i s I = [°, uzimajuci

trag i koriste¢i (3), pokazati da mora biti: ap, = 0. Ako je '™ =T°, slijedi jo i as =
0, Sto znaci da su svi koeficijenti a, = 0.
Zadatak 3.13. Pokazati da su komponente od c"’ :% [v", v'] u reprezentaciji y-

k
matrica (3.119) upravo: c" =[(; ij , gdje su i,j,k = 1,2,3 cikli¢ni indeksi, a: ¢” =
c
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Zadatak 3.14. Pokazati da matrice """ zadovoljavaju komutacione relacije:

[6",6™] = ¢"° 6" + ¢"P 6" — g** "7 — g c*° .

Zadatak 3.15. Pokazati da je [§ H]=—iy07><|6, gdje je operator spina definiran u

(3.127), a H je Hamiltonian Diracove Cestice (3.125). Pri dokazu moZe pomo¢i da se prvo
dokaze komutaciona relacija:

[6"7 = 2i(y'g™ - vg") .

Zadatak 3.16. Pokazati da je [§ P, H]= 0, gdje je H je Hamiltonian Diracove Cestice
(3.125).

Zadatak 3.17. Pokazati ispravnost relacije (3.128).

Zadatak 3.18. Pokazati da je (3.139) hermitski konjugirana Diracova jednadzba
(3.124).

Zadatak 3.19. Pokazati da y-matrice u reprezentaciji (3.151) zadovoljavaju uvjete
anti-komutativnosti (3.121).

Zadatak 3.20. Pokazati da su spinori (3.154) zaista rjeSenja Diracove jednadZzbe
(3.150).

Zadatak 3.21. Pokazati da za projekcione operatore P, i Pg vaze relacije (3.159).

Zadatak 3.22. lzraziti yy y.pomoéu dvo-komponentnih kiralnih (chiral) spinora .
i YR .

Zadatak 3.23. Eksplicitno pokazati da Diracove jednadzbe za wy iy slijede iz
Lagrangiana (3.164).
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4. BaZzdarne (gauge) teorije

Gauge teorije sadrze polja Cestica materije (kvarkova i leptona) i gauge bozona koji
su medijatori interakcija medu njima. Takve teorije su nuzno teorije interagujucih (ne
slobodnih) polja u kojima su interakcije medu poljima (tj. sile medu Cesticama) oblika
odredenog gauge simetrijom teorije. Razmotrimo prvo kako se uvodi interakcija u teoriju
polja.

4.1 Interakcije u kvantnoj teoriji polja i Feynmanovi dijagrami

Interakciju medu poljima razmotrimo na jednostavnom primjeru slobodnog realnog

skalarnog polja ¢iji je Lagrangian (3.38)

Ls..((”:%[ama%—mz&] . (4.1)

Ako slobodnom Lagrangianu (4.1) dodamo Lagrangian interakcije oblika

Lin = = () p(¥) , (4.2)

ukupni Lagrangian je
1
0= 0004 00 =2 10:00°0-m*¢"1-0p,  (43)

i Lagrangeova jednadzba za polje ¢ postaje
B, +m)o=p. (4.4)

Po analogiji sa elektrodinamikom p(x) interpretiramo kao gustocu izvora polja ¢(X).

PonaSanje sustava analizirajmo za najjednostavni slucaj, vremenski nezavisnog
tockastog izvora jakosti (naboja) g koji miruje u ishodistu

p(x) =g8(X) , (4.5)
tako da jednadzba (4.4) postaje
-Vi+m*)$(X) =93 (X) , (4.6)

1 moze se rjesiti Fourierovim transformom
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1

%)= —[d’k e ““§(K) . 4.7

00 = [ o(k) (4.7)

Kako je eksponencijalna reprezentacija d-funkcije: 8(X) = (21)3 Id?’k e ¥ , Za Fourierov
T

transform ¢(k) se dobija

— g 1
(k) = (211)3/2 Kom? (4.8)
sa rjeSenjem
b0 =0 [dk @9)
" (2n)° kK +m? '

Napomena: U opéem slucaju, kad izvor nije vremenski nezavisan, nazivnik u (4.9)
mora biti: k¥ — m? , gdje je k? = K, K" = ko’—k’, tj. propagator skalarne Gestice je:
1
k?—m?

Izaberemo li koordinatni sustav tako da je vektor X duz z-osi, u sfernim koordinatama
imamo k- X =krcos, pa je

2 kidk T, Y. 2nt kdk [, - 2nt kdk
d eIIQ’COSGd COS@ _&" e|I<r _e—lkr _ &t elkr )
Ik2+m2~£ (p;[ (cos6) ir0k2+m2( ) ir 2 k?+m?

0

Kompleksnom integracijom u skladu s Jordanovim teoremom, biraju¢i Im k > 0 ,

zatvarujuci konturu u gornjem dijelu kompleksne k-ravnine i koriste¢i reziduum Ee_ m

za k =1im, rjesenje je Yukawa potencijal

—mr

- e . .
¢(x)=i— , gdje jer r=|x]| . (4.10)
dn r

. . . . . . 1
Gornji izraz je polje tockastog izvora jakosti (naboja) g u ishodistu dosega r e Ako

zamislimo jo$ jednu Cesticu (izvor) gustoce p,(X), Hamiltonian interakcije (energija
interakcije) izmedu ta dva izvora, tj. precizno, izvora p,(X) i potencijala (4.10) prvog
izvora, je: H:jdsx ¢, (X) p,(X), analogno izrazu za elektrostatsku potencijalnu energiju u

klasi¢noj elektrodinamici.
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Da izraz ufinimo simetricnim po oba izvora, izrazimo polje prvog izvora (4.10) kao
integral

—-m| X-X]|

| XK (4.11)

Zamjena p,;(X)=06(X) u (4.11) odmah daje (4.10). Hamiltonian interakcije izmedu
dvije cCestice (izvora) se onda moze napisati u obliku koji je potpuno simetri¢an po
koordinatama obe Cestice

1 i d? e‘m"—‘r’“z‘
Hio=— X, d°x, p(X X,))——m—. 412
127 1 [ 8P p(R)p(Ra) T (4.12)
Izraz (4.12) pokazuje da je potencijalna energija dviju Cestica na udaljenosti r
-mr
V() =- 2928 (4.13)

AT v

§to u limesu m — 0 daje Coulombov potencijalnu energiju dva toCkasta naboja
(konstante interakcije — naboji g; i g, su iz izvora prebacene u potencijalnu energiju).

U klasi¢noj elektrodinamici silu izmedu dva naboja na makroskopskim rastojanjima
prenose njihova elektromagnetska polja. Na mikroskopskim rastojanjima ova
interpretacija viSe ne zadovoljava, zbog kvantizacije djelovanja. Zato se u kvantnoj teoriji
polja interakcija, tj. sila medu Cesticama, interpretira kao razmjena (emisija i apsorpcija)
kvanata polja, Sto se bazira upravo na izrazu (4.12), a precizno formulira drugom
kvantizacijom teorije polja.

1949. Feynman je razvio graficku tehniku (Feynmanovi dijagrami) za racunanje
vjerojatnosti procesa u kvantnoj teoriji polja. Matri¢ni elementi fizikalnih procesa radi
jednostavnosti najces¢e se racunaju u impulsnom prostoru. U skladu sa (4.9) razmjena
jednog kvanta skalarnog polja — Gestice spina 0, mase m i impulsa k" reprezentira se u
kvantnoj amplitudi procesa propagatorom

e (4.14)

ili precizno: u Feynmanovom dijagramu svakoj unutarnjoj liniji bozona spina 0, mase m i

impulsa k" pridruzuje se propagator

i
K:—m?

i Ar(K) =

(4.15)
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Ovo je prvi primjer pravila po kojima se u kvantnoj teoriji polja bilo kojem
Feynmanovom dijagramu koji reprezentira neki fizikalni proces pridruzuje kvantno-
mehanicka amplituda tog dijagrama.

Svaki Feynmanov dijagram sastoji se od spoljasnjih linija koje reprezentiraju Cestice
(bozone ili fermione) u inicijalnom i finalnom stanju, unutarnjih linija Cestica u
«medustanju» 1 verteksa («Cvorova») dijagrama gdje se srecu tri ili viSe linija koji
reprezentiraju emisiju ili apsorpciju Cestica medijatora interakcije. Lagrangian teorije
omogucuje da se nadu pravila pridruzivanja multiplikativnih faktora svakoj vrsti linija
(Cestica) 1 svakom tipu verteksa u Feynmanovom dijagramu. Na taj naCin se moze
napisati amplituda svakog dijagrama. Spoljasnjim linijama pridruZzuju se valne funkcije
tih Cestica, unutarnjim linijama pridruzuju se propagatori tih Cestica, a «Cvorovimay se
pridruzuju verteks faktori.

Vjerojatnost nekog fizikalnog procesa je kvadrat apsolutne vrijednosti zbroja
amplituda svih Feynmanovih dijagrama koji odgovaraju tom procesu.

Bilo koji fizikalni proces, raspad ili rasprSenje elementarnih Cestica na primjer, je
prijelaz iz nekog pocetnog i u neko krajnje stanje f. U prvoj aproksimaciji, koja se naziva
Born aproksimacija, matri¢ni element My procesa i — f je: Mg = <f |V|i> , gdje je
potencijal V upravo Lagrangian interakcije V = Ly, odgovarajuée kvantne teorije polja
kao u Poglavlju 2.

Prototip kvantne teorije polja je kvantna elektrodinamika — teorija fermionskog polja
(), tj. Gestica spina % , mase m i naboja q = —e, elektrona i vektorskog polja A*(x), tj.
Cestica spina 1, bez mase — fotona. Za kvantnu elektrodinamiku (QED) Lagrangian
interakcije je u skladu sa (3.21)

Lint == juA" = eyy, y A", (4.16)

gdje je ju(x) vektorska struja elektrona (3.142) u kojoj su y i y polja finalnih i
inicijalnih elektrona e, a A" je polje fotona y. Lagrangian interakcije sadrzi tri polja i
predstavlja eey verteks teorije.

Prema tome, ukupni Lagrangian kvantne elektrodinamike je zbroj Diracovog
Lagrangiana (3.164) za polje elektrona, Maxwellovog Lagrangiana (3.20) za polje fotona
i Lagrangiana interakcije (4.16)

£ =(iy, 0" ~my - % P reyywAt, - (41D
gdje je
F* = "AY — A" (4.18)
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Elementarni proces kvantne elektrodinamike je e — e + y, u kome inicijalni
elektron impulsa p, emitira foton impulsa k i nastavi gibanje (skrene) kao finalni elektron
sa impulsom p’, tako da je: p,” = p, + K, . Taj proces reprezentira se dijagramom u kome
u verteks ulazi linija inicijalnog elektrona impulsa p, , a iz verteksa izlaze linije finalnog
elektrona impulsa p,” i linija fotona impulsa k,. U skladu sa (3.147), valna funkcija

inicijalnog elektrona je w:u(p)e_ip'x, a za finalni elektron valna funkcija je
y=u(p)e . Valna funkcija fotona je: A, = ¢,e ", gdje je g, vektor polarizacije
fotana. Slika 4.1 prikazuje Feynmanov dijagram ovog elementarnog procesa. Faktor koji
se pridruzuje eey verteksu je iey" $to je upravo Lin bez valnih funkcija ¢estica. Tako je u
svakoj teoriji polja: interakcioni Lagrangian direktno daje elementarne procese teorije
koji se reprezentiraju osnovnim verteksima teorije. Dijagrami viSeg reda (sa viSe
verteksa) koji reprezentiraju kompliciranije procese dobijaju se spajanjem viSe
elementarnih dijagrama.

+ip’-)( +ik-X

Proces: e > e +y

Y
iey!
e —>
vrijeme —
-
eey verteks faktor: iey"
Slika 4.1

Analogni elementarni proces sa antiesticama — emisija fotona od strane pozitrona,
prikazan je na Slici 4.2. Jedina razlika je da se pozitron prikazuje kao elektron koji se

giba unazad u vremenu, tj. opisuje valnom funkcijom v(p) e"**, ili v(p)e ™.
Proces: " —»e" +7v
e +
vrijeme —
eey verteks faktor: iey"

Slika 4.2

Svi elementarni procesi prvog reda (sa samo jednim verteksom), tj. oni Feynmanovi
dijagrami Cije amplitude su prvog reda po konstanti interakcije (naboju) e, u kvantnoj
elektrodinamici prikazani su na Slici 4.3. Gibanje jedne Cestice odredenog impulsa
prikazuje se odgovaraju¢om linijom —valovitom za foton, a ravnom za elektron.
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Tim linijjama se pridrizuje propagator koji je inverzni operator kinetickog (kvadratnog)
¢lana Lagrangiana odgovaraju¢eg polja za svaku unutarnju liniju, a valna funkcija Cestice
za svaku spoljasnju liniju u dijagramu.

<

a) e >e +y b) e +y—>e

—_— b
/

c) ef—>e'+y d e"+y—e'

NG e
_ e

~N

e) e +e >y fly>e +e

/

N

\ /VVV/\}
g [0)>e +e"+y h) e +e" +y—|0)

Slika 4.3

Elementarni procesi sa Slike 4.3 su redom:

a) emisija fotona od strane elektrona,

b) apsorpcija fotona od strane elektrona,

¢) emisija fotona od strane pozitrona,

d) apsorpcija fotona od strane pozitrona,

e) anihilacija elektron-pozitron para uz emisiju fotona,

f) kreacija elektron-pozitron para od strane fotona,

g) kreacija elektron-pozitron para i fotona iz vakuuma,

h) anihilacija elektron-pozitron para i fotona u vakuum.
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U prvoj aproksimaciji [ako zanemarimo fazne faktore (£ i, + 1), spinske faktore u
brojniku propagatora, pravila integracije po zatvorenim konturama u kompliciranijim
dijagramima sa zatvorenim petljama, itd.], amplituda Mg bilo kojeg Feynmanovog
dijagrama sastoji se od slijede¢ih multiplikativnih faktora:

» Zasvaki verteks odgovarajuéi verteks faktor (npr. iey" za QED),

> Zasvaku unutarnju liniju 4-impulsa g i mase m propagator —; ey
» Spinor U za svaki fermion u konacnom stanju, a spinor u za svaki fermion u
pocetnom stanju (i takode, V za svaki inicijalni antifermion, a v za svaki finalni
antifermion); 1 za svaku skalarnu Cesticu bilo u pocetnom ili u konacnom stanju;
&y za svaki vektorski bozon bilo u po¢etnom ili u kona¢nom stanju. Ovi faktori su
valne funkcije odgovarajucih Cestica bez dijela koji daje prostorno-vremensku

zavisnost (ravni val).

Napomena: Gornja aproksimativna pravila za Feynmanove djagrame na isti nacin
tretiraju sve vrste Cestica 4-impulsa g u unutarnjim linijama dijagrama — svakoj
pridruzuju propagator (q2 — m2) -+, Brojnici propagatora zavise od spina cestice, tako da
Su propagatori ustvari:

= Zasvaku unutarnju liniju bozona spina 0 , mase m i impulsa g

iAcG) = (4.19)

= Zasvaku unutarnju fermionsku liniju spina % , mase m i impulsa q

. i i(y"q, +m)
ISF(q) = . = 2 B 2 , (4.20)
Yq,—m g -m
= Zasvaku unutarnju liniju fotona (spina 1 i mase m=0) impulsa q
. O
IDF(Q)p =—1—5-, (4.21)
q
= Zasvaku unutarnju liniju bozona spina 1, mase m i impulsa q
q.q,
gw o 2
IDe(Q)uy = _ifmmZ' (4.22)
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Kako je izloZzeno u Poglavlju 2.5.1, pomoc¢u amplituda Feynmanovih dijagrama
sistematski se mogu raCunati vrijednosti fizikalnih opservabli — Sirine raspada (decay
widths) I" i udarnih presjeka rasprsenja (cross sections) ¢ raznih procesa sa elementarnim
Cesticama, koje se onda mogu uspedivati sa rezultatima eksperimenata.

Svi elementarni procesi sa Slike 4.3 nisu realni, nego virtualni procesi, jer svaki
naruSava zakon ocuvanja energije. Na primjer, u procesu a) inicijalni elektron impulsa p,,
emitira foton impulsa k,, i prelazi u finalni elektron impulsa p,.". Zbog zakona o¢uvanja 3-
impulsa u sustavu mirovanja inicijalnog elektrona taj proces je

e (E,0) >e (E,—Kk)+y(k,k), (4.23)

gdje je k :‘R‘ . Za realne clektrone je: E=m iE = k? +m? i zakon oduvanja energije
ne vazi u verteksu procesa a) jer je m -/ k’+m’+k,zasvakok=0.U kvantnoj fizici

zbog relacija neodredenosti (At)(AE) > g moguce je u kratkom intervalu vremena narusiti

zakon ocuvanja energije. Takvi procesi nazivaju se virtuelnim.

Kombinacijom bar dva virtuelna procesa — jednog koji u kratkom vremenu narusava
zakon oCuvanja energije za AE i1 drugog koji ga naruSava za — AE, moze se napraviti
realan proces u kojem vazi zakon ocuvanja energije za pocetno i konac¢no stanje. Moguca
je 1 malo drugacija interpretacija, primjerenija kvantnoj teoriji polja, po kojoj zakon
ocuvanja energije uvijek vazi za realne (opservabilne, tj. fizikalno mjerljive) Cestice, ali
ne-mjerljive virtuelne Cestice u unutarnjim linijama dijagrama nisu na masenoj ljusci
(mass shell), tj. za njih ne vazi: E>=k®+m’. U takvoj interpretaciji svaka realna,
fizikalna Cestica je samo jako dugo (beskonacno) zivuca virtualna Cestica.

Za realne procese u fizici elementarnih Cestica inicijalna 1 finalna stanja
aproksimativno uvijek odgovaraju trenucima tj - — o« i t —» + oo, kao u svakom
eksperimentu rasprSenja. Zato je At — + oo, pa je AE — 0, $to znaci da u realnim
procesima mora vaziti zakon oCuvanja energije. Isti zakljucak slijedi razmatramo li
stvarna inicijalna i finalna stanja sustava Cestica koja se koriste u eksperimentima.
Najcesc¢e su to upravo svojstvena stanja slobodnog Hamiltoniana koja imaju precizno
definiranu energiju, tako da je neodredenost energije AE =0, Sto opet znaci da vazi zakon
ocuvanja energije.

U kvantnoj elektrodinamici Feynmanov dijagram svakog realnog procesa sadrzi bar
dva elementarna dijagrama — bar dva verteksa, sa Slike 4.3. Za primjer, uzmimo realni
proces elasti¢nog rasprsenja elektrona na elektronu

e te =e +e . (4.24)
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Dva inicijalna elektrona u procesu rasprSenja mogu razmeniti jedan foton — jedan
elektron emitira foton koji drugi apsorbira. Za taj proces vazi zakon o¢uvanja energije-
impulsa: p; +p2 = p1” +p2” . Proces predstavljaju dva Feynmanova dijagrama prikazana na
Slici 4.4 (a) i (b), koji se razlikuju samo po tome koji elektron emitira razmjenjeni foton,
tako da je

(@ k=pi—pi" =p2" —p2, (b) k=p2—p2"=p1"—p1.

Y e
/
o g ™

@) (b)
Slika 4.4

Proces elasti¢nog raspSenja elektrona na elektronu (4.24) opisuju ne samo dva dijagrama
sa Slike 4.4, ve¢ i beskona¢no mnogo drugih Feynmanovih dijagrama, jer elektroni mogu
medusobno razmjeniti ne samo jedan, ve¢ proizvoljan broj fotona. Na Slici 4.5 prikazan
je jedan od dijagrama dvo-fotonske razmjene.

P1 p1’

P2 \
p

2

Slika 4.5
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Da se nade udarni presjek o nekog realnog procesa, recimo (4.24), treba naéi
amplitude svih Feynmanovih dijagrama koji opisuju taj proces, zbrojiti ih i nac¢i kvadrat
apsolutne vrijednosti tog zbroja. Kako svakom realnom procesu uvijek odgovara
beskonacno mnogo Feynmanovih dijagrama, trazenje sume reda koji se tako dobija je u
pravilu dosta komplicirano.

Na sre¢u, u renormalizabilnim teorijama mozemo koristiti teoriju perturbacija koja
dozvoljava da se dobiju aproksimativno to¢ni rezultati uzimajuc¢i u obzir samo prvih
nekoliko ¢lanova reda — Feynmanove dijagrame najnizih redova. Dijagrame rangiramo
po potencijama konstante vezanja (naboja), tj. po broju verteksa, jer se svakom verteksu
pridruzuje faktor (— e) koji mjeri jakost interakcije izmede polja elektrona y(X) i polja
fotona A*(x) . Dijagrami sa Slike 4.4 su najnizeg reda za proces (4.24), reda dva, $to
zna¢i da je njihova amplituda proporcionalna sa e*. Dijagrami dvo-fotonske izmjene, kao
primjer sa Slike 4.5, su reda Cetri 1 imaju amplitudu proporcionalnu sa ¢*. Dijagrami tro-
fotonske razmjene su reda Sest, tj. ¢°, itd.

Za kvantnu elektrodinamiku konstanta vezanja je ustvari konstanta fine strukture

1 e 1
4ne, hc 137

(0

Sto zna¢i da dijagrami dvo-fotonske razmjene imaju amplitude 137 puta manje od
dijagrama jedno-fotonske razmjene. Sa porastom reda dijagrama raste broj individualnih
Feynmanovih dijagrama, ali u renormalizabilnim teorijama je, za svaki proces, ukupna
kontribucija dijagrama reda n + 1, po apsolutnoj vrijednosti, manja od ukupne
kontribucije dijagrama reda n. Na primjer, za proces (4.24) postoje dva dijagrama 1-
fotonske izmjene, Cetri dijagrama 2-fotonske izmjene, osam dijagrama 3-fotonske
izmjene, itd. To znaci da je doprinos dijagrama 2-fotonske razmjene ukupnoj amplitudi

procesa (4.24), najvise % < 1.46 % amplitude dijagrama 1-fotonske razmjene. U teoriji

postoji jo§ dijagrama &etvrtog reda e* za proces (4.24), tzv. radijativne korekcije — na
primjer, dijagram na Slici 4.6, ali je ukupna amplituda svih dijagrama reda e* po
apsolutnoj vrijednosti znatno manja od kontribucije procesa drugog reda e?.

Ocigledno je da bez obzira na to¢nost koju Zelimo postici, u obzir treba uzeti samo
kona¢no mnogo Feynmanovih dijagrama najnizih redova. Ako Zelimo to¢nost do na red
veli¢ine u pravilu je dovoljno uzeti samo dijagrame najnizeg reda 1 zanemariti sve
dijagrame visih redova.

U slucaju elektrodinamike prakticno na svakom koraku generalizacije od klasi¢ne
Newtonove mehanike sustava Cestica do kvantne teorije polja, fiziCari su se mogli
rukovoditi znanjem i analogijama iz klasi¢ne, relativisticke i kvantne fizike. Osnovni
razlog je dugi (beskonacni) doseg elektromagnetskih sila koje imaju bezbroj, dobro
istrazenih manifestacija u makroskopskom svijetu i nerelativistickoj kvantnoj mehanici.
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Slika 4.6

Problem sa slabom i jakom interakcijom bio je puno kompliciraniji jer, zbog iznimno
kratkog dosega < 10 *°>m, te sile skoro da i nemaju makroskopskih efekata i zato nam
nedostaje intuitivno razumjevanje njihovih svojstava. Kako se ne moze direktno mjeriti
sila na pojedinu kvantnu Cesticu, fizicari elementarnih Cestica uvijek se moraju oslanjati
na relativno mali broj vrlo slozenih eksperimenata rasprSenja ili raspada Cestica, koji se
usporeduju sa teorijskim prora¢unima svojstava mogucih modela.

Teorijska proucavanja simetrija, kako prostorno-vremenskih, tako i unutarnjih gauge
simetrija kvantnih teorija polja, dovela su pocetkom 1970-tih godina do otkrica SM
elementarnih Cestica. Ideja vodilja koja je omogucila da se teorija formulira i prije nekih
od najvaZznijih eksperimentalnih otkri¢a je princip lokalne gauge simetrije.

Osnovnim zahtijevima iz Poglavlja 1., ukljuujuci i renormalizabilnost teorije, moguéi
oblik Lagrangiana interakcija kvantnih teorija polja spina 0, 2 i 1 veoma je ograni¢en
uvjetom da svaki ¢lan u Lagrangianu bude operator dimenzije d < 4 po masi (energiji).
Lagrangian teorije mora biti skalar, §to zna¢i da Lagrangeova gusto¢a mora imati
dimenzije 1 "*~E*~m* u prirodnom sustavu jedinica. Kanonske dimenzije skalarnih,

spinorskih i vektorskih polja su 1, 3/2 i 1 §to je lako iS¢itati iz njihovih slobodnih
3

(kvadratniZh po poljima) Lagrangiana (3.178), (3.187) i (3.183): ¢ ~ m; y~ m?; A,~m,
te F,, ~m®.

Kako gustota Lagrangiana interakcije mora sadrzavati bar tri polja najopceniti
Lagrangiani renormalizabilnih teorija za Cestice spina 0 i 2 su
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e Skalarno polje (N polja spina 0)

(02 OV =2 0,4,0°0" ~ M”08 a9 F . (429

3| abc
Ovaj Lagrangian reprezentira N skalarnih ¢estica opisanih poljima ¢, (a = 1,2,...N), masa

M., koje imaju ¢° i ¢* medusobne interakcije jakosti odredene konstantama interakcije
Cabc | Aancd - KONstanta ¢y, ima dimenziju jedan, a Aqpcq je dimenzije nula.

e Spinorsko polje (M polja spina %)

Yy Vs Ya 1 —_— a l —a C
L2+ L D=2 oW O = DMWY 0 WO~ N Wi rsy gt (4.26)
Ovaj Lagrangian pretstavlja M fermiona spina % opisanih poljima , (a = 1,2,...M), masa
ma, Koje imaju takozvane Yukawa interakcije: wy¢ i yy.y¢é, sa skalarnim Cesticama
jakosti odredene konstantama interakcije gaps I hapec dimenzija nula.

U SM se ukupni renormalizabilni Lagrangian spinorskih i skalarnih polja, (4.25) i
(4.26), najcesce naziva Lagrangian “tvari“ (matter Lagrangian) £

Lm= L9 (10,00 + L7 (w.0), (4.27)
1 ¢ine ga Lagrangiani kvarkova 1 leptona (fermiona) i Higgs bozona.

Jedine renormalizabilne interakcije (operatori dimenzije d < 4) spin 0 1 spin 2 Cestica
su interakcije ¢ i ¢* skalarnih polja i Yukawa interakcije fermionskih i skalarnih polja.

Sa vektorskim poljima situacija je slozenija. Cak i slobodni Lagrangian masivnog
vektorskog polja (3.183) nije renormalizabilan! Razlog je tehnic¢ki kompliciran, ali u biti
se svodi na sukob dvije simetrije — Lorentz i gauge simetrije. Clanovi u Lagrangianu
(3.183) koji opisuju vektorska polja pomocu tenzora polja F* = 0*A" — 6"A" su Lorentz
invarijantni i renormalizabilni, jer je F*"¥ stvarno Lorenzov antisimetri¢ni tenzor drugog
reda.

Ali, maseni ¢lan koji zavisi od polja A" nije Lorentz invarijantan, pa ni
renormalizabilan, jer polje A"(x) nije pravi Lorentzov 4-vektor. Pri Lorentzovim
transformacijama A*(x) se transformira kao 4-vektor samo do na gauge transformaciju
d"A(X), gdje je A(x) proizvoljno skalarno polje, kao u (3.13). To je posledica ¢injenice da
polje A"(x) mozZe opisivati i vektorsku Cesticu spina 1, ali i skalarnu esticu spina 0, u
sluc¢aju kad je A¥(x) = &"¢(x) gradijent nekog skalarnog polja. Vektorsko polje A"(x)
minus gradijent skalarnog polja, jeste pravi Lorentz 4-vektor.
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Da bi ¢lanovi u Lagrangianu vektorskog polja koji sadrze A" bili Lorentz invarijantni
(pa onda, mozda i renormalizabilni) moraju biti gauge invarijantni. Maseni ¢lan mZA“AH
vektorskog polja ocigledno nije gauge invarijantan, pa ni renormalizabilan.

Zato, u renormalizabilnoj kvantnoj teoriji polja mogu postojati vektorska polja, koja
opisuju Cestice spina 1 — vektorske bozone, samo ako imaju masu nula — kao foton!

Slobodni Lagrangian vektorskog polja bez mase je Maxwellov Lagrangian (3.186) u
kojem se vektorski bozon opisuje tenzorom F" ¢ija je dimenzija dva. PokuSamo li
napisati interakciju vektorskog bozona i &estica spina 0 ili 4 pomocu tenzora polja F*,
¢ak i najjednostavniji ¢lan tipa yy, wF" je dimenzije pet, te nije renormalizabilan.
Prinudeni smo interakcije vektorskog polja s drugim Cesticama opisivati poljem AY(x),
cak 1 ako je odgovarajuci vektorski bozon bez mase. Ovo je tehnicki razlog zaSto se u
teoriji polja foton opisuje vektorskim poljem. No, postoje i mnogo vazniji fizikalni
razlozi za to. U slijede¢em poglavlju ¢emo ukratko razmotriti Aharonov-Bohm efekt koji
zahtjeva da se u kvantnoj fizici foton opisuju vektorskim poljem (tj. elektromagnetskim
potencijalom) A¥(x).

Napomena: | postojanje Coulombove elektrostatske interakcije izmedu dva naboja je
isto tako fizikalno mnogo vazniji razlog zasto u kvantnoj teoriji polja foton moramo
opisivati poljem elektromagnetskog potencijala A*(x), a ne tenzorom polja fotona F*"(x),
jer u limesu kad moment fotona tezi nuli (F*¥ teZi nuli) interakcija elektron-foton ne smije
teziti nuli. Vise o tome u Poglavlju 7.

Kako vektorsko polje A" nije pravi 4-vektor, jedini nadin da rin® Lagrangian
interakcije vektorskog polja bude Lorentz invarijantan je da bude i gauge invarijantan —
ovo je osnovni rezultat koji je omogucio razvoj lokalno gauge invarijantnih teorija polja,
kakav je i SM. Lagrangian interakcije £in® vektorskih polja gauge bozona — Gestica koje
su medijatori jakih i elektro-slabih interakcija u SM, prakti¢no je kompletno odreden
zahtjevima Lorentz i gauge invarijantnosti, te renormalizabilnosti.

Osnovnu ideju kako osigurati gauge invarijantnost £i® nije tesko razumjeti. Ako za
gusto¢u Lagrangiana interakcije polja vektorskog bozona A"(x) sa nekim poljem tvari ¢
odaberemo kao u elektrodinamici (3.18)

Lin == A ) 3u(4), (4.28)

gdje je Ju(¢#) vektorska struja polja tvari ¢. Pri gauge transformaciji polja vektorskog
bozona (3.13)

AM(X) — AM(X) + B*A(X), (4.29)
Lin™ se promjeni za

8 L™ = — 1) A (X) (4.30)
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ako je promjena polja tvari 6¢ = 0. Kako je Maxwellov Lagrangian slobodnog vektorskog
polja (3.186) ve¢ gauge invarijantan, da bi 1 gustoca Lagrangiana interakcije vektorskog
polja i bila gauge invarijantna, treba pokratiti ¢lan (4.30). Jedini na¢in da se to ugini
je da se ”prosiri“ gauge transformacija da djeluje i na polja tvari ¢x), tako da je jedina
promjena cijelog Lagrangiana tvari upravo 84m = — 8Lin'” . Nadin na koji se to moze
osigurati najlakse je demonstrirati malo po-op¢enim dokazom Noether teorema.

Neka Lagrangian tvari £m = Lm(¢a, Ou¢a) ima globalnu gauge simetriju pri kojoj je
promjena polja ¢4(x)

34°(x) = €' F(#,0.9), (4.31)

gdje je F4' (#,0,¢) neka lokalna funkcija polja tvari, a €' (i=1,2,...,N) je skup konstantnih
infinitezimalnih parametara koji odreduju globalnu gauge transformaciju. Izraz (4.31) je
generalizacija infinitezimalne gauge transformacije (3.81) za kompleksno skalarno polje.
Invarijantnost djelovanja je osigurana jer vazi

0=0Lm=

__OL gy 9L g peo| K —a( or Jsiﬁugia{ oL Fﬁ]
g™ (x) oo, g° () M agr(x) *ale, 4" (%) "l o6, 4 (%)

Prvi €lan na desnoj strani i§¢ezava zbog jednadZzbi gibanja polja ¢, a drugi ¢lan znaci
da invarijantnost Lagrangiana (precizno djelovanja) tvari £y pri globalnim gauge
transformacijama (4.31) osigurava ocuvanje 4-vektora Noether struje 0,ji'(x) =0.

Ocuvana struja je

. oL .
jF) = - F*, zasvakoi=1,2,..,N. (4.32)
aiam (x)i

Volumni integral j?(X) daje onda po jednu oduvanu veli¢inu (naboj) za svako i.

Zamislimo sad da je gauge transformacija polja ¢.(x) “prosirena“ na lokalnu, umjesto
globalne, tj. da umjesto (4.31) imamo

8¢°(x) = €' () Fi'(¢,0,9), (4.33)
gdje parametri gauge transformacije zavise od x* .
Tada Lagrangian £, nije lokalno gauge invarijantan jedino zbog apsi(x) ¢lana pri

parcijalnoj integraciji, pa je varijacija Lagrangiana tvari
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_ 8[, a i __sp i
Sﬁm_mﬁ 0,6 (¥ =]j{(0,&( - (4.34)

Poredec¢i (4.30) 1 (4.34) jasno je da se varijacije Lagrangiana interakcije vektorskog polja
i Lagrangiana tvari mogu pokratiti ako:

e Polje vektorskog bozona interagira sa ocuvanom Noether strujom j!'(X)
Lagrangiana materije

B@H=i'0., (4.35)

e se gauge simetrija ”prosiri“ na lokalne gauge transformacije svih polja u teoriji, i
polja tvari i polja gauge bozona, tako da je

SAM(X) = 3" A(X) , (4.36)
3¢°(x) = AX) F*(4,0,4) - (4.37)

Takvo “proSirenje globalne gauge simetrije polja materije spina ’2 i 0 na lokalnu gauge
simetriju naziva se ’gauging of symmetry“. U takvoj teoriji za svaki generator lokalne
gauge simetrije Lagrangiana tvari £y (svako i) mora se u teoriju uvesti po jedno
vektorsko polje AY(x) bez mase (gauge bozon), Cije su lokalne gauge transformacije
odredene izrazom (4.36). Lagrangian interakcije Lin® novouvedenog polja gauge bozona
sa drugim poljima tvari precizno je odreden izrazima (4.28) i (4.35).

U opc¢em slucaju ne-Abelove gauge simetrije, kad ima viSe (i > 1) vektorskih polja
Au'(x), lokalna gauge transformacija ¢e biti kompliciranija nego (4.36) i1 “rotirace* polje
jednog gauge bozona A,'(x) u drugo A /(x) [8.Lin u (4.30) ée zavisiti ne samo od 9, A(X)
veé i od A,'(x)], tako da ¢e i oCuvana struja j¥(X) zavisiti od A,'(x). Prema (4.28) onda
¢e se u teoriji, pored spin'z—spinl i spin0—spinl interakcija, pojavljivati i medusobne
interakcije samih polja vektorskih bozona, tj. spinl—spinl interakcije. Renormalizabilna
ne-Abelova teorija ¢e sadrZavati trostruka i ¢etvorostruka gauge bozon vezanja (triple and
quartic gauge boson couplings). Precizni detalji su tehnicki zahtijevni 1 ostavit ¢emo ih za
kasnije. Za sada, ve¢ moZemo nazrijeti kako izgleda Lagrangian SM — mora sadrZavati
lokalno gauge invarijantni £, Cestica spina % 1 0, te Lagrangian odgovarajucih vektorskih
polja gauge bozona, £4= £% = £, + £ ®.

Mozemo zakljuciti:

Poznavanje Lagrangiana slobodnih polja, koji su odredeni kvantnom mehanikom i
specijalnom teorijom relativnosti, i znane ili pretpostavljene, unutarnje simetrije
Lagrangiana tvari £y (elementarnih Cestica spina %2 i 0) koja je neka grupa gauge
simetrija, odreduje Lagrangiane interakcije Lin™ polja vektorskih gauge bozona (Cestica
koje su medijatori sila medu elementarnim Cesticama) i tako specificira renormalizabilnu
kvantnu teoriju svih tih polja.
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Historiski fizicari su oblik interakcija (sila) medu Cesticama direktno eksperimentalno
izmjerili, kao u slu¢aju Coulombovih sila, ili ga u teorijskim razmatranjima naprosto
pogodili, te u kasnijim eksperimentima potvrdili, kao u slu¢aju Newtonovog zakona
gravitacije ili Einsteinovog-Hilbertovog Lagrangiana Opce teorije relativnosti.

U gauge teorijama oblik interakcija je potpuno odreden grupom lokalnih gauge
transformacija koje su unutarnja simetrija medu poljima teorije. U osnovi, cjelokupni SM
elementarnih ¢estica moze se kompletno opisati samo jednom recenicom:

«SM je spontano naruSena lokalno SU(3)xSU(2)xU(1) gauge invarijantna teorija poljax!

Prvo ¢emo podrobnije razmotriti bazdarne (gauge) simetrije fizikalne teorije, a potom
mehanizam njihova spontanog narusenja.
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4.2 Gauge invarijantnost

U Poglavlju 3.1 spomenuli smo da klasi¢na elektrodinamika posjeduje lokalnu gauge
simetriju koja zna¢i da teorija ostaje invarijantna pri gauge transformacijama (3.6)

elektromagetskih potencijala A" = (¢, A)

OA(X)

B0 = 900 = 00) +— =, A(X) > A (x)= A(X) - VAX) , (4.38)
ili u relativisti¢koj notaciji (3.13)
A*(X) > A (x) = AM(X) + *A(X) (4.39)

gdje je A(x) proizvoljno skalarno polje.

Lako se vidi da gauge transformacije (4.38) ne mjenjaju ni elektromagnetska polja (3.5),
ni Maxwellove jednadzbe (3.3). Klasi¢na elektrodinamika moze se formulirati bez
uvodenja elektromagnetskih potencijala A"(x), samo pomoc¢u elektromagnetskih polja
E i B od kojih zavise elektri¢na i magnetska sila — Lorentzova sila. Indikaciju da su
elektromagnetski potencijali mozda neophodni za opis elektromagnetskih polja daje
kanonska Hamiltonova formulacija teorije. U klasi¢noj mehanici Hamiltonian Cestice
naboja g = — e u spoljasnjem elektromagnetskom polju najlakse se dobija minimalnom
supstitucijom p — p—gA =p+eA u Hamiltonianu slobodne nenabijene &estice, tako da
J€

— N2
H=T+u=PeA oy (4.40)
2m
Hamiltonove jednadzbe su
. . .+eA. ) OA, OA .
Xi:a_Hzp,+eA,;pi=_8_H:_ P, Lle ‘+ea¢ =—>‘<je—1+e@,
op; m oX, m oX, oX, oX, OX;

o : 0A, OA, . .
pa deriviranjem prve po vremenu zbog eA, = e?' + ea—'xj , dobijamo
X

ili u vektorskoj notaciji

m% =—e(E+VxB). (4.41)
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Kako elektromagnetski potencijali u klasi¢noj elektrodinamici nisu opservabilne
veli¢ine, polja A¥(x) mogu se smatrati pomo¢nim matemati¢kim funkcijama koje samo
olakSavaju rjesavanje jednadzbi gibanja elektrodinamike. To je osnovni razlog zasto je
svojstvo lokalne gauge invarijantnosti elektrodinamike, iako poznato jos u XIX stoljecu,
smatrano obi¢nim kuriozitetom sve do 60-tih godina proslog stoljeca.

U kvantnoj teoriji situacija je drukc¢ija. Vektorski potencijal ima neke opservabilne
efekte kako pokazuje Aharonov-Bohm efekt i mora se ukljuéiti u kvantnu teoriju Cestica
koje imaju elektri¢ni naboj. To znaéi da je polje A"(X) neophodno i predstavlja polje
fotona — Cestice spina 1 bez mase, koja je medijator elektromagnetske interakcije. Prije
detaljnijeg razmatranja gauge simetrija razmotrimo ukratko Aharonov-Bohm efekt.

Hamiltonian klasi¢ne Cestice mase m ¢ija je potencijalna energija U(X) je

HoP .U (4.42)
2m

i
Pri kvantizaciji p——iaV i Eaih%, pa se iz (3.40) smjenom Y(X,t)=e " t\|/(>”<)
dobija vremenski nezavisna Schrodingerova jednadZba kvantne Cestice u potencijalu
U(X)

Hy(X) = (— ;’—mvz + U(i)]\p(i) =Ey(X). (4.43)

Za slobodnu cesticu U = 0, rjesenje je ravni val

w(X) = Ne™™, gdje je: k* = 2;;5 (4.44)
Ako Cestica ima elektri¢ni naboj q = — e (elektron), njen klasi¢ni Hamiltonian, umjesto
(4.42), je
1 (. ex
H=—/|p+—-A|+e¢+U. (4.45)
2m c

Odaberimo najjednostavniji slu¢aj U = ¢ = 0. Schrodingerova jednadzba, umjesto (4.43),
postaje

L(_ihv +EAJ y(X) =Evy(X), (4.46)
2m c

sa rjeSenjem
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L uz K2 = Z;;E, (4.47)

w(X) = Nexp{iﬁ-i—iijdi’-,&(i’)
ne ;.

jer je
v-w(m:i[ﬁ—il\(m}w(m.
fic

Drugi &lan u valnoj funkciji (4.47) je linijski integral vektorskog potencijala A(X) po

nekoj krivulji od pocetne tocke €iji je radijus vektor X, do proizvoljne krajnje tocke X.

Usporedimo li valne funkcije (4.44) i (4.47), vidimo da je efekt vektorskog potencijala
A(X) da pomnozi valnu funkciju slobodne &estice prostorno zavisnim faznim faktorom

exp {i%idi’ﬁ(i')} = oxp (i a(X)). (4.48)

Lako se vidi da ovaj fazni faktor uopée ne mijenja gustocu naboja p(X) = —ewy(X) *y(X),
niti gustoéu struje Cestice jx) = _1n y* Vv +£A y—||V +EA v* |y, Ipak,
2m hc hc

fazni faktor (4.48) je fizikalno relevantan i ima opservabilne efekte kako su 1959. godine
pokazali Aharonov i Bohm, a prvi eksperimentalno izmjerio Chambers 1960.

Zamislimo jedan klasi¢ni eksperiment interferencije elektrona na dvije pukotine.
Koherentni snop elektrona se u tocci X, razdvoji na dva snopa koji poslije prolaska kroz

dva sitna otvora na zaslonu stvaraju interferentne pruge u tocci X, kao na Slici 4.7.

Detektor

xi

Slika 4.7
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Interferencija u tocci X zavisi samo od razlike u fazi izmedu dva snopa na putu od izvora
do detektora. Ozna¢imo li udaljenost pukotina vektorom AX, tako da je

X—X, =X—-X, +AX,
intenzitet 1(X) vala u tocci X proporcionalan sa

1) ~ |1, +1,] ~ ‘ gk | gik%a)| ‘ gl k&%) (1+ eiR‘“) (4.49)

:‘1+eIRAX

Pretpostavimo sad da bar u jednoj tocci prostora u regionu iza pukotina (osjenceni
region) kroz koji ne prolaze elektroni postoji magnetsko polje B, proizvoljno tanki
permanenentni magnet, recimo. Tada postoji i vektorski potencijal A(X), tako da je

B=VxA svudau prostoru. Valna funkcija elektrona je onda (4.47) jer postoji spoljasnje
elektromagnetsko polje, a intenzizet interferentnih pruga 1,(X) na zaslonu, umjesto sa
(4.49), odreden je sa (Zadatak 4.3.)

. X . X
iK (&%) & JowAm)  ikE-%)+ikax _re [axnAc) i
e e iK-AX i

+e :‘1+e

1,(X)~|e . (4.50)

U (4.50) fazni faktor o je

o, = § dx’-A(X'), (4.51)

linijski integral vektorskog potencijala po zatvorenoj konturi C. Rezultati (4.49) i (4.51)
pokazuju da je intenzitet interferentnih linija proporcionalan sa

A=0 = I~‘1+e‘R‘“ ~ 1+ cos (k Ax),

ik-AX—iag

A#0 = IA~‘1+e ~1+cos(kAx—a,),

Sto znaci da su uvjeti maksimuma interferencije

A=0 = kAx=2xn,
(4.52)
A#0 = kAx—a, =2zn.
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Pomjeranje interferentnih linija u slu¢aju kad postoji vektorski potencijal A(X)
odredeno faznim faktorom a iz (4.51) naziva se Aharonov-Bohm efekt i pokazuje da
linijski integral vektorskog potencijala po zatvorenoj konturi ima mijerljive fizikalne
posljedice.

U klasi¢noj fizici elektromagnetski potencijali ¢ i A nisu mjerljive veligine i teorija
se moze formulirati samo pomocéu opservabilnih elektromagnetskih polija E i B. U
kvantnoj fizici, nuzna posljedica Aharonov-Bohm efekta je opservabilnost linijskog

integrala vektorskog potencijala po zatvorenoj konturi (do na aditivni faktor 2x—), sto
e

znaci da se kvantna teorija nabijenih Cestica mora formulirati pomocu elektromagnetskih
potencijala ¢ (X,t) i A(X,t), tj. pomocu polja fotona A*(X).

Vratimo se sad razmatranju gauge simetrija. U kvantnoj teoriji fizicari su poceli
razmatrati gauge transformacije kao transformacije faze valnih funkcija. Ako je valna

funkcija nekog stanjay, a kako sve fizikalne opservable zavise samo od |\|I(X) | 2 teorija
je invarijantna pri gauge transformacijama

yX) >y x)=e""y(x), (4.53)
gdje je parametar transformacije a konstanta, kao u (3.77). To ustvari znaci da je faza
valne funkcije bilo kojeg fizikalnog sustava nemjerljiva veli¢ina. Ovakva transformacija
naziva se globalna gauge transformacija jer fazu valne funkcije (ili polja) mijenja na isti
na¢in za svaku tocku x" . U relativisti¢koj fizici takva transformacija je problemati¢na.
Ako promjenimo fazu valne funkcije «ovdje», kako «ona zna» da se treba istovremeno
promjeniti u svim to¢kama prostora. Svaki promatrac bi trebao moc¢i odabrati fazu valne
funkcije u svakoj to¢ci prostora nezavisno od njene vrijednosti u drugim tockama prostor-
vremena. Ako faza valne funkcije nije mjerljiva veli¢ina, onda ona to nije ,,svugdje 1
uvijek®.

Proizvoljni odabir faze valne funkcije u bilo kojoj to¢ci prostor-vremena prirodno
vodi do zahtjeva invarijantnosti teorije pri lokalnim U(1) gauge transformacijama

y(x) >y x)=e "W y(x), (4.54)

u kojima parametar gauge transformacije A(x) zavisi od x".
Nerelativisticka kvantna mehanika nije invarijantna pri lokalnim gauge
transformacijama jer jednadZzba gibanja teorije — Schrodingerova jednadzba, nije

invarijantna. Zaista, na primjer za slobodnu cCesticu, je

. 0 _ 1
'a\lf(x) = 2mv v(x), (4.59)
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pa transformirana valna funkcija y'(x) iz (4.54) ne zadovoljava jednadzbu (4.55) jer se
Clanovi sa derivacijama parametra A(X) ne krate.

Izuzetak je upravo slucaj nabijene Cestice u elektromagnetskom polju za koju se

prema (4.40) Schrodingerova jednadzba i% = Hy moZe napisati u obliku

(i§+e¢jw=%(—iV+eA)2w. (4.56)

Lako se vidi da je jednadzba (4.56) lokalno gauge invarijantna, jer pri transformaciji

v(x) >y (x) =e " Py(x)
AKX = A (X) = AX) + %VA(X) , (4.57)
$(X) > ¢ (x) = p(x) = 220

e ot

gdje je proizvoljno skalarno polje A(x) iz (4.39) zamjenjeno u gornjem izrazu sa

— lA(x) . Lijeva strana jednadzbe (4.56) onda postaje
€

.0 Y . (.0 OAN) _ia _infON . O OA _ial. O
i—+e =li—+ep——|e =e | —+i—+ep—— |y=¢e "|i—+e
(at ¢j"’ [at ¢ atj v (at ot atj"’ (at d’j"’

Dodatni c¢lanovi aa_lt\ koji zavise od parametra lokalne gauge transformacije A(X)

eksplicitno se medusobno pokrate u transformaciji valne funkcije nabijene Cestice y(X) i
skalarnog elektromagnetskog potencijala ¢(x), tako da se transformacija lijeve strane
Schrodingerove jednadzbe svodi na mnoZenje faznim faktorom e . Malo je
kompliciranije pokazati da se 1 desna strana u (4.57) transformira na isti na¢in. Prvo treba
pokazati da je

(—iv+eh) 'y =—v. (V) -2ieA-Vy —ie(V - A)y+e?A%y, (4.58)

kao i
Vy=—ie " (VA)y+e " Vy, (4.59)
—V-(Wy) = | (VAY + 21 (VA) -V +i (VA - VP ]y | (4.60)

tako da se zajedno sa preostalim ¢lanovima na desnoj strani (4.58) kona¢no dobija
(Zadatak 4.1.)
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2,

(—iV+eA’) y=e" (—iV+eA)2\|f.

| na desnoj strani Schrodingerove jednadzbe (4.56), medusobno se pokrate svi ¢lanovi

(osim multiplikativnog faktora e ™) koji zavise od parametra gauge transformacije A(X)
zbog nacina na koji se transformiraju polja y(X) i ¢(x) u (4.57).

Schrodingerova jednadzba za slobodnu Cesticu mase m , naboja — e, nije invarijantna
pri lokalnim faznim transformacijama (4.54), ali Schrodingerova jednadzba (4.56) za tu
istu cCesticu u spoljasnjem elektromagnetskom polju opisanom elektomagnetskim

potencilima A* = (¢, A) , jeste invarijantna pri lokalnim gauge transformacijama (4.57).
Ovaj iskaz se moze reinterpretirati kao tvrdnja:

Invarijantnost teorije pri lokalnim faznim (gauge) transformacijama zahtijeva

prisustvo dodatnog vektorskog polja A* = (¢,A) sa toéno odredenim lokalnim gauge
transformacijama!

Na ovom jednostavnom primjeru ilustrirali smo osnovni teorem gauge teorija (C.N. Yang
i R. Mills, 1954.): ako zelimo da jednadzbe gibanja teorije budu invarijantne pri lokalnim
gauge (faznim) transformacijama fermionskih polja tipa (4.54), u teoriji moraju postojati
dodatna vektorska (spina 1) polja, koja se nazivaju polja gauge bozona, sa toc¢no
odredenim lokalnim gauge transformacijama, neophodna da pokrate nezeljene ¢lanove
koji zavise od parametara transformacija A(x). U slu¢aju Yang-Millsovih teorija radi se o
kompliciranijim lokalno gauge invarijantnim teorijama (sa viSe fermionskih, pa prema
tome, i viSe polja gauge bozona) u kojima razliCite lokalne gauge transformacije
medusobno ne komutiraju (znaci, reprezentirane su nekomutiraju¢im matricama). Zato se
Yang-Millsove teorije nazivaju i lokalno invarijantne ne-Abelove gauge teorije.

Upravo to se deSava u SM — Cestice tvari, kvarkovi i leptoni, reprezentiraju se
fermionskim poljima aranZiranim u multiplete koji se transformiraju kao reprezentacije
grupa gauge simetrija interakcija tih Cestica — SU(3) za jake i SU(2) x U(1) za elektro-
slabe interakcije. Zahtjev lokalne gauge invarijantnosti znaci da u teoriji moraju postojati
medijatori tih interakcija — gauge bozoni i to 8 gluona za jake interakcije i 4 elektro-slaba
gauge bozona.

Gornji primjer je iz nerelativistike kvantne mehanike. Ali, y(x) mozemo smatrati i
Diracovim poljem, a A"(x) vektorskim poljem. Pri drugoj kvantizaciji ta polja ¢e imati
Fourierov razvoj po ravnim valovima analogan relaciji (3.61) za skalarno polje, pa ¢e
¢lanovi u tom redu biti interpretirani kao operatori kreacije i anihilacije kvanata polja:
Cestica mase m, spina %2 i naboja q = —e, tj. elektrona za polje y(x), a Cestica spina 1, bez
mase — fotona za polje A"(x) u Fockovom prostoru teorije. Sve $to vazi za elektron,
vazic¢e 1 za bilo koju drugu fermionsku Cesticu koja ima elektri¢ni naboj — svi elektricno
nabijeni fermioni imaju isti oblik interakcija sa fotonom. Zahtjev lokalne gauge
invarijantnosti  teorije odreduje oblik elektromagnetskih interakcija — danih
Lagrangianom interakcije u (4.16), ali ne odreduje njihovu jakost koja je odredena
nabojem cCestice e.
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Definiranjem kovarijantne derivacije

D° :%—ieq) , D=-V-ieA , (4.61)
tj.
D" =(D°, D) =¢" —ieA" , (4.62)

Schrodingerova jednadzba (4.56) postaje
.0 1 .=
iDy=—(ID)" vy . (4.63)
2m
Pri lokalnim gauge transformacijama (4.57) ¢lanovi D"y transformiraju se prema

, (o0 ., 0N\ _; N i (i
—iD%y=—i| ——ied+i— |e My =—ie | ——ie =e " (-iD%) ,
" (& o atj y (6’[ d)j\v (-iD"y)

(4.64)

Dy =—i|-V-ieA-i(VA)e My =e " (- V—ieA)y=e " (-iDy) ,
tj. jednostavno
D"y =e "Dy . (4.65)

Clanovi D" v , pa i D, (D" ) , transformiraju se pri lokalnim gauge transformacijama
to¢no kao valna funkcija (polja) y. Teorija Cije jednadzbe gibanja sadrze samo ¢lanove
oblika v i D"y sigurno je lokalno gauge invarijantna. Takvi ¢lanovi dolaze iz

yy i \T/yHD“ y Clanova u Lagrangianu — to¢no onih koji se pojavljuju u Lagrangianu
kvantne elektrodinamike (4.17). Priklju¢imo li Lagrangian elektron-foton interakcije

Lin® kinetickom ¢lanu fermionskog polja, Lagrangian kvantne elektrodinamike (4.17)
postaje

£ =y (iy, D" —m)y —%F”VF“V. (4.66)

Lagrangian U(1) lokalno gauge invarijantne teorije bilo kojeg fermionskog polja wy(x)
jednostavno se dobija iz slobodnog Diracovog Lagrangiana £, (3.146) zamjenom
obi¢ne derivacije kovarijantnom " — D" =" —ieA" i dodavanjem £,“ Lagrangiana

(3.20) slobodnog vektorskog polja gauge bozona A"(x), kao u primjeru kvantne elektro-
dinamike (4.66). Kvantna elektrodinamika je U(1) (Abelova) lokalno gauge invarijantna
teorija polja.
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U slucaju elektrodinamike znali smo gauge transformacije fotonskog polja (polja
gauge bozona), jer znamo klasi¢nu elektrodinamiku. Ali, ako Zelimo lokalno gauge
invarijantne teorije fermionskih polja koja imaju neki drugi naboj, tj. neke druge gauge
interakcije (osim elektromagnetskih), na primjer jake ili elektro-slabe, moramo pronaci
transformacije polja gauge bozona. Yang i Mills su nasli odgovor za bilo koju grupu
lokalnih gauge transformacija.

Neka je lokalna gauge transformacija fermionskog polja

v’ =Uy, (4.67)
gdje je U element neke gauge grupe. Trazimo kovarijantnu derivaciju

D" =" +igB", (4.68)
gdje umjesto polja fotona A" pisemo polje odgovarajuéeg gauge bozona B" i umjesto
elektricnog naboja elektrona e piSemo proizvoljni naboj g, za koju zelimo da se
transformira kao fermionsko polje v, $to zna¢i D" y"=U (D" v ) , ili eksplicitno

("+igB*)Uy=U (" +igB")y. (4.69)
Relacija (4.69) moze se rjesiti po B™* jer je

igB*Uy=-0"Uy)+Ud"y +igUB"y = —(0"U)y +igUB"y .

Kako gornji izraz vazi za svaku vrijednost fermionskog polja, mora biti

igB™U=—(3"U) +igUB",

pa mnozeéi sa U ™" sa desne strane odmah dobijamo trazenu lokalnu gauge transformaciju
polja bazdarnog bozona

B* =L@ uyut+upu?, (4.70)
g

za svako U koje je element gauge grupe. Zbog moguce nekomutativnosti gauge
transformacija redoslijed faktora u (4.70) ne smije se mijenjati.

Simetrije imaju izuzetan znacaj u fizici. Postojanje bilo kakvih transformacija koje
ostavljaju nepromjenjenim fizikalni sustav, znaci predstavljaju simetriju tog sustava,
nuzno vodi ka matematiCkoj teoriji grupa. Za svaku transformaciju simetrije fizikalnog
sustava ocigledno mora postojati 1 inverzna, tako da njihovo sukcesivno djelovanje, tj.
njihov produkt, mora biti identi¢na transformacija. Skup svih transformacija simetrije
nekog fizikalnog sustava tvori grupu simetrija tog sustava, kao U(1) grupa transformacija
(3.77) Lagrangiana kompleksnog skalarnog polja (3.75).
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U kvantnij fizici bilo koja transformacija simetrije fizikalnog sustava reprezentirana
je operatorom U koji djeluje na fizikalna stanja |\V> i operatore O (opservable) u teoriji

lv) = |y) =Uly) , 0> 0" =U0U", (4.71)

kao u (4.67) i (4.70), tako da «fizika» sustava ostaje nepromjenjena. To ¢e biti osigurano
ako amplituda prijelaza izmedu dva stanja i — f ostaje nepromjenjena, do na kompleksnu
fazu, tako da je

<\Vf |‘|’i> _><Wf |U+U|‘Vi> = <\|’f |‘|fi> , (4.72)

$to zna&i da U mora biti unitaran U’ = U~ (ili antiunitaran U" = —U ) operator. Jasno je
da zahtjev unitarnost osigurava i oCuvanje vrijednosti matri¢nih elemenata fizikalnih
opservabli O

(we [0 wi) = (v [UTO" Ul ) = (w; [UTUOU Ul ;) = (w; O] ;)

Svaka relevantna simetrija u fizici je unitarna (osim inverzije vremena Kkoja je
antiunitarna).

Neophodan uvjet da bi unitarni operator U bio simetrija neke teorije je da U komutira
sa Lagrangianom (ili Hamiltonianom)

[£,U]=0, (4.73)

pa se najceSce simetrije teorije mogu odrediti direktno iz izgleda Lagrangiana sustava £ =

L((a,0ua)

Interna (unutarnja) simetrija teorije je simetrija pri kojoj se lokalni — koji je funkcija
polja teorije samo u jednoj tocci x*, operator O(x) transformira u lokalni operator O’(x) u
istoj toCci prostor-vremena. Nasuprot tome, transformacije prostorno-vremenskih
simetrija fizikalne teorije koje ¢ine Poencare grupu — prostorne i vremenske translacije,
prostorne rotacije 1 Lorentz potiske, povezuju vrijednosti operatora teorije u razliitim
tockama prostor-vremena.

U renormalizabilnim kvantnim teorijama polja operator O i njegov transform pri
djelovanju unitarnog operatora U neke simetrije O’ = UO U, moraju biti iste dimenzije.
Kako su sama polja operatori najmanje dimanzije u teoriji, neophodno je da se pri
transformacijama interne simetrije Lagrangiana teorije, polja ¢, transformiraju u druga
polja ¢y, tj. transformacija mora biti linearna i homogena

da— 0 =Uda U = M5 1, (4.74)
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gdje je M ~}(U) unitarna matrica transformacije. Razlog zasto transformacija polja ¢ —
02" u (4.74) ukljucujeje inverznu matricu tranformacije je vrlo tehnicki i ima veze sa
procedurom normalnog uredenja anihilacionih i1 kreacionih operatora kvantne teorije
polja, §to u biti zna¢i da polje ¢, anihilira Cesticu I1d,-, pa zato mora imati inverzna
transformaciona svojstva u odnosu na jednocestic¢no stanje teorije.

Ukupna grupa simetrija u fizici je tenzorski produkt Poencare grupe prostorno-
vremenskih simetrija (povezanih sa pricipom relativnosti) i grupe internih simetrija
teorije. Tenzorski produkt znaci da je svaki element ukupne grupe simetrija Lagrangiana
fizikalnog sustava produkt neke prostorno-vremenske transformacije iz Poencare grupe i
neke transformacije iz grupe unutarnjih simetrija. To znaci da nema mjeSanja elemenata,
pa se svaka podgrupa transformacija simetrije moze razmatrati neovisno.

Ukupna grupa internih (unutarnjih) simetrija u fizici elementarnih Cestica je tenzorski
produkt nekoliko malih diskretnih grupa (operacije promjene parnosti, promjene Cestica-
antiCestica tj. konjugacije naboja, barionski broj, leptonski broj, ...) i neke kontinuirane
Lie grupe (gauge grupe). Kontinuirana grupa internih gauge transformacija u pravilu je
tenzorski produkt «simple» (prostih, tj. onih koji nemaju netrivijalnih podgrupa) Lie
grupa. Na primjer u SM kontinuirana grupa lokalnih gauge transformacija Lagrangiana je
SU(3)c x SU(2)L x U(1)y .

Prije razmatranja lokalnih gauge transformacija u SM pogledajmo prvo osnovne
elemente teorije Lie grupa.
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4.3 Elementi teorije Lie grupa

Simetrije imaju fundamentalni znacaj u fizici. Hamiltonijani (Lagrangiani) fizikalnih
sustava invarijantni su pri raznim transformacijama simetrije koje Cine razlicite
kontinuirane grupe. Priroda kao da «zna» teoriju grupa. Primjeri prostorno-vremenskih
transformacija koje ¢ine Poencareovu grupu poznati su iz klasi¢ne i relativisticke fizike.
Interne simetrije medu poljima elementarnih Cestica Cine razliite gauge grupe. SM je
SU(3)xSU(2)xU(1) lokalno gauge invarijantna kvantna teorija polja. Osnovne elemente
teorije gauge grupa moguce je dobiti iz najjednostavnije ne-Abelove grupe SU(2) koja je
poznata iz kvantne teorije angularnog momenta, tj. spina cestica.

4.3.1 Spin i SU(2) grupa

Operatori angularnog momenta (momenta impulsa) L=Fxp u kvantnoj teoriji
zadovoljavaju komutacione relacije

L. L |=ieg Ly - (4.75)

2 2 2 2 2
Kako je [Li, LZJ =0,9djejeL =Lx +Ly +L, ,operator L i jedna komponenta L;
(obi¢no L;) mogu biti simultano dijagonalizirane.

Svojstvene funkcije angularnog momenta su ortonormirani sferni harmonici Y, (6,0)
tako da vrijedi

LY = 1(1+1) Yim, L:Yim=mYin, (4.76)
gdje je uvjet ortonormiranja

(rm

Im) = j dQY,. 0,0)*Y, (0,9) =88 . (4.77)

Sferni harmonici ¢ine bazu Hilbertovog prostora stanja, pa za bilo koji Hermitski
operator O moZemo definirati njegovu reprezentaciju Hermitskom matricom

Ormim= (I'm’

O|lm). (4.78)

Za zadano | i I” matrica (4.78) je (21'+1) x (21+1) reda.

Ako je O upravo operator angularnog momenta, zbog ortogonalnosti svojstvenih
stanja (4.77), sve komponente njegove matri¢ne reprezentacije su nula osim ako je I’ =1.
Za | =0 rezultat je samo jedan realni broj. Za I = 1 moguce vrijednosti su m’,m =-1, 0, 1,
pa je prema (4.76) reprezentacija operatora angularnog momenta 3 x 3 matrica

143



o O

1
>’=2/0 1 0|, L,=|0 (4.79)
0

o O O

Koriste¢i komutacione relacije (4.75) moze se pokazati da je matri¢na reprezentacija za
preostale komponente

l010 (0 -1 0
|
L =—1 0 1|, L,=—|1 0 -1]. (4.80)
X y
\/5010 \/5010

Za | =2 dobili bi reprezentaciju pomocu 5 x 5 matrica, itd. Oc¢igledno je da na ovaj nacin
uvijek dobijamo reprezentacije operatora angularnog momenta koje su Hermitske matrice

neparnog reda. Koristeéi klasi¢nu analogiju L=Fxp nikako se ne moZe dobiti
reprezentacija pomocu 2 x 2 matrica. No, provjerom se lako uvjeriti da 2 x 2 matrice

10 1 0 01 0 —i
Sz =%[O l] y Sz =%[0 1) ’ Sx =%(1 OJ ’ Sy =%(' OIJ ’ (4'81)
— |

. .. . . 1.
zaista predstavljaju matri¢nu reprezentaciju operatora angularnog momenta za | = = jer

su hermitske su i zadovoljavaju komutacione relacije (4.75). Takav «dodatni» angularni
moment nazivamo spin S i u kvantnoj teoriji operator J ukupnog angularnog momenta

definiramo kao J = L +S, jer nam eksperimenti pokazuju da kvantne &estice imaju spin —
sopstveni angularni moment (Stern-Gerlach eksperiment, na primjer).

Hermitske matrice spina 'z u relaciji (4.81) zgodno je izraziti pomocu Paulievih
matrica ;

Si= %Gi , (4.82)

koje zadovoljavaju komutacione i antikomutacione relacije (3.98) i (3.99). Njihova

a,

svojstvena stanja su dvokomponentni spinori ( J Dva svojstvena stanja matrice o, su:

2
1 : 3 . : 0 : . .
‘T> = 0 sa svojstvenom vrijednoscu +1, | ‘~L> = 1 sa svojstvenom vrijednos¢u -1, pa

je proizvoljno stanje spina

[y =c,|T)+c,[), (4.83)
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uz uvjet normiranja

e +[c,|” =1. (4.84)

X
Valna funkcija kvantne Cestice spina 'z je dvokomponentni spinor y(x) = [Wl( )j koji

zadovoljava Schrodingerovu jednadzbu
i Yy, (4.85)

u kojoj je H operator (2x2 matrica) u prostoru spina. Zelimo li osigurati ouvanje
angularnog momenta Cestice, Hamiltonian H mora komutirati sa operatorom J = L+S
ukupnog angularnog momenta [J, H ] =0, kao za Diracovu &esticu.

Ako cestica ima spin, koji je vektor u odredenom smislu, interakcije ¢estice mogu
zavisiti od pravca njenog spina. No, kako je pravac spina proizvoljan (sluc¢ajan), Zelimo
osigurati da sile na cesticu ne zavise od pravca njenog spina u nekom referentnom
sustavu, tj. zelimo da interakcije Cestice budu invarijantne pri rotacijama u spinskom
prostoru, Sto zna¢i da u Hamiltonian (Lagrangian) treba ukljuciti samo invarijantne
¢lanove.

Opce stanje y spina Cestice (4.83), zbog uvjeta normiranja (4.84), uvijek mozemo
parametrizirati i kompleksnim amplitudama oblika

c, = ee 2'cos Y| c, = efe?’sin (4.86)

Koriste¢i eksplicitni oblik Paulievih matrica lako se vidi da y'6y moZemo smatrati
jediniénim vektorom u pravcu (6,¢) u spinskom prostoru jer ima komponente:

yio,y=sinBcosp, y'o,y=sinbsing, yio,y=coso. (4.87)

Izraz (4.87) omogucuje da lako, po analogiji sa prostornim rotacijama, konstruiramo
¢lanove u Hamiltonianu ili Lagrangianu koji su invarijantni pri rotacijama u spinskom
prostoru.

Na primjer, ako u teoriji imamo jedan vektor p, impuls Cestice na primjer, mozemo
konstruirati operator 6-p koji je skalar u spinskom prostoru. Ako imamo dva vektora
p, i p,, skalar je 6-(p, xp,), itd. Primjer ¢lanova u Hamiltonianu (Lagrangianu) Koji su
invarijantni u internom prostoru teorije (spinskom prostoru) su onda w'G-py ili
‘VTG (B < P,) v
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U Lagrangianu ¢e se pojavljivati funkcije operatora ili matrica — najceSce

© n
. . . - . . a
eksponencijalne funkcije, koje su definirane svojim Taylorovim redom e** = —'An :
= n!
n=0

na primjer

y'=e"y, (4.88)
gdje je vektor € = sl? + 82] + g3l2 =¢gN.
Kako je zbog antikomutacijskih relacija Pauli matrica {ci,cj} =25,

G-A) = (o,n, +0,n, +0,n,)" =1, (4.89)
gdje je ny=sin6 cose ; Ny =sinb sine ; N3 = cosO , lako je pokazati da vrijedi

e'°" =1cose+iG-fAsine, (4.90)

ili u matri¢noj notaciji

s (cos:a+in35ine (in1+n2)sins) (4.91)

(in,—n,)sine cose—in,sing

Bilo koja Hermitska 2 x 2 matrica moze se na jednoznacCan nacin prikazati kao
linearna kombinacija Paulievih i jedini¢éne matrice. U skladu sa (4.81) tri komponente

spina % Cestice S; = %ci , gdje su o Pauli matrice, su generatori transformacija (4.91)

parametriziranih vektorom € = ¢ koje transformiraju («rotiraju») jedno spinsko stanje u

drugo kao u (4.88). Sve takve transformacije ¢ine grupu kontinuiranih transformacija
koja se naziva SU(2).

Vv,

Na primjer, spinsko stanje :( J se pri transformaciji (4.87) za 6 = ¢ :g «zarotira»

Vv,
za kut &, oko y-osi u stanje

iGhe cos sin cos sin
o ZW:( € €, ](Wl}z( vV, € VY, Szj , (4.92)

—sing, cose, \y, —y,Sing, y,CoSEg,

. T ) ) .
jerje ni=n3=0,n,=1,aza0 ZE’ ¢ = 0 transformira («zarotira») za kut &; 0ko X-0Si U

stanje
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isfe cose, ising cose, Iwvy,Sine
e l\lf:[ 1 1}[“’1}:[“’1 1 1Y, 1J, (4.93)

ising, cose \w, Iy, sing, y,COSg,

jerjeny=1an,=n3=0.

Kako generatori T; :% ne komutiraju, jer vrijedi [T;, T;] = i & Tk, grupa SU(2) nije

Abelova, a kako su Pauli matrice Hermitske, SU(2) transformacije (4.91) su unitarne.

v, (%)

Opc¢a SU(2) transformacija faze dubleta fermionskih polja y(x) = ( X)J je u skladu

2

sa (4.88)

N‘Qt

V) =€ 2 y(). (4.94)

Kao §to ¢emo vidjeti (4.94) je SU(2). gauge transformacija slabe simetrije fermionskih
dubleta (precizno, dubleta lijevih fermionskih polja) u SM. U SM transformacija je
lokalna — parametar gauge transformacije &(x) zavisi od to¢ke u prostor-vremenu x*,

4.3.2 SO(n) i SU(N) grupe

Najjednostavnija kontinuirana grupa internih simetrija (gauge simetrija) je grupa
faznih transformacija U(0) =g polja y'(x) = U(0) y(x), kao u (3.77). Razli¢ite gauge
transformacije parametrizirane su kontinuiranim parametrom 0, koji je realni broj iz
intervala 0 < 6 < 2x. Kako je U(0) = 1, zbog komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja
realnih brojeva, lako je pokazati da transformacije U(0) cine jednodimenzionalnu
unitarnu Abelovu grupu, koja se naziva U(1) grupa. Op¢i element grupe je kontinuirana
funkcija parametra 6, pa se moze definirati i diferencijal elementa grupe U(1) kao

dU =U(0 +do) — U(0) =e'"" ™ —e"=e" (1+id0) —e"’=iudo . (4.95)

Kontinuirane grupe ¢iji elementi su diferencijabilne funkcije parametara nazivaju se
Lie grupe. Zato se pri raCunanju sa elementima Lie grupa u fizici (i matematici) mogu
koristiti analiticCke metode. Iako svaka Lie grupa ima neprebrojivo mnogo elemenata,
njihovo izu€avanje nije puno kompliciranije od izucavanja kona¢nih grupa, jer se u biti
svodi na ispitivanju svojstava konac¢ne Lie algebre generatora grupe.

Matematicari su klasificirali sve mogucée «simple» (one koje nemaju netrivijalnih
podgrupa) Lie grupe i dokazali da postoji svega pet klasa.
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Za fiziku su najvaznije SO(n) — specijalna ortogonalna grupa, koja je grupa rotacija u
prostoru sa n dimenzija i SU(n) — specijalna unitarna grupa.

Osnovni teorem teorije Lie grupa tvrdi da se bilo koji element g Lie grupe ranga r
(Ciji elementi su parametrizirani sa r realnih parametara 6, ) na jednoznacan nacin moze
prikazati u obliku

g(61,02,...,.6,) = exp(i Zr:eaTaJ , (4.96)

gdje su T, generatori te grupe. Svojstva generatora odredena su sa dvije unutarnje
operacije — zbrajanje i Lie produkt (komutator) generatora, tj. njihovom Lie algebrom.

Razmatrajuc¢i samo infinitezimalne elemente Lie grupe (konacni elementi su produkti
infinitezimalnih), a bez potpune riguroznosti, moze se uvidjeti zasSto je ukupna struktura
Lie grupe odredena algebrom njenih generatora. U infinitezimalnoj okolini jedini¢nog

elementa Lie grupa ranga r izgleda kao region prostora R'. Za takav region uvijek postoji
baza koju ¢ine ,jedini¢ni vektori“ koordinatnih osi {T; ,T, ,...,T/} Koji se nazivaju
generatorima Lie grupe T,. Bilo koji element g Lie grupe u infinitezimalnoj okolini
jedini¢nog elementa moZe se razviti po elementima baze

g=1+i0,T,, (4.97)

gdje su, u skladu sa (4.96), 0, infinitezimalni parametri, a 1 je jedini¢ni operator. U
gornjem izrazu se po konvenciji dodaje «i», da bi za unitarne grupe generatori T, bili

Hermitski operatori (matrice). Za bilo koja dva elementa g; =1 +1 ela Tai02=1+i eza T,
Lie grupe iz okoline jedini¢nog elementa produkt je
B a a a_ b 2 2
0102=1+1i(01 +6, )Ta—01 6, TaTp +O(0;,°) + O(6,7) , (4.98)
opet element iz okoline jedinice, kao i
B a a a_ b 2 2
0201 =1+1i(01 +02 )Ta—01 02 TpTa+ O(0:7) + O(6") . (4.99)
Kako je i (9192)(9291) * element iz okoline jedinice, a prema (4.98) i (4.99) je
a b
(0102)(9281) 1 =1-01 0, [Ta,To] + O(61°) + O(62%) , (4.100)

neophodno je da i komutator (Lie produkt) generatora grupe bude linearna kombinacija
generatora, tj.

[Ta,Tol = ifw Te. (4.101)
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Skup generatora Lie grupe je zatvoren u odnosu na Lie produkt, §to znaci da skup r
generatora T, Lie grupe tvori algebru u odnosu na operacije zbrajanja i Lie produkta
generatora. Realni koeficijenti f,c su potpuno antisimetri¢ni ako elemente Lie algebre T,
odaberemo da budu ortonormirani i nazivaju se strukturne konstante Lie grupe. Prosta
(simple) Lie grupa potpuno je odredena svojim generatorima T, i Strukturnim
konstantama fa,c. AKo je grupa Abelova sve strukturne konstante su nula.

Za fiziku su najvaznije unitarne reprezentacije grupe simetrija. Reprezentacija je skup
linearnih operatora (matrica) koji imaju «ista» svojstva kao elementi grupe. To znali da
je operacija produkta u grupi reprezentirana produktom matrica koje reprezentiraju
elemente grupe. Precizno, ako su g; i gz elementi grupe reprezentirani matricama U(g1) i
U(gy), tada je element grupe g:0, reprezentiran matricom U(g:1)U(g2). Trazenje unitarnih
reprezentacija Lie grupa, svodi se na trazenje reprezentacija algebre generatora T,
pomoéu Hermitskih matrica T,' = T,, (da se pojednostavi notacija i generatori Lie grupe i
njihove matricne reprezentacije pomocu Hermitskih matrica obiljezavaju se istom
oznakom Tj), jer je prema (4.96)

U(g)* _ (eieaTa )T _ e—ieaTa* e T _ U(g)’l _ (4.102)

Ako je matri¢na reprezentacija svih generatora T, blok dijagonalna, reprezentacija se
naziva reducibilnom i moze se razloziti na zbroj ireducibilnih reprezentacija. Nikakvom
promjenom baze ireducibilna reprezentacija se ne moze dovesti u blok dijagonalnu
formu. U teoriji Lie grupa dovoljno je onda razmatrati samo konac¢ne ireducibilne
unitarne reprezentacije.

Svaka grupa ima singletnu (trivijalnu) reprezentaciju u kojoj je T,=0, tj. U(g)=1 za
svaki element grupe g. Potreban uvjet (4.73) invarijantnosti Lagrangiana [£,U] =0 pri
transformacijama U(g) za svaki element Lie grupe g, znaci da se Lagrangian teorije mora
transformirati kao singletna reprezentacija grupe.

Lie algebra svake grupe ranga r ima 1 adjungiranu (adjoint) reprezentaciju koju ¢ine r
Hermitskih r x r matrica (realnih matrica pomnozenih sa i) ¢iji elementi su strukturne
konstante grupe

Ta(bc) =—j fabc ) (4.103)

gdje su indeksi b,c matricni indeksi. Na primjer, prema (4.81) za grupu SU(2), tri
generatora grupe koji su komponente operatora spina %2 imaju komutacione relacije:
[Si, Sj] =i &k Sk, pa su prema (4.101) strukturne konstante SU(2) grupe fix = sijk -
Adjungiranu reprezentaciju generatora SU(2) grupe ¢ine tri Hermitske 3 x 3 matrice:

00 0 0 01 0 -1 0
T.=il0 0 -1|, T,=il0 0 0|, Ts=i|l 0 O|. (4104
01 0 10 0 0 0 0
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SO(n) grupe

Rotacije u n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R" tvore grupu O(n). Intenzitet
vektora je invarijantan pri rotacijama, pa elementi grupe O(n) mogu biti reprezentirani
realnim n x n ortogonalnim matricama R"=R ~! i grupa se naziva ortogonalnom grupom.
Kako svaka n x n realna ortogonalna matrica rotacije, zbog zahtjeva RR" = 1, mora

zadovoljavati n + % (n® = n) uvjeta [n dijagonalnih i %(n2 —n) iznad glavne dijagonale],

broj nezavisnih elemenata takve matrice je n’>—n —% (n*=n)= %n(n —1)=r, §to znadi

n(n-1)
2

da je rang O(n) grupe . Determinanta realne ortogonalne matrice je + 1. Ako

postavimo dodatni zahtjev da je det R =1 grupa se naziva specijalna ortogonalna grupa
SO(n) — grupa specijalnih ortogonalnih matrica reda n, koja je grupa pravih (proper)
rotacija u R ". Realne ortogonalne matrice R za koje vazi det R = —1, reprezentiraju
rotacije plus inverzije koordinatnih osi, tzv. «ne-prave» rotacije.

Najjednostavnija je SO(2) grupa rotacija u dvije dimenzije, recimo u Xy-ravnini

(XJ =R [XJ , (4.105)
y y

cosS sin
R:( > P q’) , (4.106)
—sing coso

gdje je matrica rotacije

oko z-osi zakut ¢, 0 < < 27.

SO(2) grupa je ranga 1, te ima samo jedan Hermitski generator T = oy i treba nam
samo jedan realni parametar da specificiramo bilo koji element grupe — kut ¢, recimo.

Kako je
ioo) T er0) Y Tlo) T

u skladu sa (4.96) vrijedi

0o, _ <o (i9)" (ip)*™ (ip)* 2k+1_
° _Zo n! Z(Zk)l Y Z(2k+1)| Y Z( (2k)| yZ( ’ (2k+1)l
to jest
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R(¢)=e"" =1cos¢ +io, sing , (4.107)
Sto je u matri¢noj notaciji upravo izraz (4.106).

Lako se vidi da je kvadrat intenziteta vektora x> + y? invarijantan pri SO(2)
transformacijama.

Grupa rotacija u trodimenzionalnom prostoru SO(3) je ranga 3, Sto znaci da su
potrebna tri realna parametra da se opiSe bilo koja rotacija. Jedan moguci izbor su tri
Eulerova kuta a,f,y triju sukcesivnih rotacija. Ortogonalna matrica koja reprezentira
proizvoljnu rotaciju R(o.,B,y)

X X
y' [=R(BM| Y], (4.108)
z z
je onda produkt
R(a.B,y) = R, (0,0,a) Ry(0,3,0) R, (0,0,y) , (4.109)

gdje donji indeksi oznacavaju osi pojedinih rotacija. Redoslijed rotacija je vaZzan jer
SO(3) nije Abelova grupa. Matricu R(a.,B,y) lako je naci jer su rotacije oko druge i tree
osi

cosp 0 sinp cosy siny O
Ry(0,3,00=| O 1 0 |, Rz0,0y)=|-siny cosy 0|. (4.110)
—sinp 0 cosp 0 0 1

SO(3) rotacije ostavljaju invarijantnim kvadrat intenziteta vektora x* + y* + z° .

Grupa rotacija u tri dimenzije SO(3) lokalno je izomorfna SU(2) grupi — obe grupe
imaju identi¢nu Lie algebru, ali se razlikuju globalno.

Grupa rotacija u ¢etvorodimenzionom Euklidskom prostoru je ranga 6, Sto znaci da je
SO(4) 6-parametarska grupa. Lorentzove transformacije u prostor-vremenu Minkowskog
M* mogu se formalno smatrati rotacijama u R* ako se definira imaginarna vremenska
koordinata: x4 =1ict , §to znaci da postoji 6 generatora Lorentzovih transformacija — tri za
prostorne rotacije u 3 dimenzije i tri za Lorentz potiske (boost) u pokretni inercijalni

referentni sustav brzinom V .
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SU(n) grupe

Za fiziku elementarnih Cestica najvaznije su SU(n) — specijalne unitarne grupe u n
dimenzija. Elementi SU(n) grupe su n x n unitarne matricame UUT = UTU =1 , jedini¢ne

determinante det U = 1. Unitarna U’ = U™, matrica ima 2n? realnih elemenata (tj. n

2
n —

kompleksnih), ali UU" = 1 postavlja n + 2 L uvjeta (elementi na i iznad glavne

dijagonale), pa je broj nezavisnih parametara n? . Uvjet jedini¢ne determinante reducira
broj nezavisnih parametara na n’—1 =r, §to je rang SU(n) grupe.

U(1) grupa ima nula generatora i njeni elementi su 1 x 1 unitarne matrice, tj.
unimodularni kompleksni brojevi e '* kao u (4.53) ili (3.77).
Ako je H=H" Hermitska n x n matrica, tada je e unitarna n x n matrica, jer je
(eiH)T (eiH) - efineiH — ei(HfHT) -1

posto matrice H' i H komutiraju. Prema (4.96), bilo koji element U(n) grupe reprezentira
se unitarnom n x n matricom U oblika

u=exp(iZejHjJ, (4.111)
j=1

gdje su 0; realni parametri, a n? Hermitskih matrica H; su reprezentacija generatora grupe
U(n). Da se dobije reprezentacija SU(n) grupe pomocu unitarnih n x n matrica jedini¢ne
determinante Hermitske matrice H; moraju zadovoljavati dodatni uvjet

TrH;=0. (4.112)
Uvjet (4.112) slijedi iz identiteta

dete” =™, (4.113)
koji vazi za svaku Hermitsku matricu A.
Neka su |a;) svojstveni vektori, a ; svojstvene vrijednosti n x n matrice A, tj. neka
vrijedi

Ala))=2a;), (=12,....n). (4.114)
Uvijek je moguce dijagonalizirati matricu A nekom unitarnom matricom C na oblik

Ap = C'AC =diag.[A1,A2,..... An] ,
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pa je detA = detAo =] [ 1. Kako zbog (4.114) vrijedi i A“|a;)= 4{|a;), slijedi da
i1
vrijedi i eA‘ aj> - Z%Ak‘ aj> - ek"‘ aj>, $to zna&i da su svojstvene vrijednosti matrice
k=0 M-+
e” upravo e’ . Zato za matricu e” onda doista vrijedi (4.113)

n

A_ A _TT.M_ J;M_ TrA
dete” =det(e”)p =] Je" =" =e"",
j=1

pa zakljucujemo:

Generatori T, grupe SU(n) su reprezentirani sa n”— 1 Hermitskih matrica T, bez traga,
a bilo koji element g = g(0,) grupe SU(n) reprezentiran je unitarnom matricom U(g)

U(0,) = exp[inileaTaJ , (4.115)

a=1

gdje su 0, (@=1,2,.....n°—1) realni parametri koji specificiraju element grupe kao u (4.96).

Grupa SU(2) ima rang 3 i elementi su reprezentirani 2 x 2 unitarnom matricom
jedini¢ne determinante. Jedna moguca parametrizacija proizvoljnog elementa SU(2)

grupe je
b
U:( ‘:‘)* a*J, (4.116)

gdje su a i b proizvoljni kompleksni brojevi koji zadovoljavaju uvjet |a° +|b[* =1 koji
osigurava da je detU =1, ili u obliku

o iy -
u=| & S®¢ € she (4.117)
—e 'sing e "cos¢

gdje su a, v i ¢ realni brojevi.

. . . . 1 ) .
Tri generatora grupe su tri Hermitske matrice: T; :E Gi , (identi¢ne komponentama S;

0 1 0 —i 1 0
T, =1 R O DO I , (4.118)
2(1 0 201 0 2\0 -1

spina %)



koje zadovoljavaju komutacione relacije [T;,T;] = i&ixTk , te su prema (4.101) strukturne
konstante SU(2) grupe fijk = eijk . Reprezentacija nekog elementa SU(2) grupe unitarnom
2 x 2 matricom je

o

| =explid. 2
0, ?J —exp(le 2) . (4.119)

SU(2) grupa je lokalno izomorfna sa SO(3) grupom, ali se globalno razlikuju, jer
SU(2) dvostruko prekriva grupu trodimenzionih rotacija SO(3). Na primjer, element ¢ =
2n , o = 7 U (4.117) iz SU(2) identificira se sa jedinicnom matricom rotacije (U
negativnom smjeru) za 360° u SO(3).

U(el,ez,eg) = E‘Xp(i

3
i=1

Grupa SU(3) ima rang 8 i njenih 8 generatora se obi¢no oznacavaju %‘, a=1.2..8,

gdje su A, Hermitske 3 x 3 matrice bez traga, koje zadovoljavaju uvjet Tr A Ap = 2 3qp -
Matrice A, nazivaju se Gell-Mann-ove matrice i predstavljaju generalizaciju Pauli matrica
na SU(3) slucaj. Matrice A, Su eksplicitno

010 0 —i 0 1 0 0 00 1
A=[10 0|, A=[i 0 0|, A=0 -1 0|, A=(00 0f,
000 0 0 0 0 0 0 100
(4.120)

00 —i 000 00 0 [roo
he=[0 0 O, 2=00 1|, A =[0 0 —il, bo==|0 10
i 0 0 010 0i 0 00 -2

U skladu sa (4.96) bilo koji element SU(3) grupe reprezentiran je onda 3 x 3 unitarnom
matricom

U(61,0,,...,05) = exp(i ZS:Oa 7”—2&} = exp[i 0- %J . (4.121)

a=1

Osnovna svojstva SU(3) grupe odredena su komutatorom generatora (Gell-Mann
matrica)

UV
Za S _jf, Lo 4.122
Bl (@.122)

gdje su fyc realne, potpuno antisimetri¢ne strukturne konstante grupe. Od 512 strukturnih
konstanti od nule su razlic¢ite samo 54 komponente 1 to:
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fis=1,

3
fasg = fo7s :_\/2_ , (4.123)
1
147 = T516 = Toag = To57 = f45 = fo37 ZE )

te komponente koje se dobijaju permutacijom indeksa.

Singletna reprezentacija svake SU(n) grupe je najmanje dimenzije (reda matrica) 1.
Adjungirana (adjoint) reprezentacija je dimenzije r, koja se dobije pomocu r = n® — 1
Hermitskih (realnih puta imaginarna jedinica) r x r matrica generatora grupe T,.

Za svaku SU(n) grupu postoji jedna reprezentacija dimenzije n (najmanje poslije
trivijalne singletne), koja se naziva fundamentalna reprezentacija. To je upravo
reprezentacija pomoc¢u samih unitarnih SU(n) matrica reda n x n kao (4.119) ili (4.121).
U fundamentalnoj reprezentaciji generatori grupe T reprezentirani su sa r = n’> — 1
Hermitskih n x n matrica T, bez traga.

Svaka SU(n) grupa ima beskona¢no mnogo reducibilnih i ireducibilnih reprezentacija
sve vecih dimenzija. U fizici elementarnih Cestica najvaznije su upravo reprezentacije
SU(n) gauge grupa najmanjih dimenzija — singletna, fundamentalna i adjungirana,
specijalno fundamentalna.

Specijalne unitarne matrice koje tvore ireducibilnu reprezentaciju SU(n) grupe djeluju
na n-dimenzione vektore stupce — polja u teoriji. Precizno, trebali bi re¢i da se bazi¢na
polja u teoriji (vektori stupci) pri operacijama simetrije transformiraju kao odredena
ireducibilna reprezentacija SU(n) grupe unutarnjih gauge simetrija Lagrangiana teorije. U
SM (4.121) je SU(3). lokalna gauge transformacija jakih interakcija koja djeluje na
triplete kvarkovskih polja, a elektro-slaba SU(2). x U(1)y lokalna gauge transformacija
koja je produkt SU(2) &lana (4.119) i U(1) &lana U(®) =e", djeluje na fermionske
dublete. Svojstva jakih interakcija zahtijevaju da se kvarkovska polja pri operacijama
unutarnje simetrije transformiraju kao tripletna reprezentacija SU(3). grupe. Potpuno
analogno, svojstva elektro-slabih interakcija zahtijevaju da se fermionska polja
transformiraju kao dubletna reprezentacija SU(2). x U(1)y gauge grupe.

Interakcije (sile) medu elementarnim Cesticama imaju svojstva simetrije identicna
SU(3) i SU(2) i U(1) grupama. To znaci, da se polja (elementarne ¢estice) pri djelovanju
jakih i/ili elektro-slabih interakcija pretvaraju u kombinaciju tih istih polja (elementarnih
Cestica), na isti na¢in kao kad na ta polja (elementarne Cestice) djeluje neka operacija
unutarnje simetrije teorije. Te unutarnje simetrije teorije elementarnih Cestica su lokalne
gauge transformacije Lagrangiana SM, pa je svakom generatoru ukupne grupe unutarnjih
simetrija SU(3). x SU(2). x U(1)y pridruzen je po jedan bazdarni (gauge) bozon spina 1
koji «generiray, tj. koji je medijator, jakih i/ili elektroslabih interakcija medu poljima
(elementarnim Cesticama) teorije.
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Nikome nije jasno zasto priroda «zna» za (precizno, zasto su interne gauge simetrije
elementarnih Cestica) ba§ ove unitarne grupe, a ne neke druge recimo?

Interesantno je da se grupa SU(2) pojavljuje u fizici elementarnih Cestica dva puta —
kao grupa transformacija stanja spina fermiona i kao grupa lokalnih gauge transformacija
koje generiraju elektroslabe interakcije fermiona — kvarkova i leptona. Je li to slu¢ajnost
ili rezultat nekog dubljeg principa fizike zasada nije poznato.
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4.4 Yang-Mills (ne-Abelove) gauge teorije za kvarkove i leptone

Eksperimentalni podaci indiciraju da se elementarne Cestice materije (kvarkovi i
leptoni — fermioni spina %) grupiraju u multiplete y koji su fundamentalne reprezentacije
grupe unutarnjih simetrija. Simetrija Lagrangiana elementarnih Cestica mora biti Lie
grupa lokalnih gauge transformacija, jer to osigurava moguénost izbora faze fermionskih
(kvarkova i leptona) polja u svakoj toCci prostor-vremena. Interakcije (sile) medu
Cesticama se onda generiraju uvodenjem u teoriju gauge bozona bez mase koji su
medijatori jakih i elektro-slabih interekcija. Sli¢no, kao u primjeru kvantne elektro-
dinamike (4.66) koja je U(1)ep lokalno gauge invarijantna teorija, Lagrangian interakcije
gauge bozona Lin ™ dobija se zamjenom obic¢ne derivacije kovarijjantnom: 0, - D, . U
SM grupa lokalnih gauge transformacija teorije je SU(3). x SU(2). x U(1)y.

U(1)y gauge grupa je Abelova i ranga 1, te ima samo jedan generator i zahtijeva samo
jedno vektorsko polje B"(x) gauge bozona. Kovarijantna derivacija je D" = ¢" + ig;B"
kao u (4.68). Gauge transformacije su

yx) -y (X) =e “Oy(x), B*(X) - B™(X) =B"(X) + gia“A(x) . (4.124)

1

kao (4.70), iste kao u kvantnoj elektrodinamici (4.57), ali napisane za proizvoljnu
konstantu vezanja (naboj) g;.

Grupe gauge simetrija jakih i slabih interakcija su SU(3) i SU(2), tako da se faza
fermionskih polja transformira ne-Abelovom lokalnom gauge transformacijom

VRV =e" ) v ov M =e 2y, (4.125)

kao u (4.121) i (4.119). Generatori SU(2) grupe su T; :%, gdje su 7; (i =1,2,3) Pauli

matrice (3.112). Generatori SU(3) grupe T, :%, (@a=1,2,..,8), su Gell-Mann matrice
definirane u (4.120).
Da se definira kovarijantna derivacija za SU(2) grupu treba u teoriju uvesti tri

vektorska polja gauge bozona (za svaki generator grupe po jedan gauge bozon) W;"(x),
umjesto samo jednog za U(1) grupu, tako da je

D* =" +i92%-\7V”, (4.126)

gdje je g2 za sada proizvoljna konstanta vezanja slabih interakcija (slabi naboj), koja ima
istu vrijednost za sva tri slaba gauge bozona Wi
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U SM modelu Zelimo opisati i slabe i elektromagnetske interakcije fermiona —
kvarkova i leptona. Grupa gauge simetrija elektro-slabih interakcija SU(2)_ x U(1)y ima
rang 4, pa zahtijeva 4 gauge bozona W;*(x), (i = 1,2,3) za SU(2). i B*(x) za U(1)y. Gauge
grupa lokalnih transformacija faze fermionskih polja analogna sa (4.54) [kao gauge
transformacija polja elektrona u QED] u SM oznacava se U(l)y i naziva U(1) grupa
slabog hipernaboja (hypercharge). U(l)y grupa je razli¢ita od U(l)ep grupe
elektrodinamike. A priori, nemamo razloga vjerovati da U(1l)y simetrija fermiona u
Lagrangianu SM to¢no odgovara U(1)gp simetriji elektrodinamike koju generiraju
elektri¢ni naboji Q Cestica. Generator grupe U(1)y je Y (Y je samo realan broj), a njegov
kvantni broj Y naziva se slabi hipernaboj i moze biti razli¢it za polja razli¢itih fermiona.
Hipernaboj nije jednak elektricnom naboju Cestice Q, ali je s njim povezan jednostavnom

vezom Q =Tz + % ,gdjeje T3 = %3 tre¢a komponenta SU(2), slabog naboja. Elektri¢ni

naboj je zbroj tre¢e komponente slabog izospina i hipernaboja.

Realni gauge bozoni — &estice koje su medijatori elektro-slabih interakcija, W* i Z°
gauge bozoni za slabe i foton y za elektro-magnetske interakcije, opisani su poljima koja
su linearna kombinacija polja Wi" i B*, o ¢emu ¢e se govoriti u Poglavlju 6.

SU(2) x U(1) kovarijantna derivacija je onda
.Y LT,
D* =6”+|glEB”+|gZE'Wi”, (4.127)

gdje su g i g» , za sada proizvoljne, konstante vezanja U(1l)y i SU(2). grupe koje
odreduju jakost elektro-slabih interakcija. Izraz (4.127) je Lorentz vektor kako se vidi po
indeksu p, a zadnji ¢lan je zbog Pauli matrica o€ito 2 x 2 matrica. Nacin kako je napisana
kovarijantna derivacija (4.127) sugerira da ¢e djelovati na fundamentalnu reprezentaciju
SU(2) grupe — fermione treba slagati u dublete (dvokomponentne spinore).

U principu kovarijantna derivacija moze djelovati na fermionska polja y aranzirana u
multiplet bilo koje reprezentacije dimenzije (2s+1) grupe SU(2) koje se nazivaju: s =0
singlet, s = 2 dublet, s = 1 vektor, itd. Tada se u kovarijantnoj derivaciji SU(2) ¢lan
pojavljuju kao skalarni produkt generatora SU(2) grupe i polja gauge bozona
ig, TW* =ig2'T"\7V“, gdje su T; (i = 1,2,3) Hermitske matrice reda (2s+1) koje su
reprezentacija generatora grupe. Za singletnu reprezentaciju s = 0 generatori su T; = 0; za

.= 1 . .. ,
fundamentalnu s = '4 generatori su T = E; a za s = 1 adjungiranu reprezentaciju pomocu

3 x 3 matrica je Tape) = — 1 Fanc = — 1€ anc , Matrice generatora T, su eksplicitno date u
(4.102)
0 0 O 0 01 0 -1 0
T,=il0 0 -1|, T,=il 0 O 0|, Tz=ill 0 O]. (4.102)
01 O -1 00 0 O
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Upravo to se i dogadja u SM — osnovna polja u Lagrangianu su razli¢iti multipleti
grupa simetrija. Slabe interakcije narusavaju parnost, pa se L i R stanja fermiona
drukc¢ije transformiraju pod djelovanjem slabe SU(2) grupe. Zato su u Lagrangianu SM —
lijeva y_ stanja svih fermiona SU(2) dubleti, a desna yg stanja svih fermiona su SU(2)
singleti — vise o tome u Poglavlju 6.

Kako je ukupna grupa gauge simetrija Lagrangiana materije £, (kvarkova i leptona i
Higgs bozona) u SM ustvari SU(3). x SU(2). x U(1)y (indeks L oznacava da samo lijevi
fermioni nose taj kvantni broj), lako je u kompaktnom obliku napisati kompletnu
kovarijantnu derivaciju dodajuc¢i SU(3) ¢lan

D" :6”+iglgB”+igzr—2iWi”+ig3%‘Ga”, (4.128)

gdje su SU(2) indeksi i = 1,2,3, a SU(3) indeksi su a = 1,2,...,8. Prva dva ¢lana u (4.128)
su singleti u SU(2) i SU(3) prostoru. Treci ¢lan je 2 x 2 matrica u SU(2) prostoru i singlet
u SU(3) prostoru, a zadnji ¢lan je 3 x 3 matrica u prostoru SU(3), a singlet u prostoru
SU(2). Da bi se koristila ova kompaktna notacija mora se napraviti dodatna pretpostavka
da SU(2) i SU(3) ¢lanovi iz (4.128) uvijek daju nulu kad djeluju na spinor ,,pogresne
dimenzije* — kad treci ¢lan djeluje na 1 x 1 matricu (broj) ili 3 x 1 matricu daje nulu, kao
i kad Cetvrti ¢lan djeluje na 1 x 1 matricu ili 2 x 1 matricu rezultat je nula.

Osam gluona, obojanih gauge bozona G;" bez mase, su medijatori jakih interakcija
medu kvarkovima. Konstante interakcije gi, g2 i g3 Su proizvoljne, ali ako ih odredimo iz
eksperimenta za jednu reprezentaciju fermiona ostaju fiksirane za svaku reprezentaciju —
na primjer, ako izmjerimo ¢, za elektron, znamo ga i za muon. Mijerenje jakosti
interakcije gauge bozona s jednim fermionom, fiksira konstantu te interakcije sa svim
preostalim fermionima i gauge bozonima.

Izraz (4.128) za kovarijantnu derivaciju “najvaznija” jednadzba Standardnog Modela,
jer na vrlo kompaktan nacin sublimira sva dana$nja teorijska i eksperimentalna saznanja
o elementarnim Cesticama. (4.128) implicira da sve elementarne Cestice imaju lokalnu
U(1) gauge simetriju koja rezultira elektromagnetskim interakcijama; sve elementarne
Cestice imaju 1 lokalnu SU(2) gauge simetriju koja rezultira slabim interakcijama; sve
elementarne cCestice imaju 1 tre¢u unutarnju simetriju pri lokalnim gauge
transformacijama koje tvore SU(3) grupu i koja rezultira jakim interakcijama medu tim
Cesticama. Sve tri vrste interakcija (sila) medu elementarnim Cesticama kompletno su
opisane poljima odgovaraju¢ih vektorskih (gauge) bozona pridruzenih generatorima
grupa tih internih lokalnih gauge simetrija — B*(x) za jedan generator U(1)y grupe, tri
Wi*(x) za tri generatora SU(2),_ i osam gluona G,"(x) za osam generatora SU(3)..

Izraz (4.126) je SU(2) generalizacija kovarijantne derivacije kvantne elektrodinamike
(4.62), tj. (4.68). Ali u slucaju ne-Abelove SU(2) gauge grupe ne znamo lokalne gauge
transformacije vektorskih polja Wi*(x). Da se one nadu treba ponoviti derivaciju (4.67)-
(4.70). Dovoljno je promatrati samo infinitezimalne SU(2) gauge transformacije
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Wit (x) = Wi(x) + SWH(x) (4.129)
gdje je SW;it(x) prvog reda po infinitezimalnom parametru gauge transformacije €i(x).

Bazi¢ni zahtjev je, kao i u slucaju elektrodinamike (4.65), da se kovarijantna derivacija
pri lokalnim gauge transformacijama mijenja na isti nacin kao i1 fermionska polja (4.125),
tj. da i u sluéaju SU(2) vrijedi

D) =e 2 Dhy(). (4.130)

)
Uvrstavanjem (4.129) u (4.130) i zamjenjujuci e Z=l+tie. (X) 5 +0(g%), s totnoscéu

do na prvi red po infinitezimalnom parametru ¢;, lijeva strana Jednadzbe (4.130) je

LS)=D"y'= [ +ig, W'”j(l“sjr—zjj\lf:( |g2 LW +ig, '8W“](1+|g ?]"’:

T. T. T.
="y +ig, —~WHy+ig, —dW y+i—0" (s w)— JW eyt Lg oty =
Vg, — Wy g, = SWy + i (e;v)-9, 7 g0ty =

=|:au ig, _W”+|g2 'SW +|2(“) g, 4‘W 8}1/+IES(“ )

gdje smo zanemarili ¢lan viSeg reda edW.

Desna strana jednadzbe (4.130) je

DSI— ™% Dy =1+, [ 0 +ig, DLW Jy =
=€ y(x) = 'HgiE 'ngz i (V=

. T,T, .
:(8” +ig, T—Z'Wi” -0, fsiwj”j\yﬂsi %‘( ”\V) :

Prvi, drugi i Cetvrti ¢lan na desnoj strani se pokrate s odgovaraju¢im ¢lanovima na lijevoj
strani i kako jednakost mora vaziti za svaku vrijednost polja y(x), rjeSavaju¢i po dW;"(x)
dobijamo

T,0W" :i( “s)ti +%ain“(1:irj —TjTi),
9,

a kako je komutator Pauli matrica [1;,T;] = 2igijtk , Imamo
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ri(SWi“ +i6“si +8ijkstk”) =0.
9,

Zbog linearne nezavisnosti Pauli matrica, konacno je

W (X) =~ 0", (X) — 48 (W, * (). (4.131)

2

Izraz (4.131) pokazuje da se pri lokalnoj gauge transformaciji iz SU(2) grupe polja
Wit'(x) gauge bozona rotiraju jedno u drugo, za razliku od slu¢aja Abelove U(1) gauge
grupe (4.124) kad lokalna gauge transformacija polja B"(x) uklju¢uje samo prvi ¢lan u
(4.131). Jasno je da se dodatni ¢lan pojavljuje kad god komutator generatora grupe nije
nula, tj. kad je gauge grupa ne-Abelova. Da se precizno razumije znacenje drugog ¢lana u

(4.131) treba razmotriti kako se vektor polja gauge bozona W* [vektor u SU(2) unternom
prostoru, tj. 3 x 1 matrica] transformira pri SU(2) gauge transformaciji

W = el# Ty, (4.132)

gdje je T; odgovarajuca s = 1 adjungirana reprezentacija (4.104) generatora SU(2) za koju
je

(Ti)jk = —if i = —isijc . (4.133)
Za infinitezimalnu transformaciju vektora

W' (L, T, W = W i, (g )WE = W — e Wi = W+ 5W,

j i

Sto odmah daje promjenu vektora W" polja gauge bozona uslijed rotacije u SU(2)
internom prostoru teorije

S\NiH =-— SiJkSijH1
upravo drugi ¢lan u (4.131).

Potpuno analogno sa (4.131), za SU(3) grupu infinitezimalna gauge transformaciju polja
gluona odredena parametrom m,(X) je

8G," =—i8“ma —f

. 0,G.", (4.134)
93

abc

gdje su strukturne konstante SU(3) grupu date u (4.123).

Ne-Abelova struktura SU(3) 1 SU(2) grupa ima vazne fizikalne posljedice.
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Svojstva jakih i slabih interakcija, koja se ogledaju u nekomutativnosti SU(3) i SU(2)
grupa, uzrokuju pojavu drugog ¢lana u infinitezimalnim transformacijama (4.134) i
(4.131), sto znaci da polja odgovaraju¢ih gauge bozona nose jaki i slabi naboj. Zato
gauge bozoni medijatori jakih i slabih interakcija i sami imaju te interakcije. U SM
pojavljuje se vezanje tri i Cetri gauge bozona (triple and quartic gauge boson couplings).
To je bitna razlika u odnosu na kvantnu elektrodinamiku u kojoj foton nema elektri¢ni
naboj, pa u najnizem redu nema ni foton-foton interakcija.

Razmotrimo kako se u slu¢aju nekomutativne gauge grupe pojavljuju samointerakcije
gauge bozona. Pri infinitezimalnoj lokalnoj ne-Abelovoj gauge transformaciji varijacija
polja gauge bozona W;"(x) je

SW, (X) = —éa”ai ()~ e, W, (%), (4.135)

napisana pomocu strukturnih konstanti fij, i jakosti vezanja gauge bozona g za bilo koju
gauge grupu [SU(2) ili SU(3)]. Maxwellov Lagrangian o™ slobodnog vektorskog polja
bez mase (3.20) nije viSe gauge invarijantan jer tenzor polja nije invarijantan. Lako se
vida da je pri transformaciji (4.135)

50" W — "W )= —Fye (0M W — 0 W ) Fy [@e W - (0%, W | (4.136)

U slu¢aju ne-Abelove gauge simetrije neophodno je redefinirati tenzor polja W;*"(x)
gauge bozona, tj. dodati neki ¢lan izrazu *'W;' — 8"Wi* tako da se pokrati zadnji ¢lan u
(4.136) koji zavisi od derivacija parametara 0"¢j(x) lokalnih gauge transformacija. Kako
je prema (4.135)

oF S (W AW, )= (0% W = (0% W [+ OF o s W W 0F o Frane WAW, T, (4.137)

prvi ¢lan u gornjem izrazu zaista pokrati nezeljeni ¢lan u (4.136). Zadnja dva c¢lana u
(4.137) mogu se transformirati koristec¢i antisimetriju strukturnih konstanti grupe

_gfijkfjlmSIWmHka _gfijkfklmgIWjHWmV = —g(f. flkj _flmkfikj)gleuwmv .

imk

Kako za adjungiranu reprezentaciju Lie grupe vazi (4.103) tj. (4.133), zadnja dva Clana iz
(4.137) su

_g(fimkflkj _flmkfikj>8IWqumv = g[(Ti )mk (T| )kj _(T| )mk (Ti )kj]SIWqumv = g[Ti’ I]ijIWjHWmv

pa je prema (4.101)

—g(f' flkj _flmkfikj)gleuwmv =g filk(Tk )ijIWj“WmV =gf;,f

n v
ik e W, "W,

kmj

te konac¢no
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of, 5 (W'W, )= —f,, 0% Wi (078, W, |- g e fun Wi W, (4.138)
Definiramo li tenzor polja gauge bozona kao
W™ =0"W," —a"W,* —gf, WHW, ", (4.139)
njegova promjena pri infinitezimalnoj lokalnoj gauge transformaciji je jednostavno
SW (%) =—F e, W (¥ . (4.140)

Definiramo li jo§ i Lagrangian polja gauge bozona W;i"(x) pomocu tenzora polja
Wi*(x) iz (4.127) kao

O _%Wiwwiw , (4.141)

lako se vidi da je Lagrangian Lg(l) invarijantan pri lokalnim gauge transformacijama
(4.135) zbog antisimetrije strukturnih konstanti grupe.

Kako u tenzoru polja gauge bozona (4.139) za Yang-Mills teorije postoji ¢lan
kvadratan po poljima W{*(x), a Lagrangian £, je kvadratan po tenzoru polja Wi*(x),
jasno je da u Lg(l) postoje ¢lanovi sa tri i Cetri polja gauge bozona Wi(x). Bitna razlika
izmedu elektrodinamike (Abelove gauge teorije) i teorija jakih i slabih interakcija (ne-
Abelovih Yang-Mills teorija) je postojanje interakcije izmedu samih gauge bozona. Kaze
se da su gauge bozoni slabih i jakih interakcija ,,nabijeni“ — nose slabi i jaki naboj — boju.

Sve dosad receno se moze rezimirati U recept: Kako konstruirati Yang-Mills teoriju?

Po¢i od renormalizabilnog Lagrangiana £n"’( i, &"y; ) tvari koji zavisi od
elementarnih Cestica (fermiona spina ') opisanih Diracovim poljima y; (Lagrangian tvari
moze ukljucivati i estice spina O opisane skalarnim poljima ¢;), bez mase. Pretpostavimo
da je £m invarijantan pri nekim globalnim (parametar transformacije €, je konstanta koja
ne ovisi o tocci x" prostor-vremena) gauge transformacijama — koje su to gauge
transformacije, tj. koju Lie grupu one sacinjavaju, mora nam rec¢i eksperiment.
Infinitezimalna globalna gauge transformacija polja tvari je oblika [kao u globalnoj
verziji (4.124) ili (4.125)]

;9 =ie, (T,);v;(), (4.142)
gdje su T, generatori gauge grupe koji zadovoljavaju komutacione relacije Lie algebre

[Ta,To] = ifancTe, (4.143)

a fapne Su strukturne konstante grupe.
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Najopcenitiji renormalizabilni nacin da se elementarne Cestice iz Ly veZu sa kolekcijom
Cestica spina 1 (bazdarnim ili gauge bozonima) je slijedeci recept:

1. U teoriju se uvede po jedno vektorsko polje gauge bozona W,"(x) za svaki
generator T, iz Lie algebre grupe gauge simetrija,

2. Svuda u Ly, zamjene se obi¢ne prostorno-vremenske derivacije 0" kovarijantnim
derivacijama D"

D'y, (¥) = 0"y, (09 +igW," (T, ), ;9 . (4.144)
kao u (4.128), gdje je g konstanta jakosti gauge bozon interakcija.
3. Lagrangianu teorije se doda gauge bozon Lagrangian Lg(l)

W= _%Wa“vwaw , (4.145)

gdje je tenzor polja gauge bozona W,""(x) definiran kao u (4.139)

W, " () =0"W," () —0"W," () —gf . W," (YW, (9, (4.146)

abc
4. Ukupni Lagrangian £ywm tako dobijene Yang-Mills teorije
Lym = Loy, DMyi) + LoD(WH WY, (4.147)

invarijantan je (ustvari, £m I £y Su odvojeno invarijantni) pri lokalnim ili ”gauged*
poopcenjem globalnih transformacija (4.142), tj. pri transformacijama

g, YW, (X), (4.148)

abc

dW. M (X) = —la“sa X -—f
g

Sy; (%) =g, (T, )v; (X, (4.149)

kao u (4.135).

SM elementarnih Cestica je ovakva ne-Abelove lokalno gauge invarijantna teorija Cija
je gauge grupa SU(3). ® SU(2). ® U(1)y . Takva teorija je u oStroj suprotnosti sa
eksperimentima. Problem je u masama Cestica — sve Cestice u teoriji su bez mase, a
eksperiment pokazuje da sve elementarne Cestice (0sim fotona i gluona) imaju masu!
Problem je oc¢igledan u slu¢aju slabih gauge bozona — svi gauge bozoni u ovakvoj teoriji
su bez mase i generiraju sile dugog dosega kao elektromagnetska interakcija. Ali, u
realnosti slabe interakcije su izuzetno kratkog dosega svega < 10 'm, §to zna&i da su
mase slabih gauge bozona velike 80.4 GeV za W* i 91.2 GeV za Z.
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Da bi Yang-Mills teorije mogle opisati ponasanje realnih elementarnih Cestica mora
se na¢i naéin da se u teoriju uvedu mase Cestica, ali tako da se ocuva lokalna gauge
invarijantnost teorije koja osigurava renormalizabilnost.

U teoriji nedostaje jo§ samo jedan ali fizikalno izuzetno vazan, element Higgs bozon
koji generira neophodne mase Cestica!
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Zadaci:

Zadatak 4.1. Pokazati da Lagrangian L:%mvz—q¢+qv-,&, gdje su ¢(X,t) i

A(X,1) elektromagnetski potencijali, daje korektne jednadzbe gibanja estice mase m i
naboja q u spoljasnjem elektromagnetskom polju.

Zadatak 4.2. Koriste¢i Lagrangian iz prethodnog zadatka pokazati da je klasi¢ni
Hamiltonian Cestice naboja q u spoljasnjem elektromagnetskom polju

Hzﬁ(ﬁ—q,&)%rqq).

Zadatak 4.3. Pokazati da klasi¢ni Hamiltonian Cestice naboja q = — e u spoljasnjem
elektromagnetskom polju (4.40) daje korektne jednadzbe gibanja (4.41).

Zadatak 4.4. Pokazati da u Aharonov-Bohm efektu valna funkcija elektrona u
spoljasnjem elektromagnetskom polju (4.47) daje intenzizet pruga interferencije (4.50).

Zadatak 4.5. Pokazati da je Schrodingerova jednadzba (4.56) za Cesticu naboja —e u
spoljaSnjem elektromagnetskom polju invarijantna pri lokalnim U(1l) gauge
transformacijama (4.57). Korisno je prvo pokazati da vaze relacije (4.58) — (4.60).

Zadatak 4.6. Koriste¢i komutacione relacije (4.75) pokazati da vazi (4.80).

Zadatak 4.7. Koriste¢i reprezentaciju (4.86) pokazati da za opée stanje spina
fermiona (4.83) vazi (4.87).

Zadatak 4.8. Pokazati da vazi (4.89), te (4.90).

Zadatak 4.9. Koristeci rezultat prethodnog zadatka pokazati da za 6 = ¢ =g izraz

(4.91) daje matricu rotacije oko y-osi za kut ¢
giohe _ cose sineg
| —sine cose)’
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Zadatak 4.10. Koriste¢i komutacione relacije Pauli matrica pokazati da je komutator
dviju SU(2) transformacije oblika (4.90):

icfe,

R,=¢"""" =cosg, +iG-Asing, i R, =¢€""" =cose, +iG-N,sine,,

[Rl,Rz] = —2iSin81$in826'(ﬁ1Xﬁ2) .

Zadatak 4.11. Koriste¢i matri¢nu reprezentaciju (4.106), pokazati da X -X = X12 + X22
ostaje invarijantno pri SO(2) transformacijama.

Zadatak 4.12. Naci matri¢nu reprezentaciju proizvoljnog SO(3) elemenata, tj. rotacije
u tri dimenzije, (4.109) parametriziranih Eulerovim kutovima o,f,y koriste¢i matrice
rotacija oko koordinatnih osi (4.110).

Zadatak 4.13. Pokazati da se proizvoljni element SU(2) grupe moze prikazati u
obliku (4.116) ili (4.117). Kakva je veza parametara te dvije reprezentacije.

Zadatak 4.14.  Koriste¢i Gell-Mannove matrice (4.120) provijeriti vrijednost
strukturnih konstanti SU(3) grupe (4.123).

Zadatak 4.15. a) Ako je V" vektor u prostoru SU(2) sa komponentama vi", vo*, v3"
napisati SU(2) kovarijantnu derivaciju

D" =0"+c6-V"
eksplitno u matri¢nom obliku.

b) Ako je G;* osam dimenzioni vektor (a = 1,2,...,8) napisati SU(3)
kovarijantnu derivaciju

D" =" + -G
eksplitno u matri¢énom obliku.
Zadatak 4.16. Koristeci (4.135) pokazati da vrijedi (4.136).

Zadatak 4.17. Pokazati da vrijedi (4.137).
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Zadatak 4.18. Pokazati da vrijedi (4.138).

Zadatak 4.19. Pokazati da je promjena tenzora gauge polja W,"" pri infinitezimalnoj
lokalnoj gauge transformaciji (4.135) data sa (4.140).

Zadatak 4.20. Pokazati da je Lagrangian polja gauge bozona (4.141) invarijantan pri
lokalnim gauge transformacijama (4.135).
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5. Higgs mehanizam

Nacin na koji fermioni i gauge bozoni dobijaju masu u SM, a da se pritom ne naruse
pozeljna svojstva teorije — lokalna gauge simetrija i renormalizabilnost, naziva se Higgs
mehanizam [P. W. Higgs, Phys. Rev. Letters 12 (1964), 132]. Osnovna ideja je da se
gauge simetrija teorije narusi, Sto je neophodno za postojanje masa Cestica, ali minimalno
(soft breaking). To se postize tako da Lagrangian teorije ostane gauge invarijantan, ali
stanje najnize energije — vakuum narusava tu lokalnu gauge simetriju. Narusenje simetrije
teorije uslijed neinvarijantnosi vakuuma (a, ne zbog neinvarijantnosti nekog c¢lana u
Lagrangianu) naziva se spontano narusenje simetrije (Spontaneous symmetry breaking —
SSB).

Pogledajmo prvo malo detaljnije vezu simetrija teorije i vakuuma.

5.1 Spektralne relacije

Vec¢ smo vidjeli u poglavlju 3.4 kako Noether teorem garantira da svaka kontinuirana
simetrija djelovanja (Lagrangiana) fizikalnog sustava jam¢i postojanje o¢uvane struje j*(x)
(3.78), te da je naboj Q — volumni integral njene vremenske komponente (3.79), ocuvana

veli¢ina %Q =0 kao u (3.88), na primjer.

U kvantnoj fizici jednadzba gibanja opservable Q, (Hermitskog operatora u

dQ, _

o= QuH]
Znaci da je Q, = const. je oCuvana veli¢ina, ako i samo ako, komutira sa Hamiltonianom
sustava. Indeks a dozvoljava mogucénost postojanja viSe konstanti gibanja. Kako Q, ne
ovisi 0 vremenu, vrijednost te opservable jednaka je njenoj pocetnoj vrijednosti. Uvjet
[Qa,H] = 0 ujedno osigurava da oCuvana veli¢ina komutira i sa operatorom vremenske

. : —TH(t-tp)
evolucije stanja sustava: U(t,t)) =e "

Hilbertovom prostoru stanja) koja ne zavisi eksplicitno od vremena je: i

. Zato ako za neko stanje |y) u jednom

trenutku vremena vazi: Qa|y) = ga|y) , opservabla Q, zadrzava svoju sopstvenu vrijednost

Ja u svakom trenutku. Za takve svojstvene vrijednosti se kaze da su “dobri kvantni
brojevi® i nazivamo ih ,,nabojima“ Cestica.

Stanja kvantnog sustava koja su povezana operacijom simetrije Lagrangiana (pri

kojima Lagrangian ostaje invarijantan) nuzno moraju imati istu energiju, Sto je jo$ jedna
posljedica uvjeta: Qa|y) = da|y). Zaista, ako su |y) i |x) dva svojsttvena stanja

Hamiltoniana (energije sustava) povezana operacijom simetrije: Qa|y) = |3}, onda je
H|v) = HQalx) = QaH|x) = E,Qa[x) = Ey|v). (5.1)

Sto znacida je E, =E, .
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U opéem slucaju, Hilbertov prostor stanja separira se u podprostore unitarnih
reprezentacija grupe simetrije unutar kojih sva stanja imaju istu energiju i mozemo ih

oznacavati svojstenim vrijednostima energije i oCuvanog naboja Q,, na primjer, ‘ Ew,qa> .

Ovakva razmatranja zelimo primjeniti i u kvantnoj teoriji polja na energiju jedno-
Cesti¢nih stanja da nademo relacije medu masama elementarnih Cestica. Ali, kako je u
teoriji polja simetrija Lagrangiana ustvari simetrija kvantnih polja koja reprezentiraju
odredene Cestice, ne mora nuzno slijediti da ¢e to biti i simetrija Fochovog prostora stanja
teorije. Jednostavnije reCeno — ako su dva kvantna polja povezana transformacijom
simetrije, ne mora nuzno slijediti da su i jedno-Cesti¢na stanja tih polja povezana istom
transformacijom simetrije. Simetrija viSe-Cesticnih stanja biti ¢e identi¢na simetriji
kvantnih polja u Lagrangianu teorije, ako i samo ako, je ispunjen dodatni uvjet: vakuum —
oshovno stanje teorije, je invarijantan pri transformacijama grupe simetrija Lagrangiana.
U kvantnoj teoriji polja vakuum |0> moze, ali ne mora biti, invarijantan pri operacijama

simetrije.

Ako je transformacija simetrije reprezentirana unitarnim operatorom U(g,)=e'%% |
uvjet invarijantnosti vakuuma je

U(ea)|0)=]0) < Qaf0)=0. (5.2)

Neka su dva kvantna polja iz Lagrangiana teorije ¢1(X) i ¢(X) povezana operacijom
neke simetrije koju generira o¢uvani Hermitski operator Q, tj. neka vazi

A1(x) =i[Q,4(x)] - (5.3)

Radi jednostavnosti uzmimo da operacija simetrije ostavlja invarijantnim polje ¢(x), tj.
da je gi(x)" = U(e) ¢u(X) U(e) * = ¢i(x), §to je osigurano ako vazi [Q,¢] = 0. Kako se pri
unitarnoj transfomaciji simetrije polje ¢(x) promjeni u

#(x) = U(e) g2(x) U(e) "= "% gr(x) e "™ =[i(i8) Qm}@[i(_is) Q”}

m=1 ml

=¢z+is[Q,¢2]+%[Q,[Q,¢z]]+--..:¢z(x)+s¢1(x),

znaci da je varijacija polja ¢(X) pri ovoj transformaciji

3¢a(X) = d(X)" — (X) = edi(X). (5.4)
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Polja ¢ (x) 1 ¢»(x) imaju svoj razvoj u Fourierov red po ravnim valovima kao u (3.46), pa
zbog (5.3), isti uvjet mora vaziti za njihove anihilacione i kreacione operatore, tj.

ap = 1[Q,a7] (5.5)

gdje indeksi "1" i "2" oznacavaju Cestice opisane poljima ¢ (X) i ¢(X). Za jedno-Cesti¢na
stanja dvaju polja onda vrijedi

1) =a,"|0)=1[Q,,"]|0) =iQa;"|0) — ia,"Q|0) =iQ|2) - ia,'Q|0) . (5.5)

Za jedno-Cesticna stanja vrijedi [1) = iQ|2), samo ako vrijedi Q|0)=|0), tj. ako je
stanje bez Cestica invarijantno pri djelovanju operatora simetrije. Ako vakuum nije
invarijantan, tj. ako je simetrija Lagrangiana teorije spontano narusena, tada u pravilu, za
jedno-Cesti¢na stanja nema degeneracije — Cestice razli€itih polja vezanih operacijama
simetrije imaju razli¢ite mase, §to je svojstvo koje mora imati teorija elementarnih Cestica.

Kako je za dokaz Noether teorema neophodna samo invarijantnost djelovanja
(Lagrangiana), u teoriji i dalje postoji ouvana struja 0, ja"(X) =0 i o¢uvani naboj Q. = 0.

To znaci da je spontano naruSenje vrlo "blago® narusenje simetrije (soft breaking) koje
moze ocuvati sva pozeljna svojstva potpuno simetricne teorije kao gauge invarijantnost i
renormalizabilnost. Osnovna razlika izmedu simetri¢cne i spontano naruSene kvantne
teorije polja (precizno, ¢ija je simetrija Lagrangiana spontano narusena) je Sto kvantni
brojevi g, generatora simetrije Q, vise nisu “dobri kvantni brojevi u smislu da se ne
mogu koristiti za klasificiranje spektra masa jedno-¢esti¢nih stanja teorije.

Prema tome, sve dosad izneseno sugerira da spontano narusene ne-Abelove lokalno
gauge invarijantne kvantne teorije polja mogu biti dobar model za opis ponaSanja
kvarkova, leptona i gauge bozona — stvarnih elementarnih Cestica materije. Naravno,
treba joS pokazati da takva teorija zaista postoji 1 da se njena predvidanja slazu sa
eksperimentalno mjerenim svojstvima elementarnih Cestica.

Najvazniji test su upravo mase elementarnih Cestica — treba pokazati da se moze
definirati teorija polja Cija jedno-Cesti¢na stanja imaju mase koje odgovaraju masama
realnih Cestica. Vjerojatno najveéi uspeh SM je predvidanje postojanja medijatora slabih
interakcija, gauge bozona W* i Z° sa to¢no odredenim masama i §irinama raspada.
Desetak godina nakon teorijskih predvidanja u CERN-u su eksperimentalno detektirane
fundamentalne, tockaste Cestice identi¢nih svojstava.

Osnovna pretpostavka koja se pravi u SM da se konstruirira renormalizabilna teorija
polja Cija jedno-Cesticna stanja nisu degenerirana po masi, je postojanje, pored polja
materije spina % (kvarkovi 1 leptovi) 1 polja spina 1 medijatora interakcija (gauge
bozoni), jos i dodatno kvantno polje — Higgsovo polje, spina 0. To polje postoji u cijelom
prostoru (kao i svako kvantno polje), a njegovi kreacioni operatori iz vakuuma stvaraju‘
Cestice tog polja — Higgsove bozone.
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Ovo nije “mala‘“ pretpostavka jer skalarno polje ili elementarne Cestice spina 0 nikad
dosad nisu detektirane. Moguc¢nost otkrica Higgs bozona je osnovni razlog zaSto se u
CERN-u gradi novi akcelerator LHC. Higgs bozon je ustvari jo$ jedina neotkrivena i
eksperimentalno neispitana elementarna Cestica koja postoji u SM.

Da se lakSe razumije Higgs mehanizam u SM, prvo na nekoliko jednostavnijih
primjera ispitajmo svojstva spontanog narusenja simetrije.
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5.2 Spontano naruSenje diskretne simetrije

Razmotrimo prvo jednostavan slucaj klasi¢ne teorije polja da razumjemo fizikalne
osnove. Renormalizabilni Lagrangian samo jednog skalarnog polja ¢(x) je

L A Lo 1o,
[,=T—V=E(6 8)0,4) S - gt (5.6)

Zasada su p i & samo realni parametri, uz uvijet da je konstanta jakosti ¢* samo-interakcije
pozitivna A > 0, da bi potencijal, pa prema tome i Hamiltonian, bio ograni¢en odozdo za
velike vrijednosti ¢. Teorija ima diskretnu simetriju inverzije ¢— — ¢. Da se nade spektar
teorije, treba prvo na¢i minimum potencijala koji je klasi¢éno osnovno stanje sustava
(polozaj stabilne ravnoteZze). Da se ispitaju male oscilacije (eksitacije) sustava, treba polje
razviti u red oko osnovnog stanja i odrediti normalne modove titranja sustava. U teoriji
polja osnovno stanje zovemo vakuum, a eksitacije normalnih modova sustava su Cestice.
Masa Cestica je parametar uz ¢lan u Lagrangianu koji je kvadratan po poljima, kao u
slu¢aju slobodnog skalarnog polja (3.28).

Pretpostavimo sad da je u”>> 0. Tada je minimum potencijala — vakuum, ¢ =0 stanje,
pa je u* kvadrat mase skalarne Gestice.

No, nema nijednog fizikalnog razloga zasto bi p* moralo biti pozitivno. Ako je p?<0,
potencijal izgleda kao na Slici 5.1.

V(gY]

Slika 5.1

Minimum potencijala odreden je sa
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N_o = ¢(u2+nrg?)=0. (5.7)

op

Stanje najnize energije je minimum 1 kineticke i potencijalne energije. Minimum
kineticke energije je bilo koja konfiguracija polja ¢(X) = const. Stanje ¢(x) =0 je lokalni
maksimum, pa je vakuum teorije

2

p(X)=+ _; =4V, (5.8)

v se naziva vakuumska ocekivana vrijednost (vov) polja ¢(x), jer je to vrijednost polja u
osnovnom stanju sustava (ime naravno anticipira prijelaz u kvantnu teoriju gdje polje ¢
postaje operator koji ima ocekivane vrijednosti u raznim kvantnim stanjima sustava).

Skalarno polje ¢iji vov je razli¢it od nule naziva se Higgsovo polje. Odaberimo za
vov Higgsova polja + znak u (5.8) — to je odabir koji spontano naruSava diskretnu
simetriju teorije (fizikalni sustav mora spontano odabrati jedno od dva mogucéa vakuum
stanja). Za razvoj Lagrangiana oko vakuuma prvo redefiniramo polje

¢(x) = Vv +n(x), (5.9)

(u teoriji malih oscilacija ovo je ekvivalentno translaciji generaliziranih koordinata tako
da je poloZaj stabilne ravnoteZe u ishodiStu). Zamjenom (5.9) u Lagrangian (5.6) lako se
dobija Lagrangian polja n(x)

L= %(a“n)(a”n)—%zxvznz v — %W- (5.10)

Lagrangian (5.10) reprezentira normalnu klasi¢nu teoriju polja jer ¢lan kvadratan po polju
n(X) ima negativan znak, $to znaci da je masa Higgs bozona n

m,? =2V =-2p? (5.11)

Higgsovo polje ima 1® i n* samointerakcije ¢ije su konstante jakosti AV i % Kubigna n*

interakcija osigurava da Lagrangian (5.10) nema diskretnu simetriju originalne teorije.

Lagrangian teorije skalarnog polja (5.6) u sludaju spontanog narugenja simetrije p> <0,
ustvari je Lagrangian (5.10) skalarnog Higgs polja mase (5.11) — spontano narusenje
simetrije dalo je masu skalarnom polju.

Ovakav efekt postoji u mnogim podrucjima fizike. Mozda je najpoznatiji primjer
prmanentni magnet. Heisenbergov Lagrangian spin-spin interakcija valentnih elektrona u
atomima feromagneta je rotaciono simetri¢an, ali bilo koje osnovno stanje permanentnog
magneta oCito nije — atomski spinovi poredani su u pravcu magnetskih polova.
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5.3 Spontano naruSenje kontinuirane simetrije

Razmotrimo u drugom koraku spontano narusenje kontinuirane globalne simetrije na
primjeru kompleksnog skalarnog polja. Renormalizabilni Lagrangian (3.75) kompleksnog

skalarna polja ¢ = %(;ﬁl +ig,), gdje su @i i ¢ realna klasi¢na polja, koje ima ¢* samo-
interakcije, uz uvjet A >0, je

£=(0"9)(0,8)*—n>dp*—1(dp *) . (5.12)

Lagrangian teorije je invarijantan pri Kkontinuiranim globalnim U(1) gauge
transformacijama rotacije u internom (¢, ¢,) prostoru teorije (rotacije oko z-osi za kut ¢)

g=e0g, gr=e"g*, (5.13)

kao u (3.77), ili pomocéu realnih polja ¢ i ¢

1 .
"=— (¢ COSQ — ¢ SINY),
4 N $1.COSQ — ¢ SING
(5.14)
1 .
"= — (A Sine + ¢ COSY).
2 N $SING + ¢ COSP
Lagrangian teorije napisan pomocu realnih polja ¢ i ¢ mase p je
1 1 1 A 2
=04 +5(0.0.) —Euz(;zsf " ¢22)_Z(¢12 v ), (5.15)

u kome su dva zadnja &lana potencijalna energija. Za > > 0 minimum potencijala je
oc¢igledno ¢ = ¢ =0.

U slucaju spontanog naruienja simetrije za u” < 0 potencijal izgleda kao bi-kvadratna
parabola sa Slike 5.1 zarotirana oko V-osi i ima beskona¢no mnogo identi¢énih minimuma
A v
Vo = _ZV4 na kruZnici radijusa

2

8+, = _; =V, (5.16)

Kao i u prethodnom primjeru, analiza teorije zahtijeva razvoj oko vakuuma. Za
vakuum treba odabrati jedno izmedu beskona¢no mnogo osnovnih stanja iste energije —
bilo koju to¢ku na kruznici (5.16), tj. spontano narusiti U(1) simetriju teorije. Odaberimo
proizvoljno tocku ¢ =V i ¢ =0, pa napravimo zatim translaciju ishodista
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h(x) =n(x) +v,  A(x)=x(X), (5.17)
uvodeci nova realna polja n(X) i x(x) oscilacija oko vakuuma.

UvrStavanjem u (5.15) Lagrangian novih skalarnih polja n(x) i x(x) je

L= %(am)z —%(— 20° o’ +%(aux)2 ~a{n’ +nx2)—%(n4 +an’y” +x* )+ oonst. (5.18)

. 1 . . .
Konstantni ¢lan const. = — Vj = ZXV" u Lagrangianu (5.18) ne utjeCe na jednadzbe

gibanja i moze se zanemariti.

Dobija se uobi¢ajena renormalizabilna teorija dva interagujuca skalarna polja. Teorija
sadrzi Higgsovo polje n(X) mase

m,? = 202 = - 2142, (5.19)

dok je drugo skalarno polje x(x) bez mase. Oba realna polja imaju kvarti¢ne
samointerakcije (n* i x* ¢lanovi), a Higgsovo polje ima i kubne samointerakcije (n° &lan),
te postoje kubne i1 kvartiéne meduinterakcije dva polja (nx2 i n2x2 ¢lanovi). Nema ¢lana s
%2, §to znadi da je polje y(x) bez mase. U ovom primjeru vidimo da spontano narusenje
globalne kontinuirane simetrije Lagrangiana dovodi do pojave polja bez mase.

Polje y(x) je primjer Goldstoneova teorema: kad god se kontinuirana globalna
simetrija Lagrangiana spontano narusi u teoriji se pojavljuje skalarna Cestica bez mase
koja se naziva Goldstoneov bozon. Lagrangian (5.18) viSe nema originalnu U(1)
simetriju koja je spontano narusena izborom jednog od beskonacno mnogo mogucih
osnovnih stanja sa kruznice (5.16), tako da su vov originalnih polja

(0[4|0) = v = %; (0] 0) =0, (5.20)

dok je za nova polja koja reprezentiraju fluktuacije oko osnovnog stanja
(0Jn|0) = (0[|0) = 0. (5.21)

Spektar teorije je fizikalno potpuno razumljiv — polje n(X) pretstavlja radijalne, a
polje x(x) tangencijalne oscilacije oko vakuuma. Kako bilo kakva promjena radijalne
koordinate znaci povecanje energije uslijed povecanja potencijala, polje n(X) ima masu
(5.19). Polje x(x) reprezentira fluktuacije u azimutalnom ¢-pravcu duz kruznice (5.16)
degeneriranih osnovnih stanja. Kako ¢-fluktuacije ne kostaju energije polje (i Cestice koje
to polje reprezentira) su bez mase.
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5.4 Spontano naruSenje lokalne gauge simetrije

Ve¢ smo vidjeli kako spontano narusenje diskretne simetrije moze generirarati masu
bezmasenog kvantnog polja, a spontano narusenje kontinuirane simetrije moze generirati
kvantno polje bez mase. Kombinacija oba efekta je moguca pri spontanom narusenju
lokalne gauge (bazdarne) simetrije.

U Poglavlju 4. smo vidjeli da lokalna gauge invarijantnost Lagrangiana zahtijeva
postojanje bezmasenog polja A, gauge bozona koje ulazi u kovarijantnu derivaciju 6, —
D, =0, +igA, kao u (4.68). Najjednostavnija takva teorija je skalarna elektrodinamika —
teorija kompleksnog skalarnog polja ¢ (ili dva realna polja ¢ i ¢ ) mase u i naboja g i

polja fotona (gauge bozona) bez mase ¢iji je Lagrangian

1 w
£=(D,#)*(D") —n’¢*p—Mg*¢)* —ZFWF‘ : (5.22)
gdje je
D, =0, +igA, , Fu =0, A, — 8, A, . (5.23)

Moze se pokazati da je teorija invarijantna pri lokalnim U(1) gauge transformacijama
' —1A(X ' 1
) > ¢ =", AKX >A KQ=A K+ Ea“A(X) , (5.24)

kao u (4.57). Za uz > (0 Lagrangian (5.22) opisuje interakcije nabijene skalararne Cestice
mase [ 1 naboja g s elektromagnetskim poljem A, , tj. vektorskim Cesticama bez mase 1
naboja — fotonima. Ovakva teorija polja ima Cetri stupnja slobode (u svakoj tocci x,,) —
dva realna skalarna polja & i ¢ i dva transverzalna stupnja slobode polarizacije polja
fotona A,,.

Da analiziramo SSB (spontaneous symmetry breaking) ove lokalno gauge
invarijantne teorije za p> < 0 moZemo prvo napisati kompleksno skalarno polje @#Xx) u
Eulerovom obliku pomoc¢u dva realna polja n(x) i x(X), tj.

#(¥) =n(x) ™, (5.25)

i iskoristiti lokalnu gauge (faznu) transformaciju polja #(x) da odmah ,,odrotiramo® iz
teorije polje x(x), jer uvijek u (5.24) moZzemo umjesto ¢ odabrati novo polje ¢ za koje je
A(x) = y(x), tako da polje y(X) potpuno nestane iz teorije. Takav odabir naziva se izbor
unitarnog gauge uvjeta. U primjeru u 5.3 takav izbor nije bio mogué jer je gauge
transformacija (5.13) samo globalna.

Kao i prije minimum Lagrangiana (5.22) nije u ¢ = 0 ve¢ u minimumu potencijala Vo
za | ¢| = v kao u (5.16).
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Minimum klasi¢ne teorije biramo za vakuum kvantne teorije. Kvantizaciju u odnosu na
vakuum vr§imo parametrizirajuci polja prema

v+ h(x)

§9 =27

(5.26)

Lagrangian (5.22) teorije napisan pomoc¢u novog realnog polja h(x) je onda

2,,2

L:%(a“h)(a“hﬁgTVA“Au ~Av?h? — hvh? —%h“ +gPVhAA, +%g2th“AH —%F‘”FW. (5.27)

Spektar teorije sastoji se od realnog skalarnog Higgs polja h(x) mase m; =
J2av? =202 i naboja g koje ima h® i h* samointerakcije, kao i hAA i h?AA
interakcije sa poljem masivnog gauge bozona A*(x) mase ma = gv. Jasno je da masa
gauge bozona dolazi iz kinetiCkog ¢lana polja ¢ u (5.22), precizno ¢lana interakcije

9 @s*A'A, , koji poslije translacije polja (5.26) daje %gzva”Au maseni &lan u
Lagrangianu kao u (3.22).

Broj stupnjeva slobode teorije nije se promjenio — realno Higgs polje h(x) ima
jedan, ali masivno vektorsko polje A"(x) ima tri stupnja slobode koji odgovaraju trima
moguéim vrijednostima z-komponente spina — 1, 0 i 1. Iz teorije je ,nestalo* jedno
skalarno polje x(x) koje je trebalo biti Goldstonov bozon narusene kontinuirane simetrije,
ali je umjesto toga ,,postalo longitudinalni stupanj slobode polarizacije polja masivnog
gauge bozona A"(x). Ovo se detaljnije vidi ako se SSB izvede koriste¢i parametrizaciju

$(x) - %[v +h() + ()], (5.28)

kao u (5.17). Tada se dobije maseni ¢lan za gauge bozon, ali se pojavi i A"0,y ¢lan koji se
mora eliminirati dijagonalizacijom — kvadratni ¢lanovi u Lagrangianu moraju sadrzavati
samo po jedno polje (taj Clan naizgled dozvoljava promjenu A, < y tijekom gibanja),
koja se moze ostvariti odabirom gauge transformacije koja iz teorije eliminira polje x(x).

Spontano naruSenje simetrije u lokalno gauge invarijantnoj teoriji polja moze
generirati masu gauge bozona! Takav nacin generiranje mase Cestica naziva se Higgs
mehanizam.

Originalna teorija (5.22) bila je lokalno gauge invarijantna, pa onda i
renormalizabilna. SSB zahtjeva samo algebarske manipulacije (redefinicije polja), tako
da je 1 spontano narusena teorija (5.27) lokalno gauge invarijantna, pa i renormalizabilna,
iako sadrzi masivno vektorsko polje. Lagrangian ostaje gauge invarijantan (pa vaZzi
Noether teorem), ali Higgs polje dobija vov razli¢iti od nule, pa vakuum teorije narusava
lokalnu gauge simetriju. Bezmaseni gauge bozon simetri¢ne teorije pretvara se u masivni
gauge bozon spontano narusene teorije.
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Masa gauge bozona gv odredena je jakoscu interakcije (nabojem) g i vakumskom
ocekivanom vrijednos¢u Higgs polja v, dok masa Higgs bozona h zavisi od v, ali i od
konstante samointerakcije Higgs polja A.

Higgs mehanizam daje nadu da je moguce konstruirati renormalizabilnu lokalno
gauge invarijantnu teoriju elementarnih Cestica u kojoj medijatori slabih interakcija —

slabi gauge bozoni W™ i Z imaju mase koje se slazu s eksperimentom — upravo to je SM.

Sad kona¢no imamo sve elemente neophodne za formuliranje kompletne teorije jakih
i elektro-slabih interakcija elementarnih ¢estica — Standardnog Modela.
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Zadaci:

Zadatak 5.1. Pokazati da kvantizacijom u skladu s (5.17) iz (5.15) slijedi Lagrangian
spontano narusene teorije (5.18).

Zadatak 5.2. Pretpostavljajuci da je (5.15) Lagrangian kvantne teorije polja naéi
osnovne Feynmanove dijagrame teorije (propagatore i vertekse).

Zadatak 5.3. Pretpostavljajuci da je (5.18) Lagrangian kvantne teorije polja naéi
osnovne Feynmanove dijagrame teorije (propagatore i vertekse).

Zadatak 5.4. Pokazati da se iz (5.15) poslije translacije polja (5.17) zaista dobija
Lagrangian (5.18).

Zadatak 5.5. Pokazati invarijantanost Lagrangiana (5.22) pri lokalnim U(1) gauge
transformacijama (5.24).

Zadatak 5.6. Napisati Lagrangian skalarne elektrodinamike (5.22) pomocu
kompleksnog skalarnog polja #(x) u eksponencijalnom obliku (5.25).

Zadatak 5.7. Pokazati da se iz Lagrangiana (5.22) zamjenom (5.26) dobija
Lagrangian (5.27).

Zadatak 5.8. Eksplicitno provesti SSB Lagrangiana (5.22) translacijom polja (5.28) i
iskoristiti gauge transformacije da ¢lanovi kvadratni po poljima postanu dijagonalni.
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6. Lagrangian Standardnog Modela elementarnih estica

SM je teorija gibanja sustava elementarnih Cestica. Elementarne Cestice su kvarkovi,
leptoni, gauge bozoni i Higgs bozon kako smo vidjeli u Poglavju 1. To su Cestice spina
%, 1 1 0 opisane odgovaraju¢im kvantnim poljima. Slobodne Lagrangiane takvih polja
smo razmatrali u Poglavlju 3. Sile medu elementarnim Cesticama Standardnog Modela su
jaka i elektro-slaba interakcija. Interakcije se u teoriju uvode na jedinstven nacin pomocu
principa lokalne gauge invarijantnosti. Tako se svakom generatoru grupe gauge simetrija
Lagrangiana materije £, pridruzi polje odgovarajuceg gauge bozona koji je medijator te
interakcije, kako je pokazano u Poglavlju 4.4. Grupa gauge simetrija Lagrangiana
materije £m je SU(3). x SU(2)L x U(1)y. Lagrangian materije je zbroj £m = Lf + Ls. Prvi
Clan £; je Lagrangian slobodnih fermiona (kvarkova i leptona) bez mase. £s je gauge
simetriéni Lagrangian skalarnog Higgs polja ¢ije osnovno stanje naruSava lokalnu
elektro-slabu gauge simetriju. Jake i elektro-slabe interakcije medu Cesticama posljedica
su interakcija sa gauge bozonima koji u teoriju ulaze kad se obi¢na derivacija 0" zamijeni
kovarijantnom D" u £, . Tako dobijeni Lagrangian je onda invarijantan pri SU(3). x
SU(2)L x U(1)y lokalnim gauge transformacijama. Ukupni £gv Lagrangian SM sadrzi jo$
i Lagrangiane £y (4.141) za svako od 12 polja gauge bozona (4 elektro-slaba i 8 gluona).
Lg je takode SU(3)c x SU(2)L x U(1)y lokalno gauge invarijantan.

UKkupni £y simetri¢ni Lagrangian SM je
Lsm = Li(OM - DM ) + £s + Ly, (6.1)

gdje u prvom ¢lanu (oM — DH) znaci da obi¢nu derivaciju treba zamjeniti kovarijantnom.
Kovarijantna derivacija (4.128) je

D“=a“+iglgB“+igzr—2‘Wi”+ig3x—;Ga“, 6.2)

gdje su konstante g, g i gs jakosti interakcija gauge grupa U(1)y , SU(2). i SU(3). za
sada proizvoljni realni brojevi. Lagrangian £g elektro-slabih i jakih gauge bozona B, ,
W', i G%, je

1 1 1 .

L :—ZB"VBW—ZW(”WLV—ZG;‘VGW, (6.3)
gdje su tenzori polja

B, =0,B,-0,B,, za uQ),

W, =0,W, -9, W, —g,e, W)W), zaSU(2), (6.4)

G, =0,G'-0,G" —0,f,,G°GS,  zaSU(3),

Hv
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kao u (4.139). U gornjim izrazima SU(2) indeksi su i,j,k = 1,2,3, a SU(3) indeksi a,b,c
uzimaju vrijednosti 1,2,...,8. t; su Pauli matrice (3.97), a A," su 8 Gell-Mann-ovih matrica
(4.120) grupe SU(3) ¢ije su strukturne konstante fan (4.123).

Da bi se takva simetri¢na teorija u kojoj su sve Cestice bez mase slagala sa
eksperimentima, mora se spontano narusiti elektro-slaba gauge simetrija. NaruSenje
gauge simetrije mora biti takvo da Higgs mehanizam generira mase svih Cestica, kako
smo djelimi¢no vidjeli u Poglavlju 5. Sada treba razmotriti detalje te procedure.

Prvi korak je to¢na specifikacija globalno gauge simetricnog Lagrangiana kvarkova i
leptona. Kako su sve interakcije fermiona 2. 1 3. familije identi¢ne onima iz prve familije
(razlika je samo u masi fermiona), dovoljno je razmatrati samo leptone i kvarkove prve
familije: elektronski neutrino ve i elektron e, te u i d — kvark, pa na kraju Lagrangianu
dodati iste ¢lanove za drugu (v,, W, C, ) i trecu familiju (v, 7, t, b). Te dodatne ¢lanove
ne¢emo ni pisati u interesu kompaktnije notacije.

Kvarkovi 1 leptoni su Cestice spina 'z 1 opisuju se Diracovim poljima. Ali, na¢in na
koji fermionska polja ulaze u Lagrangian SM je kompliciran jer zavisi od svojstava
interakcija medu Cesticama 1 spontanog naruSenja simetrije. Polja leptona i1 kvarkova, pa
time i fermionska jednocesti¢na stanja, slazu se u multiplete gauge grupa SU(2). x U(1)y
elektro-slabih i SU(3). jakih interakcija.

Osnovni problem teorije su slabe interakcije koje narusavaju parnost, pa imaju V — A
strukturu (3.163), tj. razlikuju lijeva i desna fermionska stanja (3.160). Zato je svaki
fermion u Lgm opisan sa dva spinorska polja y i yr . Na primjer, polje elektona e se u
SM opisuje pomocu dva stanja heliciteta — lijevog i desnog e’ i e'r

1—75 . 1+y

> Ye- | €R=Prye = 5

5

Ve (6.5)

€L =PLye =

gdje je polje ye(x) Cetvoro-komponentni spinor koji je rjeSenje Diracove jednadzbe
(3.124) za slobodni elektron. Isto vazi za svako fermionsko polje — postoje lijeva L i
desna D stanja svakog fermiona, osim neutrina. U SM postoje samo lijeva polja neutrina
(i samo desna polja antineutrina), tj. ne postoji ver stanje, §to prema (3.162) garantira da
neutrini u SM imaju masu nula. Notacija je dodatno komplicirana jer se za svako
fermionsko polje f(x) Cesto koristi i Diracov spinor f i polja odredenog heliciteta f| i fr.
Osnovne formule za prijelaz sa jedne na drugu notaciju su
fLa=Pf; f=f +fy; fo=FPy s Ff=Ff, +f.f;

LR"
Fou - - . 1— 5 . £ 1_ 5
fy"f :fL’Yqu +fRY”fR ) fL'Yufl_ :Efyu @A=v")f; 1:R'YufR :Ef’yu @+vy)f,

kao $to je pokazano u Poglavlju 3.5.
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U SM sva lijeva fermionska polja su dubleti (dvokomponentni spinori, tj. 2 x 1
matrice), a desna singleti (1 x 1 matrice) u odnosu na SU(2)_ grupu simetrija slabih
interakcija. To znaci da postoje tri leptonska stanja (u prvoj familiji)

(ZLJ —SU(2) dublet i e —SU(2) singlet. (6.6)

L

Komponente operatora slabog naboja %‘ u kovarijantnoj derivaciji (6.2), koje su 2 x 2

Hermitske matrice, djeluju samo na lijeva fermionska stanja koja su SU(2) dubleti, a po
definiciji, kad djeluju na desna stanja — SU(2) singlete, daju nulu. To zna¢i da je
kovarijantna derivacija (6.2) ustvari nekoliko razlicitih izraza — kad djeluju na leptonska

lijeva L stanja (6.2) je D" =0" +igl%B“ +1i0, T—ZiWi”, ali kad D" djeluje na R stanja

leptona kovarijantna derivacija je samo D" =0" + igl%B“. Vrijednost hipernaboja Y

lijevih Y i desnih Yg fermionskih stanja ne mora biti jednaka zbog narusenja L <> R
simetrije (naruSenje parnosti) u slabim interakcijama.

Napomena: Danas znamo da neutrini imaju vrlo malu masu, ali jo§ uvijek ne znamo
to¢no koliku. Ukoliko se zeli opis masivnih neutrina u teoriju treba dodati i njihova desna
polja, kao i za sve ostale fermione. Radi jednostavnosti zanemarimo tu dodatnu
komplikaciju.

Za razliku od leptona, kvarkovi imaju i jake interakcije, pa se kvarkovska polja slazu i
u multiplete SU(3). grupe jakih interakcija.

I lijeva i desna kvarkovska stanja su tripleti u odnosu na grupu SU(3)c .
Na kvarkovska stanja — triplete [tro-komponentne spinore, tj. 3 x 1 matrice, kao u (1.3)]
djeluju 3 x 3 Gell-Mann matrice A, generatora grupe koji su operatori boje. To znaci da

svako kvarkovsko stanje nosi kvantni broj SU(3). grupe — boju: crvenu, zelenu ili plavu,
§to oznac¢avamo indeksom o = 1,2,3.

Prema tome u SM postoji ukupno 12 stanja u i d kvarkova (ne raunajuci isto toliko
antikvarkovskih stanja)

u
(d“LJ —SU(2) dublet i SU(3) triplet i u_,,d s —SU(2) singlet i SU(3) triplet. (6.7)

al

Sva leptonska stanja su singleti u odnosu na SU(3)..
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Da bolje razumijemo ovu kompaktnu notaciju napisSimo eksplicitno djelovanje SU(3)

¢lana ig, (Gu 72”] iz kovarijantne derivacije (6.2) na kvarkovska stanja.

Jednocesti¢no stanje q bilo kojeg kvarka u SM opisano je valnom funkcijom koja je
produkt pet valnih funkcija (faktora)

prostorno—

i u@ SU(2 SU(3
g = vremenski |x spin X @ X 2) X ®) : (6.8)
faktor faktor faktor faktor
faktor

Za kvark momenta p* prostorno-vremenski faktor je ravni val N exp (+ ip"x,); spin faktor
je 4-komponentni spinor u'(p), tako da je produkt prva dva faktora y'(x) jedno od rjeSenja
Diracove jednadzbe (3.147) za slobodni fermion pomnoZeno projektom P, (Pg) za lijeva
(desna) stanja, kao u (3.155). U(1) faktor je samo realan broj Y — hipernaboj kvarka.
SU(2) faktor je za lijeva stanja koja su dubleti, dvokomponentni spinor (lijeva kvarkovska
stanja se slazu u 2 x 1 SU(2) matricu — stanja u-kvarka su gornji, a d-kvarka donji
elementi), a desna su singleti (1 x 1 matrice). Na kraju, SU(3) faktor je jedno od tripletnih
(tro-komponentni spinor) svojstvenih stanja boje iz (1.3). Svaki pojedini faktor (valna
funkcija) je ortonormirana. Razni operatori u teoriji djeluju samo na svoja vlastita stanja.
Operator derivacije djeluje na prvi faktor, operatori slabog spina t' djeluju samo na SU(2)
faktore (precizno samo na dublete), a operatori boje A% samo na SU(3) faktore.

Na primjer, stanje u-kvarka u,. koje je ustvari produkt gornjeg elementa SU(2)

1 0 0
dubleta u_ i SU(3) tripleta, tako da je: uy. =[O0 |-u_; Uy =[1|-u_ i ug =[0|-u..
0 0 1

Pisuci eksplicitno SU(3) indekse a = 1,2,....8 i a,p = 1,2,3, djelovanje operatora boje na L
stanje u-kvarka je

, (01 o _ 0
igsGi(?aj Uy =i9,6, 5|1 0 0])0 uL+....:%g3Gi 1lu +.., (68)
P 00 o)lo 0

gdje toCkice oznacavaju sumu preostala 23 ¢lana, a u oznacava da treba jo§ pomnoziti sa
gornjim elementom SU(2) dubleta (6.7) koji je L stanje Diracovog spinora kao (3.160) i
koji nismo eksplicitno pisali jer je, po definiciji, djelovanje SU(3) operatora na SU(2)
stanja nula. Kao 1 u slucaju leptona, djelovanje kovarijantne derivacije (6.2) na desna R

kvarkovska stanja koja su SU(2). singleti, je D" =o" +ile—2RB” +1i0, %Ga“, dok na

kvarkovska L stanja djeluje kompletno D" = o* +igl%8” +ig, T—Z‘Wi” +ig, %Ga”.
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8 gluona G°, medijatora jakih interakcija djeluju na kvarkove (i gluone) i mijenjaju
njihovu boju. Gluoni ustvari nose dve boje: boju + antiboju (jednu boju kreiraju, a drugu
anihiliraju). lako takvih kombinacija boja/antiboja ima devet, postoji svega osam gluona,
jer je kombinacija cC+zzZ+pp kolor singlet bez boje, kao simetri¢éna valna funkcija

mezona (1.4). To je lako provjeriti pomocu eksplicitne reprezentacije (4.120) operatora
boje Gell-Mann matricama (Zadatak 6. 1.).

Na primjer, djelovanje operatora C, = % na kvarkovska stanja (1.3) je

0 1 0)1 0
G, 2u,=G,2u,=G,=|1 0 0]|0 :Gi% 1 :%GiuZ:%Giuz,
0 0 0){0 0
0 1 0)0 1
G lu,=G'2u,=G =1 0 0]l1 —G11 0 —EGIU —EGlu (6.9)
U 2= z - ) _2 p 0_2 p oL :
0 0 0)l0 0
0 1 0)O0
Gi—lu3:Gi—1up=Gl— 1 0 0}0|=0.
0 0 0){1

Prvi od gornjih izraza razumijemo kao promjenu boje crvenog u-kvarka u zeleni u-kvark
kao rezultat apsorpcije (emisije) gluona Glu .

Prema tome, prva familija fermiona (ve, €', u, d) u SM opisana je sa 15 Diracovih
polja (stanja)

f=1, er, qL, Ur, dr, (6.10)

gdje smo notaciju jo$ vise kondenzirali uvodenjem oznaka za lijeva leptonska I i
kvarkovska ¢ stanja

A% u
IL:( ?j ) qL:( aj y UR = Ugr , dREdaR- (611)
e ), d, ),

o

Sva kvarkovska polja u (6.10) imaju tripletni SU(3). indeks boje a.=1,2,3.

Fermionski dio Lagrangiana SM dobijamo ako za svako od polja (6.10) napisemo
kineticki ¢lan Diracovog Lagrangiana yiy"d,y u kome onda zamjenimo " — D" , tako
da fermionski Lagrangian postaje
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Le=> fiy'D,f, (6.12)
f

gdje je kovarijantna derivacija (6.2), a zbraja se po svim fermionskim poljima (6.10).
Kako su fermionska polja sloZzena u odgovaraju¢e multiplete grupe SU(3). x SU(2)_ x
U(1)y tako se dobija lokalno gauge invarijantan Lagrangian. Zbog prisustva polja gauge
bozona u (6.2), jasno je da Lagrangian (6.12) ukljucuje ¢lanove interakcije fermion-gauge

bozon oinkafBuf, fWJf i fG‘;f.

Razmotriti ukratko pitanje masa Cestica u Lagrangianu SM (6.1). Ve¢ smo vidjeli da
lokalna gauge invarijantnost Lagrangiana zahtijeva da su mase svih gauge bozona nula

kao u elektrodinamici. Na primjer, maseni ¢lan oblika %mZBB”BFl oc¢igledno nije

invarijantan pri U(1)y lokalnoj gauge transformaciji

B,(X) > B, (x) =B, () +gi@“A(x) ,

1

gdje je A(x) proizvoljno skalarno polje kao u (4.54). Zato Lagrangian gauge polja £y ne
sadrzi masene Clanove.

Slabe interakcije razlikuju lijeva i desna fermionska stanja koja su u SM razliciti
SU(2). multipleti — L stanja su dubleti, a R stanja su singleti kao u (6.6) i (6.7), $to je
odraz narusenja parnosti u slabim interakcijama. Zelimo li SU(2). gauge invarijantni
Lagrangian sa takvim fermionskim poljima, onda i svi fermioni u teoriji moraju biti bez
mase. Prema (3.162) maseni ¢lan fermionskog polja je

Myy =MV y, +VY, Yz), (6.13)

Sto sigurno nije SU(2)_ invarijantno, jer produkt dubleta i singleta nije SU(2)._ singlet.
Polja svih fermiona i gauge bozona u Lagrangianu (6.1) su bez mase.

Gauge simetricni £s Lagrangian skalarnog Higgs polja sadrzi maseni ¢lan u kojem
odabiremo p? < 0 §to uzrokuje spontano narusenje gauge simetrije.

Ukupni SM Lagrangian za prvu familiju fermiona je onda

Loy = Ly + Ly + Lg + Ly :Zfiy”Duf—%BWB —%W;”ij-%vaefwmsmwk_, (6.14)
f

uv

gdje su fermionska polja f data u (6.10), izraz (6.4) daje tenzore polja gauge bozona, a
kovarijantna derivacija je definirana u (6.2). Lagrangian £s skalarnog Higgs polja i

Yukawa Lagrangian Ly koji daje masu fermionima biti ¢e definirani malo kasnije
izrazima (6.48) i (6.77).
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Kako leptoni ne nose boju (nemaju jake interakcije), SU(3) ¢lan (zadnji ¢lan) u
kovarijantnoj derivaciji (6.2) djeluje samo na kvarkovska polja i to isti nacin i na L i na R
polja. Ukupni Lagrangian Lsm (6.14) moze se prikazati kao zbroj SU(3) dijela LqQCD
Lagrangiana kvantne kromodinamike i Lsue)xu() €lektro-slabog dijela.

£,°°P je ukupni Lagrangian jakih interakcija kvarkovskih polja i gluona
LqQCD = _% vaGiv + Z au iyu(apsaﬁ + i%G;XZB jqﬁ ! (615)
q=u,d

gdje su g* Diracovi spinori (spinorski indeksi nisu eksplicitno napisani) u i d kvarkovskih
polja, a = 1,2,3 je indeks boje, a tenzor polja gluona G." je definiran u (6.4).

Elektro-slabe interakcije elementarnih Cestica opisane su Lagrangianom

Lsu@xu@) =Lg + Ly +Lg =

=> fiy* a“+igliB“+ing—‘Wi“ f—EBWBV—lWiWWiVMS, (6.16)
: 2 2 47 " 4 :

gdje se zbraja po svim fermionskim (i leptonskim i kvarkovskim) poljima (6.10).

Yang-Mills teorem iz Poglavlja 4.4 osigurava da je SM Lagrangian (6.14) zaista
SU(3)c x SU(2)L x U(1)y lokalno gauge invarijantan, §to jam¢i renormalizabilnost teorije.
Lokalna gauge invarijantnost ujedno znaci da su sva polja u SM Lagrangianu bez mase.
Jedini nacin da se u teoriju uvedu mase Cestica, 1 gauge bozona 1 fermiona, je spontano
narusenje simetrije, tj. Higgs mehanizam.

Preostaje da vidimo da se iz simetricnog SM Lagrangiana (6.14) spontanim
naruSenjem simetrije zaista dobija Lagrangian teorije elementarnih Cestica koja se slaze
sa eksperimentalnim rezultatima. Eksperimenti pokazuju da su jedine elementarne Cestice
bez mase su gluoni, foton i neutrini.

Za razliku od na primjer elektrona, elektronski neutrino nema masu samo zato $to se u
bazi¢na polja u Lagrangianu (6.14) ne ukljucuje polje desnog elektronskog neutrina veg.
Kao $to je prije napomenuto, nista nas ne sprecava da u Lagrangian (6.14) uklju¢imo 1 R
stanja neutrina, Sto bi osiguralo da i neutrini dobiju mase na isti nacin kao i ostali
fermioni spontanim narusenjem lokalne SU(2). x U(1)y elektro-slabe simetrije. Pored
gluona koji su zatoCeni unutar hadrona, tada u teoriji preostaje samo jedna Cestica bez
mase — foton, medijator jedine interakcije medu elementarnim ¢esticama dugog dosega —
elektromagnetske interakcije.

Prvo treba provijeriti da iz Lagrangiana (6.14) stvarno slijede poznate elektro-slabe
interakcije realnih elementarnih Cestica.
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6.1 Elektro-slabe interakcije

Razmotrimo prvo elekto-slabe interakcije leptona. Leptonski dio SM Lagrangiana
(6.14) je

L=l iy"D I +&;ivy"D e, (6.17)

ili pomocu polja neutrina ve i elektrona e

6=, e) iy”DH(:ej +8.i7"D,ep. (6.18)

L

Clanovi u gornjem Lagrangianu koji daju elektro-slabe lepton-gauge bozon interakcije su
oblika I_BHI I rW; | i dolaze iz odgovarajucih ¢lanova (drugog i tre¢eg) u kovarijantnoj

derivaciji (6.2). Ti ¢lanovi su

o Y o v, 9, __ w3 W —iW? (v,
= :_gli(vﬂ eL)YHB”(eLJ_f(VeL eL)Y”[W1+?W2 Swe e*L -
L 0 n u L

Y -
- ngR €r YHBHeR :
Definiramo li polja fizikalnih nabijenih slabih gauge bozona W* kao

oL e
W =E(Wj+|wj), (6.19)

Lagrangian interakcije leptona i SU(2). x U(1)y gauge bozona postaje
L = _%(VLVHVL)(leLBu + ngj) -
_% [(éLYHeL )(leLBp - gzwf)"‘ (éRYHeR )leR Bp. ]_ (6.20)
2 [ W, + e w; |

Iz ovog Lagrangiana prvo treba izdvojiti elektro-magnetske interakcije, tj. kvantnu
elektrodinamiku elektrona i fotona. Prva dva ¢lana na desnoj strani pokazuju da i neutrino
i elektron interaguju sa oba neutralna gauge bozona B i W?. Elektri¢ni naboj neutrina je
Q,. =0 (Q je elektri¢ni naboj Cestice u jedinicama naboja pozitrona, npr. za elektron je

Qe = — 1), pa neutrino nema interakcija sa fotonom A, , ve¢ ima samo slabe interakcije.
Treba naéi linearnu kombinaciju gauge bozona B i W* koja pretstavlja fizikalne neutralne
gauge bozone Z i A, tako da prvi ¢lan u (6.20) bude samo v Zv interakcija.
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Op¢a linearna transformacija koja ortonormirana stanja (B,W?) prevodi u ortonormirana
stanja (A,Z) je rotacija oblika

(AHJ _ ( cosd,,  sinb,, J[ B, j
Z, ) \-sind, cosd, | W’

B, = A,c0s0,, —Z sind,, ; Wj =A,sind, +Z cosb,y,. (6.21)

g.

Napisan pomocu polja fotona A i Z bozona prvi ¢lan u Lagrangianu interakcije (6.20) je

int. 1. i 1. i
L= _E(VLY“VL)Au(leL COSGW +0; SmeW) _E(VL,Y“VL)ZH(_leL sin eW +0, COSOW) '

v

pa zahtjev da ne postoji v Av interakcija daje uvjet

— 21 Y C0SOw = g2SinByy . (6.22)
Drugi ¢lan iz (6.20) koji pretstavlja interakcije elektrona sa fotonom A i Z bozonom je
= %[(éLy“eL )Au(— 9,Y, cos0,, +3,sin0,, )+ (€ v'e, )Zu(leLsineW +0,C080,, )]+

1. 1. .
+§(eRy“eR )AH(—leR cos0,, )+ E(eRy“eR )Z“(leRsmew).

Interakcije €A, e iz gornjeg izraza moraju biti identi¢ne Lagrangianu interakcije (4.16)
kvantne elektrodinamike (QED) koji je

LISIED = _eQe Js Ap :(_e)(_l)(\l_feyu\lle )Au = e(éL'yHeL +éR’Y“eR )Au !

Sto zbog (6.22) znaci da vrijedi
: \A
e=—g1Y C0SOw = gSinbw = — g, 7005 Oy (6.23)

pa mora biti Yr = 2Y.

Kako su hipernaboji Y (kvantni brojevi U(1)y grupe) proizvoljni mozemo odabrati
(uvijek moguce redefinicijom proizvoljnih konstanti interakcija) najjednostavnije

YL=-1, t. Yr=—2, (6.24)
Sto osigurava da veza elektriénog naboja Q, hipernaboja Y i tre¢e komponente slabog

naboja T3
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Q=Ts+ —, (6.25)

vazi za svako leptonsko stanje.
Uvjet (6.23) onda daje vezu konstanti jakosti U(1) i SU(2) interakcija
€ = (1080w = g2SinByy, (6.26)
tj.

919§ Yy, (6.27)

NCHERE 92

Kut 0w se naziva slabi (weak) ili Weinbergov kut. Mjerenja u raznim eksperimentima
daju numericku vrijednost: sin?0y = 0.23119(14).

e =

Ako zelimo da Lagrangian (6.14) opisuje poznate elektromagnetske interakcije
elektrona i neutina u SM moraju vrijediti relacije (6.26) ili (6.27) izmedu konstanti U(1)y
I SU(2). gauge interakcija.

Iskoristimo li (6.24) i (6.25), slabe interakcije neutrina odredene su Lagrangianom

int. _ e

v T _W({;LYHVL)ZP: ;[{,yui(l_ys)v}zw (6.28)
W w

- 2sin6,, cos0,, 2
gdje je oblik zadnjeg ¢lana odabran tako da sadrzi samo Diracovo polje neutrina v(X).

Gornji Lagrangian je istog oblika — g, j; Z, kao i Lagrangian interakcije — e jo A,
kvantne elektrodinamike, samo umjesto vektorske struje elektrona (3.127) imamo V — A

slabu neutralnu struju neutrina v y"v,_ :%Vy“(l—f)v. Kako je sin’0w = 0.2312,

. . o .. e 1 g .
konstanta jakosti Z,, slabih interakcija ==.02+92=—22_ jeoko 1.2
: ! : 2sin@,, cosh,, 2 917 cos0,, :

puta veca od konstante jakosti elektromagnetskih interakcija e.

Lagrangian elektro-slabih neutralnih interakcija elektrona sadrzi interakcije i sa
fotonom A 1 sa Z bozonom 1 moZe se napisati u simetri¢nom obliku

Lt =—ejy A, —9,55 Z,, (6.29)

e

gdje je konstanta elektromagnetskih interakcija e (naboj pozitrona), a konstanta
interakcija sa Z bozonima
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0, = =gl gl =2
Z sino,, coso,, 2 " s5ing,,

(6.30)

Odgovarajuce struje elektrona koje odrediju oblik neutralnih elektro-slabih interakcija u
(6.29) su

Jo, =&v"Q.e=—ey"e, (6.31)
jg, = gy*(ce—cevd)e, (6.32)
gdje su vektorski i aksijalno-vektorski faktori u struji
e _1(e - 1 e a1
ce :E(Ta ~2Q, sin? GW):—Z+sm2 Oui Ci="=-3. (633
Zbog Q, =01 T, = +% odmah se vidi da Lagrangian interakcije (6.29) vazi, kako za

elektrone, tako i za slabe interakcije neutrina (6.28) L™ = —02i7 Z,.

Zadnji ¢lan iz (6.20) daje interakcije leptona sa nabijenom W' i W~ gauge bozonima i
reprezentira slabe procese e <> Ve + W ili Ve <> € + W™, tj. procese koji mijenjaju
leptonske okuse

Lint. _ \/E e

E T2 sing,,

[( eyt )W +( LyHeL)WJ ]' (6.34)

narocito vazne zbog procesa raspada W-bozonaW —e + v, i W —>e" + v,.

| ovaj Lagrangian slabe nabijene struje leptona moze Se napisati pomocu Diracovih
polja leptona u obliku

— g LW, + 36 W, =g, [er @-v)vW, +37* @-y9ew; |, (6.35)
gdje je konstanta jakosti slabih interakcija leptona sa W= bozonima

e

Oy = _ 9
v 2\/§sin6W 242

(6.36)

Indeks CC oznacava ,,charged current®, jer se (6.35) najceS¢e naziva Lagrangian slabe
nabijene struje. Analogno, se (6.29) naziva Lagrangian slabe neutralne stuje (NC —
neutral current) leptona.
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Znaci, ukupne elektro-slabe interakcija leptona (prve familije) mogu se napisati kao
zboj Lagrangiana slabih neutralnih (6.29) i nabijenih (6.35) struja leptona

A [su@ruw] = L + Lo =—€ 8 A, —0, 8 Z, —gy (il W, +hk),  (6.37)

gdje h.k. ozna¢ava Hermitski konjugiran ¢lan.

Preostaje da vidimo kako izgledaju elektro-slabe gauge interakcije kvarkova. Clanovi
u Lagrangianu SM (6.14) koji sadrze SU(2). x U(1)y interakcije za leptone i kvarkove

Zfiy“D”f I Zfiy“Duf
q

. e . ) . . A u . ) ..
Su identi¢ni napravimo li zamjenu [ "j —>( "J ; er — dr 1 dodamo ug stanje, koje ima
eL L
iste interakcije kao i er, 0sim trivijalnih razlika u elektricnom naboju kvarkova i leptona.

Odaberemo li hipernaboje kvarkovskih stanja u skladu sa (6.25),

W30 Y =20, (6.33)

ili eksplicitno
. :%; Y, =——, (6.39)

lako je provjeriti da se ukupne elektro-slabe inerakcije kvarkova mogu napisati u istom
obliku kao (6.37) uz zamjenu | — q.

Po analogiji onda moZzemo odmah napisati Lagrangian elektro-slabih gauge interakcija
za svaki fermion prve familije f = (ve,e,u,d)

LM [suuw] = —ejo A, — + j”WT W’f), (6.40)

e _— e (.“ .
sin,, cos 0., 22, 24/25sin0,, o,
gdje su sve konstante interakcija napisane pomocu naboja pozitrona e radi lakse
usporedbe. Prvi ¢lan je uobicajena QED interakcija elektromagnetske struje fermiona j,
(Q je elektri¢ni naboj u jedinicama e) sa fotonima, drugi daje interakcije fermionske slabe
struje j%, sa neutralnim Z, gauge bozonima, a tre¢i ¢lan je interakcija fermionske struje jt,
sa elekti¢no nabijenim W™ gauge bozonima. Odgovarajuée fermionske struje su
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J% =—§y“e+§Uy“u—%ay“d ZZQf fyrf, (6.41)
f
I =voytve —eyte +U Y UL _aLY“dL —2sin’ Ow JB = ZFY“(C\D _C;Ys)f, (6.42)
t

j”W} :Vy”(l—y5)6+ﬁy”(l—y5)d, (6.43)
a vektorski i aksijalno-vektorski faktori u slaboj neutralnoj struji fermiona su

Cy :%Tsf ~Qysin”6,,; C, :%Tsf' (6.44)

Slabe interakcije imaju V — A strukturu, pa se u (6.42 — 43) pojavljuju lijeva L polja
fermiona, tj. y* (1 — y°) faktori. Elektromagnetska interakcije ouvavaju parnost i
konjugaciju naboja, pa se u struji (6.41) pojavljuju samo ukupna fermionska polja
(Diracovi spinori) .

Lagrangian interakcije (6.40) daje vertekse Feynmanovih dijagrama elementarnih
procesa emisije/apsorpcije elektro-slabih gauge bozona u SM.

eQq

Slika 6.1

Slika 6.1 prikazuje vertekse elektromagnetskih interakcija jo A, elektri¢no nabijenih

leptona i kvarkova sa fotonom A, koji su isti kao u kvantnoj elektrodinamici. Verteks
faktori su: —ey"Qs.

Na Slici 6.2 prikazani su elementarni procesi interakcija slabih neutralnih struja j’,
fermiona sa Z, bozonima. Za svaki fermion, prema (6.40) i (6.42), verteks faktori su

e n f f 5 .. e
—y*(C! -C ,gdiejeg, =————.
sinf,, cos6,, | (cl-Civ"). gdieje g sin@,, cos0,,
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Slika 6.2

Slika 6.3 prikazuje interakcije slabe struje leptona i kvarkova ji, sa W™ i W~ slabim
bozonima, tj. procesi emisije/apsorpcije nabijenih gauge bozona f < f + W* koji
mijenjaju okuse fermiona. Lagrangian (6.40) pokazuje da su verteks faktori ovih

. .. e . e
interakcija ————v*(1 —v°), gdje je =——— kaou (6.36).
. 2\/§s,inewY (L=7). gdjeje 2+/2sin6,, (6.36)

Slika 6.3

Znaci, uvjeti (6.25 — 27) osiguravaju da za svaki fermion u SM postoje uobicajene
elektromagnetske interakcije sa fotonom kao u QED. U SM postoje i dodatne slabe

interakcije fermiona sa Z i W* bozonima &ija jakost gz i gw je takode odredena uvjetima
(6.25 - 27).

Preostaje da vidimo §ta je sa jakim interakcijama kvarkova.
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Zadnji SU(3). ¢lan iz kovarijantne derivacije (6.2) djeluje samo na kvarkovska polja

gL, Ur I dr iz (6.10). Fermionski Lagrangian iz (6.14) koji opisuje jake interakcije
interakcije kvarkova je

int.  __
L:QCD -

- (g, HL)(iy“)(i%xaGij(zLjJrUR(iy”)(i%xaGijuR+8R(iy“)[ig?gxaGinR
L

(ne pisSemo spinorske indekse) dijagonalan po kvarkovskim okusima (ne mijenja okuse),
ali emisija/apsorpcija gluona mijenja boju kvarkovskih stanja. Lako se vidi da se gornji
QCD Lagrangian interakcije moze napisati pomoc¢u Dirakovih kvarkovskih poljauid

Lo =2 [ay* (i-6,)u+dy* (i-G,)d].

Verteksi jake interakcije kvarkova i gluona prikazani su na Slici 6.4.

Slika 6.4

Indeksi o, = 1,2,3 su kvarkovski i gluonski kolor indeksi.

Sad konacno mozemo vidjeti kako gauge bozoni i fermioni dobijaju masu. Teoriji
moramo dodati Higgs polje koje mora narusiti lokalnu gauge simetriju teorije.
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6.2 Spontano narusenje SU(2) x U(1) elektro-slabe lokalne gauge simetrije

U SM elektro-slabe interakcije kvarkova i leptona opisane su SU(2). x U(1)vy
lokalnom gauge grupom, tj. generirane su pomocu 4 bezmasena gauge bozona B" i W;"
koja u teoriju ulaze preko kovarijantne derivacije (6.2). Redefinicijom (6.19) i (6.21), to

postaju polja fizikalnih Cestica: fotona A, i tri slaba gauge bozonaWHi i Z, . Zelimo

iskoristiti spontano narusenje simetrije da trima od njih damo masu, dok Cetvrti gauge
bozon — foton treba ostati bez mase. U Poglavlju 5.4 smo vidjeli da op¢i teorem kaze da
treba u teoriju uvesti 4 realna skalarna polja i odabrati vakuum tako da samo jedno od
njih — Higgs polje, dobije nenultu vov. Na taj nacin ¢e tri skalarna polja koja bi postala
Goldstonovi bozoni narusene kontinuirane simetrije u unitarnom gauge-U postati
longitudinalne komponente masivnih gauge bozona i ,,nestati“ iz teorije, dok ¢e Cetvrti
gauge bozon ostati bez mase. Lagrangian tih skalarnih polja je £s u (6.14).

Odaberimo SU(2) dublet komplesnih skalarnih polja

¢ (X)
- , 6.45
o) (¢°(X)J (049

(vidjeéemo malo kasnije da ¢ * ima naboj, a ¢° je neutralno polje) gdje su 4 realna
skalarna polja

1

¢ =5 +id). (6.46)

# =0, +i6,). (6.47)
¢iji Lagrangian je

Ls=(D,9)" (D"¢) —1’¢'g—Mp"9)*, (6.48)

kao u (5.22), uz zamjenu kompleksne *, Hermitskom T konjugacijom, tako da je

¢

a4 %40 *
'p=(p*¢ )(¢

" + + 1
] =g w0 = (g i) (649)
a kovarijantna SU(2). x U(1)y derivacija je iz (6.2)
.Y LT
D* =8”+IglEB”+I92§-W“. (6.50)
Skalarni potencijal
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V(g) =n’pg+n(gg), (6.51)

je invarijantan pri SU(2). x U(1)y lokalnim gauge transformacijama kao u (4.94) ili
(4.119)

500 > F () =" 2g(x), (6.52)

tj. pri djelovanju produkta proizvoljne transformacije (6.52) i proizvoljne lokalne U(1)
gauge transformacije kao u (5.24) ili (4.54). Za u* < 0 potencijal ima minimum kad je

prp="t =L (6.53)

Postoji beskonacno mnogo degeneriranih osnovnih stanja koja imaju O(4) simetriju
G+ s+ =V (6.54)

SSB zahtijeva odabir pravca (odabir vov polja) u SU(2) prostoru i perturbativni razvoj
(translaciju polja) oko novog vakuuma teorije. Vakuum ne smije imati elektri¢ni naboj
(samo polje ¢° moze imati vov # 0), pa odabiremo ¢ = ¢ = % =0, ¢ =V, tj.

1(0
w-3() -

Odabirom jednog stanja (6.55) od beskona¢no mnogo stanja (6.54) iste energije za
vakuum kvantne teorije, simetrija se spontano narusava na podgrupu U(1)ep koja je i
dalje dobra simetrija vakuuma (jedno realno polje ¢; koje ima minimum u vakuumu
teorije), a oCekujemo da se pojave tri bezmasena Goldstone bozona (linearne kombinacije
preostala tri tealna polja).

Ako skalarni dublet parametriziramo u eksponencijalnom obliku [kao u (5.25)]
pomocu tri realna polja 0'(x) [i = 1,2,3] i Higgsovog polja h(x) u obliku

iei(x)izi 1 0
p(x)=e E[H X (X)j, (6.56)

pametnim izborom lokalne SU(2) gauge transformacije (6.52) sva tri polja 6'(x) mozemo
,odrotirati“ iz teorije — ti stupnjevi slobode postat ¢e longitudinalne komponente tri
masivna gauge bozona.

Kao i za fermione, i za Higgs dublet (6.45) vazi veza (6.25). Zato se za hiper-naboj
Higgs dubleta odabire Y 4= 1, Sto je razlog odabira oznaka kompleksnih polja u (6.45).
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Da smo kojim slu¢ajem probali odabrati vakuum u kome elekti¢no nabijeno polje ¢ *
dobija vov # 0, narusili bi zakon o¢uvanja naboja, jer bi se tada svi kvantni brojevi polja
¢, pai elektriéni naboj, mogli ,,istopiti“ u vakuum.

Higgsovo polje (6.45) je SU(2) dublet, ali samo jedna komponenta dobija vov # 0, $to
znaCi da vakuum teorije (6.55) narusava SU(2),_ simetriju. Kako je i za Higgsovo polje
h(x), kao i1 za dublet (6.45), hiper-naboj Y, = 1 # 0, vakuum (6.55) narusava i U(1)y
simetriju teorije, Sto se lako provjerava eksplicitnim djelovanjem generatora grupe.
Relacija (6.25) jam¢i da vakuum (6.55) nema elektri¢ni naboj. Djelovanje operatora
elektri¢nog naboja (6.25) na vakuum je

Q¢ = (Ts +%J $, =0, (6.57)

Sto, prema (5.2), zna¢i da je vakuum (6.55) invarijantan pri lokalnim U(1) gauge
transformacijama

by —> 8y =0 "% — g (6.58)

Grupu unirarnih transformacija (6.58) vakuuma (6.55), koja ostaje simetrija cijelog
Lagrangiana SM, ozna¢avamo U(1)gp i identificiramo je sa grupom lokalnih gauge
simetrija elektromagnetskih interakcija. Grupa U(1l)gep generirana je operatorom Q
elektricnog naboja (6.25), koji je linearna kombinacija generatora SU(2),_ i U(1)y grupa
gauge simetri¢nog Lagrangiana (6.14).

Napomena: Kad kovarijantna derivacija djeluje na SU(2) dublet svaki ¢lan u (6.50) je
produkt U(1)y 1 x 1 matrice (samo realni broj Y) i SU(2). 2 x 2 matrice (za prvi i drugi

10
¢lan to je jedini¢na matrica 1). Operator naboja (6.23) Higgs polja je:Q = (O 0] , jer je

v ooy =[P O 4 T2 edic ie trea Pauli matri L0 kad
~Y, 1= 1 =, gdje je trea Pauli matrica t, = :
¢ ¢ 0 1 3 2 gde ) 3 0 1 P

operator Q djeluje na dublet (6.45) daje QW =+1i Q¢0 =0.

Ovim je osigurano da ukupni Lagrangian SM, koji je lokalno SU(3). x SU(2). x U(1)y
gauge invarijantan, i poslije spontanog naruSenja elektro-slabe SU(2). x U(1)y — U(1)ep
simetrije, tj. odabira (6.55) za vakuum teorije, ostane invarijantan pri lokalnim U(1)gp
gauge transformacijama elektromagnetskih interakcija. Ta invarijantnost, prema Noether
teoremu, garantira vaZenje zakona ocuvanja elektri¢nog naboja u SM.

Bezmaseni gauge bozon U(1)ep gauge grupe je foton. Kako je generator Q grupe U(1)ep
linearna kombinacija generatora SU(2). i U(1)y grupa, polje fotona A"(x) mora biti
linearna kombinacija polja gauge bozona Wi*(x) i B*(x) tih grupa, kao u (6.21).
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Ukupni elektro-slabi i Higgs dio (dio koji opisuje Cestice spina 1 — bezmasene gauge
bozone 1 skalarne Cestice) Lagrangiana SM prije naruSenja simetrije ima 12 fizikalnih
stupnjeva slobode — po dva za polja B" i Wi" i 4 za realna skalarna polja Higgs dubleta
(6.45). Poslije spontanog narusenja elektro-slabe SU(2), i U(1)y gauge simetrije u teoriji
opet postoji 12 stupnjeva slobode — 9 stupnjeva slobode imaju tri masivna slaba gauge
bozona W* i Z, plus 2 stupnja slobode fotona, plus jedan stupanj slobode realne skalarne
Cestice — Higgs bozona h.

Teorija nuzno predvida postojanje Higgs bozona h — Cestice spina 0, naboja 0, ali
nepoznate mase. Masa Higgs bozona zavisi od konstante A njegove samointerakcije, kao
u (5.27), koja ni¢im nije odredena, osim §to znamo da mora biti realna i pozitivna.

Sad mozemo vidjeti kako Higgs mehanizam daje masu slabim gauge bozonima W™ i
Z. Kao u Poglavlju 5.3, ¢lan iz Lagrangiana (6.48) koji daje masu gauge bozona je ¢lan
interakcije Higgs polja i polja gauge bozona u kovarijantnoj derivaciji (6.50) Higgs
dubleta

Y. T Yo YL, T
¢*(I9138p +I92§-W}J (19158“+1925-W“j¢- (6.59)

Ako stavimo Y 4= 1, eksplicitno ispiSemo Pauli matrice 7, te imjesto ¢ stavimo njegovu
vov (6.55) dobijamo

2
1
8

[ ng}l +gZW§* gz(Wl“ _i\Nz}l )](Oj

g, (W +iwg) g,B* —g,w¢ Jlv

g,

2

Vggg [(Wl”)z + (W§)2]+Vf;[918” —g,wi [ (6.60)

Napisan pomocu polja fizikalnih nabijenih slabih gauge bozona W*

we =L (wroiwe): we =L (weiw?)

i \/5 i \/5 i

2
. \'
prvi ¢lan na desnoj strani (6.60) postaje (%) WIW™, $to znaci da je [za kompleksno

polje maseni ¢lan je m?¢ 7 ¢ kao u (5.22)] masa nabijenih W* gauge bozona

Vg, ve

M = : 6.61
Y2 2sine, (66D
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Napisemo li i drugi ¢lan na desnoj strani u (6.60) pomocu fizikalnih polja Z" i A" prema
(6.21), zbog uvjeta (6.25), odmah se pokrate ¢lanovi u kojima se pojavljuju polja fotona
A", tj. nema masenog ¢lana fotona ma = 0. Maseni ¢lan za preostalo polje Z" neutralnog
bozona iz (6.60) je

2
EMZZZ Zuzl V9, Z 7",
2 * 2\ 2cosH,, ) "

Sto znaci da je mase Z bozona

M, =9 1 [z g ev (6.62)

~ 2cosh,, 2 2sinf,, cos0,,

Usporedba (6.61) i (6.62) pokazuje da uvjet (6.25) koji osigurava da SM reproducira
elektromagnetske interakcije fermiona iz QED, zahtijeva da vrijedi

M
MW =cos0,,, (6.63)

z

§to se sa to¢noscu boljom od 1% slaze sa rezultatima eksperimenata: My = 80.4 GeV i
Mz =91.2 GeV.

Veza sa rezultatima eksperimenata se lako uspostavi koriste¢i Lagrangian slabih
nabijenih struja koji opisuju procese emisije/apsorpcije W* bozona (medijatora slabih
interakcija) od strane fermiona. Verteksi tih interakcija prikazani su na Slici 6.3. Kako je
pojasnjeno na primjeru kvantne elektrodinamike u Poglavlju 4.1, zakoni ocuvanja
energije 1 impulsa zahtijevaju da svaki realni proces mora sadrzavati bar dva verteksa.
Fermion (kvark ili lepton) u jednom verteksu emitira W* bozon, koji potom drugi fermion
apsorbira u drugom verteksu.

Na primjer, tipi¢ni proces slabih interakcija je rasprSenje U+d —>e +v,. U SM, taj
proces se, u najnizem redu, opisuje pomoc¢u dva elementarna procesa sa Slike 6.3 u dvije
bliske, ali separirane, to¢ke u prostor-vremenu. Feynmanov dijagram procesa prikazan je
na Slici 6.5. Taj dijagram u prvoj aproksimaciji opisuje raspad © mezona $to ¢e biti
razmatrano u Poglavlju 11. U jednoj tocci d-kvark emitira W~ bozon i prelazi u U-kvark,
a zatim se u nekoj bliskoj tocci taj W~ bozon raspadne u elektron i elektronski
antineutrino. Inicijalni elementarni proces (verteks) sadrzi U i d kvark i W~ bozon koji se
propagira do finalnog verteksa koji sadrzi elekton i elektronski neutrino € i v,.
q.4d,
gpv - NT 2
————, kao u (4.22). Amplituda procesa je
M

2
w

Propagator W~ bozona je iDg(q)),y = —i

produkt tri faktora:
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kvarkovske nabijene struje gwjm*j% za prvi verteks, propagatora W~ bozona Dg(Q),y i

leptonske (muonske) slabe nabijene struje g,,j, za drugi verteks. Kako je g,, = %
zanemarujuci fermionske spinore i faktore — i, amplituda Feynmanovog dijagrama sa

Slike 6.5 proporcionalna je sa ng De(q).

Slika 6.5

Ako je kvadrat momenta g puno manji od kvadrata mase W~ bozona (My = 80.4 GeV),
svi ¢lanovi u njegovom propagatoru koji zavise od momenata g, se mogu zanemariti tako

da je De(q)p —> — i o pa amplituda postaje jednostavno Y =£ 4 _ 1
o My M,; 8 vig? 2v?’

limesu g° << MWZ, slabe interakcije su opisane efektivnom Fermi struja-struja (Cetri

. y . . oo : Ge. . ..
fermiona) to¢kastom interakcijom &iji je Lagrangian £ :_T;JW” j\j,T, kao $to je

simboli¢no prikazano na Slici 6.6.

u v, u v,
W qz 50 &
V2
d e
d e
Slika 6.6
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2 1
Zato vrijedi % = 8|g\]/I2 > =2—12, tj. v= (\/EGF)_E. Fermieva konstanta se odreduje iz
Y
W

mjerenja vremena poluZivota muona i iznosi G = 1.1664 x 107 GeV 2.

Kad sustav prijede u stanje najnize energije (6.55), vakuumska ocekivana vrijednost
Higgs polja je

v=1/2(0|¢,|0) = 246 GeV, (6.64)
Sto se naziva skalom (energija) slabih interakcija.

Ako se zna vov Higgs polja v i ako se izmjeri slabi kut 6y (iz eksperimenata Kkoji
mjere konstantu 9, jakosti neutralnih slabih interakcija), prema (6.61) 1 (6.62) odredene

su mase slabih gauge bozona W* i Z. Tako se dojaju vrijednosti od oko 78 GeV i 89
GeV. Korekcije viseg reda masama dodaju oko 2 GeV i daju izvrsno (bolje od 0.1 %)
slaganje predikcija SM sa mjerenim vrijednostima masa.

Od cetri bezmasena elektro-slaba gauge bozona samo je foton ostao bez mase.
Generiranje masa slabih gauge bozona W* i Z pomo¢u Higgs mehanizma u skladu sa
eksperimentalnim rezultatima je nesumnjivi uspjeh SM.

lako smo sada razmotrili samo masene Clanove gauge bozona (6.59), jasno je da
Lagrangian £s skalarnog polja (6.48) spontanim naruSenjem simetrije poslije translacije
Higgs polja (6.56) sadrzi puno dodatnih ¢lanova. U unitarnom gauge-u SU(2). x U(1)y
lokalnom gauge transformacijom mogu se iz teorije eliminirati polja 6i(x). Umjesto
(6.56) dublet skalarnih polja (6.45) postaje

/_i O
P> _\/E(v+h(x)} (6.65)

gdje je h(x) polje Higgs bozona. Zamjenom u (6.51), zbog uvjeta minimuma Av? = — p?,

dobija se potencijal skalarnog Higgs polja h

V(h)=%h“+kvh3—p2h2—%v4, (6.66)

koji pokazuje da Higgs bozon ima kubne i kvarti¢ne samointerakcije jakosti AV i % Ove

interakcije se reprezentiraju tro i ¢etvoro Higgs bozon verteksima prikazanim na Slici 6.7.
Isprekidane linije reprezentiraju Higgs bozone h.
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Trenutno nas zanimaju mase Cestica, pa sada ostavimo po strani ¢lanove iz £g koji poslije
SSB daju interakcije Higgs i elektro-slabih gauge bozona oblika hW'W™ i hz,z" i
hhW*W™ i hhz,Z".

' h h
i h \\\ //,
\ ,
1 . ’
! M 2 M 2 \\ ’,
1 }\, s
/.\}\«V = h —_= h2 \.
AN 2V 4 8v°,r
, \\ ’ \\
/// \\ /// \\
h - « h " < h
Slika 6.7

Kvadratni ¢lan iz £g pokazuje da Higgs bozon h ima masu

M, = -2u% =/24v, (6.67)

koju teorija ne moze predvidjeti zbog zavisnosti o neodredenoj konstanti samointerakcije
L. Teorijski argumenti (zahtjev da u SM vrijedi teorija perturbacija) zahtijevaju da masa
Higgs bozona bude manja od ~ 1 TeV, dok eksperimenti pokazuju da je My > 114 GeV.
LHC akcelerator u CERN je dizajniran tako da sigurno detektira Higgs bozon bez obzira
kolika mu je masa.

Zadnji ¢lan u (6.66) je minimum gustoce potencijalne energije polja Higgs bozona

awt o VM2 . : o
V, = <0|V| O> =— =— . Takav konstantni ¢lan u Lagrangianu nema utjecaja na
’ 4 8

jednadzbe gibanja i nema nikakav znacaj u teoriji elementarnih Cestica. Ali, u bilo kojoj
teoriji koja ukljucuje gravitacijske interakcije takav Clan konstantne gustoce energije je
kozmoloska konstanta A koja bitno utjece na rjeSenja Einsteinovih jednadzbi opce teorije
relativnosti (3.156). Spontano naruSenje elektro-slabe SU(2). x U(1)y simetrije teorije
elementarnih Cestica vodi do pojave kozmoloSke konstante od koje zavise globalna
svojstva svemira — ekspanzija svemira, na primjer.

Na zalost, dok se ne otkriju bolje 1 moZda unificirane teorije gravitacije i elementarnih
Cestica, ova veza je jako daleko od eksperimentalnih rezultata. Kozmolosku konstantu
mozemo smatrati zbrojem dva ¢lana — jednog oznacenog Assg, koji dolazi od nenulte
gustoce energije polja Higgs bozona Vj poslije spontanog naruSenja simetrije, i drugog
¢lana Ag koji je primordijalna kozmoloSka konstanta (gusto¢a energije vakuuma koja
mozda postoji i prije spontanog narusenja elektro-slabe gauge simetrije)
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A=Ag+ Assp. (668)

Sva astrofizi¢ka opazanja pokazuju da je kozmoloska konstanta vrlo mala ili je nula
Aops. < 10~ % GeV*, tako da je za m, > 114 GeV

| Asss| =81G|(0|V]0)] = 10°GeV* > 10%°| A

. (6.69)

ops

4

Jasno je da tehnicki mozemo potencijalu (6.66) Higgs polja dodati konstantu Ag = %

tako da energija vakuuma bude nula. Ali takvo kracenje funkcionalno nepovezanih
konstanti sa to¢noS¢u od vise od 50 redova veliine je jako neprirodno — fizicari to
nazivaju ,fine tuning problem®, §to je u pravilu indikacija da postoje bitni elementi koji
se u teoriji jo$ ne razumiju.

U Lagrangianu (6.14) ne postoje maseni Clanovi elektrona i kvarkova. Da bi se
opisivale realne elementarne Cestice Higgs mehanizam mora generirati i mase fermiona,
osim neutrina. U SM isti Higgs dublet (6.45) koji daje mase slabim gauge bozonima moze
poslije SSB dati mase i fermionima. Da se to postigne Lagrangianu SM (6.14) treba
dodati jedan SU(2). x U(1l)y lokalno gauge invarijantni ¢lan. Taj ¢lan se naziva
Lagrangian Yukawa interakcija Ly i za leptone prve familije je

Lo =-0.(Ipe +2.971.), (6.70)

gdje je ge nepoznata konstanta interakcije polja elektrona i skalarnog Higgs polja. Gornji
izraz je gauge invarijantan jer je

I_L¢ =(\_’L éL)(Z;JZVL¢+ +é|_¢0,

SU(2) invarijantno (¢ * se transformira kao Tz = + % ¢lan dubleta, a zbog Hermitske
konjugacije v, se transformira kao T3 = — ' ¢lan), §to se ne mijenja ni mnozenjem sa
SU(2) singletom eg . Poslije SSB, od Higgsovog dubleta preostaje samo (6.65), pa je

9e
Ly = 2

[, (v+h)e, + & (Vv+h)e,].

Prvi i tre¢i ¢lan na desnoj strani su oblika €, e, +€ge, i predstavljaju masene ¢lanove za
polje elektrona kao u (6.13). Masa elektrona

m, = 2, (6.71)

204



nije odredena zbog proizvoljnosti konstante interakcija ge elektona i Higgs bozona h. Zato
se (6.71) najceSc¢e uzima za relaciju koja odreduje g, = — m, pomocu poznate (mjerene)
\'%

mase elektrona. Kako je ukupno Diracovo polje elektrona e = e + eg , Lagrangian
Yukawa interakcija leptona moze se napisati u obliku

m
~ Ly, =M ge+—=8eh. (6.72)
\Y

Kvarkovi dobijaju masu na isti nacin, ali postoji dodatna komplikacija jer i u-kvark
mora dobiti masu. Kad postoji (6.45) Higgs SU(2) dublet ¢, postoji i dodatni dublet

[0 Y[
fotned _'(i 0)(#’*}_(%]' o

gdje smo, prema (6.46), oznadili

_ 1 .
¢ =E(¢l—n¢2)-

Kako je hipernaboj dubleta Y, =1, zbog konjugacije dublet ¢ mora imati Y, =-1,
tako da i za konjugirani Higgs dublet ¢ vrijedi Q =T, +%, pa se i ¢ moze koristiti da

se napravi SU(2). x U(1l)y gauge invarijantan ¢lan Yukawa interakcija za kvarkove.
Poslije SSB od konjugiranog Higgs dubleta preostaje samo realno polje Higgs bozona h,
tj.

1 (v+h
é.. :E( . j (6.74)

Lagrangian Yukawa interakcija kvarkova i skalarnog Higgs polja Ly koji treba
dodati Lagrangianu (6.14) je

_ﬁY?Jk.:gqu¢dR +gqu¢cuR +hk (675)

Uz malo algebre lako se pokazuje da Higgs mehanizam da je i za u i d-kvarkove

8 =m,uu+ guh+m,dd+ M ddh,  (6.76)
\" \"

gdjeje 9,4 =£mu 4 kao i za elektron.
, v o
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Napomena: Ustvari u SM postoji dodatna komplikacija sa masama i slabim
interakcijama kvarkova — mjeSanje kvarkovskih okusa. Komplikacija postaje o¢igledna
tek kad imamo vise familija (ako zelimo u teoriju uvesti i R polja neutrina, tako da i oni
dobiju mase, ista komplikacija se pojavljuje i sa masama leptona). Da bi konstrukciju
Lagrangiana SM predocili $to jednostavnije, sve dosad receno odnosilo se na prvu
familiju leptona i kvarkova (ve,e’,u,d), uz razumjevanje da u Lagrangian SM treba dodati
analogne Clanove za drugu i trecu familiju. Kad govorimo o stanju (polju) pojedinog
fermiona, po definiciji, mislimo na svojstveno stanje Hamiltoniana sustava koje ima
precizno odredene svojstvene vrijednosti mase (energije), spina i elektricnog naboja.

13

Takva stanja fermiona okusa ,,i“ se u Lagrangianu kvantne teorije polja opisuju
Diracovim poljima i, ¢iji su maseni ¢lanovi dijagonalni po okusu £ = —Zmi (TAVAS
i

kao u (3.161). Ali, SM je gauge teorija u kojoj se fermionska polja aranziraju u multiplete
grupe simetrija njihovih interakcija. Neobi¢na svojstva slabih interakcija (naruSenje
parnosti i konjugacije elektri¢nog naboja) zahtijevaju da lijeva fermionska polja slazemo
u SU(2) dublete, a desna u singlete kao u (6.11). Tako dobijeni simetri¢ni Lagrangian
sadrzi samo polja bez mase. Da bi se generirale mase Cestica mora se narusiti lokalna
gauge simetrija teorije. Nacin da se to ucini, a bez naruSavanja lokalne gauge simetrije
Lagrangiana, je Higgs mehanizam. Pretpostavi se da, pored fermiona i gauge bozona, u
prirodi postoji jo§ i dublet skalarnih Higgs polja (6.45). Lagrangianu teorije se dodaju
gauge invarijantni ¢lanovi £g Lagrangian Higgsovog dubleta (6.48) i Lagrangian Yukawa
interakcija koji je za prvu familiju fermiona

Lvak =—0. 1, per —0,0, 4dx 9,0 @, U +hk. (6.77)

zbroj leptonskog (6.70) 1 kvarkovskog ¢lana (6.75). Dosad su sva polja u Lagrangianu
odredena simetrijom njihovih interakcija — to su polja koja imaju to¢no odredena
transformaciona svojstva u odnosu na gauge grupu.

Interakcije skalarnih polja, odredene Lagrangianom rs (6.48), izazivaju spontano
narusenje SU(3). x SU(2). x U(1)y gauge simetrije. Higgs polje dobija vov razli¢it od
nule (6.55), pa vakuum, a time i ukupna teorija, ostaje invarijantan samo pri U(1)gp
lokalnim gauge transformacijama. Da se nade spektar stanja poslije spontanog naruSenja
elektro-slabe gauge simetrije treba napraviti teoriju perturbacija oko novog vakuuma. U
unitarnom gauge-u to znaci da u Lagrangianu SM treba translirati Higgsovo polje h(x)
prema (6.65). Tako dobijeni Lagrangian spontano narusenog SM je samo U(1)gp gauge
invarijantan, Sto znaci da samo foton mora ostati bez mase. Da se nadu mase Cestica treba
u Lagrangianu izdvojiti ¢lanove kvadratne po poljima, a Clanovi viseg reda (treceg i
cetvrtog) odreduju interakcije. Ova procedura spontanog narusenja gauge simetrije ne
daje kvadratne ¢lanove dijagonalne po fermionskim poljima. Zato se unitarnim matricama
moraju prvo dijagonalizirati stanja u i d kvarkova i tek tako dobijena polja su polja
odredene mase. Analogna procedura je napravljena sa elektro-slabim gauge bozonima.
Morala se napraviti linearna transformacija (6.19) i (6.21) originalnih polja B* i W3" da
bi u Lagrangianu SM poslije SSB ostali samo dijagonalni ¢lanovi po poljima fotona, W i
Z bozona. Za kvarkovska polja dodatna komplikacija je svojstvo slabih interakcije da
povezuju kvarkovske okuse (nisu ,,flavor* dijagonalne) razlicitih familija.
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Slabi nabijeni gauge bozoni W* ne djeluju stvarno na dublete lijevih kvarkovskih stanja

&) Gl Bl
o) (o) () o

gdje sud’, s’, i b’ linearne kombinacije svojstvenih stanja okusa d, s i b. Unitarna 3 x 3
matrica U koja transformira (d,s,b) stanja u (d’,s’,b")

ve¢ na SU(2) dublete

U, U, U,)d) (0974 0.226 0.004)(d
(d s b)=|U, U, U,]| s|=[0230 0989 0.004]s]|, (6.79)
U, U, U, ){b) (0008 0.004 0.999)|b

naziva se Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) matrica. Numericke vrijednosti na
desnoj strani su sada$nji najbolji eksperimentalni rezultati. MijeSanje kvarkovskih okusa
znadi da su nabijeni gauge bozoni W~ medijatori ne samo procesa u <> d ve¢, sa manjom
vjerojatno$¢u, i procesa u <> S i U <> b, §to znatno obogacuje fenomenologiju slabih
interakcija kvarkova — s- i b-kvarkovi nisu stabilni, ve¢ se raspadaju na u- i c-kvarkove.
Zato bi u slaboj nabijenoj struji za prvu familiju kvarkova (6.43) trebalo zamjenit

3
Uy*(1-7°)d sa uy*(1-y°)d’, gdje je d; = U,d,, te isto za drugu i treéu familiju.
i=1

Kvarkovska polja sa kojima se vezuju W* gauge bozoni nisu d, s i b stanja ve¢ d’, ' i b’
stanja, gdje je d’ = U;; d + Uz s + Ugs b, pa je, umjesto (6.43), slaba nabijena struja
kvarkovskih polja

it = oy (1-y°)uyd ey (1-y°)Uy d + By (1-y°)ugd . (6.80)

Najjednostavniji nacin da se ovo implementira u Lagrangian SM je da se odmah na
pocetku tri familije fermiona definiraju kao

{ve u} {v C} {vr t}
i A R A (6.81)
e d pos T b

Sto radi jednostavnosti u prvoj aproksimaciji mozemo zanemariti.

Mjesanje kvarkovskih polja odredeno CKM matricom mijenja samo slabe nabijene
interakcije (&iji medijatori su W= bozoni). Nepostojanje slabih neutralnih procesa koji
mijenjaju kvarkovske okuse [sve interakcije fotona i Z bozona su ,,flavor* dijagonalne
(GIM mehanizam)] je za eksperimentalnu provjeru teorije izuzetno vazno svojstvo SM.

207



Clanovi oblika ffh u (6.72) i (6.76) pretstavljaju interakcije Higgs bozona h i
fermiona — leptona i kvarkova (ali, ne neutrina), jakosti M I prikazani su verteksima na
v

Slici 6.8.

3

Slika 6.8

Na kraju mozemo rezimirati djelovanje Higgsovog mehanizma u SM. Ukupni SU(3).
x SU(2)L x U(1)y lokalno gauge invarijantni, pa onda i renormalizabilni, Lagrangian SM
za prvu familiju je

Loy =L+ Ly +Lg = Z fiy“Duf —%B“VBW —%WJ”WJV —%G;‘VG; + L5+ Lyuk., (6.82)
f

gdje je zadnji ¢lan napisan u (6.77). Simetriju Lagrangiana (6.82) spontano naruSava
vakuum (6.55) teorije koji je stanje najnize energije dubleta (6.45) Higgs polja. Preostala
simetrija teorije (i Lagrangiana i vakuuma) je samo U(1l)gp grupa lokalnih gauge
transformacija koja osigurava da zakon ocuvanja elektriénog naboja vrijedi u SM. U
unitarnom gauge-u od dva kompleksna skalarna polja iz (6.45), poslije SSB preostaje
samo jedno realno skalarno polje Higgs bozona h(x) definirano u (6.65). Perturbativni
razvoj Lagrangiana (6.82) (translacija polja h za vov v) oko novog vakuuma teorije daje
masene ¢lanove W™ i Z gauge bozona

Vg, ve _
M, = = =m, cos6,, = 80.4 GeV
Y2 2sine, 2"
(6.83)
Vg, 1 2 2 ev —
M, =—==—==v,/0g; +0; = =91.2 GeV,
Z 2cosh,, 2 91792 = ok 0,, C0S0,,

dok foton i gluoni ostaju bez mase.
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Numericka vrijednost masa (6.83) je u SM potpuno odredena i teorijski izraCunata prije
eksperimentalnog otkrica tih cestica. Elektron i kvarkovi (ali, ne i neutrini) takode
dobijaju mase Higgs mehanizmom iz Lyy ¢lana u (6.82) koje se odabiru u skladu sa
eksperimentom. Mase fermiona nisu predikcija SM jer su konstante interakcija ge, gy 1 9q
proizvoljne [nisu fiksirane gauge principom, tj. ne ulaze u kovarijantnu derivaciju (6.2)].
Jedan od nedostataka SM je nemoguénost predvidanja ogromnog raspona fermionskih
masa. Masa Higgs bozona h, takode nije odredena

M, = -2u% =/24v, (6.67)

jer zavisi od konstante samointerakcije A. Higgs mehanizam u SM u potpunosti
reproducira spektar masa elementarnih Cestica u skladu sa rezultatima eksperimenata.
Eventualno otkrice Higgs bozona na LHC-u omogucilo bi eksperimentalnu provjeru
svojstava SM vezanih za spontano naruSenje elektro-slabe gauge simetrije, a prije svega
odredivanje mase my, i konstante A.

Kako je prema (6.56) u unitarnom gauge-u

1(0)] 1(0 i [ J2g,W/
D{E(vmﬂ‘ﬁ(am}mﬂgleu—gzws}“*“)'

koriste¢i relacije (6.21), (6.26) i izraze za mase Higgs (6.67) i gauge bozona (6.83),
ukupni Lagrangian Higgs polja h poslije SSB je

1 1 M2 M2
L. ==(0 h)lo*h)-=M2h? ——rh3 - —L h* 4
" 2(“ )( ) 2 " 2v 8v?
2 2 M2 M2
+M—ZhZ“ZH+2/I—ZZhZZ“ZH+2 LAWHW, +—Lh? WHW - (6.84)
v v v

Vv
Me e guh-"4ggh,
V V V

gdje smo izostavili konstantni ¢lan iz Higgs potencijala (6.66). Prvi red daje Higgs bozon
h® i h* samointerakcije, drugi red daje Higgs-gauge bozon interakcije hZZ, hzz, hw* W~
i hW*" W, a treéi red su interakcije Higgs bozona i fermiona ffh koje dolaze iz
Lagrangiana Yukawa interakcija (6.77).

Samo Cestice koje interaguju sa Higgs bozonom poslije SSB dobijaju mase. Foton i
gluoni i neutrini nemaju interakcija sa poljem Higgs bozona h(x) i ostaju bez mase.
Jakost svih interakcija Higgs bozona proporcionalna je masama Cestica. Kako su mase
svih fermiona, osim t kvarka, puno manje od v = 246 GeV njihova vezanja sa Higgs
bozonima su dosta slaba. Dijagrami elementarnih procesa interakcija Higgs bozona i
gauge bozona prikazani su na Slici 6.9.
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Slika 6.9

Sve interakcije u SM prikazane su verteksima na Slikama: 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.7, 6.8, i
6.9. osim samointerakcija gauge bozona i gluona. Radi kompletnosti, na Slici 6.10
prikazani su verteksi kubnih i kvarticnih samointerakcija elektro-slabih gauge bozona.
Njihovi verteks faktori su komplicirani i kako nam neée trebati u jednostavnijim
primjerima primjena, ne¢emo ih ni navoditi. Detaljan ispis se moze naéi u Ref. [6.17.].

Slika 6.10
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Slika 6.11 prikazaje tri i 4-gluon vertekse jakih interakcija. Zbog ovih samointerakcija
gluona jaka sila medu kvarkovima i1 gluonima postaje ,,jaca” sa smanjenjem energije
(asimptotska sloboda) i na niskim energijama zato¢i kvarkove i gluoni unutar hadrona.

Slika 6.11

Kao i za elektro-slabe gauge bozone, neée nam trebati eksplicitan oblik tro i ¢etvoro-
gluonskih verteks faktora, koji se mogu naci u Ref. [6.17.].
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6.3 Feynmanova pravila u SM

Na kraju mozemo skupiti sve rezultate u pregledan oblik. Clanovi dijagonalni i
kvadratni po poljima iz ukupnog Lagrangiana SM poslije spontanog narusenja simetrije
daju propagatore odgovarajucih Cestica, dok Lagrangian interakcije daje verteks faktore 1
kao u (2.85), odreduje perturbativni razvoj S-matrice. Popis svih Feynmanovih pravila za
SM (osim 3 i 4-verteksa elektro-slabih gauge bozona i gluona) je onda:

SM Feynmanova pravila
Fermionska polja:

I={epnrt} VI = {Ve V Vi} Qu={uct} Qe = {d s b}
g=9{quqq} (3boje za svaki kvark) f={lviquqdq}

Elektro-slabi gauge bozoni: vy, Z, W* Gluoni: g Higgs bozon: h

Propagatori:
f i(p+m) h i
- 2 2 TTTT s 2 np2
p-—m p°—M;
p2 o B p
. pp’
W*, Z '(9” - sz
“/\/\/\/\/\V pZ—MZ
Ulazne linije: Izlazne linije:
—— u,(p) —— T,(p)
—<—— V,(p) —— v,(p)
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Kao $to je pojaSnjeno u poglavlju 2. pri racunanju udarnih presjeka treba zbrajiti po svim
komponentama polarizacije (spina) finalnih Cestica §to omogucuju relacije kompletnosti
za fermione

Y u.(p)up)=p+m, > v, (p)V,(p)=p-m, (6.85)
o=12 o=12
i gauge bozone
-g"", M=0
nrLv o _ v
lesk g, = TN p“p2 M0 (6.86)

gdje se u slucaju fotona i gluona zbraja samo po dva transverzalna stupnja polarizacije.
Prema (3.147) 1 (3.149) fermionska stanja su spinori ¢ije su normalizacije

U, (P)u, (p) ==V, (p)V,(p) =2m. (6.87)

Interakcije su odredene verteks faktorima. Konstante interakcija su:

2 [1/137, skala m 2
¢ : o0, =93 -0.118, skalaM,
A7 4

“4n |1/128, skalaM, ’

(6.88)
e e

sin’9,, =0.231, ¢g,=———, Qy=——.
W Z sin0,, coso,, Y 2J2sineg,,
Prema (6.44) za svaki fermion f kostante vezanja sa Z bozonom odredene su faktorima

oM =%T3f ~Q;sin*0,,; C; =%T§ : (6.89)

koji su prikazani u Tabeli 6.1.
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f Qs Ca Cv
Ny 0 % 0.250
| 4 _% ~0.019
N % % 0.096
0 _% _% ~0.173
Tabela 6.1
Verteks faktori:
vin h
f f ‘ " : —i mf
aE——H —1eQyy v
Z:u r]
| 2
f § f ) f f 5 MWW, j— V.2 Ry
—lng“(Cv_CAY ) W, Z W, Z 2l \Y; J
W u \\h h//
q % I U8 \\‘ v 2
VI, Qu , Ud ; T > N i—=g"
—10wY (1_7 )[X Uquqd] W,ZNWVWWV\\//\:Z 2 V2 :
W'
—g | M 2
I, da Vi, Qu . 5 h i—
—igyv" (1_7 )[X Uququ T 3 v
h
h h
\\\.,/ ‘ . M 2
e 3i—
/, \\‘ V
’ h N
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U izrazima za vertekse u kojima postoji viSe identi¢nih linija kombinatorni faktor je
veé uzet u obzir. Na primjer, da se nade verteks faktor za h® i h* vertekse, konstante iz
Lagrangiana integracije (Slika 6.7) treba pomnoziti sa 3! i 4! §to je broj permutacija
identi¢nih linija Higgs polja h za svaki verteks.

U izrazima za vertekse f_f W* slabe nabijene struje koji mjenjaju okuse kvarkova i
leptona U, , je odgovaraju¢i element CKM matrice (6.79) kad su kvarkovi okusa ,,m* i

,»N“, a Omn element jedini¢ne matrice ako su ,,m* 1 ,,n* leptoni.
Gornji faktori uz Feynmanova pravila dozvoljavaju da se za svaki dijagram odredi
odgovarajuci (2.93) S-matri¢ni element Sy; .

Pravila;

(13

e Za zeljena inicijalna ,,i
dijagrame za proces

i finalna ,,f° stanja nacrtati sve moguce Feynmanove

i>—>|f> koji su odredenog reda u teoriji perturbacija,
pocevsi od najnizeg (sa minimalnim brojem verteksa). Dodavanje verteksa uvijek
podize red dijagrama.

e Amplituda dijagrama My dobija se zamjenom svake eksterne/interne linije i
verteksa u dijagramu odgovaraju¢im faktorom.

e Sumirati po svim Dirac i Lorentz indeksima i integrirati po 4-momentima svih
internih linija (propagatora).

e Ako dijagram ima n verteksa podjeliti sa n! i pomnoziti sa brojem perturbacija
identi¢nih verteksa unutar dijagrama.

e Pomnoziti sa —1 za svaku zatvorenu fermionsku petlju.

e Ovako dobijeni matri¢ni element Mg pomnoziti sa (—i) i sa -funkcijom ocuvanja
4-impulsa u procesu, tj. sa (2x)'3(p, —p;), gdje je pi zbroj svih ulaznih, a pr
zbroj svih izlaznih 4-impulsa.

Da se dobiju diferencijalni udarni presjeci do i Sirine raspada dI” kao u (2.98) i (2.99),
apsolutnu vrijednost kvadrata zbroja amplituda svih dijagrama |Mﬁ|2 , ako je potrebno

usrednjena po neopserviranim komponentama spina/boje inicijalnih Cestica, treba
podjeliti sa fluksom inicijalnih Cestica Ip (kinematicki faktor) i pomnoziti sa faktorom

3
faznog prostora [ | L 11 d p; , te integrirati po impulsima svih finalnih &estica.
fli 2Ef,i f (275)
Ova pravila su dovoljna za racunanje udarnih presjeka jednostavnih procesa, na primjer 2
— 2 procese, prvog ili drugog reda u teoriji perturbacija. Racunanje popravki viseg reda
zahtjeva kompletnu teoriju koja ukljucuje 1 dodatna pravila uslijed renormalizacije
(dijagrame sa dodatnim nefizikalnim ,,ghost* ¢esticama).

Preostaje da vidimo neke jednostavnije primjene, koje ne ukljucuju jake interakcije,
Standardnog Modela za proracun svojstava elementarnih Cestica.
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Zadaci:

Zadatak 6.1. Pokazati da su kvarkovska stanja mezona (1.4) kolor singleti, tj. da vazi:

Ca;@” =0, gdje su operatori boje: Ca = %a ,a=1,2,...,8 zadani u (4.108).
Zadatak 6.2. Pokazati da su kvarkovska stanja bariona (1.5) kolor singleti.

Zadatak 6.3. Iskoristiti zahtjev zatoCenja boje éa x =0 da se pokaze da je valna
funkcija boje mezona (stanja kvark-antikvark) upravo (1.4).

Zadatak 6.4. Pokazati da iz uvjeta e = g1c0S0w = gSinBy slijedi (6.25), kao i da
vrijedi:

9, C i 9 N SR e
cosf,, =—=—; sinb,, = ————; + =
Y ol " Tleiegr T 0, cos0,

Zadatak 6.5.  Provjeriti da je SM Lagrangian gauge interakcija leptona dat izrazom
(6.27).

Zadatak 6.6. Pokazati da iz SM Lagrangiana (6.14) slijedi Lagrangian elektro-slabih
interakcija fermiona (6.38) gdje su elektromagnetska i slaba struja fermiona date izrazima
(6.39 — 42).

Zadatak 6.7. Pokazati da je potencijal (6.49) invarijantan pri lokalnim SU(2) x U(1)
gauge transformacijama.

Zadatak 6.8.  Pokazati da potencijal (6.51) dubleta Higgs polja poslije spontanog
narusenja simetrije daje potencijal (6.66) polja Higgs bozona h.

Zadatak 6.8. Pokazati da je poslije spontanog narusenja simetrije ukupni Higgs
Lagrangian oblika (6.84).
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7. RasprSenje fermiona u kvantnoj elektrodinamici

Za opis rasprSenja Cestica iz SM mora se koristiti S-matricni formalizam kvantne
teorije polja opisan u Poglavlju 2.5.1. Perturbativni razvoj S-matrice (2.82) odreden je
Lagrangianom interakcije £a, tj. dijelom ukupnog Lagrangiana SM (6.14) koji sadrZi tri
1 viSe polja.

7.1 Potencijalno rasprSenje elektrona

Razmotrimo prvo najjednostavniji slucaj potencijalnog rasprSenja fermiona, recimo
elektrona. U poglavlju 2.5 izvedena je formula (2.63) za amplitudu rasprSenja skalarnih
Cestica. U Born aproksimaciji (2.64) za rasprSenje Cestica spina nula u Coulombovom
potencijalu za diferencijalni udarni presjek dobija se Rutherfordova formula (2.46), ista
kao 1 za rasprSenje klasi¢nih nabijenih Cestica.

U poglavlju 3.5 smo vidjeli da se slobodni fermioni opisuju Diracovim spinorima
(3.147) cija prostorno-vremenska ovisnost pretstavlja ravne valove. Zamislimo
Rutherfordov eksperiment u kome su projektili elektroni koji se rasprSuju na jezgrima
naboja Ze. Lagrangian interakcije iz kvantne elektrodinamike (4.16) je

Lot == juAY = —(-e) §y,y A", (7.1)

gdje je ju(x) vektorska struja elektrona (3.142) u kojoj su y(x) i w(x) polja finalnih i
inicijalnih fermiona, a A*(x) je polje fotona y. Feynmanov dijagram najnizeg reda za ovaj
proces — razmjena fotona izmedu elektrona i jezgre, prikazan je na Slici 7.1 gdje je jezgra
oznacena sivim krugom.

Slika 7.1

217



U prvoj aproksimaciji jezgra se moze smatrati staticnom (zanemaruje se ,,recoil” jezgre),
a polje fotona A" se ne kvantizira i pretstavlja klasi¢ni elektromagnetski potencijal jezgre,
tj. tockastog naboja Ze koji miruje u ishodistu

A, (X) = _ze A(x)=0. (7.2)

4n|7(| ’

Umjesto dijagrama sa Slike 7.1 onda imamo jednostavniji dijagram potencijalnog
rasprSenja elektrona u polju jezgre koji je prikazan na Slici 7.2. Umjesto propagatora
fotona postoji samo tockasta interakcija sa potencijalom oznacéena sa ,,X“.

ZJa

Pi Y;

Slika 7.2

Inicijalni i finalni elektron su slobodna jednocesti¢na stanja Diracovog polja (3.154), tj.

1 1 Cipox | — 1 1
u(p;,s;)e P Vi (X) =

u(p,,s;)e’™™, (7.3
(2n) V25, ) g, e (1)

v (X) =

gdje su s;s vrijednosti komponenti spina inicijalnog/finalnog elektrona. Prema (2.85), S-
matri¢ni element ovog procesa za f # i u najnizem redu teorije perturbacija je

i(pr—pi)-x

. Z¢? 1 0 , e
1 irvi d -
G 2fEE U(p;,5)y°u(p;.s;) fd*x e

(7.4)

Integral po d°x se lako izratuna u sfernim koordinatama i daje Fourier transform
Coulombovog potencijala [regularizacija integrala za |7(| — 00 moZe se napraviti pomocu
,cut-off-a o kao u potencijalu (2.65), na primjer]

11X 4n
i L 75
I "
gdje je §=p —p;-
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Preostala X, integracija daje 2w 6(E; — Ei) $to osigurava da u procesu vrijedi zakon
ocuvanja energije. Rasprienje je elesti¢no i zbog EZ, =p7; +m? vrijedi |p,|=|p;|=p.
U interakciji sa miruju¢om jezgrom promjeni se jedino pravac impulsa elektrona. S-
matri¢ni element je onda

2 0
S, =i Ze” U(ps,S¢)y u(p;,s;) 1 ZRS(Ef _Ei)' (7.6)

(2n) |q|2 E(E,

3

d°p;

(2m)

Vjerojatnost procesa je kvadrat apsolutne vrijednosti S puta koncentracija

finalnih stanja kao u (2.95)

2 d°p; B Z%0? ‘U(pf’sf)yo u(pi’si)‘z 1
- W EE n)

S| (7.7)

gdje je €® = 4no. Kao §to je napomenuto na pocetku poglavlja 2.5.2, kvadrat 8-funkcije
[270 8(Es — Ei)]? = = [2n 8(0)] [27 8(E¢ — E;)] divergira. Kako je po definiciji 2r 8(E; — Ej)
T

2

= lim dte'® &)t koristece trik finalnog volumena, formalno je
—Sw

2

.
2

213(0) = lim jdt:T. (7.8)
—> 0 T
2

Dijele¢i sa T, vjerojatnost prijelaza u jedinici vremena je

_ 2
Zzazi‘u(pf’sf)yo u(pi’si)‘ d’p, 5

4n* E |q|4

dWy = (E, —E,), (7.9)

i f

kao u (2.95). Da se nade diferencijalni udarni presjek treba jo§ podjeliti sa inicijalnim
L]
E

fluksom &estica koji je kao u (2.93), lo =n,;[V;|= u skladu sa (2.13), i integrirati po

impulsima d*p; = pi2dps dQ finalnih Cestica.

Kako je |B;|=|B;|=p iprdpr = ErdEy, te i G =(P; — ;) =2p2(1—cose)=4pzsin2%

lako se dobija
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d 22 2 _
d—;=—ae‘u(pwsf)70 u(pi’si)‘z' (7.10)
64n*p*sin* >

U eksperimentima se naj¢eS¢e ne detektiraju komponente spina elektrona, pa treba jos

usrednjiti po J_r% komponentama s; i zbrojiti po sz, tako da je kona¢no

d
ﬁz——Z\ prs Y u(p,.s,)| - (7.12)
64n*p” sin > Sist

Zavisnost od kuta rasprsenja sin~* 9 ista je kao u Rutherfordovoj formuli.
> J ]

Za racunanje faktora Z ‘U(pf ,S¢ )yo u(pi 'S, )‘2 postoji opca procedura koja se svodi

Si S¢

na ra¢unanje tragova produkata Diracovih y-matrica.
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7.2 Tragovi Diracovih y-matrica

Na primjeru potencijalnog rasprSenja leptona razmotrimo pravila koja omogucuju da
se izraCunavaju kvadrati apsolutnih vrijednosti matri¢nih elemenata | Mﬁ|2 procesa bez
potrebe da se ikada koristi eksplicitna reprezentacija (4 x 4) Diracovih matrica ili spinora.

Spinska suma u (7.11) moze se napisati kao

ZU Ps,Ss Yaﬁ ﬁ(piisi)upT(pi’Si)’chTuc(pf’sf):
—ZU Ps Sy Vaﬁ B(pu |)up(pi'5i)ygcuc(pf’sf)-

Ovo je specijalni slu¢aj opée formule
[a(f)ru@))” =[aE)ru@)][T)Tu)), (7.12)

gdje je T =vy°T'y°, tj. specijalno:

Y=y
-5 .5
o= (7.13)
vy =ty
ab....p=p....ba

Koriste¢i uvjete kompletnosti i normiranja (3.149) rjeSenja Diracove jednadzbe
komponente projektora stanja pozitivne i negativne energije su

> u,(ps)uy(p.s)=(p+m), Zv p.s)Vy(p.s)=(p-m),, . (7.14)

S

pa spinska suma u kvadratu matri¢énog elementa (7.11) postaje trag y-matrica

3T (0578 |+ M)y, |75 U, (prose ) = [y (0, + mp® . [ +m]., =
3 (7.15)

=Trly*(p, +m)y°(p, +m)]
Sve formule se lako dokazuju primjenom antikomutacijskih relacija y-matrica (3.121).
Ovo vazi za kvadrat apsolutne vrijednosti svakog fermionskog matri¢nog elementa —

svojstva kompletnosti Diracovih spinora reduciraju ga na trag produkata y-matrica koji se
moze izracunati opcenito za bilo koju reprezentaciju Diracovih matrica.
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Diferencijalni udarni presjek (7.11) je onda

do Z%0? 1
o g Tl My e m)]. (7.16)
64m*p*sin®
2
Zbog relacija antikomutativnosti (3.121)
= ey =207 (7.17)

1 svojstva cikli¢nosti, nijedan trag se ne mora eksplicitno racunati. Lako se pokazuje da
vrijedi:

1. Trag neparnog broja y-matrica je nula.
2. Tr[y"y']=4g™ = Trlab]=4ab.
3. Try’y'1=0 =  Trly*as|=o0.
(7.18)
4. Tr [y =4[9"9™ - ¢"g™ + g"°g"] =

Tr[abed] = 4[(a-b)(c-d) — (a-c)(b-d) + (a-d)(b-c)].

5. Tr [y"y"y'y™y°] = die"™° = Tr[ySabgzd] = 4ig"""°a,b,c,ds .

Za reduciranje izraza kojima treba izra¢unati tragove korisne su i dodatne relacije:
Loy, =4,
2. y'ay, =24,
3. y”aby“ =4a-b, (7.19)
4. y'abey, = —2¢ba,
5. yabedy, = 2[dabe + ¢bad).

Trag u (7.16) sadrzi samo dva ¢lana Try°p,y°p; i m? Tr[yoyo], jer ¢lanovi linearni po m

imaju neparan broj y-matrica. Kako je v°p;, =p; y°v" =p; (— 7'y° +29°“): —py° +2p?,
i (7% = 1, slijedi
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%Tf[v‘J(pi +m)y°(p, + mﬂ%”[— pupe + 20027+ (=20, -, + 48, o,

te

d Z%0?
° ——e[inEf —p, -p, +m?2]. (7.20)

dQ 32n*p*sin® 5

—

Postoje E=Ef=Eji p= |r),| = |f)f , te kako je za svaku Cesticu [§ =—= CE , vazii

o<

p; - Py = E;E; —|ﬁ|20059= m? +232E2 Sinzg’

pa se u prvoj aproksimaciji [do na O(a?)] nepolarizirani diferencijalni udarni presjek za
potencijalno rasprSenje elektrona u polju jezgre (7.20) moze izraziti pomocu energije E 1
kuta rasprsenja 0

2 .2
do _ Z'a - (1—[325in29]. (7.21)
do (2n)4 Bz|ﬁ|25in4§ 2

Izraz (7.21) naziva se Mott-ov diferencijalni udarni presjek. U nerelativistickom limesu
kad p — 0 je E~mc® + T, gdje je T kineticka energija energija elektrona. Kako je

T 2
E’ E? (m+TY 1 (1+mj 1
= = = = + O(B?)
B (E2-m2f  (emT+T2) 4TE( T 4T ’
[ 2m)
2m
(7.21) u nerelativistickom limesu dobijamo
2 .2
Go__ 2z 5 (7.22)
dQ (2n)' 4T?sin* >

Rezultat (7.22) znaci da je diferencijalni udarni presjek 3_;2 proporcionalan produktu

,haboja“ elektrona i jezgre Za , inverzno proporcionalan kvadratu kineticke energije

4

e . . . ., 0 .
elektrona T2, a angularna distibucija rasprSenja proporcionalna je sa Sin 2 sve isto kao

u klasi¢noj Rutherfordovoj formuli (2.46).
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Numeric¢ke konstante na pocetku izraza (7.22) i (2.46) naravno nisu jednake, jer je
Rutherfordova formula, tj. Coulombov zakon iz koga je izvedena, za klasi¢ne nabijene
Cestice preveliko pojednostavljenje da bi direktno korespondirala realnim elektronima i
fotonima. Realne elementarne Cestice su kvantne relativisticke Cestice. Relativisti¢ka
formula E = mc? znaéi da broj &estica nije oGuvan zbog procesa kreacije i anihilacije, a
kvantne relacije neodredenosti znaCe da u iznimno kratkom intervalu vremena moze
postojati proizvoljno velika koncentracija energije. Elektron je jednocesti¢no stanje
Diracova polja (3.53) nastalo djelovanjem kreacionog operatora apT(p) na vakuum
kvantne teorije polja |0> Ali, vakuum |0> nije jednostavno stanje bez Cestica i nulte
energije kao u klasi¢noj fizici, ve¢ stanje u kojem se stalno 1 svuda kreiraju i iznimno
brzo anihilaraju parovi virtuelnih Cestica-anti¢estica. Realni elektron je komplicirani

kvantni objekt koji je uvijek okruzen brojnim virtuelnim elektron-pozitron parovima ¢iji
Feynmanov dijagram je zatvorena petlja (loop) prikazana na Slici 7.3.

Slika 7.3

U okolini realnog elektrona raspodijela virtuelnih elektron-pozitron parova nije homogena
— zbog elektri€nog privlacenja virtuelni pozitroni su uvijek bliZi elektronu. Ako virtuelni
elektron-pozitron par prikazemo malom strelicom (kao elektri¢ni dipol) ¢iji kraj oznacava
virtuelni elektron pojednostavljeni prikaz realnog elektrona e— je dat na Slici 7.4. Naboj
elektrona je ,,zasjenjen* (screened) virtuelnim pozitron-elektron parovima. Ovaj efekt se
naziva polarizacija vakuuma jer je analogan polarizaciji molekula sredstva u prisustvu
elektricnog naboja. Naboj elektona — e je mjera jakosti njegovih elektromagnetskih
interakcija. Ako zamislimo da mjerimo naboj elektrona rasprSenjem nekih cestica —
projektila naboja e na elektronu, izmjerena vrijednost naboja zavisiti ¢e od energije
projektila. Projektili vece energije, prikazani krivuljom E; > E; na Slici 7.4, pri¢i ¢e blize
elektronu 1 ,vidjet“ ¢e manje zasjenjen, tj. veéi naboj elektrona. Ovakvi efekti
,»zasjenjenja“ naboja (svih, ne samo elektri¢nih naboja) su uvijek prisutni u kvantnoj
teoriji polja. Konstante jakosti interakcija (naboji Cestica) zavise od energije na kojoj se
mjere, Sto se naziva ,running coupling constants® i manifestacija je neophodnosti
renormalizacije teorije. Renormalizacija zna¢i da se osnovni parametri teorije koji se
pojavljuju u Lagrangianu moraju redefinirati i tek takvi ,,renormalizirani® parametri se
identificiraju sa mjerenim parametrima realnih Cestica. U renormalizabilnim teorijama
efekti ,,zasjenjenja* naboja se mogu tocno proracunati.
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Slika 7.4

Na primjer, u kvantnoj elektrodinamici efekti zasjenjenja naboja uslijed polarizacije
vakuuma znace promjenu propagatora fotona uslijed mogucnosti kreiranja virtuelnih
elektron-pozitron parova tijekom gibanja. Stvarni propagator realnog fotona, shematski
prikazan na Slici 7.5, je suma beskona¢no mnogo Feynmanovih dijagrama koji sadrze sve
viSe umetnutih virtuelnih fermionskih petlji.

Slika 7.5

nv
Propagator fotona —i g >~ Se, sa tonoScu do na O(e*), mora zamjeniti sa
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g™ g" e? A? e? t q°z(1-z
—|q—2—>—|q—2 1—121t2 IogF—znz'!dzz(l—z) log l—%) +O(e4) , (7.23)

gdje je A gornji ,,cut-off integrala po momentima virtuelnih fermiona u petlji. Zatim se
definira renormalizirani naboj elektrona egr

2 2
2 2 e A
e, =e“|1- log— |, 7.24

R ( 12752 gmzj ( )

e

gdje je e parametar u Lagrangianu, takozvani ,,goli“ (bare) naboj. Renormalizirani naboj
elektrona er se identificira sa mjerenom vrijednos¢u naboja elektrona u eksperimentima
Coulombovog rasprSenja na niskim energijama q << m,, tj. na makroskopskim
udaljenostima, dovoljno daleko od elektrona da se ,,zasjenjenje* naboja moze zanemariti.
To znaci da definiramo

e’ 1
a( e) A 137 ( )

Svi efekti regularizacije divergentnih integrala po 4-impulsima virtuelnih fermiona u
petljama, tj. ,,cut-off-a A, su ukljuceni u definiciju renormaliziranog naboja elektrona eg.

U slucaju da se zZeli razmatrati rasprSenje na visokim energijama, tj. na proizvoljnoj
energijskoj skali p, moraju se u obzir uzimati i petlje svih virtuelnih fermiona f koji
ispunjavaju uvjet m¢ < p, na primjer muona, tau leptona, itd. U teoriji renormalizacije se
onda opcenitije definira veza vrijednosti renormaliziranog naboja er na razliCitim
energijskim skalama g 1 po

Sto dozvoljava da se renormalizirani naboj elektrona koji zavisi od energije (running
coupling constant) izrazi pomocu B-funkcije za kvantnu elektrodinamiku

1 1 TH
= 4 Bog log T2, (7.26)
a(p,) olp) 7w
gdje je
11 4
BQED :§|:§n_; +§n§ +n_l:|, (727)

a n; je broj fermiona (kvarkova i leptona) odgovarajuceg naboja ¢ije su mase manje od L.
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Zato je na skali energija my ~ 80 GeV renormalizirani naboj veéi, pa je jakost
elektromagnetskih interakcija a(mw)= 128’ Sto eksperimenti koji mjere masu W gauge

bozona sa to¢nos$¢u boljom od 0.05% moraju uzimati u obzir.

Sve renormalizabilne kvantne teorije polja, kakav je i SM, imaju ovo svojstvo.
Teorija nije dobro definirana jer postoji konacan broj tipova divergentnih integrala koji se
moraju regularizirati. Op¢i teorem dokazuje da nacin regularizacije integrala nije vazan,
ako ne naruSava ni jednu simetriju teorije i ako je odabrani ,,cut-off* A dovoljno velik.
Tada se svi divergentni djelovi mogu apsorbirati u redefiniciju osnovnih parametara u
Lagrangianu: naboja, masa i1 valnih funkcija Cestica, tako da invarijantne amplitude bilo
kojeg procesa uvijek ostaju konacne.
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7.3 Elektron-muon rasprsenje

U opc¢em slucaju rasprSenja fermiona, na primjer elektron-muon ili elektron-proton
rasprSenju, i drugi fermion f mora biti reprezentiran svojim valnim funkcijama \Vf(x).
Vektorska struja (3.142) tih Diracovih polja jfu(x) onda daje Lagrangian interakcije sa
poljem fotona A*(x), potpuno analogno kao (7.1) za elektrone. Dijagram jedno-fotonske
razmjene izmedu elektrona i muona, elektrona i t leptona, ili izmedu elektrona i protona
(zanemarujuci strukturu protona), koji je 2 — 2 elektromagnetski proces e + u — e + p,
prikazan je na Slici 7.6.

Ograni¢imo se na slucaj elektron-muon (ili 1) rasprSenja da izbjegnemo korekcije
uslijed jakih interakcija kvarkova unutar protona i na niske energije (puno manje od my)
da moZemo zanemariti slabe interakcije. Impulsi muona oznaceni su velikim slovima.

q=p -p=P-P’

Slika 7.6

Na ovom primjeru iz QED detaljno ¢emo ilustrirati proceduru kojom se u kvantnoj
teorija polja od Lagrangiana teorije dolazi do vjerojatnosti pojedinog procesa. Elektro-
magnetske interakcije polja leptona i fotona u SM odredene su ¢lanovima u Lagrangianu
interakcije oblika (7.1), tj.

int.

Loep =€JLA, +Ej:A“ +ejiA,, (7.28)
gdje je struja (3.141) pojedinog fermionskog polja

F=vr'y. (7.29)

Ograni¢imo li razmatranje samo na elektron-muon rasprSenje Lagrangian interakcije ¢ine
samo prva dva ¢lana na desnoj strani izraza (7.28).

U bilo kojoj tocci prostor-vremena x* u kojoj dolazi do interakcije polja Lagrangian

interakcije £™(x) daje kontribuciju S-matri¢nom elementu S procesa u razvoju (2.82).
Za proces sa Slike 7.6 trebaju nam dva verteksa interakcije u nekim to¢kama x; i X».
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U prvom verteksu jedan lepton emitira foton koji u drugom verteksu apsorbira drugi
lepton. U najnizem redu (drugom) S-matri¢ni element je

= U ot o, (T 0060 0 (0, ) =
(7.30)

(i) [, [, (F| G () £ ()] 1) 00T =3).
Produkt dva Lagrangiana interakcije (7.28) sadrzi Cetri ¢lana i to

e[ Ay A )+ e A ic A+ Gea i A+t a, )AL

od kojih samo zadnja dva c¢lana opisuju elekton-muon rasprSenje. Prvi ¢lan opisuje e e
rasprsenje, a drugi u p rasprsenje. Pisemo li eksplicitno prostorno-vremensku zavisnost
tocaka interakcije u (7.30) treba izracunati matri¢ni element operatora

B )AL () (6 )A, () + 5 ())A ()1 (x0)A, (x,), - (7.31)

n

izmedu inicijalnog | i) i finalnog ( f| stanja. U procesu koji nas zanima sa Slike 7.6 i

inicijalno i finalno stanje sadrze po jedan elektron i jedan muon (i nula fotona). Napisana
pomocu slobodnih jednocesti¢nih stanja odgovaraju¢ih kvantnih polja kao u (3.64), tj.
(3.67), inicijalno i finalno stanje procesa su

[ =)l €] 0v),  {f|=(nel(e[(Ov]. (732)

Sti element procesa zavisi od matri¢nog elementa

<f|Lmt( )Lint.(X2)| i> = < € |J:l— (X1)| >< Lel)
(%)l (e [iE (x2)] ) (0] A, (x, )A, (x)|0)

Ji- 0) ) {OlA, (%) )A, (x,)]0) +

(7.33)

<Hf

Tocke u prostor-vremenu po kojima se na kraju integrira u (7.30) su proizvoljne
(osim §to ih T operator ureduje po vremenu) to¢ke X i X, u kojima se dogadaju bilo
kakve interakcije. Fizikalno je puno pozeljnije odabrati uredenje po tipu interakcije, tj.
tipu verteksa. Zelimo da x; reprezentira to¢ku u prostor-vremenu gdje se raspriuje
elektron, a X, tocku rasprSenja muona. Zato u drugom ¢lanu u (7.33) zamjenimo x; <> Xz,
pri ¢emu moramo zamjeniti i vremena U 0-funkciji u (7.30), $to za S-matri¢ni element daje

)ZJ.d4X1d4X2 < € |JLL (X1)| >< M)

( )| i > (X11X2)’ (7.34)

gdje je propagator fotona
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D,.,(x,,%;) = (0] A, (X, JA, (x, )0 (¢ —x3)+ A, (x,)A, (x, )8 (x3 —x{ ) 0).  (7.35)

Prema (3.69), svako kvantno polje ima razvoj po kreacionim i anihilacionim
operatorima koji djeluju u Foch prostoru teorije i kreiraju/anihiliraju slobodnu ¢esticu
(kvant) polja odredenog impulsa p i heliciteta A. Za kvantna polja fotona i pojedinog

leptona razvoji su eksplicitno:

A (x)=>a,e, (\)e™ +al, e (r)e™,

pA Fp

y(x)=>" by, u(@,r)e ™ +di, v(p,1)e™, (7.36)

+
T

v ()= bi,u"(B,a)e™ +d;, v (p.r)e ™™,

gdje su b i b’, te d i d¥, kreacioni/anihilacioni operatori elektrona i pozitrona, te muona i
anti-muona &ija stanja spina su opisana slobodnim Diracovim spinorima u(g,A) i v(p,2)
datim u (3.154). Kreacioni i anihilacioni operatori zadovoljavaju odgovarajuca (3.69)
komutaciona pravila za bozonska, a antikomutaciona pravila za fermionska polja. Kako
je operator fermionske (elektronske ili muonske) struje vy, y bilinearan po poljima,

razvoj (7.36) daje Cetri ¢lana
4 =(1 — —
vrov= > 2 V(BNPAGX), (7.37)
LN

BN =L

koji su redom

i =u (.2 )y, u@y)bl, by, e, P = (E )y, v(B.Y)dy, df, e,
(7.38)

U(ﬁ,’ }\',)’Yp, V(IT), V)b;';',x' d;‘g,x gk ) jElA) = \_/(ﬁ” 7\-')3’,1 u (ﬁ’ Y)dﬁ',w bm g PPk

Iy

U (7.38) svi ¢lanovi osim drugog su u takozvanom normalnom poretku produkta
operatora — anihilacioni operatori su desno od kreacionih, $to osigurava da daju nulu kad
djeluju na vakuum u skladu sa zahtjevom (3.66). Koriste¢i antikomutacijsku relaciju za

operatore kreacije i anihilacije antifermiona poredak operatora se moze zamjeniti i jf) se
moze napisati U obliku
J(Z) — _\—/(—p'r’ XI)YH V(ﬁ, 'Y)d;‘g,xd;‘)',x’ ei(P*P').x , (739)

n

gdje smo zanemarili konstantu ¢iji matri¢ni element je nula za p” # p.
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Oznacimo li 4-impulse i helicitete fermiona u finalnom stanjusa p" iA’,asa p iAu
inicijalnom stanju, svaki ¢lan u (7.38) ima ne-nulti matri¢ni element izmedu jedno-
Cesti¢nih fermionskih stanja. Na primjer, u prvom ¢lanu u JS) operatoru b, anihilira
fermion (elektron ili muon) impulsa p i spina A u inicijalnom, a bg,’w kreira fermion
impulsa p’ ispina A" u finalnom stanju, tako da je matri¢ni element

(e (@) i (x)|e (B.1) =u (@', 1)y, u (@, v)e® ™. (7.40)

Analogno, jf) reprezentira gibanje (propagaciju) antifermiona jer ekstra minus znak u
(7.39) znaci suprotan naboj, koji je u inicijalnom stanju imao impuls i helicitet p’ i A", @
zavrsi u finalnom stanju sa kvantnim brojevima p i A. Treci ¢lan u (7.38) kreira elektron-

pozitron par iz vakuuma, a ¢etvrti ¢lan anihilira elektron-pozitron par u vakuum. Sva Cetri
Clana u (7.38) se mogu grafi¢ki prikazati kao na Slici 7.7, §to je razlog odabira
Feynmanovih pravila za spoljasnje fermionske linije iz Poglavlja 6.3.

Slika 7.7

Cetri verteksa sa Slike 7.7 reprezentiraju elementarne procese kvantne elektrodinamike sa
Slike 4.3, ali bez ucrtanih fotonskih linija. Svaki ¢lan u Lagrangianu interakcije sadrzi tri
polja i u svakom verteksu, tj. integracionoj to¢ki x" u (7.30), moraju se spojiti tri linije —
dvije fermionske i jedna linija fotonskog polja. Svi kreacioni i anihilacioni operatori
fotona u razvoju S-matri¢nog elementa (7.30) sadrzani su u izrazu (7.35) koji je
kvadratan po polju fotona.
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Kako u drugom redu elektron-muon rasprsenja nema fotona ni u inicijalnom, ni u
finalnom stanju, sve fotonske linije su unutarnje linije dijagrama. Na primjer, (7.35) daje
matri¢ni element u kome kreacioni operator iz A,(Xz) stvori foton impulsa g i heliciteta
gy U toCci rasprSenja muona, koji potom anihilacioni operator iz A,(X1) anihilira u tocci
rasprSenja elektrona — ukupni efekt je razmjena jednog fotona izmedu muona i elektrona.
Kako se radi o bozonskim operatorima koji komutiraju za p” # p, razli¢iti redoslijedi
fotonskih kreacionih i anihilacionih operatora ne mijenjaju znak amplitude. Na taj nacin
fotonski propagator (7.35) spaja dva fermionska verteksa sa Slike 7.7 u dijagram
elektron-muon rasprSenja razmjenom jednog fotona koji je prikazan na Slici 7.6.
Uvrstavanjem kompletnog skupa jedno-Cesticnih stanja 1 kompleksnom integracijom,
sli¢no kao $to je u Poglavlju 4.1 uradeno za skalarno polje, nalazi se Fourierov transform
gpv

5 "

q

izraza (7.35) koji daje (4.21) propagator fotona —i

Kad se izracuna djelovanje svih kreacionih/anihilacionih operatora u razvoju svih
polja u S-matricnom elementu (7.30) preostaje produkt dva matri¢éna elementa oblika
(7.40) — jednog za elektron i jednog za muon, u kojima je razdvojena zavisnost od spina i
prostorno-vremenskih koordinata Cestica 1 koji su povezani propagatorom fotona.
Integracija prostorno-vremenskih valnih funkcija — ravnih valova koji opisuju slobodne
Gestice po d*x; daje 4-dimenzionu &-funkciju koja garantira oduvanje energije i impulsa u
svakom pojedinom verteksu procesa. Za proces elektron-muon rasprSenja sa Slike 7.6 je
P"=P—-qip =p + q. Eliminacijom impulsa unutarnjih linija preostaje zakon o¢uvanja
energije i impulsa ukupnog procesa 8*(P” +p” — P — p).

Prema pravilima za raunanje diferencijalnog udarnog presjeka procesa iz Poglavlja
2.5, uvrstavajuéi normalizacione konstante koje smo dosad zanemarivali (faktore 2m),
djeljeci pocetnim fluksom i integriraju¢i po impulsima finalnih Cestica dobija se

1 4 4 2 1 dgpf dst
do=—(2n)'8*(p, +P, —p, —P.) M, , 7.41
(o] |0( Tf) (pf t — P |)| f|| 4E?E|p (27’[)32E$ (271:)32E? ( )
gdje je invarijantna amplituda procesa
nv
My :_ez[U(pf 1St )Yuu(piasi)]%_g [U(Pf 1Sf)Yvu(Pi’Si)]' (7.42)

Propagator izmjenjenog fotona povezuje spinorske faktore iz struja elektrona i muona.
Inicijalni flux lp se kao u (2.96) moze kombinirati sa normalizacinim faktorima inicijalnih

u Lorentz invarijantni faktor 1 1 = ! , tako da je

Cestica — 5 e
E/E| I, 4E(E; 4\/(pi -F’i)2 —m?*M?

2 d’p, d®P,
(2n)’2E¢ (2n)*2E?

~ 4(p, P} —m2Mm?

4a4
do (Zn) 0 (pf+Pf _pi_Pi)|

My | , (7.43)
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gdje jos treba integrirati po impulsima finalnih Cestica. Sva fizika elektron-muon elektro-

. .. " . .. 2
magnetske interakcije sadrzana je u kvadratu amplitide ‘ Mfi‘

Nepolarizirani diferencijalni udarni presjek se dobija potpuno analogno kao u (7.15) i
daje

2 2

[U(pf 1St )Yuu(pi’si)]:_z [U(Pf’sf )Yuu(PwSi )] =

NlipEF

$;,5¢S;Sy

(7.44)
1 et

Ay

Koriste¢i prvu i tre¢u od relacija (7.18), trag y-matrica daje

Tr[ (p, +m)y"(p, + m)yV]Tr[(FDf +M)y, (P + M)yv].

Tr|(p, + m)y* (p, + m)y* |=4|ptpy +p*py —g*(p; -p, —m?).  (7.45)

Drugi trag je istog oblika, pa je kvadrat invarijantne amplitide kona¢no

‘Mfi‘z (se) [(P e )P pi )+ (Pf'pi)(Pi'pf)_mz(Pf'Pi)_Mz(pf'pi)+2M2m2]' (7.46)

Diferencijalni udarni presjek (7.43) najzgodnije je izraunati u sustavu mirovanja
inicijalnog muona gdje je

p, =(E'F). p,=Ep). P =(M0), (7.47)

te \/(pi -P,)* =m*M? = MJp|. 5-funkcija ouvanja 4-impulsa P = P; + p;— pr omogucuje

integraciju po finalnom impulsu d°Ps muona Gija energija je EP =P° +p° —p’ =P’ +E—F'.
Tu integraciju je najzgodnije napraviti u 4-dimenzionom obliku. Kao u (2.96), vrijedi

IZEP" 5 (P, +py =P ;) =[ d'P, 8(PF ~M*)5* (P +p, ~P ;) 0(P?)=

=5|(P, +p; —p; ¥ —M2|0(P0 +E-E).
Kako zbog pr-pr = m? = E — p*, vrijedi p'dp' = E'dE’, za integraciju po komponentama
finalnog impulsa elektrona moZemo pisati d°pr = p?dp'dQ’ = p'E'dE'dQY, gdje je dQ'
element prostornog kuta.

Diferencijalni udarni presjek (7.43) onda postaje
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dG 1 1 ' ’ 2 2 2 0 ,
= dE’' M. | 6| (P. o= -M“[0(P” +E—-E'). 7.48
dQ, (27[)2 8|\/||f)|'[p | f|| [( |+p| pf) ] ( i + ) ( )

Uvjet ofuvanja energije je Sl(Pi +p,—p, ) - MZJ: 8[2m2 —-2M(E'-E)-2EE + 2p’pc056],
df (x)[

a kako za 3-funkcije vrijedi | o|x5[f(x)]=‘T , dobija se
do 1 1 B’ 1 ||\/| |2 (7.49)
P 2 fil o .
dQ’ - (2m)" 16M p |\/|+E—E'§,cose
gdje je
E'(M+E)-p'pcosd=EM +m?. (7.50)

Izraz za udarni presjek se znatno uprosti u slucaju rasprSenja ultra-relativistickih
.. m o : : . , .
elektrona kad je E<< 1. Tada se mogu zanerariti svi ¢lanovi proporcionalni sa m? i uzeti

dajeE=piE' =p, te se umjesto (7.50) dobija

M(E -E’)=EE'(l-cos#), (7.51)
a, umjesto (7.49)
ds 1 1 FE 1 2
;= — M| . (7.52)
dQ"  (2n)* 16M* E 1+2NElsin2€2>

Koriste¢i q* =q*q, =(p, —p;)* =2m* = 2p, -p, =-2p; - p, :—4E’Esin2% i ME-E')=

2
;2E'Esin2%:—q?, te Ps = P; + pi — ps, izraz za invarijantnu amplitudu (7.46) se

uprosti
4
Ml (23)2 [2(p, ) (Bi-p )+ (py Ry =Py Py - M7 =
=%{1+sin2 %(—%}—sinz %}: (7.53)
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0 2M? 2

4 2 2
__eM coszg— g sin29 .
E'Esin® ~ 2
2

Uvrstavaju¢i ovaj izraz za ‘Mfi‘z u (7.52) diferencijalni udarni presjek rasprsSenja

elektrona visoke energije E >> m na muonu je kona¢no

2
do o 1 coszg—z?vlzsinzg
dQ  64n? 0 2E . ,0 (7:54)
E?sin* — 1+"=sin? =
2 M 2

Ovaj udarni presjek ima izrazen maksimum za vrlo male kuteve rasprSenja 6 = 0 i
tocan je za slucaj relativistickog elektron-muon ili elektron-tau rasprSenja. Izraz (7.54)
vrijedi i u slu€aju elektron-proton rasprSenja pod pretpostavkom da je proton isto Sto 1
lepton mase M, §to je naravno samo aproksimativno to¢no. Proton je vezano stanje
kvarkova i gluona koji medudjeluju jakim silama, pa u elektron-proton rasprSenju postoje
dodatne korekcije uslijed strukture protona koje nisu zanemarive kad energije elektrona
postanu E > 0.5 GeV.

Na slican nacin se, polaze¢i od (7.43), za nerelativisticke elektrone za koje je E << m,
pokazuje da se diferencijalni udarni presjek rasprSenja reducira na (7.21) Mott udarni
presjek (Zadatak 7.6.).
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7.4 Polarizacija fotona

Tipiéni proces kvantne elektrodinamike je 2 — 2 proces rasprSenja fermiona, kao
proces prikazan na Slici 7.6, u kome se elektromagnetska interakcija fermiona smatra
razmjenom medijatora interakcije — fotona. Razmotrimo jo$ jednom, malo detaljnije ne-
relativisticki limes kvantne elektrodinamike. Prvo treba podrobnije razmotriti polarizaciju
fotona.

Lagrangian interakcije QED (7.1) pokazuje da se polje fotona A"(x) veze za
vektorsku struju fermiona (elektrona, muona, protona, ...) oblika j,(X) = w(X) v, w(x) dajuci

verteks teorije koji reprezentira jedan od elementarnih procesa sa Slike 4.3. Zanemarujuci
normalizacione faktore u (3.2), fermioni se reprezentiraju jednoCesti¢nim inicijalnim ili
finalnim stanjima oblika u(p)e ™™ ili T(p")e™*, a foton jednodestiénim stanjem
gu(Me 9 ili g,(X) €79, gdje je e4(L) vektor polarizacije fotona, ¢ = p — p’ je njegov
impuls, a A = 1,2 oznacava helicitet fotona.

U Poglavlju 3. ve¢ je pokazano da zbog gauge simetrije QED vazi zakon o¢uvanja
struje, tj. uvjet p-q = 0. Zato projekcija spina fotona na pravac njegova impulsa ima samo
dvije vrijednosti, tj. postoje samo dva transverzalna stupnja polarizacije fotona.

Fermionski dio matricnog elementa elementarnog procesa iz QED je oblika
(f]j,|i)=—eQj,(0)e"™, (7.55)

gdje je Q naboj fermiona u jedinicama naboja pozitrona e. Gauge simetrija kvantne
elektrodinamike zahtijeva o¢uvanje struje 0" j, = 0, $to u impulsnom prostoru za matriéni
element (7.55) implicira " j,(0) = 0. Da se dobije amplituda emisije/apsorpcije realnog
fotona, matri¢ni element elementarnog QED verteksa treba jo§ pomnoziti sa vektorom
polarizacije fotona €"(A). Vjerojatnost procesa proporcionalna je onda sa

e, IO =£,(0) £, ()" O] 0. (7.56)

U inicijalnom stanju treba usrednjiti po helicitetu (spinu) A inicijalnih fotona, a osim u
iznimnom slucaju kad se u eksperimentu mjeri polarizacija finalnih fotona, treba sumirati
i po helicitetu finalnih fotona.

Najjednostavniji nacin ra¢unanja polarizacijske sume za fotone je da uzmemo da mu
je impuls G duz z-osi, pa za bazu prostornog dijela stanja heliciteta mozemo odabrati
i €, . Tadaje

jediniéne vektore x- i y-0Si &,

()

e (Me, (M) =88, +88, . (7.57)
A
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Izraz (7.57) nije tesko napisati u obliku koji je o¢igledno kovarijantan.

Ocuvanje struje zna¢i da vrijedi q’jo - g%, = 0. Za realni foton vrijedi g* = 0, pa mora
biti i jo(0) = jz(0), te se desna strana izraza (7.56) moZe napisati kao

6.6, +e8 +88 -28]]i00]=-¢"i.0i0),
Sto znaci da suma po stanjima polarizacije fotona u bilo kojem sustavu mora biti

>l (M)e, (M) =-g,, (7.58)

kao u (6.86).

Transverzalnost fotona znaci postojanje Coulomb interakcije medu elektri¢no
nabijenim Cesticama. Za procese jedno-fotonske razmjene, tj. za procese sa dva QED
elementarna verteksa kao na Slici 1.1 ili 7.6 matri¢ni element sadrzi propagator fotona
izmedu dvije vektorske struje fermiona oblika

: . —ig" |, .
gdje su fermionske strije, recimo za elektron-muon rasprsenje sa Slike 7.6,
ity (0 =—et(p, )y'u(p;), )@ =—eu(P )y'u(P).  (7.60)

Izaberemo li opet da je impuls g, = (q0,0,0,|ﬁ|) fotona duz z-osi, matri¢ni element je

NN N0 (RN 0l ) AN Ll [
fi = 2 - 2 2 '
q g q

(7.61)

gdje indeks T oznacava transverzalne komponente struje. Za realni foton je q2 =0, pa
zbog o¢uvanja fermionske struje (gauge invarijantnosti) q, j" = 0, vrijedi i jge) = j(ze), kao i
jg“) = j(z“), pa bi u (7.61) preostao samo zadnji ¢lan na desnoj strani koji znac¢i razmjenu
realnog fotona sa samo dva transverzalna stupnja polarizacije.

Za razmjenu virtualnog fotona ne vrijedi uvjet g® = 0 jer virtuelni foton ne mora biti

na svojoj masenoj ljusci. Uvjet ocuvanja elektromagnetske struje onda daje jedini uvjet
Aolo = |q|jZ g, = ?T‘ijo, pa je amplituda razmjene jednog virtuelnog fotona
q
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i) Tl Tl
. :JT |Jzo n ok . (7.62)
g q

2

Prvi ¢lan u (7.62) zavisi samo od kvadrata 3-impulsa fotona i naziva se Coulomb
interakcija jer je proporcionalan produktu nultih komponenti struja dva fermiona, tj.

, . C e e NV c e ey \'
produktu gustocéa elektricnog naboja tih Cestica. Ako je Cestica nerelativisticka (— << 1),
C

za operator gustoce struje vrijedi m ~ | \7j0| <<|j0 , pa je prvi Coulomb c¢lan vrlo dobra

aproksimacija ukupnog matricnog elementa.

Dobar primjer je atom vodika u kome su i elektron, a pogotovo proton,
nereletivisticke cestice, pa Coulombov ¢lan daje veoma dobru aproksimaciju elektro-
magnetskih elektron-foton-proton interakcija. Ukupni Hamiltonian elektrona u elektro-
magnetskom polju protona moZe se dobiti minimalnom supstitucijom P —>p—eA iz
Diracova Hamiltoniana (3.125) kome se jo§ mora dodati elektrostatska interakcija e¢.
Tako dobijeni Hamiltonian je kompliciran (sadrzi osam ¢lanova) i pored uobiéajenog
¢lana kineticke energije i relativistiCke korekcije mase, sadrzi ¢lanove elektrostatske
monopol i magnetske dipolne interakcije, te spin-orbit interakcije i takozvani Darwin ¢lan

e

8m?
zavisnosti gustoce naboja fermiona i relativisticke korekcije kineticke energije elektrona i
nazivaju se popravke fine strukture i Lambov pomak spektralnih linija vodika.

V-E koji daje Lamb pomak. Popravke viseg reda dolaze uslijed spinske

Zadrzavaju¢i samo prvi ¢lan u (7.62) 1 koriste¢i normalizaciju (3.153) fermionskih
jednocesti¢nih stanja koja daje Uy,u= 2m, za nerelativisticko elektron-muon rasprsenje

u najnizem (drugom) redu teorije perturbacija dobija se matri¢ni element

2
M, = e (ZmSZ(ZmH) _ 47E(X(Zme%)(ZZm”). (763)
&l ]
Da se dobije diferencijalni udarni presjek — diferencijal vjerojatnosti procesa, treba
kvadrat apsolutne vrijednosti (7.63) podjeliti inicijalnim fluksom i integrirati po faznom
prostoru finalnih Cestica kao u (7.41). Koristimo li iste oznake kao u (7.47), u sustavu
mirovanja muona (protona) Lorentz ivarijantni izraz za diferencijalni udarni presjek do
dat je u (7.49). U nerelativistickoj aproksimaciji zanemaruje se ,,recoil” muona, §to znaci
da muon (proton) djeluje kao stati¢ni izvor za potencijalno rasprSenje elektrona kao na

Slici 7.2. RasprSenje je elasti¢no |f>'| =|F3| =p i E" = E = me << m, $to znaci da nema

e . 2 T - f . .
transfera energije qo = 0, tj. 9° ~ —|q| , 1 jedina promjena je promjena pravca impulsa

elektrona. Zanemarujuéi sve ¢lanove u nazivniku izraza (7.49) koji zavise od energije
elektrona diferencijalni udarni presjek je
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dG: 1 1 |M-
@ " (@ m F M

|2

, (7.64)

Uvrstimo li za kvadrat amplitude izraz (7.63), za nerelativisticki diferencijalni udarni
presjek dobijamo

do —(me)zi (7.65)
do' \2n) |g"’ '

L L2 e, =2 ~2 . 50
gdje je [d" =|p'—p|" =4p| smzz.
Uporedimo li gornji izraz sa Born aproksimacijom elasti¢énog rasprSenja (2.63) u

nerelativistickoj kvantnoj mehanici

do 2
—=|f(0 : 2.63
o =102 (2.63)

gdje je amplituda ,,out-going* sfernog vala odredena izrazom (2.64)
m, 3 G-\ /(<
f(0,0)=——=[d*x e V(x), (2.64)
21
vidimo da za Fourier transform potencijala VV mora vrijediti

Jd*x e V(%)== (7.66)

Usporedba sa (4.9) i (4.10) [za sluc¢aj m = 0] ili sa (7.5), za elektron-muon potencijal u
nerelativisti¢koj aproksimaciji odmah daje Coulombov potencijal

1 e?

V(X)= g (7.67)

Renormalizacija, tj. zavisnost konstante interakcije (naboja) od energije fermiona,

unosi popravke viSeg reda. Zadnji ¢lan u (7.23) koji zavisi od q° je konacan 1 u limesu
2

q_2 << 1 male promjene impulsa daje popravku propagatora fotona
m
9 G er ¢ 2
—1 q2 ——1 q2 1—607{2F+O((1R) . (768)
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U prvoj aproksimaciji Coulombov potencijal (7.67) se u kvantnoj elektrodinamici
mijenja u

2 2 2 4
(1 ®r vz] b _ %, Cr 5(x), (7.69)

60n’m® * Jan%| 4n[%|  60m*m?
Sto znaci da se pojavljuje dodatni privlacni ¢lan.

Na niskim energijama, kad g — 0, probni naboj ostaje na velikoj udaljenosti od
elektrona i interakcija je odredena samo prvim Coulomb ¢lanom u (7.26) sa ,,potpuno
zasjenjenim® nabojem elektrona eg. Ali, na viSim energijama, probni naboj djelimi¢no
penetrira oblak virtuelnih fermion-antifermion parova oko elektrona i ,,vidi“ manje
zasjenjen naboj elektrona, pa je interakcija ojatana drugim ¢lanom u (7.26) koji mjeri
polarizaciju vakuuma. Fizikalno ovo lako moZemo razumjeti jer veliko |f| u impulsnom

prostoru odgovara maloj prostornoj udaljenosti — moZzemo zamisliti si¢uSnu petlju
virtuelnog fermion-antifermion para ogromne energije kako se sazima u tocku dajuci
efektivnu toCkastu interakciju oblika (7.69). Efekt ove korekcije Coulombovog zakona na
energijske nivoe E, atoma vodika je precizno izmjeren i naziva se Lambov pomak
(shift).

Proracuni za Lamb pomak daju izraz

el 2 4ma.>
AE :_607[—2an2|\|]”| (O)| dy :_1571—nR38|0 : (7.70)

. . . o AE
Izraunati Lamb shift za n = 2 nivo u atomu vodika je v = 72 — 27 MHz, sto se sa

to¢nos¢u boljom od 0.01% slaZe sa eksperimentalnim mjerenjima.
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7.5 Elektron-pozitron anihilacija

Razmatranje rasprSenja fermiona zavrSimo uspostavljanjem veze ovih procesa sa
eksperimentima u kojima se provjerava SM. U akceleratorima se snopovi Cestica
ubrzavaju do ultra relativistickih energija i potom medusobno sudaraju. Preciznu provjeru
SM omogucili su elektron-pozitron sudari u LEP akceleratoru u CERN-u. U tim
eksperimentima se anihiliraju elektro-pozitron parovi ¢ija energija omogucéuje kreaciju
raznih novih Cestice ¢ije 4-impulse mjeri detektor. Pomocu tragova koje ostave u
materijalu detektora, te novo-nastale Cestice se registriraju bilo direktno ako dovoljno
dugo Zive, ili pomocu produkata raspada ako su izuzetno nestabilne. Principijelna shema
jednog LEP eksperimenta prikazana je na Slici 7.8.

Detektor

J

Slika 7.8

Novi akcelerator LHC koji uskoro zapoc€inje sa radom sudarac¢e snopove protona koji su
ubrzani do energije od 7 TeV. Kako protoni nisu elementarne Cestice, analiza proton-
proton sudara je kompliciranija jer se moraju uzimati u obzir funkcije raspodjele unutar
individualnog protona. Zato se ograni¢imo na proracun udarnih presjeka u procesu
elektron-pozitron anihilacije koji dobro ilustriraju i tehnike neophodne za proracun
udarnih presjeka analognih dominantnih QCD procesa izmedu kvarkova i gluona.

U procesima elektron-proton anihilacije mogu nastati razlicita finalna stanja koja sva
moraju imati ukupan leptonski broj nula. U najnizem redu, najjednostavniji takav proces
je kreacija lepton-antilepton para u finalnom stanju razmjenom jednog virtualnog fotona.
Razmotrimo zato proces e'e — p'u  kreacije muon-antimuon para sa Slike 7.9.
Oznacimo inicijalne impulse elektrona i pozitrona p; i pp, a finalni impuls muona ps i
antimuona ps4. Spoljasnje linije Cestica u procesu oznacene su odgovaraju¢im spinorima u
skladu sa Feynmanovim pravilima iz Poglavlja 6.3, a naznaceni su i verteks faktori, kao i
propagator fotona u medustanju. Kao i u slu¢aju elektron-muon rasprsenja sa Slike 7.6 1 u
ovom procesu matricni element je produkt dvije fermionske struje spojene propagatorom
izmijenjenog fotona.
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Slika 7.9

Invarijantna amplituda ovog procesa je

9y
S

— My =ie2\_/(pz)YPl U(pl) VU(ps)Vv V(pzl)’ (7.71)

gdje je s = (p1 + p2)* = g°> Mandelstamova varijabla definirana u Poglavlju 2.1. U sustavu
centra mase elektron-pozitron para, zbroj njihovih 3-impulsa je p,+ p, =0, a energije su
im ym, pa je varijabla s jednaka kvadratu ukupne energije procesa s = 4y’m¢? koja je u
LEP eksperimentima bila 200 GeV. Jedina razlika izmedu (7.71) 1 amplitude elektron-
muon rasprSenja (7.42) je u zavisnosti spinora u i/ili v od 4-impulsa p" pojedinih
inicijalnih ili finalnih ¢estica. Kvadrat apsolutne vrijednosti amplitude (7.71) je
et 2 2
| Mfi| ZT‘V(pz)Y“ u(plX ‘u(p3)7pv(p41 - (7.72)

(2]

Usrednjavanje po spinu inicijalnih 1 sumiranje po spinu finalnih estica daje tragove v-
matrica

= le—sz[(Vh cm )y (g, —m )y Te[(ps +m v, (pe—m v, ] (7.73)

M. 2 =
M 4s

2
|

U relativistickom limesu mozemo zanemariti mase svih Cestica pa je

2 1le* y
M= ey [ Telpgrpar. ] (7.74)
Sto koriStenjem formula za tragove lako za kvadrat amplitude daje
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:iiz[(pyps)(pz~p4)+(pl.p4)(p2.p3)]. (775)

Zbog zakona oCuvanja 4-impulsa p1 + p2 = ps + ps u relativistickom limesu daje

t=(p1—p3)2 ;_Zpl'pS E—sz ‘Pas u:(pl_p4)2 ;_Zpl'pzl ;_sz'ps’ (7-76)

pa je kvadrat invarijantne amplitude nepolariziranog procesa kreacije muon-antimuon
para u elektron-pozitron sudaru izrazen pomo¢u Mandelstam varijabli jednostavno

2 2
Lt +u
52

=2e

(7.77)

Odaberemo li pravac snopova inicijalnih Cestica za z-os, u relativistickoj aproksimaciji
E =|p|>>m, impulsi svih &estica u sustavu centra mase elektron-pozitron para su:

p,=(E00,p.); P,=(E00~py); p;=(E psin6,0,pcosd); p, =(E—psin6,0,—pcosh),

gdje je E= 75 energija bilo koje Cestice 1 proces je potpuno odreden samo sa dva

parametra: energijom E i kutom 6 pravca finalnog muona. Pravci impulsa svih Cestica
prikazani su na Slici 7.10.

e P z
D>-—-——---- 3 STt e - mm - e - < " -—->
- e
/
i
Slika 7.10

U relativisti¢koj aproksimaciji je prema (7.76)
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S=4E%*, t=—-2E(l1-cosf), u=-2E(l+cosh), (7.78)

pa je prema (7.77) spinska suma kvadrata apsolutne vrijednosti nepolarizirane amplitude

|I\/If.|2 :e4(1+cosze). (7.79)

1 Mdg, a inicijalni fluks je

6’ \/?

, pa je diferencijalni udarni presjek kreacije muon-antimuon para u procesu

Kao u (2.98), ukupni fazni faktor finalnih Cestica je

1
4p:s
elektron-pozitron anihilacije

4

do  e' 1+cos’0 o’ 1+cos’0

dQ 64x2 s 16 E?

, (7.80)

kao u (2.99). Za razliku od relativistickog elektron-muon rasprsenja (7.54) udarni presjek
(7.80) nema os$tar maksimum za male kuteve 6 (forward direction). Integracija po
prostornom kutu daje ukupni udarni presjek za produkciju muon-antimuon parova u
elektron-pozitron sudarima

na®  Ana?
T3 35 (7.81)

(&}

kojai opada sa kvadratom energije inicijalnih Cestica.

Svi ovi primjeri su posluzili za ilustraciju op¢e procedure koriStenja formalizma S-
matrice 1 Feynmanovih pravila za nalaZenja udarnih presjeka interakcija elementarnih
Cestica. Ujedno, primjeri pokazuju kako se u najnizem redu teorije perturbacija tretira
rasprSenje fermionskih Cestica koje razmjenjuju fotone, tj. koje medudjeluju elektro-
magnetskim silama.

Ali, najveci uspjesi SM vezani su za opis procesa rasprSenja Cestica pri djelovanju
slabih i jakih sila. Spontano naruSenje simetrije pokazuje kako elektro-slabi gauge bozoni
dobijaju masu u skladu sa eksperimentalnim mjerenjima. Za ukupnu eksperimentalnu
potvrdu SM najvazniji procesi su raspadi masivnih gauge bozona Z i W-, a za
eksperimentalnu potragu za Higgs bozonima najvazniji su procesi njihovih raspada. Ovi
procesi raspada su posljedica djelovanja slabih interakcija i razmotrit ¢emo ith u
slijede¢im poglavljima.
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Zadaci:

Zadatak 7.1. Koristeéi svojstva y-matricai definiciju T = y° I''y° dokazatiti valjanost
formula (7.13).

Zadatak 7.2. Dokazatiti valjanost formula (7.18) za trag y-matrica.
Zadatak 7.2. Provjeriti ispravnost formula (7.19).
Zadatak 7.4. Pokazati da se iz (7.16) zaista dobija Mott udarni presjek (7.21).

Zadatak 7.5. Eksplicitno izracunati tragove Diracovih y-matrica u (7.44) i pokazati da
se za nepolarizirini kvadrat amplitude rasprSenja dobija izraz (7.46).

Zadatak 7.6. Polaze¢i od izraza (7.46) pokazati da se u nerelativistickom slucaju
g« 1 udarni presjek elektron-proton rasprsenja reducira na Mott udarni presjek (7.20),

tj. (7.21).
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8. Raspadi Z bozona

U SM elektro-slabe interakcije kvarkova i leptona opisane su SU(2). x U(1)vy
lokalnom gauge grupom, tj. generirane su poljima 4 bezmasena gauge bozona B" i W,
od kojih poslije spontanog narusenja simetrije samo polje (6.21) fotona A"

A, =B cosb,, + W’sing,,, (8.1)

ostaje bez mase. Higgs mehanizam fizikalnom polju neutralnog gauge bozona z°

Z, =-B,sind,, + W’cosb,,, (8.2)
daje masu (6.61)
VgZ 1 2 2 ev _
m,=——2—=2V,/g; +0; = =91.2 GeV. 8.3
Z 2cosb,, 2 9 8 2sin0,, coso,, ®.3)

Postoji Sest tipova interakcija Z bozona koje su odredene odgovaraju¢im ¢lanovima iz
Lagrangiana interakcije SM kO_]l sadrzi Lzzww + Lzawwy + Lzww + Lzzn + Lzzan + szf .

Da bi bio mogu¢ spontani raspad Cestice, zakon ocCuvanja energije zahtjeva da
inicijalna masa bude veca od finalne

mi, > Zmifi .
i

Na primjer, za dvocesti¢ni raspad A — B + C zakon ocuvanja energije je Ea = Eg + Ec.
U sustavu mirovanja Cestice A je Ea = ma, pa napiSemo li Eg i Ec pomocu energije
mirovanja i kineticke energije vrijedi

MaC” = mgc®+ Tg + mac® + Tc .
Kako je Tg + T¢ > 0, zaista slijedi ma > mg + mc.

Zato su jedini moguéi procesi raspada Z bozona raspadi Z — ff u fermion-
antifermion par. S-matrica ovog procesa odredena je, prema (2.81), Hamiltonianom

interakcije za koji o¢ekujemo da je Hint = — Lint, jer Lint ne sadrzi derivacije. [Detaljna

analiza pokazuje da naivna zamjena €int = — Lint vaZi i u ovom sluéaju samo zato $to se
medusobno to¢no pokrate dva dodatna Lorentz neinvarijantna ¢lana. Jedan od njih je
posljedica kanonske kvantizacije polja gauge bozona Z"(x), a drugi se zbog gauge
simetrije pojavljuju u vremenskom uredenju tenzora polarizacije propagatora gauge
bozona. Ovo je jo§ jedan primjer osjetljive veze Lorentz i gauge simetrije koja se
manifestira u sluc¢aju vektorskih polja. Sama procedura pojavljivanja i kracenja ovih
¢lanova je komplicirana i nije vazna za nase potrebe. ]
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Prema (6.40) Lagrangian interakcije Z bozona i fermion-antifermon parova je
Lo =—0,5Z,. (8.4)

U (8.4) konstanta vezanja Z bozona je

e 1
S S VNG YR VEA B 8.5
9z sind,, coso,, [ F Z] (8:5)

gdje je Fermijeva konstanta slabih interakcija Gr = 1.166 x 10 GeV?, a neutralna slaba
struja fermiona je

jo=>Fy(Cy-Cly’)f, (8.6)
f
gdje se sumira po svim leptonima i kvarkovima osim t-kvarka ¢ija masa je prevelika.
Vektorski i aksijalnovektorski verteks faktori fermionskih neutralnih struja su

o) =%T§ -Q,sin’0,,; Cf :%T;. (8.7)

kao u (6.44). Na Slici 8.1 prikazan je Feynmanov dijagram procesa raspada Z — ff u
najnizem redu. Inicijalni Z bozon impulsa k i spina s; raspada se u fermion impulsa pi
spina A i antifermion impulsa ¢ i spina o.

Slika 8.1

Prema (2.100) diferencijalna Sirina raspada (diferencijal brzine raspada) Z bozona je

d’p d3q
2p°(2n)’ 29°(2n)’

dr=(2n)' - 58(p+q-k) Mz > Ff)|’ . (88)

kO
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gdje je matri¢ni element M(Z—>ff) amplituda Feynmanovog dijagrama sa Slike 8.1
koju jo$ treba na odgovarajuci nacin usrednjiti ili sumirati po stupnjevima polarizacije

inicijalnih i finalnih Cestica. Svi faktori u (8.8) su Lorentz invarijantni osim ZL ¢lana.

kO

.n 0 - v . - - . 0 . MZ
Energija Z bozona k°, izrazena preko njegove mase My i brzine v je k* =y(V)M, = -,

1-v

slijedi da vrijedi i
ar=,/1-v*dr,, , (8.9)
. 1 k° 1) ... ) )
pa je dlmir. = ydI' = dr = dI' = d| — | Sirina raspada u sustavu mirovanja
l— \72 IVIZ Tmir.

Z bozona, a t vrijeme njegova zivota. Relacija (8.9) za Sirinu raspada je u skladu sa
relativistickom formulom za dilataciju vremena koja daje relaciju izmedu duljina Zivota Z
bozona t = y tmir. U pokretnom i mirnom sustavu.

Feynmanova pravila iz poglavlja 6.3 pokazuju da je matri¢ni element M(Z—)ff)
produkt &etri faktora: su(R,si) za ulaznu liniju Z bozona, T(p,A) i v(d,c) za izlazne
fermionske linije i verteks faktora —igzy“(C\f, —C,iys)

Mz F6) = (1(p2): F(a0) 0 0] 2[Ks,) =
(8.10)
=-ig; SH(R,Si )U(r”x)ﬁ’”(c\f/ - C:\YS)V(Q’G)-

Da se nade Sirina raspada (8.8) treba izracunati kvadrat apsolutne vrijednosti matricnog
elementa (8.10). U odnosu na (7.11) ili (7.34) za Coulombovo rasprSenje fermiona ovaj
matri¢ni element je kompliciraniji zbog prisustva polarizacije Z bozona ¢, 1 sloZenijeg
verteks faktora koji pored y* sadrzi i y> faktore. Kao i prije, relacije kompletnosti za
komponente spina Cestica omogucuju da se raCunanje kvadrata amplitude reducira na
raunanje tragova y-matrica. Racunska procedura zavisi od vrste eksperimenta — da li se
radi o raspadu nepolariziranih ili polariziranog Z bozona.

Ako inicijalni snop Z bozona nije polariziran, tada su sve tri moguée vrijednosti
njegovog spina jednako vijerojatne. Stanje inicijalnog Z bozona opisano je matricom
1& = = .
gustoce ng Z ‘Z(k,si)><z(k,si)‘, te treba usrednjiti po komponentama spina Z
si=-1
bozona s;. Ako se u eksperimentu ne mjeri spin finalnih fermiona (to je najcescée slucaj),

treba zbrojiti po stanjima polarizacije finalnih Cestica. Diferencijalna Sirina raspada
nepolariziranog Z bozona je onda
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dr[Z(R)-ﬁf-]:%i S Y drfz(ks, ) ff], (8.12)

si= 1, plgosl
2 2

gdje se spinske sume racunaju pomocu relacija kompletnosti (6.85) 1 (6.86). Sumiranje po
spinskim stupnjevima slobode Z bozona daje

. K Kk *
e, uvt () ~Chyt {—ﬂw + ,\‘},!}[Uv“(Cé ~cirv]loyr(cs —civ v

s;=-1 z

Kako je prema (7.13)

[uy (el —chv* V] =[uy (el —chv* V] =vy(cl -Clr®u,
koriste¢i relacije (7.14), sumiranje po spinovima finalnih fermiona daje trag
lor(es-clrilor(es-ciriv] = mrlpem (el -clrla-m)r(c-civ)]
ho=t

gdje je zbog jednakosti masa Cestica i antiCestica p?> = q° = m¢. Usrednjeni kvadrat

invarijantne amplitude je

2 k Kk,

M’ :%{—w o }Tr[(mmf)w(cc ~cir’)a-m)yv'(ci-cir)l (812
z

a diferenencijalna Sirina raspada nepolariziranih Z bozona je

1 3*(p+q-—k)d®p d’q
27[)2 2k0 2p0 2q0

dr{z(k) - £f]= : V@ (8.13)

Prvo treba izraCunati trag u (8.12). Kako je y“y5 =- y5y”, a trag neparnog broja y-matrica
je nula, ¢lanovi linearni po m¢ ne daju doprinos, pa preostaje samo

2 2 Kk K
W= o5 e ottt bl i)
z

Koriste¢i formule za tragove y-matrica (7.18) lako se dobija

W=§g§{p-q+%(k-p)(k-q)}(cff+022)+4g§m$(092—022)- (814
z
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U sustavu mirovanja Z bozona je k" = (Mz,ﬁ), pa d-finkcija u izrazu za Sirinu raspada
(8.13) postaje 8(p° +q° — MZ)S3 (p+q). Tada je

L M . 1 M2
p=-d, p’=q"=—2%, |p|=|q|=§\/lvl2—4mf, p-q=7—mf, (8.15)

M? . . . . .
te k-p=k-q= TZ , Sto konac¢no daje usrednjeni kvadrat invarijantne amplitude raspada

Z — ff nepolariziranih Z bozona
IM|* :ggiMé{Cf AP LS i (cf ’ 2(:;2)] (8.16)

z

koji uopce ne zavisi od pravca (sfernih kuteva 0 i ¢) impulsa fermiona — izotropni raspad,
Sto nije iznenadujuce jer je pocetno stanje bilo sferno simetri¢no.

Kao u (2.101), ¢etvorodimenzionalna 6“(p+q — k) u (8.13) omoguéuje integraciju po dq
0

i po dp = d|p|. Koriste¢i d°p =p*dpdQ, pdp =p°dp’i 8(p° +q° - MZ):E—OS(pO —%}

diferenencijalna $irina raspada (8.13) u sustavu mirovanja Z bozona je

Sl
32n” M2

dr = LMdQ . (8.17)

Uvrstavajuéi (8.16) 1 integriraju¢i po prostornom kutu konacno se dobija ukupna Sirina
raspada nepolariziranih Z bozona u par fermion-antifermion u sustavu mirovanja Z
bozona

2
I“(Z—>ff):1972Mz 1- 4|v| {cfz cf2+2M
T z

(cf2 2c;2)} . (818)
z

Kako je za sve fermione u SM za koje je raspad Z — ff kinemati¢ki dozvoljen
m? - m; ( 4.2GeV
M2 M2 (91.2GeV

2
J =0.212%, priblizno je

r(z —ff)= 1922 M, (e +ci?). (8.19)

Gornja formula dozvoljava da se izracuna parcijalna $irina raspada Z bozona u svaki
fermion-antifermion par, te ukupna $irina raspada Iy, koja je zbroj svih parcijalnih Sirina.
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Tabela 8.1 prikazuje odgovarajuce konstante vezanja slabih struja za razne ferione.

Fermionf| Ts; Qs Ca Cv | C/+CA°
1
Ve, Vi Vz + > 0 0.25 0.25 0.125
e T —% —1 —0.25 | —0.0189 | 0.0629
1 2
u,c,t + E + § 0.25 0.0959 0.0717
1 1
dsb _E _§ —-0.25 | —0.1730 | 0.0924
Tabela 8.1

Jakost interakcija Z bozona sa fermionima zavisi i od tre¢e komponente slabog izospina
T3 i od naboja fermiona Qs, pa neutini, I leptoni, u- i d-tip kvarkovi, razli¢ito doprinose
vjerojatnosti raspadu Z bozona.

Za usporedbu sa mjerenim vrijednostima koriste se frakcije grananja (branching

frakcions) B, :F(Z—_)ff) koje se puno preciznije mjere, a teorijski zavise samo od

tot.
verteks faktora Cy i Ca. Koriste¢i najbolje danasnje eksperimentalne vrijednosti konstanti
2
€ _ 1 sintoy = 0.2312]
4n  127.9
parcijalna Sirina Z bozona za raspad u fermion-antifermion par je

vezanja na skali Mz [numericke vrijednosti: a(M,)=

a
) 2
3sin“0,, cos“0,,

r(z—ff)= M, (C2+C2IN, =(1.336GeV)(C2+C2)N,, (8.20)

gdje je faktor boje N. = 1 za leptone, a N = 3 za kvarkove.

Numericke vrijednosti konstanti vezanja CV2 + CA2 iz Tabele 8.1 daju ukupnu Sirinu
raspada Z bozona

Tior = (1.336 GeV) [3-(0.125) + 3 - (0.0629) + 6 - (0.0717) + 9- (0.0924) ] =
(8.21)
= 2.44 GeV,

gdje faktor na desnoj strani za kvarkove u-tipa ima faktor boje 6 jer su raspadi u t-
kvarkove kinematicki zabranjeni zbog prevelike mase.

Kao §to pokazuje Tabela 8.2 slaganje sa eksperimentalnim rezultatima je vrlo dobro.
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No. Fermion Formula (7.63) Mjerenje

1) VeVe vV, V, +V.V, 20.5% (20.00 £ 0.06)%

2) ete” 3.45% (3.363 £ 0.004)%

3) [T 3.45% (3.366 = 0.007)%

4) T 3.45% (3.370 £ 0.008)%

5) bb 15.18% (15.14 + 0.05)%

6) ull +dd +SS +cC 54% (54.76 + 0.06)%

7) Ukupna Sirina 2.44 GeV (2.4952 £ 0.0023) GeV

Tabela 8.2

Kad se uzmu u obzir zanemareni ¢lanovi u (8.18), kao i proracun popravki slijedeceg
reda, koji prevazilazi nase potrebe, numericko slaganje sa teorijskim predvidanjima
postaje zaista impresivna potvrda SM. Te dodatne popravke nastaju uslijed djelovanja

g

(4n)’

stxlo*’]. Particle Data Group 2008. navodi za

jakih [proporcionalne sa O(aS(MZ): le%] i elektromagnetskih interakcija

o
4msin®0,,
slaganje SM sa rezultatima preciznih eksperimenata numericke vrijednosti prikazane u
Tabeli 8.3.

[proporcionalne sa O(

Veli¢ina SM Proracun Eksperiment
Mz (GeV) | 91.1874 +0.0021 | 91.1876 + 0.0021
I'ot (GeV) | 2.4968 +0.0010 | 2.4952 + 0.0023
Thaa, (GeV) | 1.7434 +0.0010 | 1.7444 +0.0020
[.-(MeV)| 83988+0.016 | 83.984+0.086
Tabela 8.3

Impresivno slaganje Ftot_(Z—>ff) sa rezultatima mjerenja je indirektna potvrda
postojanja samo tri familije fermiona — da postoji dodatna, ¢etvrta familija fermiona Z
bozon bi se mogao raspadati u dodatna finalna stanja 1 teorijski proracun bi bio bitno
druk¢iji.

r . . .
Poredec¢i ukupnu Sirinu raspada i masu Z bozona ﬁ = 2.7% jasno je da je Z bozon
z

razmjerno vrlo stabilan za svoju masu (uska rezonanca).
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Vrijeme Zivota Z bozona je

-25
T, = /] _ 6.6 x10 " GeVs _ 2.65)(10_258. (822)
T,  2495GeV

Vrijeme zivota je toliko kratko da Cak i ultrarelativisticki Z bozoni ne mogu ostaviti trag
svoje putanje u detektoru. Na primjer, u vrlo malo vjerojatnom slucaju produkcije u

LHCu Z bozona energije ~ 9 TeV, ¢iji je relativisticki faktor dilatacije vremena y ~ 100,
putanja takvog Z bozona prije raspada bi bila svega 8 x 10 ®m. Zato se u svim
eksperimentima Z bozoni rekonstruiraju pomocu Cestica koje su produkti njihova
raspada. lzazov za eksperimentalne fiziCare je identifikacija i mjerenje 4-impulsa bas
onih Cestica koje su nastale raspadom Z bozona u moru Cestica iste vrste.

Dosad smo razmatrali raspade nepolariziranih Z bozona. U slucaju da u eksperimentu
imamo polarizirani snop Z bozona amplituda procesa raspada je (8.10), ista kao i prije.
Pretpostavimo da se u eksperimentu ne odreduje spin finalnih fermiona. Da se nade
vjerojatnost procesa, kvadrat matricnog elementa treba sumirati po spinovima finalnih
Cestica koriste¢i uvjete kompletnosti (6.85), kao 1 u slucaju raspada nepolariziranih Z
bozona. Jedina razlika u slucaju raspada Z bozona odredenog spina, je odsustvo
usrednjavanja matri¢nog elementa po polarizacijskim stupnjevima slobode, tj. ne koristi
se sumaciona formula (6.86).

Umjesto izraza (8.12), sada ¢e usrednjeni kvadrat apsolutne vrijednosti matri¢nog
elementa biti

me. =0’ spsz Zl[Uy”VV][UyVVV]* : (8.23)

=+
Ao 2

gdje smo verteks faktor oznadili sa V = C!{, —C'y®. Kao i u nepolariziranom sluéaju,
raCunanje tragova y-matrica daje

Wpol. =4g§(CL2 + C{,Z) [(s : st -q)+ (s* -qu -p)- (a* -sXp : q)]+ 4g§mf2(s* -sXCLZ - CLZ).

U sustavu mirovanja Z bozona uvijek se moze odabrati gauge u kome su normirani
vektori polarizacije Z bozona realni s: =g, | imaju samo prostorne komponente
e, =(0,2), tako da je & &" =—&-&=—1. Kako je k* =(M,,0) ovaj odabir ocigledno
zadovoljava neophodni uvjet -k =¢*k, =0. Odaberemo li jo$ za z-0s upravo pravac &
linearno polariziranog Z bozona, a pravac impulsa p finalnog fermiona u sfernim
koordinatama kao (6,¢), u sustavu mirovanja Z bozona je onda e-p=—¢-q = —|E)| cos0,
pa je kvadrat invarijantne amplitude za raspad polariziranih Z bozona u par fermiona
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- 2 m2
||\/||2 o= 295M7 { C(,z[l—cosze + 4%%526} + 022(1—4M—2j(1—00329)} . (8.24)

z z

Nijedan ¢lan u kvadratu matri¢nog elementa ne zavisi od ¢, pa se iz (8.17) odmah dobija
diferencijalna parcijalna sirina raspada polariziranih Z bozona u par fermion-antifermion
koja zavisi samo od kuta 6

dr dr
- = 2’]‘[— =
sin0do dQ

(8.25)

2 2 2
S9Mg M { 052(140529 +4m—f2coszej+ 012(1—4"1—;](1—(:0329)} .
16mn M3 M M

z

Lako se uvijeriti da integracija po kutu 6 daje ukupnu Sirinu raspada Z bozona (8.18) kao
Sto 1 mora biti (Zadatak 8.4.).
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Zadaci:
Zadatak 8.1. Pokazati da je u sustavu mirovanja Z bozona kvadrat usrednjenog

invarijantnog matri¢nog elementa (8.10) za raspad Z — ff nepolariziranih Z bozona dat
izrazom (8.16).

Zadatak 8.2. Koriste¢i kvadrat matri¢nog elementa (8.16), pokazati da je u sustavu
mirovanja Z bozona ukupna §irina raspada data izrazom (8.18).

Zadatak 8.3. Pokazati da je u sustavu mirovanja Z bozona kvadrat invarijantne
amplitude raspada polariziranih Z bozona u ff par dat izrazom (8.24).

Zadatak 8.4. Pokazati da integral diferencijalne $irine raspada polariziranih Z bozona
(8.25) daje ukupnu $irinu raspada Z bozona (8.18).
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9. Raspadi W* bozona

U Lagrangianu SM elektro-slabe interakcije W™ gauge bozona opisane su sa osam
¢lanova koji reprezentiraju procese: WWWW, WWZZ, WWyy, WWZy, WWhh, WWZ,
WWy, WWh, Wvl, Wq,qq. Raspad W bozona u najniZzem redu teorije perturbacija moze
opisati samo cClan iz Lagrangiana interakcije linearan po poljima W bozona. Zbog
dodatne kinematicke zabrane (prevelika masa finalnog stanja) samo dva poslednja ¢lana
opisuju raspade W* bozona. Zakoni ofuvanja naboja i leptonskog, tj. barionskog broja,
zahtijevaju da su kanali raspada W* bozona procesi

W Il v, W —q,q, W ->vI' W —q0q,. (9.2)

$to zna¢i da se W* bozoni raspadaju u neutrino-lepton ili gu-qg parove koji ne ukljuéuju t-
kvark. Procesi raspada W* bozona mijenjaju okuse leptona i kvarkova. Odgovarajuéi
¢lanovi Lagrangiana interakcije SM su eksplicitno [zadnji ¢lan na desnoj strani izraza

(6.40)]

=gy (iwe + 38 W), 9.2)

[

gdje je nabijena struja fermiona (6.43)

j”WT =Vy”(1—y5)e+Uy”(1—y5)d, (9.3)

a konstanta vezanja (6.36) je

€ 9,
= = . 9.4
w 2+/2sin 0 22 54

Feynmanovi dijagrami raspada W™* bozona prikazani su na Slici 9.1. Analogni dijagrami
sa konjugiranim poljima daju raspade W™ bozona.

|+
gW
A%V
W+
Vi
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W™ je antigestica od W, pa CPT teorem kvantne teorije polja garantira da je ukupna
Sirina (brzina raspada) obe Cestice jednaka, ali ne nuzno i parcijalna Sirina pojedinog
kanala raspada. Parcijalne §irine raspada za W' i W~ bozone su jednake ako odgovarajuce
interakcije ocuvavaju CP simetriju — produkt konjugacije naboja (charge) i transformacije
parnosti (parity). Svaki ¢lan u Lagrangianu koji je realan je CP invarijantan. Ali, u SM
postoji ¢lan u Lagrangianu koji nije realan — CKM unitarna matrica (6.79) mjesanja
kvarkovskih okusa. Kobayashi i Maskawa su podijelili Nobelovu nagradu za fiziku 2008.
za taj doprinos Lagrangianu SM. CKM matrica se moze napisati u takozvanoj
Wolfenstein parametrizaciji u kojoj su jedino elementi ,,13“ = Uy 1 ,,31° = Uy
kompleksni. Posljedica je da u SM modelu postoji malo narusenje CP simetrije, koje jos
uvijek nije dovoljno istrazeno. Narusenje CP simetrije dozvoljava mogucnost razli¢itih
parcijalnih Sirina raspada ekvivalentnih procesa sa Cesticama i antiCesticama |
potencijalno moze objasniti kako tijekom evolucije svemira od inicijalno simetricnog
stanja (jednaka gustoca cCestica 1 antiCestica) nastaje potpuno asimetriéno stanje —
danasnji svemir se sastoji samo od Cestica (nema antimaterije). Posto i neutrini imaju
masu, iako za sada ne znamo precizno koliku, najvjerojatnie ¢e postojati i mjeSanje
leptonskih okusa u slabim nabijenim strujama leptona.

Nas zanima samo prvi ¢lan u razvoju S-matrice (2.88) koji daje dominantnu
kontribuciju raspadu W bozona (Born aproksimacija), koji uvijek ocuvava CP simetriju
jer je Lagrangian interakcije Hermitski operator. Vjerojatnosti svih procesa za W* i W~
bozone su onda jednake i dovoljno je razmatrati samo W raspade.

Mijesanje kvarkovskih okusa u CKM matrici zna¢i da W* bozon interagiraju ne sa

slabom nabijenom strujom (9.3) koja sadrzi samo u i d kvarkovska polja, ve¢ sa
kvarkovskom strujom (6.80)

i =0 (1= Uy di oy (1-y°Un o) + Bt (197 )Ua o (99)
u kojoj se pojavljuju i kvarkovska polja druge i treée generacije. To zna¢i da se W' ne
raspada samo na u-kvark + d-antikvark, ve¢ sa puno manjom vjerojatnoscu, i na u-kvark

+ s-antikvark i na u-kvark + b-antikvark. Clan u Lagrangianu interakcije SM odgovoran
za raspad W bozona onda moZemo napisati

Lot == 0ulTa?" (17 Jep + Uyl (=97 )d, [0, (9.6)

gdje se sumira po indeksima generacija m,n = 1,2,3, tako da je e, = e,u,t i dy = d,s,b, ali
Un = U,C (t-kvark ne moZe biti produkt raspada W* bozona). Za procese raspada W*
bozona sa Slike 9.1 Feynmanova pravila daju amplitidu

MW >, f,)=—igwe, (ks Ja(p AV, v* (1-v MGo).  (9.10)

Uporedimo 1i matri¢ni element (9.10) sa amplitudom (8.10) za raspad Z bozona vidimo
da imaju istu Lorentz tenzorsku strukturu ako zanemarimo mase fermiona.
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To se i ocekuje, jer se u oba slucaja radi o raspadu masivne vektorske Cestice u fermion-
antifermion par i jedina razlika izmedu tih procesa je u konstantama jakosti interakcija i
masama finalnih fermiona. Aproksimacija zanemarivanja masa finalnih fermiona je vrlo

m? - m; ([ 4.2GeV
MZ,  MZ, (80.4GeV
koriste¢i zamjene:

dobra jer je

2
J =0.273%. Bez ikakvog racuna, jednostavno

Cv,Ca—1
Mz - Mw
9z = gwVm,
gdje je

m» akosuf_ f leptoni
- (9'11)
ako su f_,f. kvarkovi

mn

jedinicna matrica, &
CKM matrica, U

mn ?

iz (8.25) slijedi da je diferencijalna Sirina raspada linearno polariziranih W bozona u
nepolarizirani par f_f_ fermiona

drw* —f_f,)
sin6do

2
N 98—W|vnm|2 MyN, (1-cos?),  m2.m?<<M?.  (9.12)
7T

Kao i u slu¢aju raspada Z bozona, pravac inicijalnog spina W bozona je z-0s, 0 je kut
impulsa finalnog fermiona u odnosu na z-os, a faktor boje je N. = 1 za leptone, a N, = 3
za kvarkove. Ukupna Sirina raspada W bozona, u aproksimaciji zanemarivanja masa
finalnih fermiona, je

2
dr(w- —>fmfn)z96—w|vnm|2MWNc, m2,m? <<M2,. (9.13)
T

Raspad W bozona je i kinematicki vrlo slican raspadu Z bozona iz Poglavlja 8. Zakon
o¢uvanja 4-impulsa u sustavu mirovanja W bozona je

(My.6)=(p°.B)+(a".3), (9.14)

pa je zbroj impulsa finalnih fermiona nula, kao i sli¢aju raspada Z bozona, ali sad su
energije finalnih fermiona

p%:MW+mr2n—m§’ qg:MW_mfn—mﬁ. (9.15)
2 2M,, 2 2M,,
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Bez aproksimacija, koristec¢i identicne metode kao u Poglavlju 8. za raspad Z bozona,
toCan proracun ukupne $irine raspada polariziranih W+ bozona u nepolarizirani par f_f_
fermiona je

dF(W+—>fmfn):@|V |2M N _m; +m; 2_4mfnm§ y
sin0 do gr ! "W M2

W

(9.16)

2 2 2 2\2 2. 2
m_ +m m_+m m_m
x 1_M_[[1_M] _4#}0329 .

2
I\/l\/\l w

Za poredenje sa rezultatima eksperimenata posebno je vazan sluc¢aj kad se zanemari masa
samo jednog finalnog fermiona — neutrina. lzraz (9.16) za parcijalnu Sirinu raspada
polariziranih W* bozona se tada uprosti i postaje

+ 3 2 2 \2 2
arw _’fmf“)=g—w|vnm|2MWNc 1- oy f1- Mo oos?g |, (9.17)
sin6do 8n My My

a ukupna §irina raspada W' bozona postaje

2 2 \2 2
dr(w- efmfn):%_w|vnm|2MWNc(1— I\”;I'f; j (1+ ZTA"‘Z J (9.18)
m w w

Uobicajeno je da se Sirina raspada normalizira pomoéu parcijalne irine raspada W*
bozona W* — e*v, koji se najpreciznije mjeri

a

(W >e'v)= —— —
( ) 12sin%0,,

M,, =226 MeV. (9.19)
Ukupna §irina raspada W* bozona je onda za sve tri familije leptona i tri boje kvarkova

2 3
Lot = I( W+_>e+Ve){3+3ZZ|Unm|2:|, (9.20)

n=lm=1

gdje sumacija po n ne ukljucuje tre¢i kvarkovski okus (t-kvark). Unitarnost CKM matrice
(6.79) zahtijeva

=2, (9.21)

>3 U =3 |uut
n=1

n=lm=1

nn

pa u najnizem redu (tree diagrams) SM predvida za ukupnu Sirinu raspada
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Tt = 9T( W' —> €7 ve) = 2.04 GeV. (9.22)
Duljina Zivota W* bozona je

h  6.6x107°°GeVs

Ty ~3.22x10 %%, (9.23)
r 2.04GeV

tot.
razmjerno vrlo velika za Cesticu mase My = 80.4 GeV.
Izvrsno slaganje sa preciznim mjerenjima ilustrirano je za neke kanale raspada u

Tabeli 9.1, gdje su radi potpunosti u prvom retku ukljucene i vrijednosti za masu W
bozona.

Fermion | SM Proracun | Eksperiment
Mw(GeV) | 80.375+0.015 | 80.398 +0.025
e ve 11.1% (10.75 £ 0.13) %
nv, 11.1% (10.57 + 0.15) %
v, 11.1% (11.25 + 0.20) %
Thad. 66.7 % (67.60 + 0.27) %
Tt (GEV) 2.04 2.141 + 0.041
Tabela 9.1

W™ bozoni Zive prekratko za direktnu detekciju pomoéu tragova &estica. Parcijalne Sirine
raspada pokazuju da se W™ tre¢inu vremena raspadaju u leptone, a ostatak vremena u
hadrone. Kao i u slu¢aju Z bozona, izracunljive radiativne korekcije (dijagrami viseg reda
sa petljama) uslijed jakih i elektromagnetskih interakcija daju dodatne popravke veli¢ine
2-3 % koje su pravog znaka da slaganje sa eksperimentima bude skoro perfektno.
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Zadaci:

Zadatak 9.1. Pokazati da u raspadu W* — f_f, u sustavu mirovanja W bozona
vrijede kinematicke relacije (9.15).

Zadatak 9.2. Naéi kvadrat invarijantne amplide (9.10) za raspad W* —f_f,
polariziranih W* bozona u njegovom sustavu mirovanja.

Zadatak 9.3. Koriste¢i rezultat prethodnog zadatka i formulu (2.100) za diferencijalnu
1 |p

32n* M2,

W* — f_f_ polariziranih nabijenih gauge bozona data izrazom (9.16).

Sirinu raspada dI" =

|M|2dQ pokazati da je parcijalna Surina raspada
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10. Raspadi Higgs bozona h

U Poglavlju 6. vidjeli smo kako spontano narusenje simetrije preko Higgs mehanizma
generira masu slabih gauge bozona

Vg, Ve Vg, ev

M = , = =— , 10.1
Y2 2sino,, Z  2cosh, 2sin6,, cosh,, (10D
gdje vov Higgs polja (6.64)
1
v=2(0|¢,]0) = (~26G,) 2 =246 Gev, (10.2)

odreduje energijsku skalu slabih interakcija. Masivni gauge bozoni W™ i Z su vrlo kratko
zivuce Cestice i u Poglavljima 8. i 9. smo vidjeli kako proracunati $irine njihovih raspada.
Izvrsno slaganje teorijskih prorac¢una za mase i vremena zivota gauge bozona sa
rezultatima mjerenja je nesumnjivi uspjeh SM. Ali, da bi SM bio u potpunosti provjerena
teorija elementarnih Cestica mora se eksperimentalno detektirati Higgs bozon h. Kao $to
je napomenuto u Poglavlju 6. SM to¢no precizira sve interakcije Higgs bozona sa ostalim
Cesticama, osim samointerakcija od kojih zavisi masa (6.67) Higgs bozona

M, =+ —2u? =/2Av. (10.3)

Dosadasnja neuspjeSna potraga je utvrdila da je masa My > 114 GeV. Eksperimentalna
potraga za Higgs bozonom je primarni cilj LHCa. Za ocekivati je da Cestica tako velike
mase zivi vrlo kratko 1 moze se detektirati samo preko produkata svog raspada. Proracun
parcijalnih $irina raspada Higgs bozona je teorijska predikcija SM koja pomaze fizicarima
da dizajniraju buduce eksperimente.

Prema (2.88) raspad Higgs bozona u najniZzem redu teorije perturbacija odreduje ¢lan
iz Lagrangiana interakcije SM linearan po polju Higgs bozona za koji je (f|z, |h)=0.
Kako Higgs polje nema ni elektri¢ni naboj, ni boju, neme interakcija ni sa fotonom, ni sa
gluonima, pa u Lagrangianu SM postoje samo dva takva ¢lana — linearna po Higgs polju i
kvadratna po poljima fermiona ili masivnih gauge bozona. Prema (6.84), u najnizem redu
teorije perturbacija, jedini moguci raspadi Higgs bozona opisani su sa

[’hff :_ZThff’ (104)
f
M/} M,

Ly g === FhZ'Z, —2= 2R WW,, (10.5)

¢1j1 dijagrami su prikazani na Slici 10.1.
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Slika 10.1

Konstanta vezanja Higgs bozona proporcinalna je masi Cestice u koju se raspada ms
ili Mzw, pa je najveca vjerojatnost raspada u Cestice maksimalne dozvoljene mase. Zbog
kinematickih ograni¢enja moguci kanali raspada Higgs bozona h zavise od njegove mase:

o Ako je My < 2Mw =~ 161 GeV — moguéi su raspadi u par ff kvarkova i leptona
(osim t-kvarka), pa maksimalnu vjerojatnost raspada ima proces h — bb,

e Ako je 2Mw < My < 2Mz = 180 GeV preferirani kanal raspada je h - W'W',

e AKko je 2Mz < M;, < 2m; = 342 GeV Higgs bozon se sa najvecom vjerojatnoscu
raspada u ZZ par,

e Ako je 2m; < My, preferirani kanal raspada Higgs bozona bio bi h — tt.

Konzistetnost SM zahtijeva da masa Higgs bozona bude manja od 1 TeV, najvjerojatnije
u rasponu 114 < M;, < 200 GeV.

Napomena: Teorijski proracuni, specijalno u slucaju postojanja supersimetricnih
Cestica, predvidaju Higgs bozon ,,male* mase, najvjerojatnije manje od 2Myy. Preferirani
kanal raspada takvog Higgs bozona h — bb sadrzi kvarkovsko finalno stanja koje je
relativno teSko precizno mjeriti zbog procesa raspada i hadronizacije b-kvarka. Zato se
izgradnjom specijalnih elektromagnetskih kalorimetara (ECAL), potraga za ,lakim"
Higgs bozonom na LHCu koncentrira na kanal raspada u dva fotona h — 2y, iako je to
proces viseg reda koji ima oko 10° puta manji udarni presjek. Higgs bozon se raspadne u
par virtuelnih fermiona, koji prije medusobne anihilacije emitiraju par realnih fotona.
Dijagram ovog procesa je prikazan na Slici 10.2. Prednost ovog kanala je Cisto leptonsko
finalno stanje 2y, koje se moze puno preciznije mjeriti u detektoru. Osim malog udarnog
presjeka signala, velika eksperimentalna pote$koca je ogromna pozadina. Pozadinu ¢ine
svi drugi procesi Cije finalno stanje takode ¢ine dva fotona 2y.
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Ho>y+y

Slika 10.2

Feynmanova pravila za matri¢ni element raspada Higgs bozona u fermion-antifermion
par daju

M(h— F)=—i" 5 (p,2)v(d,0). (10.6)

Sumacija po spinovima A,c finalnih fermiona daje kvadrat amplitude

2 2

=S Til(pem)(a-m]=4T (p-a-mi).  @o7)

|Mfi

|2

Zakon oc¢uvanja 4-impulsa u sustavu mirovanja Higgs bozona (Mh,ﬁ):(po,ﬁ)+(q°,q),
daje

— _M A =_d —na® _H.0 =
=q°=—", p=-G, p-q=p’q"-p-q=

MZ 2 M} m?
" ==>{1-2—C |. (108
2 el wz) 109

2 h

Diferencijal Sirine raspada

3 3 2 2 2
dr =L (2n)'5* (p+q—k)—9P 94 4ﬂMh[1—4:;f2j, (10.9)

S (2n)2p° (2nf2q° V2 2 h

ne zavisi od sfernih kuteva (izotropni raspad). Poslije integracije po impulsima finalnih
fermiona, ukupna Sirina raspada Higgs bozona u fermion-antifermion par je

) s

_ 232

F(h—)ff):&[ﬂj M, |1-42 |7 (10.10)
8n v M,

gdje je faktor boje N. = 1 za leptone, a N; = 3 za kvarkove.
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. 2. m? :
Ako je My < 2m; = 342 GeV, zbog i < Mo [ 42GEV
M, M, (114GeV
Higgs bozona u par fermiona je priblizno

2
J =0.136%, Sirina raspada

2
F(h—)ff)=%(ﬂ] M, . (10.11)
T\ V

Zanemarujuéi sve kanale raspada osim h — bb zbog My, > 114 GeV ukupna $irina Higgs
bozona je sigurno

T >T(h > bb)~(35x10°)M, >4MevV, (10.12)

tot.

$to znaéi da je vrijeme Zivota Higgs bozona manje od 1, < 1.65 x 10 *%s. Vrijeme Zivota
Th je prekratko za bilo kakav direktni trag u materijalu detektora, pa se i postojanje Higgs
bozona mora rekonstruirati iz produkata raspada.

Prema (10.5), matriéni element raspada Higgs bozona u W'W™ par nabijenih gauge
bozona je

2

M(h —>WW")=2i MVW e (p,2) " (.0). (10.13)

Kvadriranje i sumiranje po stanjima spina gauge bozona zbog (6.86) daje

M7, = 4(M—VZVJ {2+M}. (10.14)
M

v w

U sustavu mirovanja Higgs bozona kinematika ovog procesa je ista kao u raspadu u
fermion-antifermion par (osim $to mora biti My > 2My), pa je diferencijalna Sirina
raspada

1 M2

dr(h > w'w-)= YR

M2 M2 M2
(1—4 Y 1+12 VXJ 1-4—%  (10.15)
M M,

2
h h

Raspad je izotropan 1 ukupna Sirina raspada je

2 2 4 2
r(h > wow )=Ma Mo fy yMw M) g gMu 40 46)
16n\ v M M M,

h h

Npr, za My = 200 GeV ukupna Sirina raspada u W par bila bi (5.26 x 1073) Mp~1.05 GeV.
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o . T . M, Y’
Uporedimo li sa (10.10), vidimo da je najvaznija razlika proporcionalnost s (—hj

Vv

2
umjesto s kvadratom mase finalne Cestice (—fj . Razlog je razlika u jakosti vezanja
Vv

. . . . M
Higgs bozona sa transverzalnim stupnjevima slobode W bozona (proporcionalnas —%),
Y

dok je jakost vezanja h sa longitudinalnom komponentom W bozona (koja je prije SSB
2
bila komponenta Higgs dubleta) proporcionalna samointerakciji Higgs bozona [%j =
v

2 koja (zbog derivacija polja u Lagrangianu interakcije) zavisi od 4-impulsa Cestica.

U slucaju raspada h — ZZ imamo dodatnu komplikaciju dvije identi¢ne Cestice u
finalnom stanju. To znaci da procesu korespondiraju dva razli¢ita dijagrama koja se
dobijaju zamjenom p* <> g", ali pri integraciji po finalnim impulsima svakoj Cestici
odgovara prostorni kut od samo 2n (zbog identi¢nosti Cestica integracija po ukupnom
prostornom kutu 4rn ¢e svako finalno stanje dvostruko brojati). Ova dva efekta se
poniStavaju — jedan zahtijeva da matri¢ni element pomnozimo sa 2, a drugi da ga

. 1 . o . .
pomnozimo sa r Jedina razlika izvedu procesa raspada h — ZZ i h - W'W' je onda

razlika masa My — Mz puta faktor % koji dolazi od razlike jakosti vezanja u

Lagrangianu interakcije (10.5), tj.

r(n —>Z°Z°):%F(h SWW) (10.17)

My—M, '

Sto za Higgs bozon mase 200 Gev daje (3.74 x 107°) My, ~ 0.75 GeV. Ukupna $irina
raspada u gauge bozone Higgs bozona mase 200 GeV bila bi

r,(M, =200GeV)=T(h —»W'W")+T'(h—ZZ) ~ 1.8 GeV,

Gemu odgovara vrijeme Zivota t, (Mp = 200 GeV) ~ 3.67 x 10™>’s.

Kad bi Higgs bozon imao zaista veliku masu My, > 2m = 342 GeV, dominantni proces
raspada bi bio h — tt ¢ija ukupna $irina je dana izrazom (10.10).

Svi dosad razmatrani primjeri rasprSenja i raspada Cestica pri djelovanju elektro-
slabih sila bili su najnizeg reda u teoriji perturbacija [prvi ¢lan na desnoj strani u (2.88)].
Sad razmotrimo primjer procesa viseg reda sa viSe od jednog verteksa.
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Zadaci:

Zadatak 10.1. Pokazati da je ukupna $irina raspada h — ff data izrazom (10.10).

Zadatak 10.2. Pokazati da je kvadrat apsolutne vrijednosti amplitude raspada Higgs
bozona h —»W*"W" dat izrazom (10.14).

Zadatak 10.3. Koriste¢i rezultat prethodnog zadatka pokazati da je ukupna Sirina
raspada h —W*"W" u sustavu mirovanja Higgs bozona data formulom (10.16).
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11. Raspadi leptona

Slijedeca najjednostavnija primjena SM je proraun Sirina raspada ostalih slabo
interagujucih Cestica — leptona. U SM postoji Sest leptona od kojih su Cetri: e, Ve, vy, V¢
stabilne, a preostala dva p i t nestabilne Cestice. Postojanje stabilnih leptona u SM se
objasnjava zakonima ocuvanja koji su posljedica simetrija Lagrangiana teorije. Zakon
oCuvanja elektricnog naboja zna¢i da se najlakSa (najmanje mase) nabijena Cestica —
elektron, nema u S$ta raspasti, pa zivi beskona¢no dugo. Analogno, zakoni ocuvanja
elektronskog, muonskog i tau leptonskog broja osiguravaju stabilnost najlaksih Cestica
koje nose nenultu vrijednost tih kvantnih brojeva: ve, v, i v-.

Napomena: Danas znamo da neutrini imaju mase 1 da se medusobno mijesaju, §to
zna¢i da nisu (ili nisu svi) stabilni. Sigurno se zna da je najlaksi nenabijeni lepton
elektronski neutrino. Posto precizni eksperimentalni podaci 0 masama i duljinama zivota
neutrina nisu poznati, zanemarit ¢emo moguénost njihova raspada. Kao $to je veé
napomenuto, trebat ¢e neko vrijeme da se potpuno istrazi neutronski sektor teorije.

Za preostala dva leptona, u i t, ne postoji nikakva simetrija koja bi zahtijevala njihovo
oCuvanje i oni su nestabilne Cestice. Eksperimentalne vrijednosti njihovih masa i duljina
zivota date su u Tabeli 11.1.

Lepton Masa (MeV) Duljina Zivota (s)
1l 105.658367 + 0.000004 | (2.197019 + 0.000021) x 10~
T 1776.84 £ 0.17 (2.906 + 1.0) x 10"
Tabela 11.1

Podaci su iz Particle Data Group, 2008. i namjerno su napisani sa svim znacajnim
znamenkama da se ilustrira preciznost mjerenja. Ta preciznost je indikacija to¢nosti koja
se ocekuje od teorijskih SM proracuna.

Da opiSemo raspad muona inicijalno stanje mora biti jednocesticno stanje muonskog
polja | i> = ‘ ' >, pa trazimo finalno stanje | f> koje ne sadrzi muon, tj. trazimo element
S-matrice Sy

Sy =( f|S|u)=0. (11.1)

Prema (2.82), S-matrica je red integrala vremenski uredenih produkata Lagrangiana
interakcije SM. Lako je vidjeti koji su ¢lanovi u Lagrangianu interakcije SM odgovorni
za raspad muona i tau-leptona. To su ¢lanovi (6.40),

L =—0w (J'CVW; i WJ), (11.2)
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slabe nabijene struje leptona (6.43), koji jedini mjesaju leptonske okuse i pretstavljaju
slabe interakcije leptona sa nabijenim W' i W~ masivnim gauge bozonima.

U najnizem redu teorije perturbacija, imamo samo jedan operator Lagrangiana L. slabe
nabijene struje muona, pa jedini ¢lan razli¢it od nule

(F|LecO)n) > —igy (FIW ¥, v (17 Ju|u) =0, (11.3)

mora imati finalno stanje |f> :‘ Wv, > Anihilacioni operator iz polja u(x) anihilira
inicijalni muon, a kreacioni operatori iz W i v, polja kreiraju finalne cestice: W i
muonski neutrino v, . Gornji matri¢ni element opisuje raspad p — W+ v, , koji je
kinemeti¢ki zabranjen jer je masa W bozona puno veéa od mase muona. Da se izraCunaju
Sirine raspada p it leptona mora se u matricnom elementu (11.1) uzeti ¢lan koji je bar
drugog reda u teoriji perturbacija, tj. matri¢ni element sa bar dva Lagrangiana £ slabe
nabijene struje leptona (6.43) i kvarkova (6.80).

Dominantnu kontribuciju raspadu muona daje ¢lan

M )= 2 a1 TleccX) e O ), (11.4)

u kome je uloga dodatnog Lcc(x) ¢lana da anihilira kreirani W~ bozon u finalne Cestice
¢ija masa je manja od mase inicijalnog muona. Jedini raspad W~ gauge bozona koji
zadovoljava taj uvjet i zakone o¢uvanja naboja i elektronskog leptonskog broja je raspad
W~ —e” +v,. To znaci da je u najniZzem redu teorije perturbacija jedini moguci raspad
muona koji zadovoljava sve zakone oCuvanja troCesti¢ni raspad p~ —e +v, +v,, koji
se odvija u dva koraka. U prvom koraku - — W™ + v, muon se raspadne u muonski
neutrino i virtuelni W~ bozon u medustanju koji se u slijede¢em koraku raspadne u finalni
elektron i elektronski antineutrino W~ —e™ +v,.

Zbog puno veCe mase T leptona postoji viSe kanala njegovog raspada. To su ili
leptonski raspadi: = —e” +v,+v, it —>u +v, +v,, ili hadronski raspadi u kojima

se kreirani virtuelni W™ bozon raspada u kvark-antikvark par, na primjer W~ — u+d ili
W  — Uu+s. Kvarkovi nastali raspadom W~ bozona odmah medudjeluju jakim
interakcijama i hadroniziraju (ne postoje slobodna kvarkovska stanja), tj. pretvaraju se u
hadrone — vezana stanja kvarkova i gluona. Na kvark nivou, jedini dozvoljeni raspadi W~
bozona kreiranog u raspadu t leptona su u stanja u-kvarka, tj. u kvark-antikvark parove
ud i Us. Zbog faktora boje kvarkova, to je ustvari Sest razli¢itih finalnih stanja. lako su
po masama samih kvarkova naizgled moguca, finalna stanja Cd i CS Su ustvari
kinemeti¢ki zabranjena, jer ta stanja poslije hadronizacije zahtijevaju c-hadron u
finalnom stanju, a najlaksi takav mezon je D = C€d koji ima masu Mp- = 1870 MeV
vecu od mase inicijalnog t leptona.
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Dominantni raspadi i muona i tau leptona su troCesti¢ni raspadi Q- —)fmfnvu,
v —f,_f v_ u fermion-antifermion par f_f  (lepton-antineutino ili kvark-antikvark)

povezan W interakcijom sa inicijalnim negativno nabijenim leptonom ¢ija ukupna masa
je manja od mase leptona i odgovaraju¢i neutrino koji osigurava ocuvanje inicijalnog
leptonskog broja.

U prvoj aproksimaciji, matricni element raspada t leptona odreden je onda ¢lanovima
iz Lagrangiana interakcije

LoD —Gw | WV v 1=y Jre W, SV F, y“(l—ys)fm] (11.5)

gdje matrica Vp, sadrzi elemente CKM matrice kvarkovskih stanja i definirana je u
(9.11), a konstanta vezanja gw dana je u (9.4).

Mnoga svojstva raspada leptona slijede samo iz ovih opéih razmatranja bez detaljnog
racunanja.
p raspadi

e Kako je elektron e jedina negativno nabijena Cestica ¢ija je masa manja od mase
muona, jedini troCestiCni raspad muona je p- —>e€ +v,+v, . Feynmanov
dijagram tog procesa prikazan je na Slici 11.1.

\ 4

Slika 11.1
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Od tri Cestice u finalnom stanju, neutrine je izuzetno tesko detektirati, pa je jedina
mjerljiva veli¢ina 4-impuls elektrona. Energija inicijalne Cestice se raspodjeljuje
na tri finalne Cestice, pa finalni elektron ima kontinuirani spektar energija i od
teorije se zahtijeva proratun broja elektrona odredene energije koji nastaju
raspadom muona.

Dimenzionim argumentima aproksimativno se lako odredi vrijeme Zivota muona.
Dijagram procesa raspada u najnizem redu zahtijeva dva verteksa jakosti g, , pa
je matriéni element proporcionalan sa M ~ gWZ. Amplituda vjerojatnosti se mora
umanjiti zbog neophodnosti kreiranja i1 anihiliranja virtuelnog W bozona

umetanjem njegova propagatora koji je proporcionalan sa M/, §to zna¢i da je

2
Iw

5 -

w

kvadrat amplitude |M|” i proporcionalna je sa M. Da se nadje Sirina raspada

matri¢ni element raspada proporcionalan sa M ~ Vjerojatnost procesa je

treba napraviti integral po faznom prostoru finalnih Cestica i izraziti ga preko
parametara inicijalnih Cestica, tj. mase inicijalnog muona m, Koja je jedina
invarijantna veli¢ina u pocetnom stanju. Kako Sirina raspada ima dimenzije mase

4
9w

4
W

odredi red veli¢ine vjerojatnosti procesa treba jo§ pobrojati (27) faktore. U izrazu
za §irinu raspada integral po impulsima svake finalne Gestice sadrzi (2n) >, a &-
funkcija oGuvanja energije sadrzi (27)* faktor. Integracija po prostornom kutu
dvije finalne Cestice daje svaka po faktor ~(27), tako da je ukupno

[djelovanje je skalar, paje I ~t ' ~ L ~ E ~ m], mora biti ' ~

mf. Da se

MZ 5 4 5 2 5
MM ga My @ M o gugey. ()
(2n) (2n)’ My, 32zsin’e,, My,

Mu >ev,v,)

Ovaj aproksimativni izraz daje vrijeme Zivota muona 1, ~ 2.1 x 107s, §to je za
red veli¢ine prekratko, jer je eksperimentalna vrijednost 7, = 2.2 x 107%.
Eksplicitni racun ¢e pokazati da razlika nastaje uslijed integracije po stanjima
virtuelnog W bozona. Za razliku od mnogih dvocesti¢nih procesa, kvalitativna
dimenziona analiza u slu¢aju raspada muona (troCesti¢ni raspad) daje pogreSan
rezultat 1 mora se provesti detaljni proracun.

U najnizem (drugom) redu teorije perturbacija jedini mogué¢i raspad muona je
u —>e v,v,, pa ofekujemo da je frakcija tog procesa B.R. ~ 100%, ako se
zanemare procesi viSeg reda. To je moguce provjeriti poredenjem sa procesom
treeg reda u~ —e” v,v, y u kome inicijalni muon ili finalni elektron emitira
dodatni finalni foton, kao i sa procesom cetvrtog reda p~ — e’VevueJre_ u kome

dodatni virtuelni foton kreira elektron-pozitron par u finalnom stanju. Prvi od ovih
procesa ima dodatni elektromagnetski verteks jakosti e, a integracija po faznom
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prostoru finalnog fotona daje dodatni (22—“)3 faktor, pa je aproksimativno
T

2

(2m)°

BR.(u" —>e v,v,v)~ ~2x107. (1L7)

Drugi proces sadrzi jo§ jedan elektromagnetski verteks, pa o¢ekujemo

2 2
BR.(u” —>e v,ve'e )~ [e—)z] ~10°°, (11.8)

(2n

Ovi rezultati se dosta dobro slazu sa rezultatima mjerenja
BR.(u —>e v,v,) ~ 100%,
BR.(u™ > e V,v,v) = (14+04)%, (11.9)

BR.(u” —>e V,v.e'e ) =(34+0.4)x10°.

Vjerojatnost procesa p~ —e” v,v, y dodatno je povecana za ,large logarithm®

m
faktor log—= ~ 5.3 koji je posljedica kinemati¢kog faktora koji se pojavljuje u
me
propagatoru muona u medustanju u sluc¢aju emisije kolinearnog fotona od strane
inicijalnog muona.

T raspadi
Zbog vece mase postoji vise mogucih nacina raspada tau leptona 1 to

leptonski: ©~ —e  v,v it >u v, v,

hadronski: T~ —>udv,_ I T~ —>USv,.
Sirina raspada t leptona se mozZe aproksimirati pomoéu irine raspada muona. Svi
argumenti koji su vrijedili za raspad muona, vrijede i za t raspad i jedina razlika

je zamjena my <> m.. Tako se za odnos vremena zivota muona t, = 2.2 X 10 % i
tau leptona dobija

5

m

7,2 - (_“J 1, ~ 1.6 x 107", (11.10)
m

T

$to je oko pet puta vece od stvarne eksperimentalne vrijednosti T, = 2.9 x 10™"s,
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e Jako se, kao i slucaju muona, to¢na vrijednost ukupne $irina raspada t leptona ne
moze odrediti bez preciznog raCuna, frakcije grananja se mogu dosta dobro
predvidjeti jer uglavhom zavise samo od broja dozvoljenih stupnjeva slobode.
Kako procesi raspada i muona i t leptona u najnizem redu idu preko produkcije
virtuelnog W™ bozona ¢ija je jakost vezanja gw univerzalna (ista za sve Cestice, i
leptone i kvarkove) u prvoj aproksimaciji o¢ekujemo da vrijedi

1
2+43(|U* +[U,[)

BR(t" —>e v,v,)=BR(1T >pvv)-~ ~20%,

3|U,,|°
2+3(|U,f +|u.)

B.R.(t — s-hadrone) ~ ~2%, (11.11)

~58%.

2
B.R.(t_ — ne s-hadrone) ~ 3V :

2+3(|U,of +|U.[)

Izrazi za frakcije grananja se dosta dobro (do na~10%) slazu sa eksperimentalnim
vrijednostima

B.R.(1” —e v,v.)=(17.84 + 0.06) %,
BR.( 1 —p ¥,v,)=(17.370.06)%,

B.R.(t — s-hadrone) = (2.7 £ 0.9) %,
B.R.(t — ne s-hadrone) = (62 + 4) %.

Kad se u proracunu uzmu u obzir i popravke viseg reda uslijed elektromagnetskih
(2-3%) i jakih interakcija (5-10%) slaganje izmedu predikcija SM i rezultata
mjerenja postaje izvrsno.

Da se dobiju tocni izrazi za Sirine raspada leptona mora se provesti detalji proracun
amplitude procesa (11.4) koju generiraju ¢lanovi (11.5) iz Lagrangiana SM. Ovo je prvi
primjer prorac¢una kvadrata amplitude nekog procesa u drugom redu teorije perturbacija.
Zato ¢emo detaljno izracunati vjerojatnost ovog procesa kao ilustraciju procedure koja
daje Feynmanova pravila za bilo koji proces.

Tenzorska struktura matricnog elementa (11.4) u kome je Lagrangian interakcije
nabijene slabe struje dat u (11.5), ista je i za raspad muona i tau leptona. Zato ¢emo

razmatrati samo op¢i troGestiéni proces raspada tau leptona T~ —f,_f.v_, jer se dobijeni
izrazi lako specijaliziraju i na raspad muona.
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11.1 Raspadi tau leptona

Dijagram opceg raspada 1~ — f‘mfnvT u najnizem (drugom) redu isti je kao dijagram
prikazan na Slici 11.1 uz zamjenu p <>t i e v, — f_f, . U eksperimentima se najéesce

ne mjeri polarizacija Cestica u inicijalnom i finalnom stanju pa ¢emo izracunati Sirinu
nepolariziranog raspada tau leptona. Matri¢ni element (11.4) ovog raspada sadrzi dva L
Clana data u (11.5), pa postoje dva dijagrama koji daju jednaku kontribuciju — jedan £
operator anihilira © i kreira W i v, a drugi £, operator anihilira W™ i kreira finalne

Cestice f if . Izracunacemo kontribuciju samo jednog od njih i pomnoziti konacni
rezultat sa 2, Sto ¢e pokratiti faktor % koji se pojavljuje u drugom redu perturbativnog
razvoja S-matrice (2.82).

Inicijalno i finalno stanje u procesu ©~ —f, f, v_ je tenzorski produkt odgovarajucih
jednocesti¢nih stanja. Ozna¢imo impulse inicijalnih i finalnih stanja kao na Slici 11.2.

\ 4

Slika 11.2

Prostor jednocesti¢nih stanja zgodno je razloziti na produkt Hilbertovih podprostora t, v-,
Wi f_f, stanja, tj.

©)=[7"), ®l0),, ®]0),.
(11.12)

Vi foi fo) =

VT>T®|0>W®‘fm;fn>f,
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jer se onda matri¢ni element (11.4) raspada u produkt tri neovisna faktora

MG = Fufv,) =22 () dx(v [} o @) £, ()| Tlee (9. )] k) -

(11.13)
=—i(~gZV,, )[d*xA*(kT;x)D,,(x) B'(@.P).
gdje individualni faktori djeluju svaki u svom podprostoru:
A (K Tix)= (v (0[5, v (177 )|k
B"(5.d)=, (f.@)f, ()|[f,v* (1-+°)f. J0)0), (11.14)

D,.(x)=, (0| T[W; ()W, (0)] 0),, -

Razvojem operatora polja po kreacionim i anihilacionim operatorima kao u (3.46)
matri¢ni elementi A* i BY daju uobi¢ajene izraze sa Diracovim spinorima

A (kx) =0, ()7 (1-y) o, (K)ert,

B*(5.6)=1,(B)y* (1-v°) v, (@),

(11.15)

¢iji se doprinos kvadratu amplitude racuna pomocu formula za tragove y-matrica na
sli¢an nacin kao u prijaSnjim poglavljima. Jedini novi doprinos dolazi od treceg faktora
D,y iz (11.14) Kkoji zavisi samo od svojstava virtuelnog W~ bozona u medustanju. Taj
faktor se naziva W propagator i najlakSe se racuna umetanjem kompletnog skupa

jednocesti¢nih W-stanja ‘W‘ (7, X)> <W‘(T, K)‘ izmedu vremenski uredenih operatora polja
W (x) i W, (0). Razvoj operatora polja W (x) i W, (0) po kreacionim/anihilacionim

operatorima kao u (3.61), koriste¢i komutacione relacije (3.69), prema definiciji (2.77)
vremenskog uredenja operatora T i normalizaciji jednocesti¢nih stanja (3.68), daje

D, (x)= 3" [~ [tow; ()| w* (7. ) (W (7, )| W (0) 00 x°) +

A=-1 (27’5)3 2Er

+ (O, @)W (71w (7. 2)| W, (x)[0)6(-x°)] =
+ 3
=3 LT (e, () (F ) 0 e, (FA)e (RAJe 0 x)],  (11.16)
=7 (2n)’2E,
gdje je E; energija E, = +./ T* + M|, umetnutog stanja W~ bozona impulsa T i spina A.
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U faznim faktorima + i r’-x koji se pojavljuju u produktu valnih funkcija u razvoju
operatora WJ(X) W, (0) &etvoro-vektor impulsa oznacen je sa r’ da se nazna¢i da
uzimamo samo pozitivno energijsku komponentu r'® = E, . U rezultatu (11.16) treba
izvrsiti integraciju po d®r i sumaciju po spinu W~ bozona X koriste¢i uvjete kompletnosti,
kao u (6.86)

+1 et

1,,(F.E, )= > &, (F.0)e (F,0)=—g,, + 5. (11.17)

2
A=—1 My

Kompleksna integralna reprezentacija 6(x) funkcije

1 +00 eiwx
0(x)=——| dw , 11.18
() 2mi s, w—ig ( )

u kojoj je & pozitivni infinitezimalni parametar po kome na kraju racuna treba uzeti limes
e’ — 0, poslije smjene integracione varijable w — —w u zadnjem ¢lanu u (11.16),
dozvoljava da se propagator D,,, napise kao

] d3r dW . U 0 1 1 1
D —_ _1_[ ,E 1r-X—1wX . 11-19
pv(X) IJ‘(ZTE)g 27.[ PW(r r)e 2Er|:Er—W—i8’+Er+W_i8,:| ( )

Ako redefiniramo infinitezimalni parametar ¢ = 2E;¢’ > 0, zanemarimo &” ¢lanove i
ozna&imo 1° = w propagator D,v(x) mozemo izraziti kao jedan kompleksni 4-integral

(11.20)

D,.(x)= iI(d4r M08

2n)' 1P —MZ +ie

Izraz za propagator W bozona (11.20) nije Lorentz invarijantan samo zato §to se u izrazu
za polarizacijski tenzor IT,, pojavljuje r® = E; = +,/ T2+ M2 nuzno pozitivna energija
Cestice, dok je integraciona varijabla ° =w = + E; realan broj. Na srecu, ova Lorentz
neinvarijantnost je upravo ono $to je potrebno da se tocno pokrati jo§ jedna Lorentz

neinvarijantnost koja postoji u teoriji i koju smo dosad zanemarivali. Mada to prevazilazi
okvire ovog izlaganja, napomenimo samo da uslijed postojanja veza u teoriji precizna

kovarijantna kvantizacija rezultira Hamiltonom slabe nabijene interakcije Hc. # — Lec,
koji se razlikuje od negativnog Lagrangiana interakcije, iako u Lagrangianu interakcije

nema derivacija polja. Razlika izmedu ¢, Hamiltona interakcije i negativnog
Lagrangiana interakcije Lc. dovodi do pojave dodatnog Lorentz neinvarijantnog ¢lana
koji to¢no pokrati neinvarijantnost propagatora (11.20). Ovaj rezultat nije bas jednostavno
dokazati, ali je lako iskazati kona¢ni rezultat.

Ako se propagator gauge bozona, umjesto pomocu (11.17), definira pomocu Lorentz
invarijantnog tenzora polarizacije
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m,(r)=T1,,(F.E, »r°)=—g,, + - (11.21)

tako da je

D“V(X)z <O|T[WH+ (X)WH‘(O)]| O> - II(§;;4 r? _Hl\zgr)Jr ie e

. (11.22)

kao $to je ve¢ uradeno u Poglavlju 6.3, te ako se malo promjeni definicija vremenski

uredenog produkta operatora tako da vrijedi H¢ = — Lec, UKupna teorija je potpuno
Lorentz invarijantna i nikad se ne pojavljuju nikakvi Lorentz neinvarijantni ¢lanovi.

Sad se mogu skupiti sva tri faktora u matricnom elementu (11.13) raspada tau leptona
v —f _f v_. Integracija po d*x se odmah moze izvr3iti i daje 8-funkciju koja osigurava

o¢uvanje 4-impulsa u procesu: I d*xe'®" = (2r)* §(k—1—r), pa je matri¢ni element
(k=1),(k-1),
g W M—Vzv

M=-gi Vo, [, (T €=y Ju, (), () (- v°) v, @) —— . (1129

(k=1 =M2 +ie
Da se izracuna vjerojatnost raspada treba na¢i kvadrat ovog matricnog elementa koriste¢i
svojstava y-matrica kao u prethodnim poglavljima. Puno je jednostavnije odmah napraviti
aproksimaciju koja znatno upros$¢ava raCun. U inicijalnom 1 finalnom stanju imamo
samo lake Cestice od kojih je najmasivnija tau lepton mase m. = 1.78 GeV, dok u
medustanju imamo W bozon mnogo vece mase My = 80.4 GeV. Matri¢ni element

procesa (11.23) zavisi od propagatora W™ bozona [zadnji faktor u (11.23)] ¢iji je impuls
ry = (k — 1), . U sustavu mirovanja inicijalnog tau leptona je k, = (mt,f)), pa je 4-impuls

gauge bozonarg=m, —lp<m.ir=—1I;. Kakoje m? =12 -12>0 i ‘T‘2|Ii|,slijedi da

je svaka komponenta 4-impulsa W~ bozona manja ili jednaka m., tj. vrijedi

2 2
(1) M g0, (11.24)
I\/IW I\/IW

Zato se svi ¢lanovi u propagatoru W~ bozona koji zavise od njegovog 4-impulsa mogu
kompletno zanemariti i cijeli propagator zamjeniti sa

(k=1),(k=1),
My 9w
(k=1 =M +ie M}

O —

D,,(r)=

(11.25)

Aproksimacija je jos oko 300 puta bolja u slucaju raspada muona, jer je tada
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—1¥ _mi
(kMZI) < M2 <2x10°°. (11.26)
w

Matri¢ni element raspada tau leptona onda postaje
M —F,f,v, )9 o (D b o Ko (B, () vo@] @220

Ovo je upravo aproksimacija malog impulsa W~ bozona u kojoj se slabe interakcije
efektivno mogu zamjeniti Fermijevom struja-struja interakcijom ( koja se naziva i Cetri
fermion interakcija) kao $to je napomenuto u Poglavlju 6.2 i grafi¢ki ilustrirano na Slici
6.6. Za usporedbu sa eksperimentima konstanta vezanja se izrazava pomocu vec prije
mjerene (u raspadu muona) Fermijeve konstante G = 1.1644 x 107> (GeV) 2, tj

G, g9 1
T; = MVZ =y (11.28)
W

Sto fiksira vrijednost (6.64) vakuumske ocekivane vrijednosti Higgs polja v =246 GeV.

Da se izracuna nepolarizirana §irina raspada tau leptona matri¢ni element M iz (11.27)
treba kvadrirati, usrednjiti po spinu inicijalnog tau leptona i zbrojiti po spinovima finalnih
fermiona, Sto daje

2

Z‘ (’E_ - fmfnvr)

spm

2
:%|an|2 M*(k,1)N,,(p.9), (11.29)

gdje su M*" i N, tragovi Diracovih matrica:
M* =Trly*L—y®)u 0y (= Ju,g, [= Trly* 0=y Jk+m, )y -y )1)] =
(11.30)
=8[g"k-1—k*I" —K'1* —ig"k I |,

te analogno

N, = Trly, 0=v° Vo ¥r, 0=7°)u, T, |=Trly, @=v* )@ -m, )y, 0=+ )+ m, )=

(11.31)
=8]g,.p-q-p,4, —P,0, —ie,,p"q"].
Kako je "¢ . = 2(6265 —8§8E) vrijedi jednostavno
M*N,, =256(k-q)(l-p), (11.32)
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pa je diferencijal nepolarizirane Sirine raspada tau leptona

_ 64G: d’ld’pdiq

dr(tc- =>f f v )= —FEv_|*(k-q)(1-p)(2x)* 5 | —k . (11.33
(- > F.fv.) 0 Vil (k-a)(1-p)(22)'5* (p +1 + )8(2n)9|°p°q° (11.33)

Izraz (11.33) treba jo§ integrirati po impulsima finalnih ¢estica. Mozemo uzeti da su mase
neutrina i jo$ jednog finalnog fermiona nula, §to je tocno za leptonske raspade

T —>€ Vv, I T —>u v, v, avrlo priblizno totno i za hadronske raspade tau leptona

zbog male mase u kvarka (popravke viseg reda uslijed jakih interakcija su puno vece od
popravki uslijed nenulte m, ~ 2-3 MeV mase u kvarka).

Sirina raspada tau leptona raduna se na isti nadin za svaki kanal. Razmotrimo zato
samo $irinu leptonskog raspada T~ —p” v, v, . Prema Slici 11.2 4-impuls tau leptona

oznaden je sa k", a p" ozna¢ava 4-impuls finalnog muona. Sirinu raspada tau leptona
treba izraziti kao funkciju energije muona p° koja je jedina lako mijerljiva veli¢ina u
finalnom stanju. Kao i u slucaju raspada Z bozona u Poglavlju 8. zelimo izracunati Sirinu
raspada tau leptona u njegovu sustavu mirovanja, $to daje duljinu njegova zivota ['mjr. =

Fi koju poredimo sa rezultatima mjerenja. Prema (8.9) je

mir.

kO
dr, =——dr. (11.34)
m

T

Prvo treba integrirati (11.33) po impulsima finalnih neutrina d®l i d*q koji se ne
observiraju. Integraciju je lako provesti ako iskoristimo svojstva Lorentz kovarijantnosti.
Zamislimo li da smo izvrs$ili integraciju, desna strana u (11.33) zavisi samo od 4-impulsa
k" i p* inicijalnog tau leptona i finalnog muona. Lorentz kovarijantnost (tranlaciona
invarijantnost) zahtijeva da diferencijalna $irina raspada zavisi samo od jednog 4-vektora
w = k" — p*, a zbog zakona oCuvanja 4-impulsa mora biti i w" = I* + g". Tenzorska
struktura izraza (11.33) je onda

dr,, (o >f,fv, )= 624&'2: Vo Pk, () (2:)%2;)0 (11.35)
gdje je
(D) =1, (W)= 1,0, (20)'5* (494 p—k)—1 99 (11 3
41°9°(2n)
Integral 1,,(w) je Lorentzov tenzor drugog reda i nuzno je oblika
(W) = AW?) gy + BW?) W, Wy, (11.37)
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jer za konstrukciju tenzora imamo samo 4-vektor w" i tenzor g"*. Skalarne veli¢ine A i B
u gornjem izrazu mogu zavisiti samo od Lorentz invarijante w* = w,w", i obe se mogu
izraziti preko jednog skalarnog integrala

i) = [ (20)'5*(1 +q-w)--2 104 (11.38)
41°q°(2n)°
Kako je masa neutrina nula, vrijedi
12=12-12=0 i q>=q2-G° =0,
(11.39)
w?=(k-p)f=0+qf=2l-qg i w-l=(+q)l=qg-1=w-q,
paje

g"1,, = (4A+Bw? = [ (1-q)(2n)'s*(l +q+p—k)%zw7zl(w),

tei

w1, = (A+BYw?f = [ (1-w)(a- w)(2e)'5*(1+ g+ p- k)m‘j';'o‘z;:)s - (W; Fiw)

Ove dvije jednadzbe imaju rjesenje: A = %; B= %W) 1.
=
Iuv(w):E 9, +2WHWV> I(w). (11.40)

Preostaje jo§ izratunati skalarni integral I(w). Zamjenimo li integraciju po d®l Lorentz
invarijantnom integracijom kao u (3.70) uz m, =0

Iy = amge @(7)o() L4

imamo

44 2 0 d*l d® _ 2 0 0 d®
I(w)= [ (2n)'5*(1-+q-w)(2n)3(12) 0 (1°) 0(2qn)3 _j(Zn)S[(W—Q) Jo(w® —q )2q°(2qn)3

Kako je za neutrino d®q= |q|2d|q| dQ =q; d[d|dQ, a integracija po prostornom kutu dQ
daje samo 4, vrijedi
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I(W):2—17tJ'd|q|q°8[(w—q)2]9(w0 —qo), (11.42)

gdje je q° =g prema (11.39). 6-funkcija u (11.41) osigurava da je I° > 0, a uvjet da je
w* vremenski (time-like) 4-vektor, tj. da vazi

w?=(k-py =(1+q) =2l-q :2(|°q° —‘T‘|q|):2‘T‘|q|(1—cose)20,

zahtijeva q° =[d[>0.

Integal I(w) je Lorentz invarijantni skalar pa ga moZemo izraunati u bilo kojem
inercijalnom referentnom sustavu. Za vremenski 4-vektor uvijek postoji IRS u kome su
sve prostorne komponente tog vektora nula. Odaberimo onda sustav u kome je vektor

w“:(wo,f)). Tada vrijedi w?=w? i (w—q) =w?-2w-q=w2-2w,q°, pa i

0
) [(W — q)z]: 5(W§ - 2W0q°): 2v1v S(W? — qOJ , §to za I(w) daje vrijednost
0
1 2
I(w):8—6(w ). (11.43)
T

U (11.43) se pojavljuje 6(w?), §to je ekvivalentno uvjetu q° > 0. Prema (11.40) je onda

L (W)

_ 1 2 2
_96n(gww +2ow,w, )o(w?). (11.44)

Skupimo li sve faktore zajedno izraz za diferencijal Sirine raspada tau leptona postaje

6462, 2P’k (1 .o &
= Vinl o 2 =, (114
g, Vol g (9" w20, Jolw )2p°(2n)‘°" .

dl—‘mir. (T7 - fmfnvr)

gdje jo$ treba izvrsiti integraciju po prostornom kutu impulsa finalnog muona. Za
leptonski raspad je Vimn = 1. Iskoristimo li jos, d*p = p|" d[p| d = [p|p°dp°dQ2 5to je tocno
jer je za 4-impuls muona p* = pj —p* =m_, lako se dobije

ar . (r‘ - ;,L_\_/uvr)= 1ZG3§m |9 dp® p“kv(gww2 + ZWHWV)G (WZ). (11.46)
7[ T

Na kraju u sustavu mirovanja tau leptona je k" = (ko,f)), k?=m? i k-p=m_p°, paje

p“kv(gww2 + ZWHWV)G (W2)= 3m? (8 —gsz +8%¢ —ESZJ : (11.47)
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gdje smo definirali energiju i masu finalnog muona normaliziranu na masu tau leptona

m

T

0 m
e=P js-—x, (11.48)
m'[

Konacni izraz za diferencijal Sirine raspada tau leptona je

dar, — GEmS 4 , o 2 2 <2
—ltT ->p vy )= —le——€&"+0e——0 e°—0". 11.49
AN 3 (1L49)
) mu m, C e ey 1w .
Kako je 3, =—=0.06,a 5, = = 0.0003 zanemaruju¢i 6“ ¢lanove vrlo priblizno je
m‘[ m'[
L A o L 82(1—£8j (11.50)
de Y Ar® 3°) '

Iz uvjeta (k — p)* > 0 u sustavu mirovanja tau leptona slijedi m? —2m p®+m? >0, sto

znaci da je dozvoljena kinematicka domena energije muona

2 2
mt+mu m

0<p’< o ® 2T . (11.51)
dr
E A
1.0
0.5
T >
0 0.5 1.0 _E
E=
mu
Slika 11.3
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Slika 11.3 prikazuje diferencijalnu Sirinu raspada muona p~ — e v, v, kao funkciju

energije elektrona. Za raspad muona je 6 = Me ~ 0.005. Krivulja sa Slike 11.3 perfektno

n
se slaze sa rezultatima izuzetno preciznih mjerenja raspada muona.

Ako zanemarimo mase svih fermiona, integracija po p° inutar kinematicki dozvoljene
domene daje ukupnu $irinu raspada tau leptona za bilo koji kanal

2 5
fofv )=ty (11.52)

T(t >ffv.)= |V,
1921

Za jedini mogu¢i raspad muona ovaj izraz odmah daje

2 5

Folp)=T(n >ev,v,)=—— -300952x10"°GeV,  (L1.53)

92n

tj. vrijeme Zivota muona

] oo )
t(p )—m—2.1871><10 53, (11.54)

samo 0.45 % kraée od stvarne vrijednosti t(n') = 2.19702 x 10~%. Kad se raduna bez
aproksimacija 1 kad se uzmu u obzir elektromagnetske korekcije viSeg reda teorijska
vrijednost se potpuno slaZze sa mjerenom. Dijagrami elektromagnetskih korekcija raspadu

muona reda o :13% koji sadrze dodatni foton y prikazani su na Slici 11.4, gdje radi

jednostavnosti nije prikazana linija W~ bozona u medustanju.

i/

/
DN
\®

Vu

Slika 11.4
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Raspad muona se vrlo precizno mjeri u eksperimentima sa to¢no$éu ~ 107>, Najbolja
danasnja vrijednost zivota muona je t, = (2.197019 £ 0.000021) x 10~%. Raspad muona
je leptonski proces koji ne zahtijeva QCD korekcije i koji je teorijski proracunat sa QED
korekcijama drugog reda (proporcionalnih sa a? < 5 x 10™). Ako se ne zanemaruje masa
elektrona moze se pokazati da je ukupna Sirina raspada muona

Gim®
Tow = 2 1(5), 11.55
T aLL) (11.55)
gdje je
1(5)=[1-85+85° —5* —1252In3), (11.56)
m;
a b=_¢.

[

Kad se uzmu u obzir sve radijativne korekcije drugog reda i ne zanemaruje masa
elektrona ukupna $irina raspada muona I’ [f‘d je

G2m° 2 m 3m? 2
e S ;[Hi[% n J[H@m_uﬂ 1+ 1180 | (1157)
192n 2n 4 3 m, SMy, m

Zbog velike eksperimentalne preciznosti mjerenja, u praksi se raspad muona ne
koristi za verifikaciju SM, ve¢ za definiciju i fiksiranje numeri¢ke vrijednosti konstante
slabih interakcija Gg = 1.16637(1) x 10> GeV 2. Onda se ta vrijednost koristi za provjeru
ostalih predikcija teorije.

Za raspade tau leptona izraz (11.52) daje

1—‘tot.(’t_): [2+3QUud|2 +|Uus|2)]rmir. (T_ - e_vevr)z 5](_39'2:2—m33 = 2.025X10_1269V ’ (1158)
T

tj. vrijeme Zivota
(1 )=3.252x10"%s, (11.59)

Sto je za oko 11.9% dulje od mjerene vrijednosti. Proracun bez aproksimacija 1 uzimanje
2

u obzir dijagrama vieg reda, naroc¢ito QCD korekcija proporcionalnih sa oy, = 3—3 koje
T

iznose oko 10%, daje izvrsno slaganje teorije i eksperimenta.
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Zadaci:

Zadatak 11.1. Razvijajuci operatore polja po kreacionim i anihilacionim operatorima
pokazati da je propagator gauge bozona dat izrazom (11.16).

Zadatak 11.2. Eksplicitno napraviti integraciju po impulsima u izrazu (11.16) i
pokazati da je propagator gauge bozona dat izrazom (11.20).

Zadatak 11.3. IzraCunati tragove y-matrica i pokazati da vrijedi (11.30) i (11.31), te
njihov produkt (11.32).

Zadatak 11.4. Provjeriti ispravnost izraza (11.47) u sustavu mirovanja tau leptana.
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12. Jake interakcije

Na kraju zavrSimo pregled SM razmatranjem kvantne kromodinamike (QCD) koja je
teorija jakih interakcija o kojima dosad nije bilo puno govora. To je izuzetno aktivno
polje istrazivanja sa puno jo$ nedovoljo rasvijetljenih fenomena. Osnovna poteskoca u
razumijevanju jakih interakcija je problem vezanih stanja. Inicijalna i finalna stanja u
procesima nisu slobodne elementarne Cestice SM-a — kvarkovi i gluoni, ve¢ njihova
vezana stanja — hadroni na koja nije jednostavno primjeniti teoriju perturbacija za
proracun vjerojatnosti procesa.

Sa problemom vezanih stanja fizi¢ari se suoCavaju od pocCetka moderne fizike.
Najjednostavniji sustav u kvantnoj mehanici — atom vodika je vezano stanje elektrona i
protona. Hadroni su bitno drukcija vezana stanja. Relativno je lako razdvojiti atom
vodika na Cestice koje ga sacinjavaju — elektron i proton, dok je zbog zatocCenja boje
nemoguce izdvojiti slobodni kvark iz hadrona. Zbog relativistickog gibanja kvarkova 1
gluona 1 ,jakosti“ jakih interakcija na$ uobiCajeni nacin tretiranja vezanih stanja kao
zbroja pojedinacnih Cestica Cesto ne daje to¢ne rezultate u slucaju hadrona. To je lako
razumjeti na primjeru protona koji je vezano stanje tri kvarka uud. Ova predodba protona

to¢no i jednostavno objasnjava njegov elektri¢ni naboj 2 +z 1 =1. Problem se pojavi

kad probamo razumjeti masu protona m, = 938.27 MeV. Svi eksperimenti pokazuju da su
mase u i d kvarka vrlo male. Particle Data Group 2008. navodi my; =1.5-3.3 MeV i my =
3.5-6.0 MeV. Bez obzira kako odredivali mase kvarkova (kvarkovi su zatoCeni unutar
hadrona i mase im ne moZemo mjeriti na nacin na koji se mjeri masa slobodnih cestica),
oc¢igledno je da 92-99% mase protona nije masa kvarkova koji ga sacinjavaju, vec
potencijalna energija jakih sila medu cesticama unutar protona. Takvo vezano stanje
relativistickih Cestica je bitno druk¢ije od uobicCajenih vezanih stanja koja se susrecu u
svim podru¢jima fizike. Kako potencijalna energija ima smisla samo za nerelativisticke
Cestice, intuitivno razumjevanje stanja kvarkova unutar protona vezanih razmjenom
gluona nije jednostavno. Na srecu, u prirodi postoje 1 mnogo masivnji kvarkovi (c, b i t)
¢ije gibanje unutar hadrona je neralitivisticko. Tehnicki, hadroni se nazivaju jako vezana
stanja, za razliku od uobi€ajenih slabo vezanih stanja kakav je na primjer atom vodika ili
Suncev sustav.

Kako ne znamo rjesiti jednadzbe gibanja SM da eksplicitno dobijemo valne funkcije
hadrona za izucavanje jakih interakcija razvijene su posebne tehnike. Spomenimo samo:
kvantnu kromodinamiku na reSetci (lattice QCD), teorije efektivnih Lagrangiana i kiralnu
teoriju perturbacija. Rezultati tih teorija omugucuju razumijevanje spektra hadrona u
prirodi sa to¢noS¢u od nekoliko procenata. Iako problemi jakih interakcija prevazilaze
okvire ovog izlaganja, pogledajmo ukratko njihova osnovna svojstva koje je moguce
razumjeti bez previse matematickih komplikacija.

Osnovno svojstvo jakih interakcija koje zahtijeva razumijevanje je njihova ,,jakost™.
To je aspekt jakih sila koji ih bitno razlikuje od drugih interakcija i dovodi do pojave
specificnih fenomena kao $to je zatoCenje (confinement) kvarkova i1 gluona, tj. boje.
Jakost interakcije mjeri se numerickom vrijednoséu bez-dimenzione konstante vezanja
koja je u Poglavlju 1. navedena kao
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2

aS(MZ)zi—:E:O.ll?B. (12.1)

Kao $to je ve¢ napomenuto u Pogljavlju 7. konstante vezanja ustvari su funkcije energije.
Mz u (12.1) oznacava da se mjerenje vrsi na skali energija Mz ~ 90 GeV, tj. u procesima
u kojima je prosjena energija Cestica Mz. Za usporedbu konstanta elektromagnetskih
interakcija je oko 15 puta manja, tj.

2 2
o, (M)=2=L _00078, . (m)=2=L 00073, (122
4n 128 an 137

Efekt zasjenjenja elektri¢nog naboja virtuelnim e’e” parovima koji se kreiraju u vakuumu
uzrokuje porast jakosti elektromagnetskih interakcija kad raste energije Cestica. To je u
fizici uobicajena situacija da intenzitet sila izmedu Cestica opada sa udaljenos¢éu (manja
udaljenost ~ veca energija).

Jaka sila pokazuje suprotno ponaSanje. Renormalizabilnost svake kvantne teorije
polja zahtijeva da se izraCunaju i1 zbroje kontribucije svih divergentnih dijagrama koji
doprinose renormalizaciji verteksa interakcija i propagatora pojedinih Cestica uslijed
njihove self-energije. Kao primjer, Slika 12.1 prikazuje divergentne dijagrame koji daju
radijativne korekcije sa samo jednom petljom (,,one loop level*) kvark-kvark-gluon QCD
verteksa. Renormalizacija zahtijeva da se elementarni (,,bare”) QCD verteks qqG, koji se
pojavljuje u Lagrangianu teorije, zamijeni efektivnim (,,dressed*) verteksom, prikazanim
zasjenjenim krugom na Slici 12.1, koji uzima u obzir moguénost postojanja dodatnih
petlji virtuelnih Cestica — svaka Cestica moze emitirati i potom apsorbirati Virtuelnu
Cesticu ili par Cestica-antiCestica.

Broj takvih divergentnih dijagram varira od teorije, do teorije i zavisi od gauge grupe,
tj. od broja polja u fundamentalnoj reprezentaciji i traga produkata strukturnih konstanti
(4.105) grupe. Za kvantnu kromodinamiku QCD, lokalnu SU.(3) ne-Abelovu gauge
teoriju, jednadzba (7.26) renormalizacione grupe za konstantu jakih interakcija je

1 1 M?2
_ n In—2 12.3
a(p) a(M,) oo w? (123)
gdje je
1(2 11 2n —33
Poco 475(3 i3 ] 121 (12.4)

N, je broj razli¢itih boja, a nq je broj fermiona (kvarkova) ¢ija polja se transformiraju kao

tripleti SU¢(3) grupe i ¢ija masa je manja od p. Za QCD na skali energija malo iznad

mase b-kvarka p > m, = 5GeV je nqg = 5 jer svojim petljama B-funkciji doprinose svi

kvarkovi, osim t-kvarka, pa je Bocp = — 0.61. Broj stanja elektricno nabijenih fermiona za

istu p ~ 5GeV skalu energijaje n, =6; n , =9 i n, =3, paizraz (7.27) za B-funkciju
3 3

kvantne elektrodinamike daje Boep = + 0.71.
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p
.
g,(")

,,.bare* verteks ,,dressed‘ verteks

,one loop dressed* verteks

p
= +
9,(n")

+ }”M + ;[EWVM

" >WV{:;)WW +>vw@mv
dijagrami sa

+ + duhovima
(,,ghosts*)

Slika 12.1
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Negativna vrijednost B-funkcije zna¢i opadanje jakosti jakih interakcija os(p) sa
porastom energije Cestica. Sila medu kvarkovima unutar hadrona raste sa porastom
njihove medusobne udaljenosti (kao da su vezani oprugom). Ovo krucijalno svojstvo
jakih interakcija naziva se asimtotska sloboda teorije — unutar hadrona kvarkovi se u
limesu visokih energija ponasaju kao slobodne Cestice.

Asimtotska sloboda je posljedica postojanja jakih interakcija izmedu medijatora tih
interakcija — gluona. Samointerakcije gluona rezultiraju efektom ,,anti-zasjenjenja“ boje —
crveni kvark okruzen je virtuenim kvark-antikvark parovima u kojima je uslijed privlacne
jake sile crvena Cestica bliza crvenom kvarku. Ovaj efekt je upravo suprotan zasjenjenju
elektri¢cnog naboja u QED koji je simboli¢no prikazan na Slici 7.4.

Teorija perturbacija je pouzdanija $to je numericka vrijednost konstante interakcija manja.
Na skali energija oko mase b-kvarka my =~ 5 GeV izrazi (12.3-4) daju za konstantu jakih
interakcija

a,(m,)=0.20, (12.5)

dok je na nizim energijama malo iznad mase c-kvarka m. = 1.4 GeV kad B-funkciji
doprinose petlje samo u,d,s i ¢ kvarkova

a,(m,)=0.34. (12.6)

Izraz (12.3) pokazuje da konstanta jakih interakcija as(p) raste sa smanjenjem energije p
i postaje beskonac¢na za

2n
Aqgen =M, exp| —— |=240MeV, 12.7
oven] o2 ] -

Sto se naziva QCD skalom Agqcp. Jasno je da beskona¢na vrijednost os fizikalno nema
nikakvog smisla, to je samo numericka vrijednost koja se koristi u teoriji renormalizacije
(minimal renormalization scheme) kao prirodna skala teorije za cut-off integrala po
energijama virtuelnih Cestica u petljama Feynmanovih dijagrama. Svaka asimptotski
slobodna teorija ima prirodnu skalu energija — to je energija ispod koje su jake interakcije
zaista ,,jake* 1 nije viSe moguce koristiti teoriju perturbacija. Fizikalno to znaci da se ne-
perturbativni efekti (kao vezana stanja) viSe nikako ne mogu zanemarivati u proracunima.
Kako je svaki dijagram viseg reda proporcionalan sa os?, U realnosti teorija perturbacija
postaje neuspjesna ve¢ na neSto veéim energijama kvarkova i gluona od priblizno 0.4 —
0.5GeV. Ovo je u skladu sa oc¢ekivanjima jer, na primjer, izraz (12.3) za konstanta jakih
interakcija daje a(0.5 GeV) =~ 0.94.

Zatocenje kvarkova i gluona unutar hadrona intuitivno (kvantitativni proracuni jo$
uvijek nedostaju) se moze razumjeti kao posljedicu ovog neograni¢enog porasta jakosti
medusobnog vezanja pri niskim energijama. Pri tome su vezana stanja kvarkova i gluona
upravo stanja mezona (1.4) i bariona (1.5) iz Poglavlja 1. koja to¢no odgovaraju
eksperimentalno detektiranim cesticama.
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Kao primjer razmotrimo kvark q; i antikvark @;, gdje ¢emo zanemariti sve njihove
kvantne brojeve osim indekasa boje ,,i“ 1,,)*. Razlika energija stanja para kvark-antikvark
vezanih u mezon |q,q;) i energije Eo = E(q)+E(q) stanja |q;)|q;) tih istih slobodnih

kvarkova je njihova energija interakcije Ejq.. U najnizem, drugom redu teorije perturbacija
je

LQCD LQCD —=
_J‘d <q q ‘ |ntE _E|(p|)nt |qkqm> , (128)
gdje je prema (6.15) Lagrangian kvark-gluon interakcija

£ =ig, [d°x [qv s q]ea (12.9)

Izdvojimo li iz (12.8) konstantu vezanja gz i indekse boje Gell-Mann SU¢(3) matrica A,
(4.120), energiju interakcije kvark-antikvark para mozemo napisati u obliku

Eine. = _9§ 8i:()‘a)ij (}‘a)km ' (12.10)

gdje je € tako reducirani matri¢ni element. Ovaj izraz mozemo usporediti sa elektro-
magnetskom interakcijom istih Cestica koju takode uzrokuje razmjena bezmasenih
vektorskih Cestica — fotona. Po analogiji sa negativnhom elekticnom energijom interakcije
istog kvark-antikvark para koja mora sadrzavati identi¢ni reducirani matri¢ni element (u
najniZem redu, jedina razlika je u konstantama interakcija i faktorima boje)

EX =eQ,Q,£8; 8y, (12.11)

int.

zakljucujemo da je € > 0. U teoriji Lie grupa se pokazuje da se produkt dvije tripletne
reprezentacije [devet razli¢itih produkata |qi>‘ﬁj> jednodestistiénih obojanih kvark-

antikvark stanja] SU.(3) grupe 3@®3=1@®8 transformira kao zbroj singletne 1 i oktetne
8 reprezentacije. Za nase potrebe najvaznija je singletna reprezentacija

1 13
|1>:ETr‘qi’qj>=ﬁ;‘qilqj>! (12.12)

koja zbog svojstava operatora boje Tr Azhp, = 284, za kolor singletno kvark-antikvark
stanje daje upravo bezbojno stanje mezona (1.4)

1
1) =¥ =—(cC+2zz+pp), (1.4)
1) = (o422 )
koje je simetricna kombinacija sve tri boje.
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Prema (12.10) energija interakcije takvog stanja je negativna

2 2

8
Eint.(l):_g_ga Tr(xaxa):_%£<0, (12.13)
=1

i najniza od svih drugih mogucih kvark-antikvark stanja, pa je preferirana kombinacija za
stvaranje jako vezanih stanja. Znaci, bezbojno singletno vezano kvark-antikvark stanje —
mezon imace nizu energiju (najmanju masu) u skladu sa opservacijama spektra hadrona.
Sli¢éni argumenti dokazuju da su stanja minimuma potencijalne energije za sve hadrone
upravo bezbojna SU¢(3) stanja mezona (1.4) i bariona (1.5).

Ovi kvalitativni argumenti pokazuju da su ne-obojana vezana kvarkovska stanja
energijski preferina u kvantnoj kromodinamici, ali naravno ne dokazuju da su to i jedina
moguca jako vezana stanja, tj. ne dokazuju zatocenje boje.

Asimtotska sloboda 1 zatoCenje kvarkova (boje) su bitne razlike izmedu QCD 1 QED.
QCD je kompliciranija, SU¢(3) ne-Abelova lokalno gauge invarijantna teorija polja, dok
je QED jednostavnija U(1)ep Abelova gauge teorija.

Postoji i puno sli¢nosti izmedu jakih i elektro-magnetskih interakcija. Boja kvarkova
(i gluona) je izvor jake sile izmedu njih, ba§ kao $to je elektricni naboj izvor
elektromagnetske interakcije izmedu elektricno nabijenih Cestica. Medijatori jakih
interakcija su osam, obojanih vektorskih bozona bez mase koji se nazivaju gluoni gap, kao
Sto je medijator elektromagnetske interakcije jedan elektriéno neutralan, vektorski bozon
bez mase — foton y. Hadroni su kolor singletna (neobojana) vezana stanja jakih
interakcija, kao Sto su atomi elektricno neutralna vezana stanja elektromagnetskih
interakcija.

Slika 12.2
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Razmjena, emisija i apsorpcija, obojanih gluona izmedu obojanih kvarkova, prikazana
osnovnim dijagramom na Slici 12.2, generira privlacni potencijal jakih interakcija para
kvarkova unutar neobojanih mezona ili bariona oblika

Loy Sy g = (12.14)
T

bas$ kao S$to analogni dijagram sa Slike 1.1 razmjene fotona u QED generira elekti¢ni
potencijal para nabijenih Cestica naboja eQ; i €Q);

VEP =0LQin; azi.
r 47

(12.15)
U nazivnicima izraza (12.14) i (12.15) udaljenost &estica je r =| X, — X |.

Potencijal (12.15) oblika g, gdje je a = 37’ generiran razmjenom fotona, suprotno
r
nabijenim Cesticama daje negativnu energiju veze koja omogucuje slabo vezana stanja u

elektrodinamici. Energija veze kvark-antikvark para koju daje analogni cds privlacni
r

potencijal (12.14) generiran razmjenom gluona (konstanta c je —% ili —%), nije dovoljna

za zarobi kvarkove u hadrone, kao $to potencijal (12.15) ne zarobljava elektron i proton u
atom vodika. Ako cesticama dovedemo dovoljno energije razbi¢emo vezano stanje.
Asimptotska sloboda QCD dozvoljava izuzetak za vezana stanja jakih interakcija. Na
nekoj dovoljno niskoj energiji, kad p — Aqcp jakost vezanja os(p) — oo, pa i energija
veze kvark-antikvark para tezi beskonacnosti i kvarkovi ostaju zarobljeni unutar vezanog
stanja bez obzira koliko energije dobili. U eksperimentima na visokim energijama, ako
Cestice unutar hadrona dobiju dovoljno energije kreiraju mlazove (,,jets*) i hadroniziraju.
Tako se nazivaju procesi u kojima kvarkovi i gluoni visokih energija kreiraju realne
kvark-antikvark parove, $to ustvari zna¢i raspad originalnog hadrona u dodatna QCD
vezana stanja.

Zadatak je buduce teorije da ova kvalitativna razmatranja zamijeni preciznim
proracunima. Na primjer, u QCD na resSetci dobri numericki rezultati su postignuti
dodavanjem potencijalu (12.14) jednostavnog fenomenoloskog ¢lana VE(r) odgovornog
za zarobljavanje (confinement) kvarkova koji linearno raste sa porastom njihove
udaljenosti. Zarobljavaju¢i potencijal koji uopée ne zavisi od boje, spina ili naboja
kvarkova, je oblika V°(r) = kr, gdje je eksperimentalno odredena najbolja vrijednost
konstante k ~ 0.25 (GeV)>
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12.1 Raspadi ©* piona

Dodatne informacije o jakim interakcijama mogu dati procesi raspada iz Poglavlja 11.
Pored impresivne potvrde SM u raspadima leptona, proracun Sirine raspada (11.53) ili
(11.52) procesa sa Slike 11.2 — raspada muona ili tau leptona u tri lakSa fermiona, ima
veliki dodatni znaaj za teoriju elementarnih Cestica jer omogucéuje vezu sa jakim
interakcijama.

U prirodu postoji hijerarhija masa fermiona takva da se svaki nestabilni fermion
raspada uslijed slabih interakcija u tri laksa fermiona. Ovo je to¢no, ne samo za leptone p
i T, ve¢ i za kvarkove d, ¢, s, b i t iako oni imaju i jake interakcije. Na primjer, c-kvark,
¢ija je masa m¢ = 1.27 GeV, raspada se u tri puno laksa fermiona ¢ —>sW" —sf f

gdje fmfn mogu biti: e, ili p*v, ili ud . Kao i raspadi leptona iz Poglavlja 11., proces
zahtijeva kreaciju i sukcesivnu anihilaciju virtualnog W-bozona u medustanju. Od svih
fermiona u finalnom stanju raspada c-kvarka najmasivniji su s-kvark mase ms = 0.104
GeV i muon m, =0.106 GeV. Jedini izuzetak ovog pravila je t-kvark koji se zbog svoje
velike mase my=(171.2+2.1) GeV raspada u realni, a ne u virtualni, W-bozon. Zato izraz
za §irinu primarnog kanala njegovog raspada t —bW* — bf_f_ nije (11.52), ve¢ malo

druk¢iji izraz koji eksplicitno zavisi i od m¢ i od M.

U prvoj aproksimaciji izraz (11.52) daje Sirinu tro¢esti¢nog raspada za svaki pojedini
kanal svakog od tih kvarkova. To dozvoljava, aproksimativno i relativno jednostavno,
prosirenje primjene SM i na elektroslabe raspade jako interagujucih Cestica — hadrona.
Tako se uspostavlja veza SM sa bogatom 1 eksperimentalno dosta dobro istrazenom
fenomenologijom jakih interakcija.

Osnovna pretpostavka SM koja se na ovaj nacin eksperimentalno provjerava je
univerzalnost slabih interakcija, tj. svojstvo W* nabijenih gauge bozona da se na isti
nacin vezu i na leptone i na kvarkove. SM tvrdi da verteks faktor g Y (1 = v°) Vi dva

elementarna dijagrama sa Slike 6.3 iz Poglavlju 6.1 ne zavisi ni od naboja, ni od boje
fermiona. Razlika slabih nabijenih interakcija izmedu leptona i1 kvarkova je toliko mala

da se moZe opisati samo jednim brojem — vrijednoSéu odgovarajuceg elementa CKM
matrice (9.11), tj. (6.79).

Kad se precizno eksperimentalno istraze mase i interakcije neutrina, najvjerojatnije ¢e
1 u leptonskom sektoru teorije postojati razlika izmedu svojstvenih stanja mase i
interakcijskih svojstvenih stanja tri leptonska dubleta. Tada ¢e i1 za leptone postojati
matrica mjeSanja okusa analogna kvarkovskoj CKM matrici, pa ¢e i formalno dva
verteksa sa Slike 6.3 izgledati potpuno jednako. Naravno, to ¢e dodatno potencirati
otvoreno pitanje simetrije izmedu kvarkova i leptona cije rjeSenje mora cekati neku
teoriju elementarnih Cestica opcéenitiju od SM.

[lustrirajmo osnovnu ideju ovog pristupa na primjeru raspada c-kvarka.

293



Razmatramo slabe raspade nekog hadrona koji sadrzi teski c-kvark i jos neke dodatne
lakSe u, d ili s kvarkove ili anti-kvarkove. Najlaksi takvi hadroni su ¢ = + 1 ,,8armantni‘
(charmed) mezoni

D°=(cT) mase M_,=1.865GeV i D" =(cd); D =(cd) mase M_. =1.87GeV,
te najlaksi ,,Sarmantni* barion
A; =(udc); A; =(Tdc) dijaje masa M . =2.286GeV.

Energija koja se oslobada u raspadu cCestice jednaka je masi te nestabilne Cestice.
Kako je energija veze ovih hadrona manja od njihove mase (iako, ne puno manja u
slu¢aju c-hadrona), energija raspada c-kvarka veca je od njegove energije veze.

Zato je plauzibilno pretpostaviti da vrijedi spektator aproksimacija koja znaci da
raspad c-kvarka unutar ,,Sarmantnih® hadrona ne zavisi od ostalih, laksih Cestica koje u
procesu raspada sudjeluju samo kao ,,promatrac¢i®. Laki kvarkovi koji ne sudjeluju u
procesu nazivaju se spektator kvarkovi. Raspad c-kvarka se onda smatra trocesti¢nim
raspadom slobodnog fermiona za koji je ukupna S$irina za svaki kanal aproksimativno

data sa (11.53) uz trivijalnu zamjenu m,, — m.

Kao primjer na Slici 12.3 prikazan je u spektator aproksimaciji kvark dijagram
raspada D* mezona u K°f_f_ finalno stanje. K° je ,.strani“s = + 1 mezon K° = (as)
¢ija je masa 0.498 GeV.

Slika 12.3
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Hadronski proces raspada D* — K°f_f,, adje je f, =e";u"iliu,af, =v,;v, ilid,
na kvark nivou se razumije kao raspad c-kvarka u medustanje s-kvarka i virtuelnog W,
koji se zatim raspadne u fmfn finalno stanje, tj. c—>sW* —sf_f _, a sve uz prisustvo

m'n?

spektator d kvarka. U slucaju raspada A bariona spektaror kvarkovi su u i d.

Prva posljedica naivne spektator aproksimacije je da svi ,,Sarmantni‘ hadroni trebaju
imati iste Sirine raspada odredene Sirinom raspada c-kvarka, $to znaci istu duljinu Zivota.
Eksperimentalni podaci djelimi¢no podrzavaju ovu pretpostavku, jer su mjerena vremena
Zivota

T, =104x107s; 1, =4.1x107s i 1, =2x10"s,

istog reda veli¢ine. Faktor pet razlike u duljinama Zivota c-hadrona pokazuje da ovakvu
jednostavnu aproksimacija ipak treba poboljsati.

Za to¢nost koja nama treba svi relevantni elementi CKM matrice (6.79) mogu se
aproksimirati jedinicom, tj. uzeti

Ues ~ Uyg ~0.99 ~ 1, (12.16)

Sto znaéi da svih 5 kanala raspada c-kvarka
c—sW* —sf f =c(e"v, ili p'v, ili ud) (12.17)

aproksimativno imaju istu Sirinu (ud finalno stanje zbog faktora boje kvarkova

reprezentira ustvari tri stanja). Iz (11.53) onda slijedi da je ukupna Sirina raspada c-
kvarka

Gim?®
e =5—+= =
' 192x

(12.18)

Koriste¢i (12.18) i (11.53) vrijeme Zivota c-kvarka moze se povezati sa vremenom
Zivota muona

N

5
m
. T—“[—“j (12.19)

5\m,

Ovaj rezultat daje vrijeme Zivota c-kvarka kao funkciju njegove mase, ali nije jasno koju
vrijednost za masu c-kvarka treba uzeti u ovom izrazu. Uzmemo li vrijednost iz teorije
renormalizacije (minimal renormalization scheme) m; = 1.27 GeV koju navodu Particle
Data Group za vrijeme zivota c-kvarka se dobija

Te=1.8 x 10 "%, (12.18)
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Sto je za faktor ~ 2 malo predugo vrijeme. Kinematika raspada, kao i logika jednostavne
spektator aproksimacije koja cjelokupni raspad D*-mezona pripisuje raspadu c-kvarka,
sugeriraju za masu c-kvarka odabir m_. =m_ =187 GeV jednak ukupnoj masi D*

mezona. Takav izbor za duljinu Zivota c-kvarka daje malo prekratko

T, x1,=2.6x10 "%, (12.20)

D

Jednostavna spektator aproksimacija daje pravi red veli¢ine vremena zivota c-kvarka, ali
ocito treba biti dopunjenja boljim opisom jakih interakcija unutar hadrona da se dobije
tocnije slaganje sa mjerenim vrijednostima.

Sliéni rezultati se dobijaju i za semi-leptonsku frakciju grananja. Kako u prvoj
aproksimaciji svih pet finalnih stanja (12.17) u raspadu c-kvarka imaju istu vjerojatnost,
vrijedi

B(c—>e+ +bilo §ta): F(c—>eli+bilo §ta):é’

tot.

Sto se dosta dobro slaze sa eksperimentalnom vrijednoséu

B(c—e" +bilo sta)=(16.0+0.4)%.

Na primjeru raspada m* mezona, koji su puno preciznije eksperimentalno istrazeni,
mozZe se toéno provjeriti predikcija SM za frakciju grananja. T pioni su najlaksi elekti¢no
nabijeni mezoni. Nabijeni pioni su jakim interakcijama vezana stanja najlaksih kvarkova:
n =(ud)in"=(ud), &ja je masa m,=0.14 GeV, a duljina Zivota 1, = 2.6 x 10" %.

Slika 12.4
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U najnizem redu raspad = prikazan je dijagramom na Slici 12.4. Isprekidani oval na
slici oznacava da inicijalno stanje nije d+u kvark i antikvark stanje slobodnih Dirac
fermiona, ve¢ © mezon Kkoji je vezano stanje d-kvarka i U-antikvarka koji razmjenjuju
gluone.

U spektator aproksimaciji, ako se zanemare efekti jakih interakcija, raspad je opisan
kvarkovskim procesom d+U — W™ —pu~ +v,, prikazanim na Slici 6.5 u Poglavlju 6.2.

Jasno je da moze postojati i analogni proces raspada sa slabom nabijenom strujom
elektrona u finalnom stanju d+u >W~ —»e™ +Vv,.

Na prvi pogled dijagrami sa Slika 11.2 1 6.5 izgledaju potpuno razli¢ito. Raspad
leptona (u ili ©) je 1 — 3 proces, a kvarkovski dijagram raspada ©" mezona je 2 — 2
proces sa razli¢itim inicijalnim i finalnim cesticama. Izmedu ta dva dijagrama postoji
veza koja se naziva ,,crossing* simetrija.

Osnovna svojstva kvantne teorije polja: unitarnost (postojanje anticestica) i CPT
invarijantnost garantiraju da su izrazi za vjerojatnost (kvadrat apsolutne vrijednosti
matri¢nog elementa) svih ,,crossed* procesa jednostavno povezani. ,,Crossing* (prijelaz
sa lijjeve/desne na desnu/lijevu stranu dijagrama) je operacija simetrije koja znaci
zamjenu Cestice/antiCestice iz inicijalnog/finalnog stanja odgovaraju¢om antiesticom/
¢esticom negativnog momenta u finalnom/inicijalnom stanju.

Neka smo izracunalu spinsku sumu kvadrata amplitude Feynmanova dijagrama nekog

2 . A C e
procesa |M|" . Napravimo li dijagram novog procesa u kome neku ulaznu liniju &estice

/antiestice zamjenimo izlaznom linijom odgovarajuce antiCestice/Cestice — ta linija (tj.
Cestica koju ta linija reprezentira) je iz inicijalnog presla (,,crossed”) u finalno stanje.
Naravno, moguce je i obrnuto, zamjena finalne linije Cestice/antiCestice odgovaraju¢om
inicijalnom linijjom anticestice/Cestice. Vrijednost spinske sume kvadrata amplitude

novog (crossed) procesa odredena je sa |M|2 uz:

e zamjenu impulsa svake eksterne linije Cestice/antiCestice prvog procesa
odgovaraju¢im impulsom anticestice/Cestice drugog (crossed) procesa koga treba
pomnoziti sa (—1) ako je linjja presla iz inicijalnog/finalnog stanja u
finalno/inicijalno stanje,

e mnozenje cijele amplitude sa (—1) za svaku fermionsku liniju koja je iz inicijalnog
/finalnog stanja presla u finalno/inicijalno stanje.

Uzrok promjene znaka impulsa ,,crossed” linije je u uvjetima kompletnosti Dirac-ovih
spinora (6.85). Ako ulaznu liniju impulsa p, opisanu spinorom u(p), prebacimo u izlaznu
liniju antiestice opisanu spinorom v(—p), tada je spinorska suma kvadrata matricnog
elementa dva procesa
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p+m=>u (p)TU,(p) > DV, (-p)V,(-p) =(-p)-m=—(p+m).

Zbog svojstava ,,crossing* simetrije procesa (Feynmanovih dijagrama) relativno mali
broj proratuna kvadrata apsolutne vrijednosti matri¢nih elemenata usrednjenih po spinu
inicijalnih i sumiranih po spinu finalnih Cestica moze se iskoristiti za racunanje
vjerojatnosti veceg broja fizikalno razli¢itih nepolariziranih procesa rasprsenja ili raspada
Cestica.

U spektator aproksimaciji raspad © mezona sa Slike 12.4 i raspad d-kvarka sa Slike
6.5 su ,,crossed” procesi. Kao §to prikazuje Slika 12.5, ako ulaznu liniju u-antikvarka,
opisanu \‘/(q) spinorom, iz inicijalnog stanja prvog procesa prebacimo u finalnu liniju u-
kvarka, opisanu U(—q) spinorom, dobijemo tro¢esti¢ni proces raspada d-kvarka.

Nepolizirane Sirine raspada za ta dva procesa su jednake (Zadatak 12.1).

NG v
N

A 4

Slika 12.5

Probajmo izragunati vjerojatnost raspada n (q) — p (p)+v, (k) &iji Feynmanov
dijagram prikazuje Slika 12.4, bez ikakvih aproksimacija koje se odnose na jake

(Y
interakcije. Na niskim energijama propagator W~ bozona je samo g -, pa je matri¢ni
w
element procesa oblika
o] -
M= () [a(p)y, (1-v° v(K)], (12.21)
'\

gdje je kao u Poglavlju 9.
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g = € =g2 .
Y 2J2sine,, 242

(12.22)

Simbol (....)" oznacava fermionsku struju u lijevom verteksu sa Slike 12.4 vezanja W~
bozona i = piona koju zbog efekata jakih interakcija ne znamo. U jednostavnoj spektator
aproksimaciji (lijevi dijagram na Slici 12.5) bila bi to struja elementarnih d i U kvarkova,

tj. bilo bi (...)" = v, y"(1—v°u,.

Kako matri¢ni element mora biti Lorentz invarijantan, nepoznati verteks mora biti
vektor ili aksijalni vektor $to je naznaceno indeksom p. Pion © ima spin nula, pa je g"
jedini Lorentz vektor a, g° = qu9" = m. jedini Lorentz invarijantni skalar, u inicijalnom
stanju koji nam stoji na raspolaganju za gradnju tenzora (....)". Zato mora biti

(.0 =q”f(q2)=q“f(mj,)=q“ f, (12.23)

gdje je f, konstanta. Zakon o¢uvanja 4-impulsa zahtijevada je g =p + Kk, pa je

2

My =1, (k) [0p)y, (v Ml (1224)

Diracova jednadzba za muon i neutrino daje: U(p)( p-m, ) =01 kv(k) =0, pa se odmah
dobija

2

M, = I\g/lvg £, m [0(p)1-y°v(K)]. (12.25)

Koriste¢i (7.12) 1 (7.14), kao i formule (7.18) za tragove y-matrica, kvadriranje i sumiranje
po spinovima finalnih fermiona daje

Jw

=\ f2 mﬁTr[(p+m)(1—y5)k(1+75)]:89\j‘\,f,f m?(p-k). (12.26)

W

|Mfi

|2

U sustavu mirovanja piona vrijedi G=01i q° =m_, tako da je p = —k i takode
p-k=p°%k®—p-K=p°%k® +k? =k°(E+K®),  (12.27)

jer je masa neutrina nula, a E =p° je energija finalnog muona.

Sirina raspada 7~ U hjegovu sustavu mirovanja je
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1 4 d’p d’k
dl' =——(2xn)" d(p+k—q)|M
Zmn( )" (p q)| ! (2r)*2p° (2m)° 2k°

|2

, (12.28)

pa koristeci prethodne relacije dobijamo

gwfim? E+k°
(2n)fMam_ E

dr(n —>p +v, )= s(E+k°—m, )s(p+K)d®pdk. (12.29)

Da se izracuna ukupna Sirina raspada piona treba integrirati po impulsima finalnih Cestica
— muona i muonskog neutrina. 8-funkcija omogucuje integraciju po d°p, a d°k = 4w ko? dko
jer je raspad skalarne Cestice u njenom sustavu mirovanja izotropan, pa je

4f2m2
Gw . M, J.dko kg[]_+k—on8(E+ko—mn), (12.30)

F(n’ —>u +VH): M
w n

gdje je zbog kinematickih relacija E =,/ k§ +m? . Kako je nula prvog reda argumenta 3-
funkcije u (12.30)

W, =%, (12.31)
mT[
vrijedi
m2 +m:
5(E+k0—mn)=W6(ko—wo), (12.32)
Sto konacno daje
M >p +v )=i 0w 2 e (12 Me 2 (12.33)
o4y T T m2 ) '

Za usporedbu sa rezultatima mjerenja zgodnije je Sirinu raspada napisati pomocu (11.28)
Fermijeve konstante slabih interakcija

2 m? 2
F(n‘ —>p‘+vu)=G—Fff mnmj( ——“J : (12.34)

8n m?

i

U gornjem izrazu znamo numeric¢ke vrijednosti svih konstanti, osim f,; konstante vezanja
piona i nabijenih gauge bozona. Odaberemo li za tu konstantu najjednostavniju mogucu
vrijednost f, = m, =0.14 GeV za $irinu raspada dobijemo
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Mz —>p +7v,)=3x10" GeV. (12.35)

Gornja numeri¢ka vrijednost za vrijeme Zivota nabijenih piona daje 1, = 2.2 x10™%s, to je
samo 15 % krace od stvarne vrijednosti. Ovo naravno nije predikcija teorije, nego sretna
slu¢ajnost pri pogadanju numericke vrijednosti konstante f;.

Izraz za Sirinu raspada (12.34) omogucuje i1 potpuno neovisnu kvantitativau provjeru
SM. Negativni pion ima i drugi leptonski kanal raspada =~ —e” +v, u elektron i
elektronski antineutrino ¢ija Sirina raspada takode mora biti data izrazom (12.34), samo
uz zamjenu m, — me. Predikcija SM za frakciju grananja dva moguca raspada piona
onda oupce ne zavisi od vrijednosti nepoznate konstante f;, ve¢ samo od odnosa masa

poznatih Cestica elektrona, muona i piona: me = 511 KeV, m, = 105.66 MeV i m, =
139.57 MeV

- - = 2 2 2 2
r(n —>e +ve)=(me] (%] =1.275x107*.  (12.36)
n B

F(n_—>u_+\7u) m, m: —m

Ova predikcija je eksperimentalno vrlo dobro provjerena i Particle Data Group 2008.
navodi

=(1.230+0.004)x107*, (12.37)

r(n —>e +v,)
F(n’ —>u +\7p)

§to se za manje od 4 % razlikuje od teorijskog prora¢una. Kad se uzmu u obzir i
radijativne korekcije teorijski proracun daje 1.233 x 1074,

Frakcija grananja dva kanala raspada (12.36) znaci da se nabijeni pion ~ 8000 puta
ceS¢e raspada u muon nego u elektron, iako muon ima oko 200 puta veéu masu. To je
neobi¢no, jer su u pravilu finalna stanja sa lakSim Cesticama vjerojatnija (kreiranje Cestice
manje mase koSta manje energije).

p— . —\
— —

Slika 12.6

301



Objasnjenje se Krije u zakonu ocuvanja angularnog momenta i V—A karakteru slabih
interakcija. Spin piona je nula, $to znaci da je ukupni angularni moment finalnih fermiona
J = 0. Kako je elektronski antineutrino Cestica bez mase koja ima pozitivni helicitet, onda
i elektron koji se giba u suprotnom smjeru takode mora imati pozitivni helicitet, kao na
Slici 12.6. Uske strijelice oznacavaju pravce impulsa, a Siroke pravce spina finalnih
Cestica.

Za elektron koji je uglavnom Cestica lijevog heliciteta [po apsolutnoj vrijednosti puno
vea y , nego v komponenta iz (6.5)], to je ,,pogresno stanje heliciteta za interakciju sa

W-bozonom — slaba struja se veze na lijeva stanja fermiona. Isto, naravno, vrijedi i za
muon. Ali, zbog mnogo veée mase, prema (6.13), muon ima veéu komponentu desnog

2
heliciteta, pa se u (12.36) pojavi faktor Lme J = 2.34x 107" koji uzrokuje veliku dodatnu
m

0
supresiju elektronskog kanala raspada.

U hadronskoj spektroskopiji izraz (12.34) za Sirinu raspada nabijenih piona obi¢no se
koristi na malo druk¢iji nacin. Iz mjerenog vremena zivota (12.35) 1 izraza (12.34) odredi
se numeri¢ka vrijednost konstante f; = 0.934 GeV, koja se onda koristi za proracun
vjerojatnosti slicnih raspada drugih mezona i bariona.

Za teSke mezone u nerelativistickoj aproksimaciji moze se povezati ukupna Sirina I
raspada sa veli¢inom vezanog stanja. Kao ilustraciju moZemo odabrati elektromagnetski
raspad vektorskog mezona Y koji je vezano bb stanje. Masa Y mezona je 9.46 GeV, a
ukupna §irina raspada mu je 54.02 keV. Y mezon ima leptonski kanal raspada Y — e'e”
¢ija je frakcija 2.38 %, tj. Sirina 1.29 keV. Kvarkovski dijagram tog procesa prikazan je
na Slici 12.7.

Slika 12.7
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Matri¢ni element Mg ovog procesa je produkt dvije elektromagnetske struje koje
povezuje propagator virtuelnog fotona. Desni verteks reprezentira matricni element struje

elektrona j* izmedu vakuuma i ¢ stanja (e*e”|j*|0) koji je poznat iz QED. Lijevi
ferteks (0| j*|Y) je nepoznat jer reprezentira elektromagnetsku struju b-kvarkova unutar

mezona koja sadrzi nepoznate korekcije uslijed jakih interakcija. Kako matri¢ni element
mora biti Lorentz kovarijantan, a elektromagnetska struja je vektor, nepoznati verteks
mora biti proporcionalan spinu Y mezona

(0]j*[Y) =€,y (12.38)

gdje je ey naboj, g, konstanta vezanja, a s, spin vektorskog bozona Y. Lijeva strana u
(12.38) ne moze biti proporcionalna 4-impulsu Y mezona p*, koji je jedini drugi Lorentz
vektor kojeg imamo u inicijalnom stanju, jer je to ujedno i impuls fotona za koji mora

vrijediti 0, J* ~ py J* = 0 zakon oc¢uvanja elektromagnetske struje (gauge invarijantnost).
Uvjet ortogonalnosti vektora spina i ¢etvoro-impulsa masivne vektorske Cestice

p;sy =p;’st‘, =0 garantira gauge invarijantnost izraza (12.38). Amplitida procesa je
onda

—Ii
—iM; :—ie(Uy“v) gz”v (—iebgvs)’), (12.39)
q
gdje je q° = mg ie, = —%. U nerelativistickom limesu valna funkcija Y mezona se

separira na spinski i prostorni dio. Pri raunanju ukupne Sirine raspada ' u
1 — ip-X
[d® w(p)e®

(2m)
tezi ka wy(0). Ovo zna¢i da je u prvoj aproksimaciji Sirina raspada Y mezona

proporcionalna vjerojatnosti da se b-kvark i b-antikvark nadu na istom mjestu u prostoru.
Proracun daje

nerelativistickom limesu p— 0 prostorna valna funkcija w(x)=

1 o’ 2
ry,==16n—|y(0)| |. 12.40
v 9{ m\?} |\V( )| } ( )
Ako uzmemo da je osnovno stanje Y mezona opisano istom valnom funkcijom kao u

hd 3

2

atomu vodika o= %(iJ exp [— LJ , za koju je | w(0)|’ :l(iJ ,gdje je ap Bohrov
nla, a, nla,

radijus koji je mjera dimenzija vezanog stanja. Poredeci sa mjerenom vrijednosti Sirine
raspada za ovaj kanal Iy = 1.29 keV dobija se ap = 0.18 fm. Precizna mjera veli¢ine

vezanog stanja je RMS radijus (srednja kvadratna devijacija) koja je V3 a,, Sto za Y
mezon daje ~ 0.3 fm.
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lako je ovaj rezultat dobijen za teski mezon U nerelativisti¢koj aproksimaciji, precizniji
QCD proracuni na resetci daju vrlo sli¢ne rezultate za sve hadrone (mezone i barione)
koje u prvoj aproksimaciji mozemo zamisliti kao na Slici 12.8 koja prikazuje pione i
nukleone.

[ Me]
o

I I

Slika 12.8

Numericke vrijednosti udaljenosti od CM su
r. = 0.66 x 107"°m, r,=0.81 x 107 "°m,

Sto za prosjecnu udaljenost valentnih kvarkova i u mezonu 1 u barionu daje priblizno isto
21, ~~/3 r,~ 1.3 fm. Ova jednostavna slika hadrona je naravno samo prva aproksimacija —

hadroni su jako vezana stanja kvarkova i antikvarkova. Kao i sve kvantne ¢estice kvarkovi
su kompleksni objekti koji stalno emitiraju/apsorbiraju realne ili virtuelne gluone i
fotone, 1 uvijek su okruzeni virtuelnim kvark-antikvark parovima (vjerojatno 1 tzv. ,,glue-
balls®) koji se neprestano kreiraju i anihiliraju iz vakuuma.

Kako buduc¢e provjere SM u eksperimentima na LHC krucijalno zavise od svojstava
jakih interakcija u proton-proton sudarima pogledajmo na kraju osnovna svojstva takvih
procesa.
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12.2 Rasprsenja sa velikim transferom impulsa

U eksperimentima raspada Cestica se nastoje koristiti procesi sa §to ve¢im udarnim
presjecima koji daju maksimalni signal u detektoru. Nasuprot tome, za otkrice nove fizike
na malim skalama duljina, tj. na visokoj energiji moraju se Koristiti izuzetno rijetki
procesi u kojima dolazi do velikog transfera energije i impulsa izmedu Cestica koje
sudjeluju u procesu. Veliki transfer 4-impulsa u procesu je neophodan za kreaciju jo$ ne-
otkrivenih Cestica velike mase.

LHC ¢e sudarati protone ¢ija energija u sustavu CM je Js=14 TeV - dva snopa
protona energija 7 TeV. Takav proces znaci raspsSenje (sudar) dva partona, po jednog iz
svakog protona, Cije energije su oko 1 TeV. Parton je bilo koja Cestica kvark ili gluon,
bilo koje boje i spina, unutar hadrona koji nosi dio 4-impulsa ukupnog vezanog stanja.
Iako proton ima energiju 7 TeV iznimno je malo vjerojatno da ¢e ukupnu energiju imati
samo jedna Cestica unutar protona. Razvijena je cijela teorija funkcija (structure
functions) koje daju raspodjelu 4-impulsa protona izmedu partona koji ga ¢ine u visoko
energijskim neelesti¢nim sudarima. Teorija ,,deep inelastic* rasprSenja prevazilazi okvire
ovog izlaganja i nije neophodna za razumijevanje osnovnih svojstava jakih interakcija.

Proces u kome dolazi do velikog transfera 4-impulsa izmedu protona koji sudjeluju u
rasprSenju zamisljamo kao nekoherentnu interakciju izmedu dva partona velikih energija
razmjenom (u prvoj aproksimaciji jednog) gluona ili fotona. Interakcija takvih partona je
QCD u aproksimaciji velikog transfera impulsa g°. Veliko g zna¢i otprilike > 10 GeV,
Sto opet znaci da parton koji sudjeluju u rasprSenju u pravilu ima za red veli¢ine vecu
energiju 1 impuls. Na tako visokim energijama, asimptotska sloboda QCD znaci da takve
partone mozemo smatrati slobodnim €esticama unutar protona i moZemo koristiti teoriju
perturbacija za proradun vijerojatnosti procesa jakih interakcija. Stovise, za veliko q2 vrlo
dobar opis fizike daje ve¢ najniZi red teorije perturbacija i u obzir se moraju uzimati samo
najjednostavniji moguci dijagrami u najnizem redu.

Dominantni QCD procesi sa velikim transferom impulsa u p-p rasprsenju su 2 — 2
procesi kvark i/ili gluon rasprSenja oblika

o0 —qg ili gg; 99 —>9q; 9g—qq; oq—qq ili o,

gdje q oznacava kvark, a g gluon. Svi ovi procesi znace razmjenu virtualnog kvarka ili
gluona izmedu cestica u inicijalnom 1 finalnom stanju. Feynmanovi dijagrami su im
oblika kao na Slici 12.8 i veoma su sli¢ni dijagramima jednofotonske razmjene iz kvantne
elektrodinamike. Jedina bitna razlika u odnosu na QED je da u QCD postoje gluon-gluon
samointerakcije koje daju tro- i cetvoro-gluon vertekse teorije.

Stvarna finalna stanja u detektoru nisu naravno finalni kvarkovi i gluoni u procesu
ve¢ mlazovi hadrona koji iz njih nastaju. Koriste¢i tehnike razvijene za duboko ne-
elesticno rasprSenje, mjerenjem svojstava finalnih hadronskih mlazova dobijaju se
informacije 0 4-impulsu inicijalne ¢estice mlaza, a time i o dominantnom QCD procesu
rasprsenja.
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U najnizem redu matri¢ni element se moze izracunati iz odgovaraju¢eg Feynmanova
dijagrama primjenom pravila iz Poglavlja 6.3. Da se nade udarni presjek sumira se po
spinu i bojama svih finalnih i usrednji po spinu i bojama svih inicijalnih kvarkova i/ili
gluona. Kao primjer, na Slici 12.9 prikazani su osnovni dijagrami (najnizeg reda) za gq i
gg rasprsenje.

g q 9 q
q g
g g
g g
q q
g g g g

9 9 g
9 9

g
g9

Slika 12.9
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Ograni¢imo 1i se samo na lake kvarkovske okuse (u i d kvarkove) koji su uvijek
relativisticke Cestice u sudarima protona visokih energija, sli¢no kao u slucaju elektron-
pozitron anihilacije iz Poglavlja 7.5, diferencijalni efikasni presjek za svaki od procesa sa
slike 12.9 je oblika

2
‘;_f -5 Ftu) (12.41)

gdje su s, t i u Mandelstamove varijable za odgovarajuci proces, a dt = %d(cose) kao u

(2.34). Funkcija F nema dimenzije i za razne procese sa slike 12.9 data je u Tabeli 12.1.

Proces F(s, t, u) F(s, 9=§)
4(s*+u?
4.9, — 0,9, 5( 2 j 2.22
t
_ _ 4(s*+u?
4,9, — 0.0 5( 2 j 2.22
t
4(s*+u® s*+t? 8 s
N 2 -2 3.26
d,9, —>q,4, 9( 2 i J 27 ut
_ _ 4(t? +u?
4:4; — .0, 5( 82 j 0.22
< ad ﬁseruert2+u2 _iu_z 259
4.0, 0,4, 9 {2 §2 27 st .
N 32 u® +1t2 8 u?+1t2 Loa
q,d; > 99 27 ut 3 §2 :
1(u®+t?) 3(u?+t?
g — - — 0.15
2 2 4 2 2
a9 —>qg > +d ——(S 1 ] 6.11
t 9 su
9 tu su st
N 2l > 30.4
99799 2( s?  t? UZJ
Tabela 12.1
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Kvark indeksi ,,;“1,,0* oznacavaju razlicite okuse u i d. Da se lak$e usporede vjerojatnosti
raznih procesa u zadnjoj koloni Tabele 12.1 date su numericke vrijednosti diferencijalnih

udarnih presjeka odgovarajuéih procesa za rasprsenje pod kutom 0 = g, f]. t=u= —%,

jer je za ultrarelativisticke Cestice prema (2.34)
S S
t:—z(l—cose), u:—5(1+cose) . (2.34)

Daleko najvec¢i udarni presjek ima gluon-gluon rasprsenje.

Proracun udarnih presjeka dominantnih QCD procesa izmedu kvarkova i gluona
slican je proracunu relativisti¢kih elektromagnetskih procesa iz Poglavlja 7.5. Da se nade
vjerojatnost raznih QCD procesa u sudarima protona u LHC akceleratoru treba napraviti
konvoluciju tih udarnih presjeka procesa sa elementarnim kvarkovima i gluonima sa
partonskim funkcijama distribucije unutar protona. Tako dobijeni SM proracuni ¢e se
onda provjeravati u eksperimentima na LHC-u.
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Zadaci:

Zadatak 12.1. Eksplicitno napisati sumu po spinu finalnih Cestica kvadrata apsolutne
vrijednosti dva matri¢na elementa sa Slike 12.5 — raspada = mezona i raspada d-kvarka i
provjeriti svojstvo ,,crossing‘ simetrije.

Zadatak 12.2. Pokazati da iz izraza za amplitudu raspada = mezona (12.24) slijedi
da je spinska suma kvadrata amplitude data izrazom (12.26).

Zadatak 12.3. Koriste¢i svojstva d-funkcije i definiciju (12.31) pokazati da za finalnu
integraciju po energijama u raspadu © piona vrijedi (12.32).

Zadatak 12.4. Pokazati da je ukupna $irina raspada m~ —p~ +v, data izrazom
(12.33) ili (12.34).
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