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Klasi¢na mehanika izu€ava problem gibanja materijalnih objekata i predstavlja temelj
klasiCne fizike. TehnoloSka primjena zakona klasicne fizike izazvala je industrijsku revoluciju
i omogucila razvoj modernog drustva. U teorijskoj fizici stvaramo matematicke modele, koje
nazivamo fizikalnim teorijama, Ciji je zadatak opisivanje gibanja fizikalnih sustava koji nas
zanimaju. Svaka fizikalna teorija je ustvari aproksimativni matematicki model dijela svemira
(fizikalnog sustava) Cije gibanje razmatramo. ToCnost predikcija teorije mora biti jednaka ili
bolja od rezolucije najboljih mjernih instrumenata koje imamo na danom stupnju tehnoloskog

razvoja. Klasicna fizika je jedna takva teorija koja se dijeli na

e Kklasi¢nu mehaniku,
e klasi¢nu elektrodinamiku i
e klasic¢nu staticku fiziku.

PoCetkom XX stoljeCa domena primjenjivosti klasicne fizike znaCajno se smanjila
otkriéem teorije relativnosti i kvantne mehanike. Tako je klasi¢na fizika od fundamentalne
fizikalne teorije, za koju se vjerovalo da tocno opisuje sve fizikalne sustave (djelove svemira),
postala samo aproksimativno tocna teorija gibanja makroskopskih objekata nerelativistiCkim
brzinama. Ali, unutar svoje domene valjanosti, klasi¢na fizika je izuzetno toCna teorija Cije
predikcije se izvrsno slazu s eksperimentalnim rezultatima. Na primjer, ¢ak i u Cuvenom
eksperimentu rotacije perihelija Merkura koji dokazuje ispravnost Opce teorije relativnosti
nasuprot Newtonova zakona gravitacije, relativna «pogreska» klasicne mehanike je manja od
10 ", a za sve ostale planete «pogreska» je jo§ i puno manja. Povijesno, Newtonova klasi¢na
mehanika je prva fizikalna teorija koja je utemeljila fiziku kao posebnu znanost. Matematicka
i logiCka struktura klasicne mehanike pretstavlja model za bilo koju fizikalnu teoriju.

U teorijskoj fizici kazemo da klasi¢na mehanika izu€ava problem gibanja (makroskopskih)
fizikalnih sustava. Pri tome, pod fizikalnim sustavom podrazumjevamo bilo koji skup
(klasi¢nih) Cestica. Cestica je matematicka idealizacija jako malog tijela, tj. materijalna tocka
mase m, bez ikakve unutarnje strukture i Cije su sve tri prostorne dimenzije nula. Klasi¢nu
Cesticu moZzemo zamisliti kao sicusno kruto tijelo (kao zrnce praSine mikronskih dimenzija)
Cije deformacije i strukturu tijekom gibanja moZzemo zanemariti. Danas znamo da se materija
sastoji od realnih Cestica — u razliCitim fizikalnim teorijama to su ili molekule ili atomi ili
elementarne Cestice. Elementarne Cestice su najsitniji djeli¢i materije za koje znamo (u svim
mjerenjima izgledaju nam kao tocke) i nazivamo ih: kvarkovi, leptoni i ,,gauge” bozoni.
Takve realne Cestice nazivamo kvantnim Cesticama jer se njihovo gibanje ne moze objasniti
zakonima klasicne fizike, nego zakonima kvantne fizike (jednadzba gibanja kvantne Cestice je
Schrondingerova jednadzba, a ne drugi Newtonov zakon). Ali, fundamentalni teorem kvantne
fizike tvrdi da se pri opisu gibanje makropskih sustava (sustava velikog broja kvantnih
Cestica) predikcije kvantne i klasiCne fizike nemjerljivo razlikuju (precizno: u limesu
beskonaCnog broja kvantnih Cestica predikcije kvantne teorije su identiCne predikcijama
klasiCne fizike).

Prema tipu sustava koje izuCava klasicna mehanika se dijeli na:

e mehaniku sustava Cestica — sustavi s maksimalno prebrojivo mnogo stupnjeva slobode
gibanja i

e mehaniku kontinuuma — sustavi s neprebrojivo mnogo stupnjeva slobode gibanja
(fluidi i elastiCna tijela).

Jednostavnosti radi, razmatra¢emo klasiénu mehaniku sustava ¢estica.



Gibanje je promjena poloZaja Cestice u prostoru i vremenu. Vrijeme je homogen, a prostor
homogen i izotropan skup toCaka. Po definiciji, u klasi¢noj fizici uzimamo da je prostor tro-
dimenzionalni Euklidski (kvadrat udaljenosti medu tockama dat je poopcenjem Pitagorina
teorema na tri dimenzije) prostor R®, a vrijeme je jedno-dimenzionalni Euklidski prostor R.

U Klasi¢noj mehanici, stanje fizikalnog sustava u jednom trenutku vremena potpuno je
odredeno polozajem i brzinama svih Cestica tog sustava.

Klasi¢na mehanika, kao i cjelokupna fizika uostalom, bazira se na genijalnoj Newtonovoj
realizaciji da interakcije medu Cesticama (sile) odreduju kako Ce se Cestica gibati, 5to se moze
matematiCki izraziti jednadzbom gibanja Cestice. Jednadzbe gibanja Cestica su diferencijalne
jednadzbe drugog reda po vremenu. RjeSavanje jednadzbe gibanja Cestice uz pocetne uvjete —
pocetni polozaj i poCetnu brzinu, onda kompletno odreduje putanju Cestice. Na taj naCin se
moze rjeSiti problem gibanja svakog fizikalnog sustava. Osnovna ideja fizike je:

Ako znamo interakcije (sile) medu Cesticama nekog (izoliranog) fizikalnog sustava i
stanje sustava u jednom (pocetnom) trenutku vremena, znat ¢emo stanje tog sustava u
bilo kojem trenutku vremena (naravno, uspijemo li rjeSiti jednadZbe gibanja).

Jedna od najvaznijih karakteristika klasicne mehanike je postojanje nekoliko razliCitih
ekvivaletnih formulacija teorije:

Newtonova formulacija mehanike,
Lagrangeov formalizam,
Hamiltonov formalizam,
Hamilton-Jacobijeva teorija.

U principu, svaki problem moze se rjeSiti koriStenjem bilo koje od ovih formulacija, ali
razliCite formulacije prilagodene su razliCitim tipovima problema. Npr., gibanje sustava s
vezama (constaints) lakse je rjeSavati Lagrangeovim, nego Newtonovim formalizmom.

Danas se Hamiltonova (kanonska) formulacija klasiCne mehanika smatra prototipom za
bilo koju fizikalnu teoriju.

Slijededi povijest, razmotrimo prvo ukratko Newtonovu formulaciju klasi¢ne mehanike.



1. Newtonova mehanika

Definirajmo prvo neke od osnovnih matematickih koncepata neophodnih za razmatranje
gibanja sustava Cestica.

1.1 Koordinatni sustavi

Polozaj Cestice u bilo kojem trenutku vremena t je tocka u trodimenzionalnom Euklidskom
prostoru R®. Da bi odredili poloZaj Cestice moramo specificirati prostorni koordinatni sustav
(prostorni dio referentnog sustava) koji je odreden izborom ishodiSta i trima medusobno
okomitim koordinatnim osima kroz ishodiste.

Od razli¢itih mogucih opcih ortogonalnih koordinatnih sustava, najCeS¢e se Kkoriste
Kartesijev, koji je najjednostavniji, ili cilindricni ili sferni koordinatni sustav. Bazis prostora
Cine tri jediniCna vektora koordinatnih osi sustava S, tj.

S:{&,e,,& },
koji zadovoljavaju uvjete ortonormiranosti i kompletnosti:
€, -&,=9; —uvjetortonormiranosti i
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€, €, =1 —uvjet kompletnosti.
-1

i
i

Vektor polozaja ili radijus vektor T toCke u prostoru je vektor Ciji je poCetak u ishodistu, a
kraj u zadanoj tocCci prostora. U koordinatnom sustavu S radijus vektor tocke jednoznacno je
odreden razvojem po bazisu prostora, tj. svojim komponentama r; duz koordinatnih osi:

F=Zéi ro; r,=ré. (1.1)

Eksplicitno, za Kartezijev sustav (x,y,z) je:
F=Xi+ y] +zk ,
za cilindricni sustav (p,o,z) je:
F=p ép +28,,
a, za sferni sustav (r,0,0) je:
F=re

e

Ponekad je korisno radijus vektor toCke prikazati kao uredenu trojku realnih brojeva ili kao
3x1 matricu na jeziku linearne algebre



F=|r,|. (1.2)

U svakom trenutku Cestica je u nekoj toCci prostora. Radij vektor Cestice je radij vektor
toCke u kojoj se nalazi Cestica. Gibanje Cestice je promjena njenog poloZaja u prostoru.
Matematicki to prikazujemo radijus vektorom Cestice koji je funkcija vremena ¥(t), Sto je u
bilo kojem ortogonalnom koordinatnom sustavu daje parametarsku (pomocu parametra t)
jedanadzbu putanje Cestice:

r=1(t) = (1= 1(t).

-
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Brzina Vv i akceleracija @ Cestice su prva i druga derivacija po vremenu radijus vektora
Cestice respektivno, tj.

L d=F=—5=V. (1.3)

Npr. za slobodni pad Cestice u blizini povrSine Zemlje (gibanje duz z-osi pod djelovanjem
samo tezine Cestice) su akceleracija, brzina i jednadzba putanje:

Al =r(t) = — gk
B() = F(2) = voul + Vo] + (—gt+vy,)

. . - 1 -
(1) = (Vo t+ %) T+ (v, t+yp ) T+ (—ngr Vo, T+ 2, )1-;.

Pravac brzine Eestice je tangenta na putanju u svakoj tocci, tj. v = vt, $to se lako vidi iz

. 5 dr drds
vV=r=— =

dt dsar  sTvh

gdje je ds diferencijal duljine luka prostorne krivulje koja je putanja Cestice, a t je jedinicni
vektor tangente na putanju Cestice
dr
t=—.
ds

Akceleracija Cestice ima u opéem slucaju i tangencijalnu i radijalnu (centripetalnu)
2

~ - S VA . A . .
komponentu: a=a1t+arn=vt+En, gdje su t i n jedinicni vektori tangente i glavne

normale na krivulju koja je putanja Cestice, a R je radijus zakrivljenosti putanje.

Brzina Cestice u svakom trenutku ima pravac tangente na putanju, dok pravac akceleracije
moze tvoriti bilo koji kut u odnosu na putanju.



Za raCunanje komponenti brzine i ubrzanja Cestice, tj. pri deriviranju izraza (1.1) treba voditi
raCuna o derivacijama bazis vektora jer je:

T=2 @r+&h). (1.4)

Samo u Kartezijevom sustavu su sva tri jediniCna vektora koordinatnih osi konstantni
vektori Cije derivacije su nula, tj.

-§) ) )

U bilo kojem ortogonalnom koordinatnom sustavu Cije su koordinate {ql, g, ,q3} brzina
Cestice je:

Komponente brzine Cestice su:
v,=hg;, (i=123),
dok je kvadrata brzine Cestice:

szV:Zmﬁf, (1.5)

gdje su Lameovi koeficijenti h; =‘§—r‘ Eksplicitno, Lameovi koeficijenti su:

Kartezijev sustav: hy=hy=h,=1,
cilindriCni sustav: h,=1; h,=p; h,=1,

sferni sustav: r=1; he=r; hy=rsing,
$to omogucuje raunanje u svakom koordinatnom sustavu.

Razmotrimo sad rotaciju koordinatnog sustava.

Neka imamo dva prostorna koordinatna sustava S i S' koji su zarotirani jedan u odnosu na
drugi. Jednostavnosti radi zamislimo da su im ishodiSta u istoj toCci prostora (prostornom
translacijom ishodiste jednog koordinatnog sustava moze se uvijek premjestiti u tocku koja je
ishodiSte drugog sustava). Komponente nekog vektora T u dva sustava odredene su izrazima:

r= Zéi I :zéi’ri’ ' (1.6)



Mnozeci gornju relaciju s &' i koriste¢i uvjet ortonormiranosti jedinicnih vektora odmah se

dobija
el - L - r — S ol —
rg’ = E rg'g =1 = E g,gr; = E Rr;.

i i i

Kako gornja relacija vrijedi za proizvoljni vektor, mora vrijediti:
r]-“ = z Ryt = 7 [Lé‘j“ﬁ-l] r; .
- e
1 1

ili u vektorskoj notaciji t' = Rt gdje je R matrica rotacije. Kako za proizvoljno r; vrijedi

JAJ_ =
E E R]lrle] = E ;g .

slijedi da pri rotaciji koordinatnog sustava medu bazisnim vektorima dva sustava postoji
matricna relacija:

& =Y 8'Ry; e_ZeRJ,; R. =&

j

(1.7)

Kako pri rotaciji intenzitet vektora ostaje nepromjenjen, vrijedi

r'?=¢'r —Zr r“—ZrR Ryr.= Z (RT); Ry, = Z (RTR)y 1= leﬁur]

ijke Ljk Lj
= rT. =rr=r’,
ili u matri¢noj notaciji
RRT=R'R=1 i detR=1, (1.8)

tj. matrica rotacije R je realna ortogonalna 3x3 matrica Ciji elementi su kosinusi pravaca
koordinatnih osi jednog sustava u odnosu na drugi.

Relacija koja povezuje koordinate vektora T u dva sustava je onda:
F=Y8r=>8Rr=>87r = r=>R;r.
i ij j i

U jednostavnijoj, matricnoj notaciji zadnja relacija je:

F=RFT ili T=RTT. (1.9)



1.2 Galilejeve transformacije

U mehanici postoje samo tri osnovne fizikalne veliine (svaka druge fizikalna veliCina
moZze se izvesti iz njih):

e Duljina, osnovna jedinica metar: m
e Vrijeme, osnovna jedinica sekunda: s
e Masa, osnovna jedinica kilogram: kg.

Kako je svako gibanje relativno, razmatranje problema gibanja bilo kojeg fizikalnog
sustava zahtijeva da svaki promatraC (fiziCar) definira svoj referentni sustava — njegov
prostorni i vremenski koordinatni sustav. U praksi je to obi¢no sustav vezan za laboratorij u
kome se vrSe mjerenja. Specijalna klasa referentnih sustava u kojima zakoni mehanike imaju
naj-jednostavniju formu su inercijalni referentni sustavi.

Definicija: Inercijalni referentni sustav

Referentni sustav u odnosu na koji je:

e prostor homogen i izotropan,
e vrijeme homogeno,

je inercijalni referentni sustav.

Homogenost znaCi da nema specijalnih toCaka u prostoru ili trenutaka u vremenu, dok
izotropnost prostora znaCi ekvivalentnost svih pravaca. Time se osigurava da se bilo koja
toCka prostora ili vremena moze odabrati za ishodiSte, kao i da bilo koji pravac u prostoru
promatraC moze odabrati za koordinatnu os.

U homogenom i izotropnom prostoru i vremenu, bilo koja dva inercijalna referentna
sustava (IRSa) S i S” mogu se razlikovati samo po 4 elementa:

Ishodista prostornih sustava su u razlicitim tockama prostora,
IshodiSta vremenskih sustava su razli€iti vremenski trenutci,
Prostorne koordinatne osi nisu paralelne i

Jedan sustav se giba konstantnom brzinom ¥’ u odnosu na drugi!

P owbhE

Ako Zelimo dva proizvoljna IRS-a dovesti do poklapanja, ili prijeci iz jednog u drugi IRS,
kako se kaze, dovoljno je napraviti Cetiri prostorno-vremenske transformacije:

1. Prostornu translaciju svih to¢aka u prostoru za vektor OO (udaljenost dvaju
ishodiSta) da bi ishodiSta prostornih koordinata bila u istoj tocci,

Vremensku translaciju da se poklope ishodista vremenskih koordinata,

Prostornu rotaciju oko neke osi kroz ishodista da se poklope koordinatne osi i

4. Specijalnu Galilejevu transformaciju (potisak) odredenu brzinom 7 .

w ™



Skup svih takvih prostorno-vremenskih transformacija tvori grupu koja se naziva Galilejeva
grupa. To je 10-parametarska kontinuirana grupa, koja pojednostavljeno govoreci, sadrZi
Cetiri podgrupe:

1. Grupu prostornih translacija (3 parametra neophodna da jednoznacno odrede
element grupe — tri komponente vektora translacije),

2. Grupu vremenskih translacija (1 parametar),

3. Grupu prostornih rotacija (3 parametra) i

4. Grupu specijalnih Galilejevih transformacija, tj. potisaka (3 parametra).

Transformacije koordinata i vremena kojima se prelazi iz jednog u drugi IRS u klasi¢noj
mehanici nazivaju se Galilejeve transformacije.

Zamislimo da imamo dva IRS-a. Jedan uvjetno mirni S, Cije su prostorno-vremenske
koordinate (T, t) = (x,y,z,t) i drugi S” s paralelnim osima, u kojemu su odgovarajuce
koordinate (¥, t') = (X',y',Z,t"). Neka se sustav S” giba brzinom ¥ = const. u odnosu na S
kao na Slici 1.

sustav S’

sustav S

Slika 1.

Ishodidte O” sustava S” u S odreduje radijus vektor T,(t)=7t+q, gdje je G udaljenost
dva ishodista u trenutku t = 0 . Transformacije iz S u S” su ocito:

X =X=Vyt—0x

y=y-ht-qy F=F-Vt—0 (1.10)
Z=z-V,t-q, ili u vektorskom obliku: U=t+1tg

t=t+1t

Zadnji redak u relaciji (1.10) znaci da vrijeme tece istom brzinom i u S iu S, ali se
vremenska ishodista dva sustava ne poklapaju, po analogiji s prostornim ishodiStima. Bez

10



gubitka opcenitosti, lako je zamisliti da su napravljene neophodne vremenske (to = 0 ) i
prostorne translacije (G = 0 ) tako da se ishodiSta oba sustava poklapaju u poCetnom trenutku:

t =t = 0. Zato se Galilejeve transformacije najceSc¢e piSu bez ovih konstanti u obliku:

X =x-Tit

y =y-iyt F=f-Vt (1.11)
2’=z-75t ili u vektorskom obliku: t'=t

t' =t

Dva IRS-a su potpuno ravnopravna, pa je iz (1.11) lako naci inverznu transformaciju iz
sustava S’ u sustav S (zamijeniti "crtane™ i "necrtane” koordinate te promijeniti ¥ u —¥):
X=X+ Wt
y=y +nt F=F+Vt (1.11°)
z=7+7,t ili u vektorskom obliku: t=t
t=t

Galilejeve transformacije za bilo koje dvije tocke u prostoru: F,’=¥%,-Vt i F,/'=¥,—-Vt,
oduzimanjem daju:
1= F,Z—F,1= ,— L = Flz , t,lg = t,g - t,l =t -t =ty (112)
ili u infinitezimalnom obliku:
dr'=dr i dt'=dt (1.129)
Proizilazi da su udaljenost dviju toCaka i duljina vremenskih intervala invarijantni pri
Galilejevim transformacijama — ova tvrdnja se ponekad naziva apsolutnost prostora i vremena
u klasi¢noj fizici. Ovo je potpuno u skladu s nasSim svakodnevnim iskustvom i intuicijom u
makrosvijetu — kad specificiramo dimenzije tijela i duljine trajanja vremenskih intervala
podrazumijevamo da su to jednoznaCne veliCine i ne moramo razmisljati gdje, kada i kako su

te veliCine mjerene.

Za opis gibanja trebaju nam pored polozaja joS i brzina i akceleracija Cestica. Iz relacije
(1.12°) slijedi da je d/dt = d/dt", pa deriviranjem po vremenu iz (1.11) ili (1.11") dobijamo:

V=V+V. (1.13)

Kako je ¥ = const. za ubrzanje nalazimo
a=4. (1.14)

Izraz (1.13) je zakon slaganja brzina u klasicnoj mehanici — brzina Cestice u mirnom
sustavu jednaka je zbroju brzine Cestice u pokretnom sustavu i brzine samog pokretnog
sustava. Jednakost (1.14) pokazuje invarijantnost akceleracija pri Galijevim transformacijama.

Napomena: Na pitanje da li je neki odredeni sustav referencije inercijalni ili neinercijalni
moze se odgovoriti samo eksperimentom — ako vaze Newtonovi postulati sustav je inercijalni!

11



Za svaku Cesticu definira se njen impuls (koliCinu gibanja).

Definicija: Impuls &estice p
Impuls Gestice mase m i brzine v je: p=mv=mr.

Impuls sustava Cestica je vektorski zbroj impulsa svih pojedinih Cestica.

1.3 Newtonovi postulati

Sir Isaac Newton (1643-1727) je 1687. u svom glavnom djelu: «Philosophiae naturalis
principia mathematica» formulirao skup fundamentalnih postulata koji predstavljaju temelj
klasicne mehanike. lako se najceS¢e govori o Newtonovim zakonima, logiCki primjereniji
termin je postulat, jer se radi o osnovnim tvrdnjama teorije koje ne slijede iz nekih
elementarnijih i Cija valjanost se moze samo usporedivati s rezultatima eksperimenata. Za
jednu Cesticu (najjednostavniji fizikalni sustav) Newtovi zakoni su:

Newtonovi postulati

Zakon inercije (lex prima)
U inercijalnom referentnom sustavu impuls slobodne Cestice, tj. Cestice na koju je ukupna
sila nula, je oCuvan (zakon oCuvanja impulsa)

F=0 < p(t) = const. (1.15)

Jednadzba gibanja (lex secunda)
U inercijalnom referentnom sustavu promjena (derivacija po vremenu) impulsa Cestice
jednaka je ukupnoj sili koja djeluje na Cesticu.

d—‘t’ =F. (1.16)
Zakon akcije i reakcije (lex tertia) - definicija sile
Sile F; (akcija) 1 F; (reakcija) kojima Cestice i i ,,j“ djeluju jedna na drugu zadovoljavaju
F.=—F.. (1.17)

U originalnom Newtonovom djelu definicija ukupne sile (rezultante) je nazvana postulatom
—sila je vektorska veliCina, a zbrajanje sila koje djeluju na Cesticu je uobiCajena operacija
zbrajanja vektora koju danas ne nazivamo zakonom.

Princip superpozicije (lex quarta)
Sile su vektori i ukupna sila Fy na esticu ,.i“ je vektorski zbroj svih sila koje na nju
djeluju

Fu=XF;. (1.18)

Prvi zakon je ocCigledno specijalni slucaj drugog. Newtovi zakoni su formulirani za
najjednostavniji fizikalni sustav — jednu Cesticu. Koriste€i princip superpozicije napravicemo
poopcenje na sustav Cestica.
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Drugi Newtonov zakon je jednadZba gibanja Gestice: F = m%? =mrF (m = const.). Sile
su funkcije samo polozaja i brzina Cestica (i mozda eksplicitna funkcija vremena), pa je
jednadzba gibanja (klasicne) Cestice:

mF = F(T,T,t), (1.19)

obicna diferencijalna jednadzba Il reda (vektorska) Cije rjeSenje putanja je Cestice ¥ =T(t).
Najvaznije sile u klasi¢noj fizici su funkcije samo relativne udaljenosti Cestica. To su
gravitacijska, elektricna sila ili elestiCna sila:

E _ _ _Fi_Fj _l-:'_Qin Fi__r:j

- i
4me, ‘ri—rj‘

Fy=—klf-7]-7].

Postoje i kompliciranije sile, kao magnetska sila, koje zavise i od brzina Cestica. Zbog
atomisticke grade tvari u klasicnoj fizici se koriste i razne fenomenoloske sile koje su rezultat
astronomskog broja atomskih/molekularnih interakcija — sila otpora podloge, napetosti niti,
sile trenja i sile uzgona.

Napomena: U Il Newtonovom zakonu pojavljuje se «inercijalna» masa mj, Cestice, a u
Newtonovom zakonu gravitacije «gravitacijska» masa mg Cestice. Eksperimentalno je
utvrdeno da su ova dva tipa mase proporcionalna — ako odaberemo sustav jedinica u kome je
mi» = My , onda je gravitacijska konstanta G = (6,67259 + 0,00085)x10 "' Nm?kg2. U
klasi¢noj fizici nema objasnjenja za ovu jednakost. Jednakost inercijalne i gravitacijske mase
naziva se Princip ekvivalencije. To je bio pocetni korak u Einsteinovom razvoju nove teorije
gravitacije — Opce teorije relativnosti (1916.).

Treci Newtonov zakon uz princip superpozicije omogucuje laku generalizaciju na sustav
Cestica. Ako imamo sustav od N Cestica s masama m; (i = 1,2,....,N) jednadzba gibanja za i-tu
Cesticu je:

.. N — — t
m, T, :ZF”.+FieX', (1.20)
=1
D

o

gdje je F™ ukupna spolja3nja sila na i-tu Gesticu, a I*:ij je unitarnja sila kojom Cestica ; djeluje

ext.

na Gesticu i. Ako je sustav izoliran, nema spolja$njih sila F** =0. Tada je desna strana
jednadzbe gibanja i-te Cestice (1.20) funkcija samo relativnog polozaja 7, =T, T, i relativnih

brzina gestica V; =T, =T, T, ali nije eksplicitna funkcija vremena.

Koriste¢i (1.12) — (1.14) lako se pokazuje invarijantnost Newtonovih postulata, tj.
jednadzbi gibanja Cestica (1.20), pri Galilejevim transformacijama.

Kako Galilejeva grupa ima 10 parameta, prema Noether teoremu (dokaz u odjeljku 2.)
oCekujemo da Ce izolirani fizikalni sustav imati 10 oCuvanih veliina! OCuvane veli€ine su
naravno: energija, ukupni impuls, ukupni moment impulsa (angularni moment) i zakon
gibanja centra mase.
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1.4 Zakoni oCuvanja

Direktna posljedica Il Newtonovog zakona (ili | zakon) je zakon oCuvanja impulsa.

Zakon ocuvanja impulsa Cestice:

Ako je ukupna sila na Cesticu jednaka nuli, impuls Cestice je oCuvana veliCina.

F=0 <« p=const. (1.21)

Definirajmo rad, snagu i kinetiCku energiju.

Definicija: Rad W, snaga P i kineti¢ka energija T

e Element rada dW sile F(F,F,t) pri infinitezimalnom pomaku &estice df = Fdt je:
dW =FdF = Fdrcos/(F,dr)

Pri pomaku Cestice iz tocke T u totku T, duZ krivulje C rad sile F je:

T T ty .
W(F,,F,,C) = de:jﬁdf jﬁ Ft. (1.22)
i.C i 4
e Snaga P je rad u jedinici vremena, tj:
dw -
P(t)=——=FT. 1.23
(=" (1.23)
o KinetiCka energija T Cestice je:
=2 A
T(t) = (t) %m?z. (1.24)

KinetiCka energija sustava Cestica je ZbI’Oj kinetiCkih energija svake pojedine Cestice.

1z (1.22) i 1l Newtonovog zakona odmah slijedi:

Teorem o radu i kinetickoj energiji:

Rad ukupne sile na Cesticu jednak je promjeni njene kinetiCke energije. Zaista,

W(T,,7,,C) = J'Fukrdt J'mFth—J'dt—(Er joZ—Tl. (1.25)
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Specijalno vazna klasa sila koje ne zavise od vremena, niti od brzina Cestica, ve¢ samo od
poloZzaja Cestica, su konzervativne sile. Najvaznije sile u klasicnoj mehanici upravo su
konzervativne sile. Ako su sve sile koje djeluju na cestice nekog fizikalnog sustava
konzervativne kazemo da je taj sustav_konzervativan. Za konzervativne sustave vazi zakon

oCuvanja energije.

Definicija: Konzervativne sile

Slijededi iskazi su medusobno ekvivalentni:
1. Sila F(F) je konzervativna.
2. rotF(T)=VxF(F)=0.

3. Konzervativna sila F(T) je negativni gradijent skalarnog polja V() koje se naziva
potencijal, tako da je:

F(F)=-VV(F) = V(F)=—|F(F)dr. (1.26)

S Sy 1

Ovaj iskaz se najceS¢e navodi kao definicija konzervativne sile.
Potencijal je definiran do na proizvoljnu aditivnu konstantu < odabir tocke T, .

4. Rad konzervativne sile ne zavisi od puta, ve¢ samo od poCetnog i krajnjeg poloZaja:

2

W(F,.F,,C) = W(T,,T,) = — [V V(T)dF = - [V(F,) - V(T,)]. (1.27)

NI

5. Diferencijal rada konzervativne sile dW =F(T)dT je totalni diferencijal.

Napomena: Potencijal je potencijalna energija po Cestici. Potencijalna energija zavisi od
poloZaja para Cestica, a potencijal je funkcija polozaja samo jedne Cestice. Npr. gravitacijska
potencijalna energija para Cestica m; i my je:

U(F,T,) = -G Mz - _g MM (1.28)

r12 ‘Tl - Fz‘

a, gravitacijski potencijal V(T,) Cestice ,,1* u gravitacijskom polju Cestice ,,2“ je U(T,,T,)
promatran kao funkcija samo od T, , tako da je gravitacijska sila na Cesticu ,,1*:

R, = _VV(Fl) ==V, U(Flin) .
Zbog antisimetricnosti vektora relativnog polozaja Cestica 7,,, je naravno:

F21 = _VV(FZ) = _vz U(FI’_I;Z) = _ﬁlz .
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1z (1.25) i (1.27) odmah slijedi:

Zakon oCuvanja energije za Cesticu:
Ako na Cesticu djeluju samo konzervativne sile, energija Cestice je oCuvana veliCina:

E=T+ U = const. (1.29)

U sluCaju rotacionog gibanja vazne su angularne (kutne) veliCine.

Definicija: Moment impulsa (angularni moment) / i moment sile M
e Moment impulsa Cestice je: [(t) =T (t)xP(t). (1.30)
e Momentsile Fjez M=FxF. (1.31)

MnoZzeci slijeva s radijus vektorom, 11 Newtonov zakon daje:

(1.32)

Iz (1.32) odmah slijedi zakon oCuvanja angularnog momenta.

Zakon o¢uvanja momenta impulsa Cestice:

Ako je moment ukupne sile na Cesticu jednak nuli, moment impulsa Cestice je oCuvana
veliina.

M=0 < [ =const (1.33)

Moment ukupne sile na Cesticu je nula ako je ukupna sila nula ili ako je sila centralna. Sila je
centralna ako je paralelna (antiparalelna) radijus vektoru Cestice. Angularni moment Cestice
na koju djeluju samo centralne sile je oCuvan.

Najvaznije sile u klasiCnoj fizici su centralne konzervativne sile — gravitacijska i
elektricna sila na primjer. Za takve sile je:

FxF=—FxVU()=0.
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é e
U sfernim koordinatama je: T =ré, i VU =g, a_u+e_ea_u+ 2 a—U pa zadnja jednadzba
o r 80 rsinB 0@

ou ou . L . . . . -
: Eza—zo, Sto znaCi da potencijalna energija konzervativne centralne sile zavisi
?
samo od intenziteta radijus vektora: U = U(r) . Za takav potencijal (pot. energiju) kazemo da
je rotaciono invarijantan ili da je sferno simetrican.

daje

Opcenito, potencijalna energija para Cestica ,,i* i ,j“ koje jedna na drugu djeluju
konzervativnim centralnim silama zavisi samo od intenziteta vektora relativnog polozaja
Cestica T; , tj. U = Uij(‘_ﬁj‘), kao u (1.28). Negativni gradijent V, takve potencijalne energije

po komponentama radijus vektora i-te Cestice daje konzervativnu centralnu silu I*:ij na i-tu
Cesticu, tj.

R :#ij(nj):_viuij(‘ﬁ_?j‘)' (1-34)

1

koja djeluje duz pravca ;.
Svi zakoni oCuvanja lako se generaliziraju na sustav Cestica.

Za svaki fizikalni sustav postoji jedna toCka koja se naziva centar mase sustava.

Definicija: Centar mase T, sustava Cestica

Radijus vektor 7. centra mase sustava N Cestica s masama m; je:
1 N N
fe(t) :Mzmi_ﬁ(t) , M= zmi . (1.35)
i=1 i=1

Na primjer, centar mase sustava dviju Cestica je na segmentu pravca odredenog tim
Cesticama bliZe Cestici veCe mase.

Za sustav sa kontinuiranom distribucijom mase (neprebrojivo mnogo Cestica) gustoce
p(T,t) sumacija po Cesticama u (1.35) prelazi u volumni integral:

Fo(t) = %jd%?p(f,t) , M= Id3rp(F,t) = const. (1.35")

U problemima u kojima nas zanima samo gibanju sustava kao cjeline, tj. ako mozemo
zanemariti gibanje jedne Cestice u odnosu na drugu, u prvoj aproksimaciji, cijeli sustav Cestica

mozemo smatrati jednom Cesticom mase M Ciji je polozaj odredem radijus vektorom centra
mase T .

Za svaki fizikalni sustav, osnovne fizikalne veliCine sustava Cestica — kinetiCka energija i
moment impulsa sustava na prirodan naCin se razlazu na zbroj dva Clana, jednog Koji
predstavlja gibanje centra mase i drugog koji predstavlja gibanje u odnosu na centar mase.
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Radijus vektor T

svake Cestice mozemo razloziti na zbroj radijus vektora centra mase T, i
radijus vektor ;" u odnosu na koordinatni sustav s ishodiStem u centru mase:

r. = _l:C —|—Fi, , (136)

r,=Tc.+T (1.37)
Prema definiciji (1.35) je:
Y mF’=0 i mi?i’zg{ miFi’j=O,
i i dt i
pa je impuls sustava Cestica jednak impulsu centra mase:
P=>mr, =Zmi(?c +17)=MT,.
KoristeCi (1.36) i (1.37), kineticka energija sustava je:
T %Zmr - %Zmi(?c +i) =M +%Zmiﬁ’2= Te+T,  (L38)
a, angularni moment je:
L= m(Fo+ 7 x (e + ) =MPexto + Y mrxf=Lo+ [ (1.39)

Relacija (1.38) pokazuju da je kinetiCka energija sustava Cestica zbroj kinetiCke energije
Tc centra mase i kineticke energije T~ za gibanje u odnosu na centar mase. Analogan rezultat
za angularni moment sustava Cestica je relacija (1.39).

Ako zbrojimo jednadzbe gibanja (1.20) svih Cestica sustava dobijamo:
P = Zﬁ. :Zmi;r.i :%Z(ﬁu + Ei)iﬁm =F (1.40)
i i ij i

pa impuls cijelog sustava zavisi samo od vanjskih sila i vrijedi zakon oCuvanja impulsa:

Zakon o¢uvanja impulsa P sustava Cestica (I Newtonov zakon):

Ako je ukupna spolja$nja sila na sustav &estica nula, impuls P fizikalnog sustava je o¢uvana
velicina.

F** =0 = P=const. (1.41)
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Prema (1.35) impuls sustava je:

B

MF. , paslijedi: F* = MF¥,, (1.42)

Sto znacCi da se centar mase giba kao imaginarna Cestica na koju djeluje ukupna spoljasnja sila
i Cija masa je masa cijelog sustava. Ako je sustav izoliran ili ako je ukupna vanjska sila nula,

T. =0, te se centar mase sustava Cestica giba konstantnom brzinom 7. =const. 1z (1.42)
odmah slijedi:

Zakon gibanja centra mase sustava Cestica:

Centar mase izoliranog sustava (F™" = 0) giba se tako da je
MT, —tP = const. (1.43)

ocCuvana veliCina.

Angularni moment fizikalnog sustava je zbroj angularnin momenata pojedinih Cestica, tj.

L= 1= mFxT,. (1.44)
Ukupni moment unutarnjih centralnih sila je nula, jer je za njih I*:ij L, paje:

ZW;E :%Z(?i _Fj)XEJ =0,

i
te je ukupni moment sile na sustav Cestica jednak ukupnom momentu spoljasnjih sila i prema
(1.20) i (1.44) je:
\ / - =ext. - = dl—
MZZriXE :zrixm.r.z—. (1.45)

Iz (1.45) odmah slijedi:

Zakon ocuvanja agularnog momenta (momenta impulsa) L sustava Cestica:

Ako je ukupni moment spoljasnjih sila koje djeluju na sustav Cestica nula (i ako su sve
unutarnje sile centralne) ukupni moment impulsa L fizikalnog sustava je o€uvana veligina.

M=0 = L=const. (1.46)
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Pomnozimo li jednadzbu gibanja i-te Cestice (1.20) njenom brzinom ﬁ i zbrojimo po svim
Cesticama za konzervativni fizikalni sustav dobijamo:

d d - RO o= oext. X - 5 ext. /=
d—{=a[%2miffj=%2(ﬂ—n)EﬁZriE t Z_%Zrijvijuij(‘ fu\)—ZriViUi “(F) =

i i i i

df1 d ext. du
=—| =M U. |-— U |=—==
dt[zz .,J dt{zi: ' j dt '

L)

gdje je ukupna potencijalna energija sustava Cestica zbroj potencijalnih energija unutarnjih i
spoljasnjih konzervativnih sila:

v :%Zuij(rij)JrZUieXt" (L.47)

Gravitacijska, elektricna ili elestiCna potencijalna energija para Cestica ,,ij* su:

m;m; . _ 1 Q|Q . _l —— ,
T?JJ‘ U”_4nso ‘Ti_‘fjj" Uij_zk[‘ri r,—‘ ro] .

Gornji izraz odmah daje:

Zakon ocuvanja energije E sustava Cestica:
Energija konzervativnog fizikalnog sustava je oCuvana veliCina.

E=T+ U = const. (1.48)

Konacno mozemo zakljuciti da se svaki izolirani konzervativni fizikalni sustav giba tako da
postoji 10 oCuvanih veliina:

Zakoni o¢uvanja za izolirani konzervativni fizikalni sustav:

e P =const — oCuvanje impulsa sustava, (1.41)
e MT.—tP=const. — gibanje centra mase, (1.43)
e L =const. — oCuvanje angularnog momenta, (1.46)
e E=T+U=const. —ocCuvanje energije. (1.48)
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1.5 Neinercijalni referentni sustavi

Newtonovi zakoni vaze u bilo kojem inercijalnom referentnom sustavu. RazliCiti
inercijalni referentni sustavi gibaju se bez akceleracije, znaCi konstantnom brzinom, jedan u
odnosu na drugi. Klasi¢ni princip relativnosti zahtijeva da fizikalni zakoni ostaju invarijantni
pri promjeni inercijalnog referentnog sustava, Sto vodi na invarijantnost zakona mehanike pri
Galilejevim transformacijama (1.10) kojima se u klasic¢noj fizici prelazi iz jednog u drugi
inercijalni referentni sustav (iz mirnog u pokretni IRS).

No, nisu svi referentni sustavi inercijalni. Sta ée se dogoditi ako neki promatra¢ odabere
neinercijalni referentni sustav, tj. precizno, kako izgledaju jednadzbe gibanja fizikalnog
sustava u neinercijalnom referentnom sustavu?

Neka imamo jedan inercijalni referentni sustav S i jedan neinercijalni (ubrzani) sustav S”.
U opéem slucaju ubrzano gibanje sustava S” u odnosu na S sastoji se od rotacije i translacije.
Rotacija neinercijalnog sustava S je rotacija oko neke osi koja prolazi kroz njegovo ishodiste
O" , a translatorno gibanje sustava S u odnosu na S moZe se opisati kao promjena vektora
I, (t) koji spaja ishodista, kao na Slici 2.

W(t)

Sustav S

Sustav S~

Slika 2.

Razmotrimo prvo slucaj Ciste rotacije sustava S” u odnosu na sustav S. Jednostavnosti radi, a
bez gubitka opcenitosti moZemo pretpostaviti da su ishodista dva sustava u istoj tocci, tj. da je
I, (t)= 0, te kasnije dodati translaciju ishodista.

A, A, oA,

koji rotiraju jedan u odnosu na drugi povezuje vremenski zavisna (3x3) ortogonalna matrica
rotacije R(t) koja zadovoljava relacije (1.7) i (1.8). Deriviranjem po vremenu iz (1.8) slijedi:

R'R+R'R =0,

§to znadi da je matrica Q =RTR realna antisimetri¢na (3x3) matrica te se moZe predstaviti u
obliku:
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Q=R'R=|-w, 0 w, |, (1.49)
tj.
3
Q=D eyW,, W, eR. (1.49)
i=1

gdje je eijx potpuno antisimetricni tenzor treceg reda. MnoZec€i (1.49) sa g« i koristeCi relaciju:
€ijk Eim = — 2 &im lako se invertira relacija (1.49):

1 3
Wi =— Zsiijjk - (1.50)

Pokazimo da je w =Zéiwi vektor trenutne kutne brzine rotacije sustava S” u odnosu na
i

sustav S. Zelimo naéi relacije koje povezuju vremenske promjene fizikalnih veli¢ina u dva
koordinatna (referentna) sustava. Pri tome nas ne zanima totalna derivacija po vremenu (1.4),
ve¢ samo vremenska promjena komponenti vektora koju bi izmjerili promatraci u dva sustava
(bez uzimanja u obzir promjene bazisnih vektora sustava). Da istaknemo razliku u odnosu na

uobiCajenu potpunu vremensku derivaciju % takvu vremensku derivaciju oznaCimo sa D , tj.

definiramo:
DF=)8&t ; DT=>8&", (1.51)

gdje su ri i ri” komponente radijus vektora proizvoljne tocke u dva sustava.

Prema (1.7) i (1.9) je

DF=8" =Y & (R,H,+R,r,)=>8,1+> 8RR, =
. j .

tj. vrijedi:

Coriolisov teorem

Vremenska derivacija proizvoljnog vektora T u sustavu S™ koji rotira trenuthom kutnom
brzinom W u odnosu na inercijalni sustav S je:

DT =DF-WxT. (1.52)

Posljedica: Vremenska derivacija trenutne kutne brzine rotacije ne zavisi od referentnog
sustava, {j.

D'W=DW. (1.53)
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Znacenje Coriolisovog teorema postaje ocCigledno ako za 7 odaberemo konstantni vektor u
sustavu S’ tj. uzmemo:

DFf=0 = DT=WxT. (1.54)

U inercijalnom sustavu S infinitezimalna promjena &7 vektora T za vrijeme &t je onda:
dT =W xTot Sto je vektor okomitina W ina T ipredstavlja rezultat rotacije vektora T oko
pravca paralelnog s pravcem W za kut |[w| &t kao na Slici 3.,

s

S¢p = w ot 57| =|DT|5t =wrsin 6 5t

Slika 3.

pa je jasno da je W = ¢ trenutna kutna brzina rotacije neinercijalnog sustava S".
Lako je ukljuciti i translatorno gibanje sustava S” jer je prema Slici 2. za proizvoljnu toc¢ku
u prostoru: 1°(t) = F(t)—T,(t).
Kako je sustav S inercijalni u njemu vaze Newtonovi zakoni, tj. jednadzba gibanja
Cestice je:
mD?F =F. (1.55)

Coriolisov teorem (1.52) onda daje:

=D %7+ (D'W)xF+2Wx DT+ Wx(WxF)+ DT, .

Iz ovog izraza lako je iSCitati kako glasi Il Newtonov zakon u neinercijalnom sustavu S”:
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Jednadzba gibanja Cestice u neinercijalnom referentnom sustavu:

Neka su T i T~ radijus vektori Cestice u inercijalnom sustavu S i u neinercijalnom sustavu
S” koji se ubrzano giba u odnosu na S. JednadZbe gibanje Cestice u dva sustava su:

mD?’F=F (1.56)
MD?F=F+F +F +F. +F, (157)
gdje su dodatne inercijalne sile:
e F =-mD%, — translaciona sila,
o F=—mwx(WxF) — centrifugalna sila,
e F.=-2mWxDF — Coriolisova sila i
e F =-m(DW)xF — linearna sila.

U opéem slu€aju, u neinercijalnom referentnom sustavu u jednadZbi gibanja Cestice
pojavljuju se 4 dodatne inercijalne sile (pseudo sile) koje su rezultat odabira ubrzanog
referentnog sustava, a ne rezultat interakcija s drugim Cesticama. Zakoni fizike jednostavniji
su u inercijalnim sustavima referencije.

Klasi¢ni princip relativnosti zahtijeva da II Newtonov zakon, tj. jednadZzba gibanja
Cestice, bude form-invarijantan (ima istu formu) u bilo kojem inercijalnom referentnom

sustavu. Prema (1.57) taj zahtjev je ekvivalentan uvjetima: F, =F.=F. =F_=0, §to je
ispunjeno ako vrijedi:
D*f,=0, w=0. (1.58)
Najopcenitije rjeSenje je:
,()=Vt+d, R()=R, V,G,R=const., (1.59)
Sto znaCi da u op¢em slucaju, inercijalni sustav S” moZe samo gibati konstantnom brzinom u
odnosu na sustav S i/ili biti zarotiran za fiksni kut. Ako dodatno, sila F ne zavisi eksplicitno

od vremena, Sto je uvijek sluCaj u izoliranom fizikalnom sustavu, vremensko ishodiSte sustava
S” moZe se translirati do poklapanja sa sustavom S.

Tako se dobija najopcenitiji oblik prostorno-vremenskih transformacija koje tvore
Galilejevu grupu:
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Galilejeva grupa

Najopcenitije transformacije kojima se u klasi€noj mehanici prelazi iz jednog u drugi
inercijalni referentni sustav su:

n—=>r’=R;r+lt+q,, t>t=t+t; , (1.60)
gdje je:

R,V,G,t,=const. ; RR" =1 ; detR=1. (1.61)
Ove transformacije tvore 10 parametarsku Lie grupu koju nazivamo Galilejeva grupa.

Transformacije (1.10) ne ukljuCuju rotacije ( R = 1 ) i predstavljaju specijalni slucaj
takozvanih «pravih» (proper) Galilejevih transformacija kojima se prelazi u pokretni IRS.

Newtonovi zakoni su form-invarijantni u svim inercijalnim referentnim sustavima, tj.
kazemo da je Newtonova mehanika Galileo invarijantna.

Najvaznije sile u klasi¢noj fizici su gravitacijske, elektricne i elasticne sile koje su
konzervativne centralne sile. Ako na Cesticu djeluju samo takve sile, prema (1.34), ukupna
sila na Cesticu je negativni gradijent rotaciono (tj. sferno) simetricnog potencijala V(r) =
v(J):

AV T

Fo_vv=_2VT (1.62)
dr |fl
Druga vazna klasa potencijala su homogeni potencijali (potencijalne energije).
Definicija: Homogeni potencijal
Homogeni potencijal je rotaciono invarijantni potencijal oblika
— 1k
v(n =V([f)=alf|“, keR. (1.63)

Za Cesticu na koju djeluje konzervativna centralna sila opisana homogenim potencijalom je:
%(mf?): m(7?+7F)=2T+7E. (1.64)

Usrednjavanje po vremenu za interval t daje:

2r@ie-rof)=-2m -, m- %det.
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Ako je gibanje gestice periodiéno s periodom , tj. ako je: F(t) = F(0), ¥(x) =F(0) , vaZi
virijalni teorem:

(T) = —%ﬁ B (1.65)

Za konzervativne centralne sile F=-VV/(r), koje su odredene homogenim potencijalom
(1.63) je:

(FF) = —gj.thV|F|k =—3jo|tk|F|k =—k(V),
T 9

pa vazi:

Virijalni teorem za homogeni potencijal

Za Cesticu koja se giba pod djelovanjem centralnih sila koje su opisane homogenim
potencijalom (1.63) je:

(T) = g<v> . (1.66)

Napomena: Virijalni teorem vaZi i opCenitije, ne samo za periodicno, vec i za bilo kakvo
ograniCeno gibanje Cestice (za svako vezano stanje), tj. ako polozaj i brzina Cestice ostaju
konacni kad T — .

Homogeni potencijali oblika (1.63) imaju jos jedno vazno svojstvo. Oni su invarijantni ne
samo pri rotacijama, vec i pri transformacijama skale (konformnim transformacijama).

Konformne transformacije za homogene potencijale

Jednadzba gibanja Cestice na koje djeluje sila opisana homogenim potencijalom (1.63)

2—.
m% = -V V(r) = —a k| “F, (1.67)

invarijantna je pri konformnim transformacijama (transformacijama skale) oblika:

2-k

Fo> AT, toA2t. (1.68)
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cdT L AT KL\ ye . T ¢ N
Kako je: Wzk prea i VV(r) =X"V'V(r), zaista vrijedi i: mdt,2 =-V'V(r).

Ako su T i T" odredeni vremenski intervali (periodi titraja, na primjer), a odgovarajuce
udaljenosti (npr. amplitude gibanja) R i R” za dva tipa gibanja Cestice koji su povezani
konformnom transformacijom (1.68), onda vrijedi:

v =off| = Gj =(%j_ . (1.69)

Za gravitacijske i elektricne sile je: k = — 1, pa odmah slijedi:
T, 2 R, 3
— | ==, 1.70
=) -(%) am

Sto znaci da je 111 Keplerov zakon direktna posljedica konformne invarijantnosti Newtonovog
zakona gravitacije.

Na kraju rezimirajmo kako se prema Newtonovom receptu u Klasicnoj fizici rjeSava
problem gibanja bilo kojeg fizikalnog sustava:

Osnovni problem dinamike

Neka imamo sustav od N (Kklasic¢nih) Cestica masa m; (i = 1,2, ....,N). Ako znamo:

e sve sile koje djeluju na sustav, tj. znamo ukupnu silu F, = IEI(? T t) na i-tu Cesticu,
i

» mehanicko stanje sustava u trenutku t =0, tj. pocetni polozaj T, i poCetnu brzinu

T,

. svih Gestica sustava,
onda rjeSavanjem jednadzbi gibanja sustava:
p=F, (i=12,..,N),

nalazimo mehanicko stanje sustava svakom trenutku, tj. znamo polozaj svake Cestice T;(t)
u bilo kojem trenutku vremena t.
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1.6 Linearni harmonicki oscilator

Kao primjer razmotrimo najvazniji sustav u teorijskoj fizici — linearni harmonicki
oscilator (LHO). Jednodimenzioni linearni harmonicki oscilator je Cestica mase m na koju
djeluje elasticna sila Fe. = — k x, gdje je k > 0 konstanta sile (konstanta opruge), a x je
elongacija Cestice, tj. udaljenost od stabilnog ravnoteznog polozaja Cestice x = 0. Smjer takve
restitucione sile uvijek je ka ravnoteznom polozaju. Naravno, na Cesticu mogu djelovati i
dodatne sile, od kojih su najvaznije: sila otpora proporcionalna brzini Cestice Fy. = — X i
prinudna, vremenski zavisna sila. Najjednostavniju realizaciju LHO predstavlja Cestica vezana
za idealnu oprugu konstante k.

. S . . . .. T 1
ElastiCna sila je konzervativna i elastiCna potencijalna energija Cestice je: U = > kx?, tako

daje: F, =-VU= —3—Ui =—kX . Jednadzba gibanja je: mX =F, +F, , tj:
X

K+2yx+w,2x =0, gdje je: y=—1; %2:5_ (1.71)
2m m

e Razmotrimo prvo slucaj kad nema sile otpora y = 0. Jednadzba gibanja je:

X+w, X =0, (1.72)

gdje je svojstvena frekvencija oscilatora w, = \/E Obicna linearna diferencijalna jednadzba
m

Il reda s konstantnim koeficijentima (1.72), rjeSava se smjenom X(t) = e, koja daje kvadratnu
jednadzbu: A?+w,”= 0 za parametar ) sa rjesenjem: A;, = +iw,. Opée rjedenje jednadzbe
gibanja je:

X(t) =C,e'™" +C,e " " ili x(t) =A,cosw,t+A,sinw,t, (1.73)

gdje su C,, ili Ay, neodredene konstante. Odabirom: A; = Acosp i A, = —Asing, opce
rjeSenje (1.73) moze se napisati u obliku prostog harmonickog titranja:

x(t) = Acos(w,t+9), (1.74)

gdje je A amplituda (maksimalna elongacija), a ¢ poCetna faza, koje se odreduju iz poCetnih
uvjeta:

pocetnog polozaja: x (t=0) = Acosp i pocCetne brzine: x (t=0) = — Asing.

Gibanje Cestice je periodicno osciliranje oko ravnoteznog polozaja kutnom frekvencijom w,,
tj. period titraja je:
T= 21 _ 2n\/E. (1.75)
W, k
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e Ako na oscilator djeluje i nekonzervativna sila otpora F, = — n x, opCe rjeSenje
jednadzbe gibanja (1.71) je: x(t) =C,e™ +C,e™, gdje je: A, =—y+4y* -, . Gibanje
ovakvog prigusenog harmonickog oscilatora je aperiodiCno, tj. rjeSenje je linearna
kombinacija realnih opadajucih eksponencijalnih funkcija u sluaju jakog (v >w,) i kriticnog
(v =w,) prigusenja. Samo u slucaju slabog prigusenja (y <w,) gibanje je kvazi-periodicno
titranje:

X(t) = Ae "'cos(wt + ), (1.76)
sa eksponencijalno opadajuéom amplitudom A(t) = Ae ™" i kvazi-periodom:

T=22 2 (1.77)
w

e Ako na oscilator djeluje joS i neka prinudna sila F, =f(t) ovisna o vremenu
jednadzba gibanja je:

M X+ 2ym X +mw, X = f(t), (1.78)
Sto je nehomogena obicna linearna diferencijalna jednadzba Il reda. Metod Greenove funkcije

je najjednostavniji nacin rjeSavanja svake nehomogene linearne diferencijalne jednadnadzbe.
Opce rjeSenje (1.78) moZe se napisati u obliku:

X(t) = Xu(t) + j dt'G(t, t)f(t), (1.79)
gdje je x,(t) opCe rjeSenje odgovarajuce homogene jednadzbe, a pomocéna Greenova funkcija

G(t,t’) daje partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe. 1z (1.79) i (1.78) lako se vidi da je
Greenova funkcija rjeSenje jednadzbe:

mG(t,t)+2ymG(t,t)+mw, G(t,t) = 8(t—t). (1.80)

Fourierov transform omogucuje da se gornja jednadzZba transformira u algebarsku. Kako je:
1 (it L 1 o
3t—t)=——[dwe“"")  definirajmo: G(t,t)=——[dwg(w)e ", 1.81

Sto uvrStavanjem u (1.80) za Fourierov transform g(m) Greenove funkcije daje:

9(w)=—— : S— : ),w’=\/woz—v2,(1-82)

CmV2n @0’ —2iye—w,  my2n (@—iy+w)(e—iy-o

pa je Greenova funkcija:

in(t-t)

-1 J.doo © .
2mm? T (w-iy+0 ) (w-iy-w)

G(t,t) (1.83)
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Integral (1.83) racuna se kompleksnom w-integracijom po zatvorenim konturama C i C” sa
Slike 4. koriste¢i Cauchy-ev teorem o reziduima kompleksne funkcije.

Imo

Rew

t<t

Slika 4.

Pri integraciji se mora voditi racuna o slijedecem:

= Podintegralna funkcija u (1.83) ima dva pola prvog reda za w,” #y?, a jedan pol
drugog reda za w,” = y* u gornjoj kompleksnoj poluravnini (Ime =¢>0).

= Zat-t >0, za integraciju moramo odabrati zatvorenu konturu C, osiguravajuci da
doprinos integralu sa polukruznice tezi nuli u limesu kad radijus kruznice R — oo .

Analogno, za t — t" < 0 biramo zatvorenu konturu C’, Sto osigurava da je zadovoljen
uvjet kauzalnosti:

G(t,t)=0 za t<t,
(stanje sustava u trenutku t zavisi samo od njegove proSlosti t'<t).

» Racunajuci rezidue nalazi se Greenova funkcija prigusenog harmonickog oscilatora:

— Slabo prigusenje: w,” > y?,

G(t,t)= %e‘y(“")sin[w’(t— t)], o=y, -y?,  (1.84)

— Jako prigusenje: w,” < y?,

G(t,t)= %e‘y(“")sh[w’(t—t’)], W=y’ -0,  (1.85)
~ Kriti¢no prigugenje: ,” = y?,
G(t,t)= "L eto), (1.86)
m
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Razmotrimo sad kompliciraniji sluCaj gibanja u dvije dimenzije. Dvodimenzioni linearni
harmonicki oscilator je Gestica mase m na koju djeluje elasti¢na sila: F, = —k ¥ = —kxi—kyj,
gdje jednostavnosti radi uzimamo: k, = k, = k. Jednadzba gibanja je:

mX=-kx

— § i ,
dt my=-ky
sa rjeSenjem:

x(t) = Acos(w,t+9,)

y(t) = Beos(wgt +,) (87

Konstante A, B, o1, ¢, odreduje se iz pocCetnih uvjeta. Eksplicitna jednadzba putanje dobija se
eliminacijom vremena. Uvodeci novu konstantu ¢ = ¢, — ¢, lako se dobija:

B x2 )2 .
=—XCosQ*|1l——| sSing.
y A () [ Azj ()

Kvadriranjem dobijemo kvadratnu funkciju dviju varijabli:
B°x? —2ABcos@xy +A’y* = A’B*sin’ ¢, (1.88)

koja predstavlja jednadzbu konusnih presjeka: elipse, parabole i hiperbole. 1z (1.87) je
oCigledno da su obe koordinate ogranitene: |x|<A, |y|<B, $to znai da je putanja
dvodimenzionalnog harmonickog oscilatora:

= Kruznicaza A=B i (p:ig,

= Segment pravcaza ¢ =0, =7 iproizvoljno Ai B,

= Elipsa za sve ostale vrijednosti ¢, A i B.

Razmotrimo na kraju i trodimenzionalni slucaj.
Izotropni linearni harmonicki oscillator je Cestica mase m na koju djeluje sila:
F, =—-kF=-kré,. (1.89)

Izvor sile je u ishodiStu koje je ravnotezni polozaj Cestice. Za t = 0 pocCetni polozaj i poCetna
brzina Cestice neka su: T, i V,.

Prema Il Newtonovom zakonu u pocetnom trenutku je i ubrzanje Cestice kolinearno s 7, pa

Cestica uvijek ostaje u pocetnoj ravnini odredenoj s T, i V, (ako su kojim sluCajem 7, i V,
kolinearni gibanje je jednodimenziono duz pravca odredenog tim vektorima).
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Da je gibanje izotropnog linearnog harmonickog oscilatora u dvije dimenzije u pocetnoj
ravnini, moZe se vidjeti i na slijedeci nacin.

Sila je konzervativna i centralna (uvijek usmjerena k ishodiStu), tj. moze se izvjesti iz
potencijala koji zavisi samo od r :
E=—vU(), gdje je: U(r)=%kr2. (1.90)
pa vaze zakoni o oCuvanja energije i angularnog momenta, tj:

B _qiu)=2Lmiz s ter |2 it e ket = Lm-kr)i+ Tkr <o,
dt  dt 2 272 2

dl d,. .\ -
E—a(l’xp)—rx

ol

P _¥x(-kF)=0 = [ =Txp=const=F,xp,=1l,,

$to znaci da su vektori T i p=mT =mV uvijek okomiti na konstantni vector Zo, tj. TiVsu

uvijek u ravnini okomitoj na ZO.

Odaberimo referentni sustav tako da je angularni moment duz z-osi, pa je gibanje u xy-

ravnini (6 =g u sfernim koordinatama):

l
> do a9 _ L (1.91)

Sto se lako pokazuje polazeCi od [, = m(Xvy — yVy).

Ukupna energija oscilatora je onda:

2

[
E=T+U=£m(f2+r2(p2)+£kr2=£mf2+ 0 2Jrikrzzconst.zo. (1.92)
2 2 2 2mrs 2

Za svaku pozitivnu vrijednost energije, udaljenost r od ishodista je konaCna, Sto znaci da na
putanji mora postojati tocka povrata (turning point) 7., gdje je radijalna komponenta brzine

nula f,,, =0, tako da je energija oscilatora:

lz
= +lur 2

= (1.93)
2
2mr, > 2

Bez gubitka opcenitosti moZemo uzeti da je oscilator u poetnom trenutku u toCci povrata, tj.

da je T, =T, (to je ustvari odabir pravca x-osi koordinatnog sustava).
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Zakon oCuvanja energije (1.92) za radijalnu komponentu brzine daje diferencijalnu jednadzbu
prvog reda:

1
dr_|2E_ l°2 —wy’r? 2
dt |m m¥?* ° '

gdje je svojstvena frekvencija oscilatora: o, = 5 Separacijom varijabli i integracijom od t =
m

0 do nekog trenutka t je:

r(t) 1.2 2
t= J. d{z—E_#—wozrz:l . (1.94)

Smjenom x = r? gornji integral se svodi na kanonski oblik:

2
l2
I—dx ,gdjeje: c=-w,” i A=b*-dac=|—" z_ikroz >0,
Va+bx+cx® 2mr,” 2

Sto daje:

1
| 2 T2 2,
%Idx{z—Ex—%—wozxz:l = 21 arcsin M :
m- m 1

KoristeCi gornji izraz dobijemo rjeSenje jednadZbe gibanja oscilatora:

2

2w0t=arcsin{mw () :l—arcsin[—l],
E —mw,’r,”

i kako je arcsin[-1] = __E’ parametarska jednadzba putanje oscilatora u (r,) ravnini je:

r(t) = {mw [m(i . ZJCOSZOOO'[:IZ : (1.95)

Period oscilatora je T = _q ,/% , @ putanja je elipsa Cije karakteristike zavise od oCuvanih
wO

veliCina E i ZO. Ako je npr. p-komponenta brzine jednaka svojstvenoj frekvenciji oscilatora,

tj. 1, =ma,r,’, iz izraza za energiju i putanju dobijamo:
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. o A , E 2
Sto znaCi da je putanja kruznica radijusa 5| -
maw,

Ako je 1, > mw,r,’, onda je 5> r,”, $to znaGi da r(t) oscilira izmedu:

maw,

1
2E 2 2 _ 1\ @
Max = 5=, za t={n-=|—.
maw, 2 ) w,

Da se dobije jednadzba putanje u Kartezijevim koordinatama prvo iz (1.91), (1.92) i
(1.93) treba pokazati da je:

. 2
E : =£r02{1+(p—°2}, (1.96)
mw,” 2 W,

te iz jednadzbe putanje u polarnim koordinatama (1.95) dobiti:

2
0

. 2
ri(t) = r02{1+$—°tg2wot} cos® w,t. (1.97)

Iz (1.91) i (1.95) diferencijalna jednadzba za azimutalni kut o je:

l
do =2 ! dt,
m
E ,— E > =T [cos2w,t
mw, mw,
Sto zbog (1.96) daje:
do = Wely  dx
2E 1-0cosx
- mw,’ry’ .
gdjeje: a=1- I X =2w,t.

34



Koristeci tabli¢ni integral: J' sx = N 22 - arctg{w/a;gtgg}, dobijamo:
a-+bcosx az—b a+

W, [
2% _arctg 1JF—O[tgi ,
2 1-a

o(t) - (Pozm

“a U2
gdje je:
l+a=2- meO;roz ;. l-a= meO;roz . EVl-a® =w,l,,
te:
talp() - 0] =22 gt (1.98)

0

2
Kako je: sin®x =tg—)§ i cos®x =;2, iz (1.97) i (1.98) slijedi:
1+1tg°x 1+tg°x

2 2
1 r.>cos®w,t
cos’[o(t) — go] =—— =
1+ Po_tq2 (0
2 g 000'[
0

P
¢
+0_tgw,t

. 2.2 .9
. r.”sin“w,t
sin[(t) — o] = — 2 _Polo °

2.2
1+ 20 tg20,t W (1)
0
Sto daje:

2
rr(zt ) cos’[@(t) — o] =cos” w,t (1.99)

0

2

rzgt)z sin[(t) — @o] =sin” w,t . (1.100)
0 0

W,

Na kraju, zbog x = rcose iy = r sing, zadnje dvije relacije daju jednadzbu putanje izotropnog
linearnog harmonickog oscilatora u Kartezijevim koordinatama:
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X1, Y0 _
0, ¥ O oy (1.101)
r.0 r.O (‘pO

W,

Sto predstavlja jednadzbu elipse Cija je velika poluos:

a :E(rmax +rmin)= r_o{l—i_&j’
2 W,

a ekscentricitet:

e= Mnax — Vinin — ®o — W,
r.max + r.min (pO + wo

Fundamentalni znaCaj linearnog harmonickog oscilatora za sva grane fizike posljedica je
teorema Kkoji tvrdi da je gibanje bilo kojeg fizikalnog sustava u okolici polozaja stabilne
ravnoteze ekvivalentno gibanju ansambla neovisnih linearnih harmonickih oscilatora. Teorem
¢emo razmatrati u Poglavlju 6. o malim oscilacijama.
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2. Lagrangeov formalizam

Newtonova formulacija mehanike zahtijeva poznavanje svih sila koje djeluju na fizikalni
sustav. Za sustave Cija dinamika je ograniCena vezama (constraints) to Cesto nije lako. Tipian
primjer je gibanje po nekoj podlozi — znamo da na Cesticu (tijelo) mora djelovati sila reakcije
(otpor podloge) koja osigurava da Cestica ostaje u kontanktu s podlogom, ali ne znamo
napisati izraz za tu silu kao funkciju poloZaja i brzina Cestica. U drugoj polovici XV1I stoljeca
u radovima d"Alemberta i Lagrangea nastala je nova, opcenitija formulacija mehanike
specijalno prilagodenja rjeSavanju problema gibanja sustava s vezama. Temelj te nove
formulacije su Lagrangeove jednadzbe gibanja koje se formuliraju u prikladno odabranom
prostoru (konfiguracijski prostor) Ciji bazis Cine generalizirane koordinate fizikalnog sustava.
Lagrangeov formalizam omogucio je razvoj i drugih formulacija mehanike (Hamiltonov
formalizam), znatno je olakSao apstraktnu analizu problema gibanja fizikalnih sustava i uveo
u teorijsku fiziku novi standard analitickog formuliranja teorija koji vazi i u modernoj fizici.

2.1 Veze, sile reakcije, d"Alembertov princip, Lagrangeove jednadzbe

Razmatramo fizikalni sustav od N Cestica masa m; i radijus vektora T,, (i = 1,2,...,N) Cije
gibanje je ograniceno vezama.

Veza (constraint) je bilo kakvo a priorno ogranicenje polozaja i/ili brzine Cestica.

Pojednostavljeno receno — ako je gibanje Cestice ograniCeno bar jednom vezom, tada postoji
bar jedna toCka u prostoru i/ili bar jedna vrijednost brzine koju Cestica nikako ne moZe dostici
tijekom gibanja. To znaCi da za svaku vezu na Cesticu mora djelovati neka sila, nazivamo je

silom reakcije R, koja osigurava da Cestica tijekom gibanja ne narusi vezu.

U Newtonovoj formulaciji mehanike sile reakcije su problem, jer znamo kakav efekt te
sile imaju na gibanje Cestica, ali ne znamo (prije nego rjeSimo problem) kako sile reakcije
izraziti kao funkciju poloZzaja i brzina Cestica. Za sustave Cije je gibanje ogranieno vezama
Newtonova jednadzba gibanja za i-tu Cesticu je:

m;T, =F +R,, (2.1)

gdje je ukupna aktivna sila na i-tu Cesticu rastavljena na poznati F, = E(F,?, t) i nepoznati Clan
— ukupnu silu reakcije na i-tu esticu R,. Da bi rjeili problem, prvo moramo iz poznavanja

veza, tj. natina kako se sustav giba, odrediti sve sile reakcije R, i tek onda moZemo rjesavati
Newtonove jednadzbe gibanja. Lagrange je za neke tipove veza uspio reformulirati problem
tako da se nepoznate sile reakcije R, uopée ne pojavljuju u jednadzbama gibanja i stoga ih ne
moramo ni odredivati.

Precizno, Lagrange je naSao rjeSenje problema gibanja sustava s holonomnim vezama
(plus eventualno i homogenim linearnim diferencijalnim vezama), Sto upravo i jesu fizikalno
najvazniji slucajavi. U najopcenitijem sluCaju gibanja sustava s proizvoljnim vezama,
problem je toliko kompliciran da ne postoji opCe rjeSenje — odvojeno se mora razmatrati svaki
pojedini problem.
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Definicija: Holonomne veze i broj stupnjeva slobode gibanja n

Holonomnom vezom se naziva bilo koje ograniCenje koje se moze prikazati
jednadzbom koja ukljuCuje polozaje Cestica i vrijeme, ali ne i brzine Cestica. Ako je
gibanje sustava N Cestica ograniCeno sa k holonomnih veza, znaCi da postoji k jednadzbi
oblika:

f,(7, Ty Ty 1) =0, 1=1,2,..k. 2.2)

Polozaj sustava N Cestica odreden je s 3N koordinata, ali kako medu njima postoji k
jednadzbi veza (2.2), samo 3N — k komponenti radijus vektora Cestica su linearno
nezavisne.

Broj nezavisnih komponenti radijus vektora poloZaja Cestica sustava n naziva se broj
stupnjeva slobode gibanja sustava, tj.

n=3N-k 2.3)

Sve veze koje ograniCavaju, pored polozaja, i brzine Cestica ili se ne mogu izraziti
algebarskim jednadzbama (nego nejednadzbama, diferencijalnim ili integralnim jednadzbama,
na primjer) su neholonomne.

Veze Kkoje eksplicitno zavise od vremena nazivaju se reonomne. Stacionarne ili
skleronomne veze ne zavise eksplicitno od vremena.

Gibanje po podlozi je primjer holonomne veze.

Primjer 1. Gibanje Cestice po sferi radijusa R.

Ako za ishodiSte Kartezijevog koordinatnog sustava odaberemo centar sfere, tada
koordinate Cestice moraju zadovoljavati:

X+ y + 22— R*=0,

Sto je stacionarna holonomna veza. Od 3 Kartezijeve koordinate Cestice samo dvije su
linearno nezavisne i mozemo odabrati bilo koje dvije. Odaberemo li kao nezavisne (x,y),
jednadzbu veze mozemo napisati kao:

z=R*— X’ +y°.

Bez obzira koje dvije Kartezijeve koordinate odaberemo za nezavisne, sve tri se eksplicitno
pojavljuju u jednadzbi veze, tj. jednadzba veze ograniCava variranje svake Kartezijeve
koordinate Zestice tijekom njenog gibanja po sferi, tj. [X <R, |y|<R, || <R . Buduci da veza
utjeCe na moguce vrijednosti svake od tri Kartezijeve koordinate one o€igledno nisu najbolji
izbor za opis gibanja ovakve Cestice.

Ali, ako umjesto Kartezijevog (x,y,z), za koordinate Cestice koristimo sferni koordinatni
sustav (r,0,¢) jednadzba veze je jednostavno:
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r-R=0.

JednadZba veze fiksira vrijednost sferne koordinate r = R, dok uopée ne utjeCe na moguce
vrijednosti dviju nezavisnih sfernih koordinata Cestice 0 i ¢. Sferne koordinate su bolji izbor
za opis gibanja ove Cestice.

Primjer 2. Gibanje dviju Cestica spojenih krutim Stapom po horizontalnoj podlozi.

Odaberemo li horizontalnu podlogu za xy-ravninu koordinatnog sustava, za koordinate
Cestica T, = X;i+Y,j+zk, (i=1,2) vaZe 3 stacionarne holonomne veze:

2,=0; 2,=0; (X1=x2)* + (y1—y2)* —d? =0,
gdje je d duljina Stapa. Sustav oCigledno iman =2 x 3 — 3 = 3 stupnja slobode gibanja.
Svih 6 Kartezijevih koordinata Cestica eksplicitno se pojavljuju u jednadzbama veza.
Medu tih 6 koordinata vaze 3 relacije — samo tri od 4 Kartezijeve koordinate (X1,X2,Y1,Y2) Su

nezavisne. Odaberemo li recimo (Xi,X2,y2) kao nezavisne, onda jednadzbe veza mozemo
napisati u obliku:

2,=0; 2,=0; Y=Y, +d2—(x,—x,)%.

No, opet imamo isti problem. Kako god napisali jednadzbe veza u Kartezijevim koordinatama
i koje god 3 odabrali kao nezavisne, svih 6 koordinata dviju Cestica eksplicitno se pojavljuju u
jednadzbama veza, Sto znaCi da veze utjeCu na variranje tih koordinata tijekom gibanja
sustava.

Odaberemo li cilindricni koordinatni sustav (p,,z) za koordinate Cestica T, =p;€, +z, K,
(i=1,2) i opet horizontalnu podlogu za xy-ravninu, jednadzbe veza su:

2,=0; 2,=0; p”+p, —2p,p,c08(9, —@,)-d* =0.
Samo 3 od cilindricnih koordinata dviju Cestica (pi1,p2,91,¢2) Su nezavisne dok je Cetvrta
odredena zadnjom od gornjih relacija, ali i dalje se svih 6 cilindricnih koordinata dviju Cestica
eksplicitno pojavljuju u jednadzbama veza.
Ipak, i u ovom primjeru postoji (i to ne samo jedan) skup od 6 koordinata takav da se u
jednadzbama veza eksplicitno pojavljuju samo 3 od njih, dok preostale 3 potpuno slobodno

variraju tijekom gibanja sustava.

Prvo, umjesto radijus vektora Cestica {FI,FZ} definirajmo nove varijable: {FC,?} — radijus
vektor centra mase T i vektor relativnog polozaja 7 relacijama:

fo=——"7-—"", Fr=r-T,. (2.4)
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Veza koja fiksira duljinu Stapa u novim varijablama sad je jednostavno: r = ‘?1 - FZ‘ =d.

Jednostavnosti radi, bez gubitka opcenitosti, uzmimo da su mase Cestica jednake, tako da je:

L1, L1
=fe+5f: F=F-oT.

kao na Slici 5. Zbog gornjih relacija, jasno je da su polozaji obe Cestice jednoznacno odredeni
ako znamo {FC,F}.

y\
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CM
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my
T;2
O X
Slika 5.

Odaberimo sad za varijable {rC,F} cilindricne koordinate (p.,9..z.) i (p,¢,z) tako da je:

A~

e =pc€, +2Zck | T=pé, +2 k. Jednadzbe tri holonomne veza u ovim koordinatama su:
z.=0; z=0; p—-d=0,

tako da se 3 nezavisne koordinate sustava (p.,¢.,®) uopce ne pojavljuju u jednadzbama veza.
Jasno je da smo za 3 nezavisne koordinate mogli odabrati i (X.,Y.,¢), jer je poloZaj sustava u

xy-ravnini jednozna¢no odreden polozajem centra mase (centra Stapa) i kutom ¢ Stapa u
odnosu na X-0s.

Za svaki sustav N cestica na koji djeluje k holonomnih veza uvijek je moguce pronaci
takav skup 3N - k nezavisnih koordinata koje (uz poznavanje jednadzbi veza) jednoznacno
odreduju polozaj sustava, tj. polozaj svih Cestica sustava, a ne pojavljuju se eksplicitno u
jednadzbama veza, Sto znaCi da te koordinate potpuno slobodno variraju tijekom gibanja
sustava. Takav skup n = 3N - k veliCina nazivamo generaliziranim koordinatama
fizikalnog sustava.

40



Defnicija: Generalizirane koordinate q;

Generalizirane koordinate sustava N Cestica Cije je gibanje ograniCeno sa k holonomnih
veza (2.2), je bilo koji skup od n = 3N — k linearno nezavisnih veliina g;, (j = 1,2,...,n),
definiranih preko radijus vektora Cestica sustava:

05 = G (F,, Fy,eon, T t): (2.5)

koje jednoznacno odreduju bilo koji moguéi poloZaj sustava i Cije variranje nikako nije
ograniceno jednadzbama veza (2.2).

Znaci, poznavanje generaliziranih koordinata (gi,q2,...,gn), Uz poznavanje jednadzbi
veza (2.2), ekvivalentno je poznavanju polozaja T, (i = 1,2,....,N) svih Cestica sustava,

=103, G ) (2.6)

Napomena: Generalizirane koordinate g; su realne funkcije vremena g;(t) i ne moraju biti
koordinate neke od Cestica sustava — npr. koordinate centra mase u Primjeru 2., niti moraju biti
koordinate nekog opceg koordinatnog sustava (iako najceSce jesu) — npr. predeni put Cestice,
niti moraju imati dimenzije duljine — npr. kut. Prednost generaliziranih koordinata je Sto
omogucavaju rjeSavanje problema dinamike u prostoru Cija geometrija je prilagodena
fizikalnom sustavu Cije gibanje razmatramo. Taj n-dimenzionalni prostor Cije osi su
generalizirane koordinate g; naziva se konfiguracijski prostor fizikalnog sustava. Zahtjev da
veze ne ograniCavaju varijaciju generaliziranih koordinata osigurava da svaka toCka
konfiguracijskog prostora odgovara jednom i samo jednom mogucem poloZaju (koji je u
skladu s vezama) fizikalnog sustava. No, skup generaliziranih koordinata za neki fizikalni
sustav nije jednoznacno odreden — za svaki fizikalni sustav postoji ustvari beskonatnho mnogo
razliCitih skupova generaliziranih koordinata. Pametan odabir generaliziranih koordinata daje
jednostavnije jednadZbe i omogucuje lak3e rjeSavanje problema gibanja fizikalnog sustava.

Sve veze nisu holonomne. Najvazniji slu¢aj neholonomnih veza u klasi¢noj mehanici je
«kotrljanje bez klizanja».

Primjer 3. Kotrljanje diska radijusa R bez klizanja po horizontalnoj podlozi.

Zamislimo disk koji se giba po horizontalnoj podlozi, na primjer, kotaC automobila.
Uvjet kotrljanja bez klizanja je ustvari veza koja ograniCava brzinu kotaCa — tocka kotaca O u

kontaktu s miruju¢om podlogom ne smije klizati, tj. mora imati trenutnu brzinu nula, kao na
Slici 6.
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Slika 6.

Disk rotira oko trenutne horizontalne osi kroz tocku O kutnom brzinom ® =@ =c:j—(f, pa je

dc)i(t =wR = R(:;p, gdje je ¢ kut rotacije diska. Ovo je

diferencijalna jednadZba neholonomne veze, koja se mnoZeCi sa dt moZe prikazati kao
homogena linearna relacija medu diferencijalima koordinata centra mase X i kuta rotacije ¢
diska, tj.

brzina centra mase V. =X. =

dx.—Rdg =0.

Ovakve «kotrljanje bez klizanja» veze pripadaju klasi jednostavnih neholonomnih veza,
tzv. homogenim linearnim diferencijalnim vezama, koje se mogu inkorporirati u Lagrangeov
formalizam metodom mnozitelja veza (Lagrange multipliers).

Definicija: Homogene linearne diferencijalne veze

Ako je gibanje sustava od N Cestica ograniCeno sa k holonomnih veza (2.2) i joSisar
homogenih linearnih diferencijalnih veza, sve generalizirane koordinate g; nisu viSe
nezavisne jer medu njima postoji r neintegrabilnih diferencijalnih relacija:

ZasjquJra dt=0, s=12,...r. (2.7)

MehaniCko stanje sustava u jednom trenutku odredeno je polozajem i brzinom svih Cestica
fizikalnog sustava {Ti(t),?i(t)} u Newtonovoj formulaciji mehanike. Ali, u analitickoj, tj.

Lagrangeovoj formulaciji klasicne mehanike stanje fizikalnog sustava u nekom trenutku
vremena t potpuno je odredeno vrijednostima generaliziranih koordinata i generaliziranih

brzina {q;(t),q,(t)}.

Prema (2.6), brzine Cestica su:
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=D —a+—, (2.8)
=oq, ' ot
odakle slijedi:
ot o,
oh _9h 2.9)
0q; 0q;

Ako nema trenja (sustave u kojima postoje sile trenja razmatrat ¢emo kasnije), sile otpora
podloge su okomite na podlogu. Takve sile reakcije nazivamo idealnim silama reakcije.

Ukupna idealna sila reakcije R, na i-tu Gesticu, koja osigurava valjanost svih holonomnih veza
f; (2.2) tijekom gibanja sustava, je zbroj komponenti duz pravaca V;,f,,

. k
Ri=D AV, [=12..k (2.10)
=1

gdje Vi oznaCava gradijent po komponentama vektora r;. Rad takvih idealnih sila reakcije na

N
svakom moguéem infinitezimalnom pomaku sustava ZRidFi je nula, jer su idealne sile
i=1
reakcije okomite na moguce pomake Cestica sustava. Razliku dva moguca pomaka i-te Cestice
sustava u istom vremenskom intervalu dt nazivamo virtualnim pomakom &r;, tj.:

Sto znaCi da je rad idealnih sila reakcije na bilo kojem virtualnom pomaku sustava nula:
N —
D> RT, =0. (2.11)
i=1

Tvrdnja (2.11) je osnova d”Alembertova (ili d”Alembert-Lagrangeova) principa koji je
polazni postulat iz kojega se izvode Lagrangeove jednadzbe.

d"Alembertov princip:

Sustav N cestica na koji djeluje k idealnih holonomnih veza (2.2) giba se tako da vrijedi:

N

> (m7 -F)or = 0. 2.12)

i=1

Pretpostavimo li vrijede Newtonovi zakoni, onda iz (2.1) i (2.11) direktno slijedi gornji
izraz, Sto je dokaz da iz Newtonove formulacije slijedi Lagrangeova.
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d"Alembertov princip je pogodna polazna osnova za razmatranje gibanja sustava s vezama
jer je ekvivalentan Newtonovim zakonima, a ne sadrzi eksplicitno sile reakcija. Sve jednadzbe
koje izvedemo iz (2.12) nece zahtijevati poznavanje sila reakcije! Lagrangeove jednadZbe
gibanja slijede iz d”Alembertova principa ako svaki ¢lan u (2.12) prepiSemo pomoc¢u novih
nezavisnih varijabli — generaliziranih koordinata g; sustava.

Generalizirana sila Q; pridruZzena generaliziranoj koordinati g; po definiciji je:

N_. 0O
QJ:ZFVW' (2.13)
i=1 j

=l

Za konzervativni sustav je F = —ViU(?l,FZ,....,?N), pa su konzervativne generalizirane sile:

ou
Q=-, (2.14)
J aqj

gdje je potencijalna energija sustava U = U(Q1,02,....,0n). VeliCine Q; nazivamo generalizirane
sile jer imaju dimenzije sile samo ako odgovarajuca generaliziran koordinata g; ima dimenzije
duljine, ali produkt Q; dq; uvijek ima dimenzije rada. Zbog (2.14) prelazak na generalizirane
koordinate g;j oCuvava podjelu fizikalnih sustava na konzervativne-nekonzervativne.

Opcenitiji slucaj su potencijalne sile Q; ? koje se po definici dobijaju deriviranjem iz
generalizirane potencijalne energije U koja zavisi i od generaliziranih koordinata g; i od
generaliziranih brzina q; prema:

ijza[a_vj_a_w @19

Svaka generalizirana sila Q; uvijek se moZe rastaviti na zbroj jedne potencijalne Q; ” i jedne
nepotencijalne Q;* komponente:

Qi=Q"+ Q™ (2.16)

Virtualni pomak i-te Cestice izrazen preko generaliziranih koordinata je:
8T, => —4q;, (2.17)
gdje se dq; = d'g; — dg; naziva varijacija generalizirane koordinate g;.

KoristeCi (2.13), (2.17) i (2.9), te

d(. o _1doF i d o, oT,
dt{ ' oq,) 2dtog, dtog, oq;’

iz d'Alembertovog principa odmah dobijamo:
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iéqj[ga—T—a—T—Q,}:O, (2.18)

Sto, zbog (2,14) i zbog linearne nezavisnosti varijacija generaliziranih koordinata, za fizikalno
najvazniji sluCaj konzervativnih sustava daje:

Lagrangeove jednadzbe za konzervativne sustave

Jednadzbe gibanja konzervativnog fizikalnog sustava sa n stupnjeva slobode na koji
djeluje k idealnih holonomnih veza (2.2), opisanog Lagrangianom L:

L = L (G Gzrere O Gy G G) = T = U, (2.19)

Gdje je T kinetiCka, a U potencijalna energija sustava su:

dyob) ot g j=12..n. (2.20)
dt{ oqg; ) aq;

Lagrangeove jednadzbe (2.20) Cine sustav n obicnih diferencijalnih jednadzbi Il reda Cijim
rjeSavanjem, uz 2n pocetnih uvjeta q; i ¢; , dobijamo poloZaj sustava u svakom trenutku

gj(t). Kad trazimo parcijalne derivacije Lagrangiana u (2.20) generalizirane koordinate q; i

generalizirane brzine ¢; smatramo nezavisnim varijablama.

Opcenitije, ako generalizirane sile imaju potencijalne i nepotencijalne komponente, prema
(2.15) i (2.16), je:

Lagrangeove jednadzbe

Fizikalni sustav sa n stupnjeva slobode opisan Lagrangianom

L=T-0 = L0yl Uy G ), (221)

gdje je T kinetiCka, a U generalizirana potencijalna energija sustava, na koji djeluje k
idealnih holonomnih veza (2.2), giba se tako da vaze Lagrangeove jednadzbe:

d(oL ]| oL .
2= 2= 0%, j=12..n 2.22
dt[aq,} 6L} % (222)

Ako je sustav potencijalan na desnoj strani je Q; = 0.
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Primjer 4. Lorentzova sila

Lorentzova sila na Sesticu naboja e u elektri¢cnom E(F,t) i magnetskom B(F,t) polju:

F=eE+eVxB, (2.23)

je potencijalna sila koja zavisi od brzine &estice V=¥ i moZe se dobiti deriviranjem iz
generaliziranog potencijala:

O(7.7.t)=ed(7,t)-eF AR, 1), (2.24)
gdje su skalarni i ®(F,t) vektorski A(F,t) potencijali definirani relacijama:

E:-vqn—%—?, B-VxA. (2.25)

Odaberimo za generalizirane koordinate g; = r;, (j = 1,2,3) Kartezijeve koordinate nabijene
Cestice. Koristeci za totalnu derivaciju po vremenu i=§ + .V, formule (2.15), (2.24) i (2.25)
za komponente potencijalne generalizirane sile Qﬁ':i (:—ﬁ) — ;-L daju:

t’j t’i

Q° :dt(—eAj)—eajmeirmajAm ——ed®-ed, A - eirmam A, +ez3;rmajAm =
m=1 m=1 m=1

=e(-0,0-8,A,) + ezs:'rm(ajAm —amAj) =eE, + eifmieijn =eE, +e 23: € By =
m=1 m=1 n=1 m,n=1

=eE, +e(?>< B)j =F uskladu sa (2.23).

U gornjim relacijama koriste se skracenice:

dt i’ at i’ am i
dt ot or,

Prema tome, za fizikalno vaZan sustav Cestice mase m i naboja e u spoljasnjem elektro-
magnetskom polju Lagrangian je:

L=L(r#t)=T-0= %m?? _ed(T,t)+ef A, t), (2.26)

gdje eksplicitna zavisnost Lagrangiana od vremena znaci da sustav nije izoliran (ne ukljucuje
naboje koji su izvori elektromagnetskih potencijala ® i A).
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U najopcenitijem slucaju, ako je gibanje sustava N Cestica ograni¢eno sa k holonomnih
(2.2) i r neholonomnih veza (2.7), jednadzbe gibanja sustava su:

dloL| oL .
— = |-=—=-Y"2ra.=0.*, j=12,..n=3N-Kk,
dt[aq,} aq, 204407 ]

2.27)
Y agd+a, =0, s=12..r
i1

gdjejeL=T- U= L(ql,qz,...,qn,ql,qz,...,qn,t) Lagrangian sustava, a As Su mnozitelji veza.

Jednadzbe (2.27) tvore sustav od n + r obiCnih diferencijalnih jednadzbi Il reda za n
generaliziranih koordinata g;(t) i r nepoznatih mnozitelja veza ks(ql,qz,...,qn,ql,qz,...,qn,t).

Gornje jednadZbe slijede iz poopCenja izraza (2.18) za slu€aj kad postoji i r neholomnih
veza (2.7):

. d oT oT C
oq.| ———— 0. - Aa. :O, 2.28
Z q'[dtaqj aq QJ Z s SJJ ( )

gdje je funkcija Lagrangeovih multiplikatora As da osiguraju da koeficijenti uz r zavisnih
varijacija generaliziranih koordinata 6g; budu nula.
Primjer 5. Lagrangeovi multiplikatori

Umjesto opéeg dokaza, metod multiplikatora veza ilistrirajmo na jednostavnom primjeru.
Neka imamo diferencijalnu jednadzbu:

P(x,y,z) dx + Q(x,y,z) dy + R(x,y,z) dz=0. (2.29)
Ako su X, yi z linearno nezavisne varijable jedino rjeSenje je:

P=0 Q=0 R=0.
Ali, ako medu 3 varijable X, y, z postoji jedna diferencijalna veza oblika:

A(X,y,z) dx + B(x,y,z) dy + C(x,y,z) dz = 0. (2.30)

samo su dvije varijable, recimo x i y, linearno nezavisne. Za diferencijal dz iz jednadzbe veze
slijedi:

dz= —édx—Edy,
C C

Sto zamjenom u polaznu jednadzbu daje (P —%} dx+(Q—%} dy=0,
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. . RA RB
sa rjeSenjem: P-—=0, -—=0.
] ] C Q C

Ako problem Zelimo rjesSiti metodom mnozitelja veza, svaka veza se prvo pomnozi s
neodredenim Lagrangeovim multiplikatorom A.:

M+AB+AC=0
i potom pridoda pocCetnoj jednadzbi, Sto daje:
(P+MA)dx +(Q+AB)dy+(R+AC)dz=0. (2.31)

Lagrangeov multiplikator se odredi iz uvjeta da je koeficijent uz diferencijal zavisne varijable
nula:

A=—=,
C

Sto gornju jednadzbu prevodi u jednadzbu u kojoj se pojavljuju samo diferencijali nezavisnih
varijabli:

(P+MA)dx+(Q+AB)dy =0,
sa rjeSenjem:
P+LA=0 Q+AB=0.
Uvrstavanjem vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora u ovo rjeSenje opet naravno dobijamo:

P RA_ o RB_§
C C

Uvodenjem mnozitelja veza promjenili smo originalnu jednadzbu (2.29) u jednadzbu koja
sadrzi dodatne Clanove (2.31) u kojoj su koeficijenti uz diferencijale svih varijabli, i
nezavisnih i zavisnih, nula. Uvjeti iSCezavanja koeficijanata uz diferencijale zavisnih varijabli
upravo odreduju vrijednosti Lagrangeovih multiplikatora.

Kao i u slucaju holonomnih veza, da bi se sustav gibao u skladu sa r neholonih veza tipa
(2.7) moraju djelovati neke sile reakcije R, . Ako zamislimo da su to aktivne sile koje djeluju

na nacin da gibanje sustava ostane nepromjenjeno, sve neholonomne veze bile bi eliminirane i
umjesto (2.28) dobili bi:

Zn:5qj[ga—.T—a—T—Q,-—Q,-’J=0, (2.32)
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gdje su Q;” dodatne generalizirane sile koje osiguravaju vaZenje neholonomnih veza. Poredeci
(2.28) i (2.32) vidimo da Lagrangeovi multiplikatori odreduju generalizirane sile Cije
djelovanje osigurava vazenje neholonomnih veza (2.7), tj.

Q=Y Aay. (2.33)
s=1

Primjer 6. Ekvivalentnost Lagrangeove i Newtonove formulacije mehanike.

Ve¢ smo vidjeli da iz Il Newtonovog zakona u slucaju idealnih holonomnih veza slijedi
d"Alembertov princip, pa onda i Lagrangeove jednadZbe koje smo iz njega izveli. Ako nema
veza, pa prema tome ni sila reakcije, iz Lagrangeovih jednadzbi za sustav N Cestica slijede
Newtonove jednadzbe. Odaberemo |i Kartezijeve koordinate Cestica za generalizirane
koordinate, Lagrangian je:

N m. - », - =
L:T—U:Z?ri —U(rl,rz,...,rN,t), (2.34)
i=1
pa je u vektorskoj notaciji:
- d =
V,.L=-V. U=F, —V.L=mr,,
i i dt i

i Lagrangeove jednadzbe zaista daju:

Evf,l_zvr,l_ & mT=F.
dt © |

Primjer 7. Matematicko njihalo

Kao primjer konzervativnog sustava sa idealnim holonomnim vezama razmotrimo
matematicko njihalo — Cesticu koja se giba po kruznici u vertikalnoj ravnini Slika 7. Na
Cesticu djeluje tezina — gravitacijska sila Zemlje i neka sila reakcije koja prisiljava Cesticu da

ostane na vertikalnoj kruznici radijusa R (napetost niti T, na primjer).

y
Slika 7.
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Gibanje Cestice ograniCavaju dvije idealne holonomne veze — Cestica mora ostati u
vertikalnoj z = 0 ravnini i na kruznici radijusa R. Jednadzbe veza su:

z=0 XX+ y =R

pa matematicko njihalo ima samo jedan stupanj slobode n = 1. Za generaliziranu koordinatu
odaberimo otklon njihala od ravnoteznog polozaja 0. Gravitacijska sila na Cesticu je + mg] , te
je potencijalna energija U(y) = — mgy + C. Odaberimo konstantu C tako da U = 0 u
ravnoteznom poloZaju njihala, tj. U(y) = mgy — mgR. Cestica ima samo 6-komponentu brzine,
pa su kinetiCka i potencijalna energija izrazene preko generalizirane koordinate 6:

= %mR2 6? U(8) = mgR(cosh - 1),
i Lagrangian njihala je:
L=L(s,6) :%Rzéz—ng(cose -1). (2.35)

Lagrangeova jednadzba (2.20) za matematicko njihalo je:
6+ Zsine=0. (2.36)
R
Mnozecisa 0 lako je integrirati (2.36) i dobiti:

%92 =~ (cos8 +C), (2.37)

9
R
prvi integral jednadzbe gibanja (2.36), Sto je naravno zakon oCuvanja energije njihala:

E=T+U= %RZ 8% + mgR(1-cosB) = const. (2.38)
Izrazi (2.37) 1 (2.38) su identiCni ako za konstantu integracije odaberemo: C = LR_l'
mg
Vrijednost konstante E (ili C) odreduju tip gibanja matematickog njihala:
e C>1 < E>2mgR = 6°>0 - konstantna rotacija,
e C=1< E=2mgR = #°>01i 6=0 samoza 6=n - asimtotska rotacija,

e —1<C<1 < 0<E<2mgR = 0=0 za o ==+arccosC - titranje izmedu
-—al+a,

e C=-1< E=0 < 6=0=0 - mirovanje u stabilnom ravnoteZnom poloZaju,

e C<-1o E<0 < 0°<0 - nefizikalni slucaj.
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Fizikalno interesantan sluCaj je oscilatorno gibanje za 0 < E < 2mgR.
U aproksimaciji malih osilacijaje 6 ~0,tj. sin® = 0 ijednadzba gibanja njihala postaje:
6+39=0,
R
ista kao i za linearni harmonicki oscilator (1.72), sa rjeSenjem:

0(t) = acos(wt + @),

gdje je kutna frekvencija: o = \/% , a period malih oscilacija njihala:

T=2n \/E . (2.39)
g

Amplituda o i poCetna faza ¢ odreduju se iz poCetnih uvjeta:

8,= acosp i 8,=— oasing.

U opcéem slucaju, odaberemo li za konstantu C = — cosa, gdje je a. amplituda njihala, prvi
integral jednadzbe gibanja (2.37) moze se napisati u obliku:

. _ 2\/§‘/sin2g—sin2g,
dt R 2 2

Sto je diferencijalna jednadzba | reda koja dozvoljava separaciju varijabli:

. A
oo il

sin® ——sin” —
2 2

sa rjeSenjem:
D=2 k=sinZ, (2.40)
R . ,0 2
2

gdje smo, bez gubitka opcenitosti, odabrali da je t = 0 kad je Cestica u ravnoteznom poloZaju.
Smjenom varijabli: sing =ku, cosgd(gj =kdu, d(gj =ﬂ, rjeSenje jednadzbe
2 2 \2 2) \J1-k2u?

gibanja matematickog njihala postaje:
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Et:!\/(l_u;)’(ul_kzuz). (2.41)

Izraz na desnoj strani u (2.41) je dobro definirana funkcija gornje granice u, tj. kuta 0. Integral
se naziva elipticni integral prve vrste i ne moZe se izraziti pomocu elementarnih funkcija, ve¢
samo numericki raCunati — postoje numericke tabele i kompjuterski programi.

Fizikalno najinteresantniji karakteristika njihala je njegov period T. Ako njihalo ut =0
krene iz ravnoteznog polozaja 6 = 0, u poloZaj amplitude 6 = o dospije u trenutku t:£, pa iz

(2.41) za period njihala slijedi:

L, du
s [

ili smjenom u =sinx:

(2.42)

T:4\/E f—d“
g 3V1-k?sin?x

e N _ s o (L Y (I |
Razvijelimo li podintegralnu funkciju u red: (1—k sin x) 2 =1+2Wk sin“" x, 1
~ (2n)1

integriramo ¢lan po Clan, $to je moguce jer red uniformno konvergira, koristeci:

(2n-1)nm

(2n)r 2’

dxsin®'x =

O 0 | =

za period njihala konacno dobijamo:

T :2n\/§ {1+2{(2(2;)1”)”Tk2n}:

2 2 2
—on IR 1+(1j sin2g+(£j sin4g+(l'3—'5j sint Sy ]
g 2 2 2-4 2 2-4-6 2

Period matematickog njihala ovisi o amplitudi . Samo prvi ¢lan u gornjem redu je ne
ovisi 0 o i isti je kao i u sluCaju malih oscilacija. No, zavisnost je slaba (red brzo konvergira),

'er'enr(';akizaoc:E drugi ¢lan u redu je i rvog, a treci je i rvog, itd
JEr je npr. 3’ g 116p g, 11024p g, Ita.

Pogledajmo sad na jednostavnom primjeru kako odabir generaliziranih koordinata utjeCe
na jednadzbe gibanja sustava.
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Primjer 8. Cikloidno njihalo

Sustav koji nazivamo cikloidno njihalo je Cestica koja se bez trenja giba po cikloidi u
vertikalnoj ravnini — jedina razlika u odnosu na matematiCko njihalo je putanja Cestice,
cikloida umjesto kruznice. Cikloida je krivulja koju opisuje toCka na rubu kotaCa radijusa R
koji se bez klizanja giba po horizontalnoj podlozi kao na Slici 8.

Y,
_____________O_\________> X

C

M N

y
0 P Q X
<MCQ =¢’

Slika 8.

Koordinate proizvoljne toCke M, Ciji je pocetni poloZaj u ishodistu O, cikloide prema slici su:
X =0P=0Q-PQ=0"Q-Rsing’,
Yy =PM=QC-NC=R-Rcos®".

gdje je ¢ kut rotacije kotaca.

Uvjet kotrljanja bez klizanja zahtijeva: O"Q = luk (MQ) = R¢@", pa su parametarske jednadzbe
cikloide:

X' =R(@"-sing’), Yy =R(1-cos@"). (2.43)

Jasno je da za cikloidno njihalo trebamo obrnutu cikloidu po kojoj Cestica moze oscilirati.
Jednadzbe takve cikloide, najjednostavnije je naci ako jednadzbe (2.43) prevedemo u xOy
koordinatni sustav s centrom u polozaju stabilne ravnoteze Cestice O. Smjenama:

x=X —-nR, y=-y +2R, O=0+m,
dobijamo parametarske jednadzbe cikloide u vertikalnoj ravnini:

X=R(@+sing), y=R(1-coso), (2.44)

po kojoj se Cestica giba.
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Sustav ima jedan stupanj slobode gibanja i za generaliziranu koordinatu mozemo odabrati
kut rotacije ¢ . Kako je iz (2.44):

X =R(¢+¢cosp),  y=Rg¢sing,
kinetiCka energija Cestice je:

T = 2mR?*¢p*cos’ %

Kao i u slucaju matematickog njihala biramo da minimum gravitacijske potencijalne energije
Cestice nula u polozaju stabilne ravnoteze ¢ = 0, pa je: U = mgy = mgR(1 — cos ), tj.

U= 2ngsin2% ,
te je Lagrangian:
L=L(p,¢)=T-U=2m ch‘pzcoszg - 2ngsin2% (2.45)
Jednadzba gibanja cikloidnog njihala d % _oL. 0 jeonda:
dt\o¢ ) 00
.0 1( ., g). O
COS——— +=1sih—=0, 2.46
$oos 2[@ Rj 5 (2.46)

komplicirana nelinearna diferencijalna jednadzba Il reda.

Ali, odaberemo li za generaliziranu koordinatu s elongaciju Cestice, tj. duljinu luka
cikloide koja je predeni put Cestice mjeren od ravnoteznog polozaja, iz izraza za kinetiCku
energiju:

_1 (ds 2_ 2.2 20
T=—m| —| =2mR“¢°cos” =,
2 \dt 2

slijedi: ds = 2Rcos%d(p, pa se integracijom dobija veza nove i stare generalizirane

koordinate:

s= 4Rsin% (2.47)

Lagrangian cikloidnog njihala kao funkcija nove koordinate s je jednostavna

. 1 - 1 2
L=L(sS$)=T-U=-—-ms$ ——mgs-, 2.48
(5:9) S M~ Mg (2.48)
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kvadratna funkcija generalizirane koordinate s i generalizirane brzine $ (kao jednodimenzioni

LHO za koji je: L :%mx2 —%kx2 ), koja daje jednadzbu gibanja cikloidnog njihala:

§40's=0, wi=-L. (2.49)

Znaci, gibanje cikloidnog njihala je prosto harmonicko titranje: s(t) = s, cos(ot + o), sa
amplitudom s, , poCetnom fazom o i periodom:

T:2—n:4n\/E. (2.50)
® 9

Cikloidno njihalo je izohrono — period ne zavisi od amplitude njihala.

Zamjena generaliziranih koordinata cikloidnog njihala ¢ <> s je primjer opceg svojstva
form-invarijantnosti Lagrangeovih jednadzbi. Lagrangeove jednadzbe vaze u bilo kojem
sustavu generaliziranih koordinata, tj. precizno:

Invarijantnost Lagrangeovih jednadzbi pri koordinatnim transformacijama

Lagrangeove jednadzbe su invarijantne pri proizvoljnoj transformaciji generaliziranih
kordinata: g; — Q;(g,t) . Znaci, ako vazi:

dyobi oL 4 j=12,..n, (2.51)
dt{ oqg; ) aq;

vazice i Lagrangeove jednadZbe za transformirani Lagrangian:

L' (Q.G.t) = L[a(Q.1).4(Q.Q.t)t]. (2.52)
Zaista, kako je: ¢ = Z&Qm +%, vazi: o8, _ 99 pa je:
m:lan at an an
oL _ & oL 2q, oL 24, oL _ & oL a4, & oL aq,
0Q, amod, 0Q; &, 0Q;’ 0Q; 404, 0Q; 04, 0Q;’

dfoL zzn:g oL aqm+znla|_g aq,,
dt\ 0Q,) #=|dt\aq, )|0Q, #=oq, dt{oQ, )
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Lagrangeove jednadzbe koje daje novi L' Lagrangian (2.52) su onda:

d(oL 0 oL ) oL |aq, oL |d[eéq,) @4,
dt[an oQ, _Z{dt[ j_aq }ag-im {E[ag}_a?@-]
m j m=l m | J

Prvi Clan na desnoj strani je nula po pretpostavci (2.51), a drugi je nula jer je:

o¢ 0 d 0 : 0’ d{o
qm: qm:z Om QI+ O - Om ,
0Q, 0Q, d 1£0Q,0Q ' 0Q,ot dt|aQ,

Sto znaCi da zaista vrijedi:
dpoL ) oL _
dt( 0Q;) @Q,

Napomenimo na kraju kako se u Lagrangeov formalizam uvode sile trenja ili opcenitije
sile otpora sredstva. Sile otpora sredstva su rezultat ogromnog broja kompliciranih, uglavnom
elektromagnetskih interakcija, izmedu atoma (molekula) — znaCi kvantno mehaniCkih
interakcija, materijalnih objekata u relativnom gibanju. Ukupna sila otpora zavisi od vrste
atoma, oblika i stanja povrSine tijela, relativne brzine, itd. Zato se za silu otpora koriste
razliciti aproksimativni, fenomenoloski izrazi prilagodeni tipu sustava koji se razmatraju.

Sile otpora F, su najéeS¢e nepotencijalne i koriste se Lagrangeove jednadZbe (2.22). Na
primjer u hldrodlnamlu Je Cesto sila otpora proporcionalna brzini Cestice (Stokesov zakon), tj.

F, =-n, Xi —r]yyj r]zzk gdje u opéem slucaju koeficijent trenja moZe zavisiti od pravca

koordinatne osi. Takva sila trenja moze se derivirati iz disipativne funkcije sustava £

1y 2 2 2
:EZ(nxVix +nyviy +nzviz )’ (253)

i=1

kao negativni gradijent po komponentama brzine Cestive:

Er, = _vvi F
Ukupni rad protiv sila trenja je onda
N N
dWy ==Y F, df, =—>"F, v,dt =2 Fdt, (2.54)
i=1 i=1

Sto znaCi da disipativna funkcija predstavlja dvostruku snagu disipacije mehaniCke energije
fizikalnog sustava uslijed sila trenja.

Komponente generalizirane sile Q;* koju pridruzujemo silama trenja su prema (2.13) i (2.9):
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N . ATf N N ar oF

Q*=>F -—=-)V, F—:— — =
j izzl:t-. oq; 1= i oq; ,21: 8qJ aq; - (2.55)

Umjesto (2.22), Lagrangeove jednadzbe sada postaju:

d[a"J oL, oF o, j=12..n (2.56)

dt{ oqg; ) aq; aqj
Ako djeluju sile trenja (proporcionalne brzini Cestice), da bi se dobile jednadzbe gibanja,
pored Lagrangiana L, treba poznavati i disipativnu funkciju sustava £ .

2.2 Zakoni o¢uvanja

U Lagrangeovoj formulaciji mehanike moze se pokazati veza izmedu prostorno-
vremenskih simetrija fizikalnog sustava i zakona oCuvanja. Povezanost simetrija Lagrangiana
(ili Hamiltonijana) fizikalnog sustava i zakona oCuvanja poznata je kao Noether teorem
(Emmi Noether 1918.) i ima veliki znacaj u poopcenju klasicne mehanike na teoriju polja
(teoriju gibanja sustava sa neprebrojivo mnogo stupnjeva slobode). Noether teorem u osnovi
tvrdi da za svaku grupu kontinuiranih transformacija generaliziranih koordinata g; i brzina g;

koje ostavljaju invarijantnim Lagrangian sustava postoji jedna oCuvana fizikalna velicina.

Razmotrimo osnovne prostorno-vremenske transformacije fizikalnih sustava: vremenske
translacije, prostorne translacije i prostorne rotacije. Klasicni princip relativnosti zahtijeva da
u bilo kojem IRS-u (referentni sustav u kome su prostor i vrijeme su homogeni i izotropni),
ove transformacije koje su podgrupe Galilejeve grupe, budu transformacije simetrije svakog
izoliranog fizikalnog sustava.

Lagrangian izoliranog konzervativnog sustava sa N Cestica je:

L=L(fft)=T ZN:%mF

Nll—\

ZN:U (r,), (2.57)

gdje je U potencijalna energija unutarnjih sila kao u (1.47) koje zavise od relativne udaljenosti
Cestica: r; =‘?i —?J‘

e Vremenske translacije_ = ocuvanje energije

Da bi infinitezimalna vremenska translacija:
t—t =t+ 3t SF, =dF, =0, (2.58)

bila simetrija Lagrangiana (2.57) mora vrijediti:
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) oL oL

sL=L(r.7,t+5t)-L(F.F, t)="rat=0 = 20, (2.59)

tj., Lagrangian ne smije eksplicitno zavisiti od vremena. Potpuna vremenska derivacija
Lagrangiana je:

N N ..
dL _ DIAARS A
t =1 i=1
pa iz Lagrangeovih jednadzbi:
d
V.L-—V,L=0, (2.60)
i dt i
slijedi:
d N . N .
a[L—Zfi-thJ:o = L-) T-V,L=const., (2.61)
i=1 i=1

pa vrijedi:
E=T+ U= const. (2.62)

Posljedica invarijantnosti Lagrangiana pri vremenskim translacijama je zakon oCuvanja
energije sustava.

e Prostorne translacije = ocuvanje impulsa

Da bi infinitezimalna prostorna translacija:

T, > T'=T, +0r,, ot =0, (2.63)
bila simetrija Lagrangiana (2.57) zbog zahtjeva:
SL=L(F, +87,,7,,t) - L(T,, T, t)= o7, - ZV L=0,

mora biti:

N N _ N
dV,L=0= %thLzo = P=)p, =const. (2.64)
i-1 i—1 i1
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Iz invarijantnosti Lagrangiana pri prostornim translacijama slijedi zakon oCuvanja impulsa
sustava.

e Prostorne rotacije = ocuvanje anqgularnog momenta

Da bi infinitezimalna rotacija za kut d@ :
OF, =3¢ xT,, OF =0pxF,  &t=0. (2.65)

bila transformacija simetrije, mora vaziti:

Kako je kut rotacije d¢ proizvoljan iz Lagrangeovih jednadzbi (2.60) slijedi zakon oCuvanja
momenta impulsa (angularnog momenta):

d N7
( F) F xP; )=5¢J'—Zfixﬁi=0 = L:ZI.:COHS'[ (2.66)

(4]
-el
i

e Specijalne Galilejeve transformacije = zakon centra mase

U sluCaju specijalnih Galilejevih transformacija koje prevode jedan IRS u drugi koji se giba
konstantnom brzinom ¥ :

F.>T =F+Vt, V=const, &t=0. (2.67)

transformirani Lagrangian je:

N 1 N
‘= z +Zp? z (2.68)
i=1 2 =1
Promjena Lagrangiana (2.57) pri specijalnim Galilejevim transformacijama (2.67) je:
SL:%(M?C).VJF%MVZ =%(MFC-I7)+const.. (2.69)

lako, 8L nije nula, za Lagrangian (2.57) svejedno kazemo da je invarijantan pri
transformacijama (2.67), jer transformirani Lagrangian L~ u (2.68) daje iste Lagrangeove
jednadzbe kao i originalni Lagrangian L. Lagrangiani koji se razlikuju samo do na aditivnu
konstantu ili totalnu vremensku derivaciju proizvoljne funkcije f(g,t) generaliziranih
koordinata i vremena (ali, ne generaliziranih brzina) su ekvivalentni jer daju iste Lagrangeove
jednadzbe, u skladu s (2.52). Zaista, ako je:
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z i&_:ﬂ,
dt at - oq; aq,

imamo:

d[iél_}_a&__daf o df

dt\og, | oq,  dtog, og, dt

Za promjenu Lagrangiana pri transformacijama (2.67) mozemo prema (2.60) pisati i:

SLZZN:(SFi.VrILJré;ri-VhL)zzN:(Vtf) Vﬁ)zi[m.iﬁi} (2.70)

i=1 i=1

Poredeci (2.69) i (2.70) dobijamo zakon gibanja centra mase:

N
Z = const. (2.71)

—11

U Lagrangeovoj formulaciji, kao i u Newtonovoj, vaze isti zakoni oCuvanja. Ali, Lagarnge-
ova formulacija pokazuje da postoji intimna veza izmedu kontinuiranih prostorno-vremenskih
transformacija simetrije fizikalnih sustava i osnovnih zakona oCuvanja energije, impulsa,
angularnog momenta i centra mase koji vrijede za gibanje izoliranih fizikalnih sustava.

Veza zakona oCuvanja i transformacija simetrije fizikalnih sustava postaje najociglednija

u najkompletnijoj formulaciji klasicne mehanike — Hamiltonovoj (kanonskoj) formulaciji koju
¢emo sada razmotriti.
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3. Hamiltonov formalizam

Hamilton (1805-1865) je razvio aksiomatsku formulaciju klasicne mehanike baziranu na
ekstremalnom varijacionom principu koja odreduje ne samo poloZaj, ve¢ kompletno
mehaniCko stanje sustava u generaliziranim koordinatama. Poseban znaCaj Hamiltonovog
formalizma je mogucnost generalizacije na grane fizike izvan mehanike — statisticku fiziku,
kvantnu mehaniku, teoriju polja, itd. U modernoj fizici se za svaku fizikalnu teoriju zahtijeva i
Hamiltonova formulacija. Najbolja ilustracija znaCaja ove formulacije je naziv koje mnogi
autori daju Hamiltonovoj formulaciji teorije i Hamiltonovim jednadzbama gibanja — kanonska
formulacija i kanonske jednadzbe gibanja (grcki: kanon — pravilo, propis).

3.1 Hamiltonov princip

Svaki fizikalni sustav u Hamiltonovom formalizmu opisan je Hamiltonijanom H sustava
Cije poznavanje je ekvivalentno poznavanju Lagrangiana sustava. Osnovni postulat teorije je
Hamiltonov princip (ili princip minimalnog djelovanja) koji se formulira preko funkcionala
djelovanja (akcije) fizikalnog sustava.

Djelovanje (akcija) 1[q] fizikalnog sustava opisanog Lagrangianom L(qj,qj,t) =T-U,

(1 = 1,2,....,n), definira se kao integral po vremenu Lagrangiana sustava izmedu pocetnog t; i
krajnjeg trenutka to, tj.:

Ilq] = Tdt L a(t)q(t).t]. (3.1)

4

Funkcional je matematiCki objekt koji zavisi od oblika funkcije/a. Djelovanje I[q] zavisi od
putanje sustava gj(t) u (3.1) izmedu dviju fiksnih konfiguracija g;(t1) i gj(t2) u poCetnom i
krajnjem trenutku. Simbol q je skraCenica koja oznaCava skup svih generaliziranih koordinata
a;-

Hamiltonov princip

Djelovanje (akcija) fizikalnog sustava opisanog Lagrangianom L = L(q,q,t) ima ekstrem
(minimum) duz stvarne putanje sustava, tj. varijacija djelovanja je nula duz stvarne putanje
sustava:

dl[q] = 0. (3.2)
Varijacija akcije dl se definira kao ol = ol g, gdje je g infinitezimalni parametar koji
€.
Jlej=o0

razlikuje moguce putanje g;. Kao i u analizi realnih funkcija, iSCezavanje prve derivacije je
potreban uvjet ekstrema. Dodatnim trazenjem druge derivacije moze se pokazati da duz
stvarne putanje djelovanje fizikalnog sustava ima minimum.
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Kako je Lagrangian invarijantan pri koordinatnim transformacijama u konfiguracijskom
prostoru (2.52), Hamiltonov princip vrijedi u bilo kojem sustavu generaliziranih koordinata.

Hamiltonov princip je specijalni slucaj matematickog problema racuna varijacija koji su
rjesili Euler i Lagrange:

Varijacioni problem sa fiksnim krajnjim to¢kama:

Problem je naci funkcije vi (x) za koje funkcional S[y] definiran izrazom:
SIS E 1S { (ZRYAR ARWIR AR } (3.3)
ima ekstrem, uz fiksne rubne uvjete:

yi (x2) = yi™ = const. ;i (x2) = yi® = const., (3.4)

gdje je: vi’ :L, (i=1.2,...,n).
dx

RjeSenje ¢emo naci za slu€aj n = 1 jer je generalizacija na proizvoljni broj stupnjeva slobode n
ocigledna. Trazimo rjeSenje varijacionog problema

3S[y] = Sﬁdxf (y, y’,x)} =0. (3.5)

X1

Neka je rjeSenje gornjeg varijacionog problema funkcija y = y(x). Prozvoljnu funkciju n(x.s)
koja zadovoljava rubne uvjete, tj. prolazi fiksnim toCkama (x1,y1) i (X2,¥2), kao na Slici 9.
parametrizirajmo pomocu realnog parametra g(x) koji je njeno odstupanje od stvarnog
rjeSenja y(x). Funkcional S[y] Ciju varijaciju trazimo zavisi od proizvoljne takve funkcije
n(x,e) definirane kao:

n(xg) = y(x) + 8y(x) = y(x) + eh(x), (3.6)
koja zadovoljava fiksne rubne uvjete:
h(x1) = h(x2) = 0. (3.7)

Za infinitezimalne vrijednosti parametra €, razvojem u Taylorov red je: S[n] = S[y] +8S + ...,
poslije parcijalne integracije varijacija funkcionala S je:
Eo}xl

ss:ds—[”] =sjdxh ﬂ—ii +€ ha—f,
" on dxon o on

de

szsj.dxﬂmﬂ,h’
;len an

e=0 £=0



zbog uvjeta (3.7). Da bi funkcional S imao ekstrem mora biti 8S = 0, Sto znaCi da trazena
funkcija y mora zadovoljavati Euler-Lagrangeovu jednadzbu:

oa_do g (38)

(X2,Y2)
n(x.e)

y(X)

(X1, Y1)

Slika 9.

U sluCaju n stupnjeva slobode, za svaku funkciju y; mora vaziti po jedna Euler-Lagrangeova
jednadzba, tj. potreban uvjet da funkcional S[y] (3.3) ima ekstrem je:

2% —0, (i=12,..n). (3.9

Primjer 1. Brahistohrona krivulja (grcki: brachys — kratak; chronos — vrijeme, trajanje)

Kao primjer Euler-Lagrangeovih jednadzbi razmotrimo Kklasicni problem nalazenja krivulje
u vertikalnoj ravnini duz koje se mora gibati Cestica koja pod utjecajem tezine iz mirovanja
padne u zadanu toCku za najkrace vrijeme (poznati problem u matematici ¢ijom analizom je
Bernoulli postavio temelje varijacijskog racuna).

(0,0) X

<l

xy)

Slika 10.
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Odaberemo li koordinatni sustav tako da je pocetna toCka ishodiSte, kao na Slici 10., vrijeme
dt za koje CGestica prijede put ds =./dx*+dy® =dx/ 1+y"? po krivulji je: dt = E Zakon
%

-2
1+—y dx .
29y

oCuvanja energije daje: E; =0 %mvz—mgy, tj. v = 429y, pa je: dt =

Integracijom je funkcional t[y] koji treba minimizirati:

] = | dx% | 1+yy' . (3.10)

Uvjet 6t[y] = 0 daje Euler-Lagrangeovu jednadzbu:

1
of d of +y'?)2
—————=0, gdje je: f(y,y,x)= [ j : (3.11)
oy dxoy 29y

koju je najlakse rjeSiti ako iskoristimo Cinjenicu da f ne zavisi eksplicitno od x, Sto znaci da je

af_Otj vamﬁ_yﬂ ”af yiﬂ{iy)ﬂ d yﬂ pa je:
ox dx "oy ~ oy ~dxoy \dx’ Joy dx|’ oy '

, of - - y
f —y'— = const., ili eksplicitno: dx = .| ——dy.
oy \y-C
29

Smjenom y = Csin 5 zadnja jednadZba postaje: dx = Csin® 2d(p koja se odmah integrira u

jednazbu brahistohrone:
=%((P—Sintp), y=%(1—coscp). (3.12)

Izaberemo li konstantu integracije C = 2R, gornje jednadzbe postaju identiCne jednadzbama
cikloide (2.43). NajkraCe vrijeme potrebno Cestici da stigne u krajnju toCku je Cetvrtina

perioda (2.50) odgovarajuceg cikloidnog njihala t :£ = n\/E.
g9

Lagrangeove jednadzbe za konzervativni sustav sa idealnim holonomnim vezama ocuto su
Euler-Lagrangeove jednadzbe (3.9) koje osiguravaju vazenje Hamiltovog principa, ftj.
ispunjenje uvjeta ekstrema (minimuma) akcije (3.2):

_ dfoL) oL .
Sllq]=0 < E[aqj s =0, (i=12,..0). (3.13)

Stovise, vazi ekvivalentnost d’Alembertovog (2.12) i Hamiltovog principa (3.2). Zaista,
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Mf
Mz

ZN:(F mr) EZNl:

i=1

m7 —5W 3T, (3.14)

Q_

i=1 i=1

gdje je 8T promjena kinetiCke energije pri virtuelnom pomaku sustava dr,. Ako integriramo
(3.14) po vremenu od t; do t, , zbog fiksnih rubnih uvjeta:

OF,(t,) =0or,(t) =0, (3.15)
dobijamo:
N .
J.dt (BW+8T)= > m,[7,(t,)- 8%, (t,) - 7,(t) SR (t)]=0.  (316)
t i=1
Ako je sustav konzervativan vazi:
N N
=3 F-8F, == 8F,-V,U(F, T, Ty )= —8U, (3.17)
i=1 i=1

tako da je:

t, t, t,
[dt(ew+5T)= [dts(T-U)=[dtsL =0.
t t t
Kako su krajnje tocke fiksne, mozemo zamjeniti redoslijed integracije i varijacije i dobiti:

(r:i_mi?i).srizo PN éTdtL=0. (3.18)

4

e

I u opcenitijem slucaju, kad postoje i nepotencijalne komponente generaliziranih sila
(2.16) polazeci od Hamiltonovog principa u obliku:

8l =Tdt6(T+W)=O, (3.19)

4

i djele¢i ukupan rad aktivnih sila na virtuelnom pomaku sustava na rad potencijalnih i rad
nepotencijalnih komponenti:

te koristeci:
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dobijamo Lagrangeove jednadzbe (2.22). U svim sluCajevima iz Hamiltonovog principa
slijede iste jednadzbe gibanja kao i u Lagrangeovoj formulaciji.

Ve¢ smo vidjeli, kao u relaciji (2.52) ili specificnom primjeru (2.69), da Lagrangian
fizikalnog sustava nije jednoznatno odreden. Hamiltonov princip (3.2) omogucuje da se
precizno odredi kolika je nejednoznaCnost Lagrangiana.

Ako djelovanju (akciji) I[q] fizikalnog sustava dodamo konstantu nec¢emo promijeniti
jednadzbe gibanja — Lagrangeove jednadzbe, koje slijede iz uvjeta 5l[q] = 0.

Definicija: BaZzdarne (gauge) transformacije

Ako je fizikalni sustav opisan Lagrangianom L = L(q,q,t), tada bilo koji ekvivalentni
Lagrangian L" iz klase funkcija:

L =aL +%f(q,t), (3.20)

gdje je o realna konstanta, a proizvoljna funkcija f smije zavisiti od generaliziranih
koordinata g, i vremena, ali ne i od generaliziranih brzina q;, daje iste Lagrangeove

jednadzbe, tj. istu putanju sustava.

Ovakve transformacije koje mijenjaju Lagrangian sustava L — L°, bez utjecaja na
fiziku, nazivaju se bazdarnim (gauge) transformacijama.

Zaista, pri gauge transformaciji (3.20) akcija sustava se promjeni samo u 1":
t, d
I” = |dt| aL+—f(q,t)| = al +const.,
{ { Tl )}

zbog fiksnih rubnih uvjeta: dg;j(t) = 8q;(ty) = 0.

Bazdarne transformacije su vazne u elektrodinamici i kvantnoj mehanici, a osobito u
kvantnoj teoriji polja — teorije elementarnih Cestica su gauge teorije, tj. teorije kvantnih polja
koja imaju svojstva lokalne gauge simetrije.

Najpoznatiji primjer teorije koja posjeduje gauge simetriju je klasiCna elektrodinamika.
Gauge transformacija (3.20) u elektrodinamici je transformacija elektromagnetskih potencija
®iA, oblika:

AW

q3_>cp’=cp_a, A5 A=A+VA, (3.21)

gdje je A = A(?, t) proizvoljno skalarno polje. Transformacije (3.21) nemaju fizikalnog efekta
jer ostavljaju invarijantnim elektromagnetska polja:
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E- vo_%A  BovxA,
ot

Sto znacCi da ne mijenjaju elektromagnetske sile na nabijene Cestice, ali mijenjaju Lagrangian.
Na primjer, Lagrangian Cestice naboja e u elektromagnetskom polju (2.26), transformacijama
(3.21) prelazi u:

L = L+e‘2—/t\+e?w\=|_+e%/\(r,t), (3.22)

u skladu sa (3.20).

3.2 Hamiltonove (kanonske) jednadzbe

Da bi se odredio polozaj Cestice u trenutku t + dt, u prvoj aproksimaciji, treba poznavati i
poloZzaj i brzinu Cestice u trenutku t, jer je: T;(t+dt) =T, (t) +?i (t)dt, Sto znaCi da je mehanicko
stanje sustava odredeno polozajem i brzinom Cestica u jednom trenutku. U Lagrangeovoj
formulaciji svakom stupnju slobode gibanja odgovara jedna generalizirana koordinata g;j, a
mehaniCko stanje sustava je odredeno sa 2n vrijednosti generaliziranih koordinata i
generaliziranih brzina {qj(t),qj(t)}. Sustav je opisan Lagrangianom L = L(q,q,t) koji se

smatra funkcijom 2n + 1 nezavisne varijable, iako je §; derivacije od q;. Postoji n jednadzbi

gibanja — Lagrangeovih jednadzbi (diferencijalne jednadzbe Il reda), ali 2n pocCetnih uvjeta
neophodnih da se odredi pocCetno stanje sustava.

U Hamiltonovoj formulaciji uklanja se gornja asimetrija. Gibanje sustava N Cestica sa n
stupnjeva slodode odredeno je sa 2n jednadzbi gibanja — Hamiltonovih (kanonskih) jednadzbi,
koje su obicne diferencijalne jednadzbe I reda. Partikularno rjeSenje Hamiltonovih jednadzbi
zahtijeva poznavanje pocetnih vrijednosti svih 2n kanonskih varijabli — generaliziranih
koordinata g; i njima pridruzenih generaliziranih momenata p;.

Definicija: Generalizirani moment p
Generalizirani moment (impuls) pridruzen generaliziranoj koordinati g; je:

oL

-G (=12 (3.23)

P;

Mehanicko stanje sustava sa n stupnjeva slobode u trenutku t odredeno je vrijednostima 2n
kanonskih varijabli {q;(t),p;(t)}, tj. jednom to¢kom u faznom prostoru fizikalnog sustava
(2n dimenzionalni prostor €iju bazu Cine kanonske varijable).
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Prijelaz sa Lagrangeove na Hamiltonovu formulaciju (i obratno), zahtijeva invertiranje
jednadzbi (3.23), tako da se n generaliziranih brzinag; izrazi preko kanonskih varijabli g; i pj,

tj.:
(323) = p;=p(An by G lpt) & A= (A Gy PrenPut), (3:24)
Sto je uvijek moguce ako sustav nije degeneriran, tj. ako je ispunjen uvijet:

o°L
aq;0q,

det #0. (3.25)

Napomena: Prijelaz sa Lagrangeove na Hamiltonovu formulaciju mogu¢ je i za
degenerirane sustave, one za koje ne vazi (3.25), kao Sto je pokazao P.A.M. Dirac 1950.
Takav, kompliciraniji slucaj, nema veliki znaCaj u klasicnoj mehanici, ali ima u kvantnoj
teoriji polja — primjeri su kvantna elektrodinamika i teorija gravitacije. Vidi npr. A. Hanson,
T. Regge, C. Teitelboim: «Constrained Hamiltonian Systems», 1976.

U Hamiltonovom formalizmu fizikalni sustav je opisan Hamiltonianom H:

Definicija: Hamiltonijan H sustava

Hamiltonian fizikalnog sustava sa n stupnjeva slobode je:
H = H(q;.pj.t) :ZpiQi -L, (3.26)
i=1

gdje je L = T - U = L(q,q.t) Lagrangian sustava. Hamiltonian je funkcija 2n + 1
nezavisne varijable — n parova konjugiranih kanonskih varijabli (gjp;) i eventualno
eksplicitna funkcija vremena ako sustav nije izoliran.

U matematici se transformacija (3.26), tj. L(qj,qj,t) - H[qj,%,tj, naziva Legendreovom
q;

transformacijom. Koriste¢i definicije (3.26) i (3.23) i Lagrangeove jednadzbe, lako je naci

Hamiltonove jednadzbe:

H . &6, & oL aq,
—=(;+ P; . =q;,
ap, le op, =aoq,0p;

OH oo oL L oL

a_qj_i:l q; oq; i:la_Qiaqj

- = p_,
aq, !

tj. za gibanje fizikalnog sustava vrijede:
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Hamiltonove (kanonske) jednadzbe

Za holonomni konzervativni sustav sa n stupnjeva slobode Hamiltonove (kanonske)
jednadzbe su:

oH oM

g . Pj=——, (=12...n). (3.27)
op;

Hamiltonove jednadzbe za fizikalni sustav sa n stupnjeva slobode gibanja Cine sustav od 2n
obicnih diferencijalnih jednadzbi | reda.

Iz definicije Hamiltonijana (3.26) veza izmedu vremenskih derivacija Hamiltonijana i
Lagrangiana je:

H__a

=——. 3.28
ot ot (3.28)

ZnaCi, ni Lagrangian, ni Hamiltonian, konzervativnog (ili opcenitije potencijalnog)
sustava sa stacionarnim holonomnim vezama ne zavise eksplicitno od vremena.

Lagrangian Cestice konzervativnog sustava na koju ne djeluju veze je L(F,?) =T-U=

%?2 — U(F). Cestica ima n = 3 stupnja slobode gibanja.

Ako su generalizirane koordinate Cestice Kartezijeve koordinate, pridruzeni generalizirani
momenti su:

~E i, p =L omy, p-E-m
Py % By oy Y, P, o ,

odgovarajuce komponente impulsa Cestice — zato se generalizirani momenti ponekad nazivaju
generalizirani impulsi.

Ako su generalizirane koordinate Cestice njene cilindriCne koordinate: L = T — U =

:%(pz +p%0° + 22)— U(p,,z) , pridruzeni generalizirani momenti su:
p=mp, p,=mp’p, p,=mz,

a u slucaju sfernih koordinata je: T :%(‘r2 +r29? +r%sin’g ¢2), generalizirani momenti su:
p,=mi, py=mr’6, p,=mr’sin’6¢.
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Hamiltonove jednadZbe moguce je dobiti i direktno iz Hamiltonovog principa (3.2). Fiksni
rubni uvjeti zahtijevaju 6g;(t2) = 8q;(t1) = 0, pa je:

oH oH
0=35l= éj'dtL J'dté[quJ J J.dtZ[péqurqépj - 5qj——5pjj.
4 4

a; p;

Kako je:

t, t,
jdtp 5, —J.dtpj d (69,)=(p 8, ) ~ | dtp, 8q; =—[ dtp;q; ,
t t

e fogfo S ]

Linearna nezavisnost kanonskih varijabli — generaliziranih koordinata g; i generaliziranih
momenata p;, osigurava linearnu nezavisnost njihovih varijacija 6q; i dp;, pa odmah slijede
Hamiltonove jednadzbe (3.27).

dobija se:

Donja tabela prikazuje usporedbu glavnih karakteristika Lagrangeove i Hamiltonove
formulacije klasi¢ne mehanike:

Formulacija Varijable Funkcija Jednadzbe gibanja
d oL oL
Lagrangeova 50 L=T-U ——— =0
grang (9;.4)) X o
. Lo . OH | oH
Hamiltonova q;,p; H=)> pg,-L q=—,; p =—r—
( ] J) ; j ap] j aq]

lako su sve formulacije klasicne mehanike ekvivalentne, najvaznije teorijske prednosti
Hamiltonove (kanonske) formulacije koje olakSavaju prijelaz na kvantnu fiziku su:

e Jednak broj 2n, pocetnih uvjeta neophodnih za partikularno rjeSenje jednadzbi gibanja
i nezavisnih kanonskih varijabli (gi,pi), za svaki stupanj slobode gibanja po jedan par,
koje opisuju stanje sustava,

Sto osigurava da su

e Jednadzbe gibanja fizikalnog sustava diferencijalne jednadzbe prvog reda po vremenu i
e OlaSava vizualizaciju gibanja fizikalnog sustava kao gibanje tocke u faznom prostoru.
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3.3 Zakoni ocuvanja

Hamiltonove jednadzbe odmah daju zakon oCuvanja momenta:

Zakon o¢uvanja momenta p;:

Ako Hamiltonian H ne zavisi od generalizirane koordinate gj, pridruzeni moment p; je
oCuvan:

H _ 0 = p;=const. (3.29)

oq;

Takvu koordinatu nazivamo ciklicnom.

Potpuna vremenska derivacija Hamiltoniana je prema (3.27):

dH oH (oH.  oH oH
dt ot Z[aqj % ap; p‘} ot (3.50)

j=1

Sto odmah daje:

Zakon ocuvanja Hamiltoniana H:

Ako Hamiltonian H (ili Lagrangian L) sustava ne zavisi eksplicitno od vremena, onda je
Hamiltonian oCuvana veliCina:

@ =0 = H=const (3.31)

ot

Za konzervativni sustav sa holonomnim stacionarnim vezama Hamiltonian ne zavisi od
vremena, pa je (3.31) zakon oCuvanja energije za takav sustav. Zaista, za konzervativni sustav

je a_.UZO, pa je: P :a—.L:a—.T, te vrijedi:
aq; g; j
Nm. - N m, na_l;i aF| L oT .
T:Z_Irizz — — = itk = z_.quZT’
i 2 i1 2 i0q; 00y 71 04

tako da je:

0oL . 0, oT
H:Z—qj—L:;aqj—L:ZT—(T—U):T+U:E.
i= i
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Zakon ofuvanja energije

Za konzervativni_sustav_sa holonomnim stacionarnim vezama Hamiltonian sustava H
jednak je ukupnoj energiji sustava koja je oCuvana veli€ina:

H(q,p) =T+ U=E = const. (3.32)

Primjer 2. Hamiltonove jednadzbe za Cesticu na koju djeluje konzervativna sila.

Ako su koordinate Cestice na koju djeluje konzervativna sila Kartezijeve, Lagrangian

sustavaje L=T - U = %(x2 +y? +22)— U(x,y,z), pa su generalizirani momenti p=mF,

, te je Hamiltonian Cestice:

3 |o

tj. T=
=2

H(F,ﬁ)=T+U=2p—m+U(F):E.

r2
KinetiCka energija Cestice je T = 5— . Hamiltonove jednadzbe su:
m

r|:a_:&1 p|:_a_H:_a_U:FI1 (|:11213)1
op;, m or; or;
ili eksplicitno:

g Px
m p. =F,
Y .

y="- p,=F, .

S _F

2:& P, z

m

sustav 6 obicnih diferencijalnih jednadZbi prvog reda Cije opce rjeSenje su kanonske varijable
gi(t) 1 pi(t). 1z 6 pocetnih uvjeta qi(0) i pi(0), dobija se partikularno rjeSenje koje predstavlja
putanju Cestice u faznom prostoru.

Eliminacijom momenata iz gornjih jednadzbi dobijaju se 3 diferencijalne jednadzbe Il reda:
mt, =F , koje su Lagrangeove/Newtonove jednadzbe gibanja Cestice.

Primjer 3. Hamiltonian linearnog harmonickog oscilatora.

Za jednodimenzioni linearni harmonicki oscilator Lagrangian je:
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L(x,x)=T-U =Lmee L,
2 2
Generalizirani moment je p :g—lf =mXx, pa je prema (3.26) Hamiltonian LHO:
X

p* 1
H(x,p)=T+U="—+>kx* =E.
2m 2

Hamiltonove jednadzbe su: x = B, p=-kx.
m

Eliminiramo li moment odmah dobijamo jednadzbu gibanja LHO (1.72): %+ w, x=0.

Primjer 4. Hamiltonian Cestice u spoljasnjem elektromagnetskom polju.

Vidjeli smo u Primjeru 4. Poglavlja 2. da je Lagrangian Cestice mase m i naboja e u
spoljaSnjem elektromagnetskom polju:

L=L(F#t)=T-0= %m?? _ed(F,t)+efARL),  (2.26)

pa su generalizirani momenti:

P=mr+eA = TF= (3.33)
m
Prema (3.26) Hamiltonian je: H=pf-L = ﬁ?—%?eredJ—e?-A, pa eliminacijom brzine
konacno dobijamo:
AR _ N2
H= H(7.p.t)= P~ e (3.34)
2m

Lako se uvjeriti da iz (3.34) slijede Hamiltonove jednadzbe koje su potpuno ekvivalentne
Lagrangeovim, tj. Newtonovim jednadzbama gibanja Cestice na koju djeluje Lorentzova sila
(2.23).

Hamiltonijan (3.34) je primjer ,principa minimalne supstitucije” koji tvrdi da: ako je
=2

Hamiltonian Cestice bez naboja H = §—+ U, onda se Hamiltonian (energija) takve nabijene
m

Cestice naboja e u elektromagnetskom polju dobija dodavanjem elektricne potencijalne
energije ed i jednostavnom supstitucijom p — p—eA .
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3.4 Poissonove zagrade

Najopcenitija formulacija jednadZbi gibanja u analitickoj mehanici je u obliku Poissonovih
zagrada.

Bilo koja fizikalna veli€ina F u mehanici se moZe napisati kao funkcija 2n kanonskih
varijabli (gi,pi) i vremena t: F = F(q,p,t). Jednadzba gibanja takve dinamicCke veliCine F je:

dF oF [oF. oF . | oF & oF 6H oF éH
dt ot ,Z;[aqjq’ op, p’} ot Z[ ; op OQJ 5%

Zadnji Clan je operator koji povezuje F i Hamiltonian H.

Definicija: Poissonova zagrade

Poissonova zagrada {F,G} dvije dinamicke veli¢ine F(q,p,t) i G(q,p,t) je po definiciji:

{F.G}= Z”:[G_F_@_Eﬁj, (3.36)

Lako se dokazuju osnovna svojstva Poissonovih zagrada:
1. {G,F}=-{F,G}, - antikomutativnost,
2. {aF +bG,H} =a{F,H} + b{G,H}, - linearnosti distributivnost,

3. {F.GH}={F.G}H + G{F,H},

4, Q{F,G}z{@ G}+{F,%—?},

ot ot'

5 {F{GH}+{G,{H,F}}+{H,{F,G}}=0 - Jacobi identitet.

Za svaku fizikalnu veliCinu F, specijalan znacaj ima njena Poissonova zagrada s Hamiltonian-
om H fizikalnog sustava, jer je prema (3.35):

Definicija: JednadZbe gibanja

Diferencijalna jednadzba koja odreduje vremensku promjenu bilo koje dinamicCke veliCine
F(q,p.t) naziva se jednadzbom gibanja te fizikalne veli¢ine i jednaka je:
dF oF

E_E+{F,H}. (3.37)
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JednadZzbe gibanja izrazene u obliku Poissonovih zagrada isticu Hamiltonian (energiju) H
fizikalnog sustava kao najvazniju dinamiCku veliCinu sustava.

Dinamicka veliCina F(q,p), koja ne zavisi eksplicitno od vremena, je oCuvana veliCina,
ako i samo ako je:

{F.H}=0. (3.38)

Stovige, vazi Poissonov teorem: ako su F(q,p) = const. i G(q,p) = const. dvije o€uvane
veliCine, tada je i njihova Poissonova zagrada oCuvana veliCina: {F,G} = const.

Dokaz lako slijedi iz Jacobi identiteta.

Za najjednostavnije dinamiCke veliCine, same kanonske varijable je:

Hamiltonove jednadzbe

Hamiltonove jednadZbe sustava opisanog Hamiltonijanom H(q,p,t) su:

qi:{qi’H} , pi:{pi’H}' (3.39)

Fundamentalne Poissonove zagrade samih kanonskih varijabli su prema definiciji (3.36):

{qiipj}zéiji {qi’qj}:{pi’pj}zo' (3-40)

3.5 Analogija sa kvantnom mehanikom

Hamiltonova formulacija klasicne mehanike preko Poissonovih zagrada omogucuje
jednostavan prijelaz na kvantnu mehaniku, tj. kvantizaciju sustava koji imaju klasican
analogon.

Neka je sustav N klasicnih Cestica sa n stupnjeva slobode gibanja opisan Hamiltonijanom
H(qi,pi,t). Konjugirane kanonske varijable (q;,pi), (i = 1,2,....,n), potpuno odreduju mehanicko
stanje sustava u nekom trenutku t. Jednadzba gibanja bilo koje dinamicke varijable F(q,p,t)
je onda:

dF OF
— =—+FHj. 3.37
= ot (3:37)

U kvantnoj mehanici fizikalne veliCine (observable) su linearni Hermitski operatori.
Kvantizacija sustava od N kvantnih Cestica sa n stupnjeva slobode gibanja znaci zamjenu
dinamitke veli¢ine F(q,p,t) iz klasi¢ne fizike, analogom kvantno mehani¢kom observablom

F, reprezentiranom linearnim Hermitskim operatorom IA:((],f),t).
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To znaCi da je kvantni sustav opisan kvantnim Hamiltonijanom H= I:I(qi,f)i,t).
Jednadzba gibanja, koja se naziva Heisenbergova jednadzba, bilo koje observable je:

___+ ]
dt ot in

L | (3.41)

gdje je i = 21 Planckova konstanta, a komutator operatora Fi I:|je po definiciji:
1

Poredeci (3.41) i (3.37) vidimo da se prijelaz sa Hamiltonove formulacije klasi¢ne mehanike u
Heisenbergovu formulaciju kvantne mehanike vrsi formalnom smjenom:

F-F, {F,H}—)%[f:,ﬁ]. (342)

Specijalno, Heisenbergove jednadzZbe za generalizirane koordinate ¢, i momente p, su:

dg. 1. ~ dp. 1. ~

ﬂ:__[qi,H], ﬁ:-_[pi’H]’ (3.43)
u skladu s Hamiltonovim jednadzbama klasicne mehanike (3.39).

Napomena: Kvantna i klasi¢na fizika razllikuju se u matematiCkom karakteru dinamickih
veliCina kojima se opisuje gibanje fizikalnog sustava. U klasi¢noj fizici mjerljive fizikalne
veliCine su kontinuirane i derivabilne realne funkcije. U kvantnoj fizici mjerljive fizikalne
veliCine (observable) su matematicki kompliciraniji objekti — linearni Hermitski operatori koji
djeluju u prostoru stanja fizikalnog sustava. Klasi¢na i kvantna mehanika bitno se razlikuju i u
opisu stanja fizikalnog sustava u nekom trenutku vremena. U klasicnoj mehanici stanje
sustava je odredeno skupom od 2n vrijednosti kanonskih varijabli koje su realne, derivabilne
funkcije vremena. Skup stanja fizikalnog sustava je njegov fazni prostor. U kvantnoj mehanici
stanje sustava u nekom trenutku vremena t odredeno je skupom svojstvenih vrijednosti
kompletnog skupa komutirajucih observabli (observabli koje se mogu simultano mjeriti) i
reprezentira se vektorom u beskonacno dimenzionalnom prostoru koji se naziva Hilbertov
prostor stanja fizikalnog sustava. Razlika je moze smatrati posljedicom Heisenbergovih
relacija nedredenosti koje zahtijevaju da za kvantne kanonske varijable vrijedi:

lQiiﬁjJZih6ij’ [Qi’qjjzlﬁi’ﬁjjzoi (3-44)

Sto je analogno fundamentalnim Poissonovim zagradama klasi¢ne mehanike (3.40).
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3.6 Kanonske transformacije

Kao ni Lagrangian, ni Hamiltonian sustava nije jednoznacno odreden. Transformacije
kanonskih varijabli koje ostavljaju invarijantnim Hamiltonove jednadzbe nazivaju se
kanonskim transformacijama. Kanonske transformacije zamjenjuju jednu bazu faznog
prostora (q;,pi) drugom bazom (Q;,P;). Osnovna ideja je traZzenje kanonske transformacije koja
maksimalno pojednostavljuje jednadzbe gibanja. Ideal je Hamiltonian koji je oCuvana veliCina
i u kome su sve generalizirane koordinate cikliCne, jer je tada rjeSenje Hamiltonovih jednadzbi
trivijalno:

H=H(pi) =const. = p,=const.=p;, = c'1i=a—|_|=const.=(ni = ;(t) =wt+q;, .

io

Definicija: Kanonska transformacija

Transformacija kanonskih varijabli:

g >Q =Qapt)., p—>P=Plqp1), (3.45)
je kanonska, ako i u novim varijablama (Q;,P;) vrijede Hamiltonove jednadzbe:

. oH . oH
— , P=—=) 3.46
Q oP, 0Q; (3.48)

gdje je H' (Q, P, t) transformirani Hamiltonian sustava.

Da bi transformacija (3.45) bila kanonska potreban uvjet je vazenje Hamiltonovog principa
(3.2) kako u starim, tako i u novim kanonskim varijablama, tj.

é]gdt[zn:piq - Hj = 5]gdt[znlpiQi - H’J =0,
ili
é]gdt{n (piQi_PiQi)-F(H’—H)}:O. (3.47)

Uvijet (3.47) ¢e biti ispunjen ako se podintegralne funkcije (L i L") u starom i novom
djelovanju (akciji) razlikuju najviSe do na potpunu vremensku derivaciju (:j—': funkcije F koja
se naziva generator kanonske transformacije. Rubni uvjeti osiguravaju da je varijacija integrala

... dF L o
totalne vremenske derivacije ot =0. Znaci, mora vrijediti:
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dF:Zn:(pidqi ~P.dQ,)+(H~-H)dt. (3.48)

Generatorska funkcija F je proizvoljna funkcija 4n + 1 varijable — starih i novih kanonskih
varijabli: gi , pi, Qi , Pi i eventualno vremena t, od kojih su zbog transformacija (3.45) samo
2n + 1 linearno nezavisne varijable. 1zbor nezavisnih varijabli dijeli generatore kanonskih
transformacija F u 4 tipa:

F(a.Qt). FlaPt), FQpt), F(p.P.1).
Relacija (3.48) je potpuna vremenska derivacija F; , Sto znaCi da vazi:

HeH+On p - p__ K (3.49)
ot aq; Q,

Zadnje dvije relacije u (3.49) omogucuju da se q; i p; izraze kao funkcije od Q;, Pi i t, a prva
relacija omogucuje da se nade novi Hamiltonian H" kao funkcija Q;, Pii t.

Drugi tipovi generatorskih funkcija su Legendreove transformacije F;. Na primjer,

[F+ZQ J Z pdg, + QAP )+ (H-H)dt, = Fz(q,P,t)=F1+Zn:PiQi,

i=1

pa je:
OF, oF. oF,
H = H+—, _:_2, === 3.50
ot 'oq, Q P (3:50)
Analogno je:
[F quJ (qdp, +PdQ,)+(H-H)dt, = F(Qpt)=F - qu.,
H-t+T2, g - p__0R (3.51)
ot op, aQ
kao i:

n

[F qu.+ZQ j (g,dp; —Q,dP, )+ (H—H)adt

= F( =K - z PQ.+§ PQ;,

, oF, oF, 6F
H=H 4g ="t = 3.52
" ot % op, Q= 6P ( )
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Primjer 5. Kanonske transformacije

e Ako je generatorska funkcija: F» —qu ., prema (3.50):

H=H, p=02=R, Q="2=q,
aq; oP,
je identicna kanonska transformacija.
e Funkcija F; :Zqui , generira prema (3.49):
. oF oF
H=H, p i P= ~His
P = aq. =Q aQ q

kanonsku transformaciju koja zamjenjuje generalizirane koordinate i generalizirane momente

(minus znak u Pi > — q; , odraz je minus znaka u Hamiltonovim jednadzbama p, = —g—H )

e U slucaju jednog stupnja slobode funkcija Fy :%wxzctgx , prema (3.49) generira:

oF, maw x>
X 2sin?X

H (X,P) = H(x,p) , p_gF mwxctgX, P=-

Izrazimo li stare varijable preko novih, generirana kanonska transformacija je:
2P .
X=,—sinX, p=+2mwPcosX.
mw

Za jednodimenzioni LHO iz Primjera 3. Hamiltonian je: H(x,p) :p—+ i mw?x?, dok je novi
2m

Hamiltonian jednostavno:

H"(X,P) = wPo = E = const.,

jer zbog cikliénosti nove koordinate X vazi: P = —aa—t'( =0 = P=const.=Pg :E. Druga
W

. . . .. . . H L
Hamiltonova jednadzba za nove kanonske varijable je: X = %—P = W = const., sa rjeSenjem:
X(t) = ot + @o. Napisano preko stare varijable x, rjeSenje je naravno prosto harmonicko

titranje: x(t) =
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e Razmotrimo i primjer infinitezimalne kanonske transformacije generirane funkcijom
koja se infinitezimalno razlikuje od jediniCne:

n

F,=F,(q,P,t)=Y qP +&f(qP)+O(’). (3.53)

i=1
Prema (3.50), zanemarujuci ¢lanove reda €2, je:

of of
=0, +¢e—, p, =P +e—.
Q=ateg . P -

of . of . G y Lo
Kako su ea—P i €— vec prvog reda po g, u gornjim izrazima P; mozemo zamjeniti sa pi.
Tako se za promjenu kanonskih varijabli pri infinitezimalnoj kanonskoj transformaciji koju
generira funkcija f(q,p) dobija:

6qi:Qi_qi:8ﬂ’ 5pi:Pi_pi:_8ﬂ’ (3.54)
op; a,
Sto se moze napisati u obliku:
3q, =e{q.ff. dp =¢{p,f}. (3.55)

Odaberemo li & = dt i f=H, generatorska funkcija je: F, =F,(q,P,t)=>q,P, + dtH(q,p),

i=1
i relacije (3.55) postaju Hamiltonove jednadzbe:

oq; =dt{qi,H}= g;,dt =dq;, op; =dt{pi,H}=pidt=dpi. (3.56)

Relacije (3.56) pokazuju da je Hamiltonian generator infinitezimalnih kanonskih
transformacija vremenske evolucije sustava koje mijenjaju stanje fizikalnog sustava
(gi(t),pi(t)) u trenutku t u stanje (gi(t + dt),pi(t + dt)) = (gi(t) + da;i ,pi(t) + dp;) u slijedeéem
trenutku t + dt.

3.7 Invarijantnost Poissonovih zagrada pri kanonskim transformacijama

Kanonske varijable (g;,pi) Cine bazu faznog prostora fizikalnog sustava. Fazni prostor je 2n
dimenzionalni prostor Cije koordinatne osi su kanonske varijable. Polozaj klasicnog fizikalnog
sustava u nekom trenutku je jedna toCka u faznom prostoru. Kanonske transformacije
mijenjaju stare u nove kanonske varijable (gi,pi) — (Qi,Pi), tj. zamjenjuju jedan bazis faznog
prostora drugim.

Poissonove zagrade (3.36) definirane su pomocu parcijalnih derivacija dinamickih

veliCina po kanonskim varijablama. Ali, Poissonove zagrade ne zavise od izbora bazisa
faznog prostora, tj.:

80



Invarijantnost Poissonovih zagrada

Poissonova zagrada {F,G} bilo koje dvije dinamiCke veliCine je invarijantna pri
kanonskoj transformaciji (qi,pi) — (Qi,Pi), tj.

{F.G}an = {F.G}anr) (3.57)

Zbog svojstva invarijantnosti (3.57), ne moramo navoditi bazis faznog prostora u odnosu
na koji se raCuna Poissonova zagrada.

Za dokaz relacije (3.57) trebaju nam dvije pomocne relacije. 1z (3.49) i (3.50) slijedi:

op, R B, dp _ OF Q.

Q, 09,0Q, dq, OP, PRI, o,

pa vazi:

opi _ P P _ aq;

Q. oq, = op, oQ,

(3.58)

Fundamentalna Poissonova zagrada kanonskih varijabli (Q;,P;) u bazisu (q,p) je prema (3.58):

n - OP. - OP. n ) ) )
© ,pj}:z[@L_&Lj 3| Q| Q5 (359
ko 00 0Py 0Py O el an P an an

u skladu s (3.40). Potpuno analogno se pokazuje da vaze preostale fundamentalne Poissonove
zagrade, i StoviSe vrijedi teorem:

Transformacija (gi ,pi) — (Qi,Pi) je kanonska, ako i samo ako za nove varijable (Q; ,Pi) vaze
fundamentalne Poissonove zagrade, tj.

{Qi’Pj}(qvp) =0 {Qi’Qj}(qvp) - {Pi’Pj }(qvp) =0. (3.60)

Za bilo koje dvije fizikalne veliCine F i G je:
L oF 0G OF oG " & oF 0Q;  oF P, L 0G 0 oG R,
For-g[ESFE) (s 0, wm)( (o o
i1\ 00; op;  Op; Oq; 1|\ 0Q; aq; 0P aq; ) \i=i\ 0Qy op;  IP op;

K [[z[aiﬂai@ij}[z[ﬁﬂﬁaim
| 17\ 9Q; dpy 0P op; ) i\ 9Q, da; IR, g
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Pregrupiranjem desne strane gornjeg izraza mogu se izdvojiti derivacije F i G po novim
kanonskim varijablama:

F.Glam=3 aaF oG Z{an 0Q, Q, anj+ oF oG [@@_@@J .
1| 0Q; Q= aq; op; dp; aq; ) 9Q; P H\ 6q; dp;  dp; da;

+an ﬁﬁz”: P QP aQ, |, oF oG - 9P R, P P
oP, 0Q, =\ oq; op, op, oq; ) oP; oP S\ og; ap, ap; oq; )|

k=1

t.
5| oF oG oF oG oF oG oF oG

F’G = A~ A~ ji? o '1P — P', - P,P ]

{ }(qyp) J;l|:aQJ an {QJ Qk}+ aQJ apk {QJ k}+ aPJ an { ] Qk}+ aPJ apk { ] k}}

Sto zbog (3.60) zaista daje:

" [ oF oG oF oG ([ OF oG OoF 0G
{F.GYam= 2 | 2o s O~ =5 2Oy |= { ————J={F,G} »)
o Z oQ, P, P aQ, 2 0Q, P, P, Q, @

Primjer 6. Poissonove zagrade komponenti angularnog momenta.

Moment impulsa (angularni moment) Cestice je: / =Fxp. Ako za generalizirane
koordinate odaberemo Kartezijeve koordinate (x,y,z) Cestice, komponente angularnog
momenta su:

hL=Ypz—2py , ly=ZPx—XP; , [;=Xpy— YPx. (3.61)

Poissonova zagrada komponenti /x i /y je:

_a oy ol oy a1 o, ol o ol ol al, dl,
ox op, 0Op,ox oy odp, Op, oy oz dp, Op, 0z

Prema definiciji (3.61), prva Cetri Clana u gornjem izrazu su nula, te preostaje:

U by} = oY) (=X) = ypx = Lo (3.62)
Lako se uvjeriti da vazi i:

{y,Ly=5L i {L L}=1. (3.629)

Poissonove zagrade komponenti angularnog momenta Cestice su onda:

Ui =Y e k. (363)
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Relacije (3.63) pokazuju da se viSe od jedne komponente angularnog momenta Cestice ne
mogu odabrati kao generalizirane koordinate, niti mogu biti generalizirani momenti, jer
njihova Poissonova zagrada ne iSCezava. Takode, bilo koje dvije komponente angularnog
momenta ne mogu biti par konjugiranih kanonskih varijabli.

Ali, koriste¢i svojstva Poissonovih zagrada, lako se pokazuje da je:
{72, 1}=0, (3.64)

Sto znaCi da apsolutna vrijednost i bilo koja od komponenti angularnog momenta Cestice
mogu biti generalizirane koordinate ili momenti Cestice. Analogan rezultat vazi za Cesticu i u
kvantnoj mehanici.

3.8 Hamilton-Jacobieva jednadzba

Jos jedna formulacija klasicne mehanike, tzv. Hamilton-Jacobieva formulacija, zasniva se
na postojanju kanonske transformacije koja maksimalno pojednostavljuje jednadzbe gibanja.
U ovoj formulaciji mehanike, osnovna jednadzba — Hamilton-Jacobieva jednadzba, je
parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda Cije rjeSenje odreduje generator kanonske
transformacije S koja sve kanonske varijable transformira u konstante gibanja odredene
pocetnim uvjetima.

Razmotrimo kanonsku transformaciju odredenu generatorom tipa F; (q,P,t) = S takvu da
je novi Hamiltonian nula:

S . OH oH

H=H+—=0 = ,=—=0, P=——-=0, 3.65
ot Q oP, oQ, (3.65)

pa je rjeSenje Hamiltovih jednadzbi gibanja trivijalno:
Qi = 0, = const., Pi=Bi=const, (i=1,2,...,n). (3.66)

Kako su novi impulsi konstante, prema (3.50) trazena generatorska funkcija S = S(q,p,t)
mora zadovoljavati:

CIR R o
ot oB; aq;

Hamiltonian je funkcija starih kanonskih varijabli H = H(q,p,t). lzrazimo li stare

generalizirane momente kao p, =§—S, prva od jednadzbi (3.67) postaje Hamilton-Jacobieva
0

jednadzba:

0S 0S
—~4+H|g,—,t|=0. 3.68
at+ [q, aq j ( )
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Hamilton-Jacobieva jednadzba je oCito parcijalna diferencijalna jednadzba | reda za nepoznati
generator S = S(qi,Bi,t) kanonske transformacije, koji je funkcija n + 1 nezavisne varijable g; i
t. Trazena kanonska transformacija ima svojstvo da je transformirani Hamiltonian jednak nuli.
Jednadzba (3.68) je, prema (3.65), potpuno ekvivalentna Hamiltonovim jednadzbama. Kad se
nade rjeSenje Hamilton-Jacobieve jednadzbe (3.68), generalizirane koordinate i momenti
odreduju se iz algebarskih relacija:

—as—(x, pi=§ = qi:qi(a’ﬁ’t)’ pizpi(a,ﬁ,t),

M. a,

gdje 2n integracionih konstanti (3.66) treba odrediti iz poCetnih uvjeta q; i p; . Generator S
naziva se Hamilton-Jakobieva funkcija ili Hamiltonova glavna funkcija.

Hamiltonian H je oCuvana veliCina ako, prema (3.31), nije eksplicitna funkcija vremena:

H =y = const. (H =y = E ako su veze stacionarne). Tada se Hamilton-Jacobieva jednadzba
(3.68) moze smjenom:

S(q,B,t) = W(a.p) — v(B),

uprostiti:

H[q“%j:y' (3.69)

Funkcija W naziva se karakteristicnom Hamiltonovom funkcijom.

Hamilton-Jacobieva jednadZzba (3.68) ili (3.69), najceSce se rjeSava separacijom varijabli,
tj. traZzenjem rjeSenja u obliku zbroja ili produkta funkcija samo jedne varijable:

S= Sl(ql) + Sz((]z) + ... + Sn(qn) + Sn+1(t) ili S= Sl(ql) Sg((]g) ..... Sn(qn) Sn+1(t),

sa idejom zamjene parcijalne diferencijalne jednadzbe sustavom obiCnih diferencijalnih
jednadzbi.

Fizikalni smisao Hamilton-Jacobieve funkcije S postaje jasan nademo li njenu potpunu
derivaciju po vremenu:

n

dS & aS . oS .
—==9,+==Ypg-H=L,
T ;aqiq. = ;p.Q.

pa integracija od t, do t daje:

S= jdt L(q,q,t)=I(t). (3.70)

to

Hamilton-Jacobieva funkcija S upravo je djelovanje (akcija) fizikalnog sustava s neodredenom
gornjom granicom.
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Primjer 7. Hamilton-Jacobieva jednadzba i kvantna mehanika.

2
Ako je Hamiltonian klasiCne Cestice sa jednim stupnjem slobode: H(q,p) :2p—+ U(g)= E,
m

prema (3.69), gibanje Cestice odredeno je Hamilton-Jacobievom jednadZbom:

1 (oW
2m

_J +U(q) =E. (3.71)
aq

U kvantnoj mehanici valna funkcija W je rjesenje Schrodingerove jednadzbe: HY = EY,
gdje je H Hamiltonian kvantnog sustava. U slucaju jednodimenzionog sustava koji ima
klasicni analogon, kvantni Hamiltonian se dobija iz klasicnog supstitucijom: H(q,p) -

H {q,—ihaij , pa je Schrodingerova jednadzba za kvantnu Cesticu:
q

” o
2m oq°

+U(QW =EY.

Definirajuci stacionarnu valnu funkciju x(q) relacijom: LP(q,t)zegx, Schrddingerova
jednadzba postaje:

2 . 2
i a_x _ﬂa_)z(_i_u(q):E’
2m\ oq 2m oq

Sto u limesu Klasicne fizike 7 — 0 daje Hamilton-Jacobievu jednadzbu (3.71).

lustrirajmo Hamilton-Jacobievu metodu na dva jednostavna primjera.

Primjer 8. Hamilton-Jacobieva jednadzba za slobodnu Cesticu i jednodimenzioni LHO.

Za slobodnu Cesticu sa tri stupnja slobode Hamiltonian je: H =T :Zi(pl2 +p, + pSZ),
m

pa smjenom: S(q,B,t) = W(q,B) — Et, Hamilton-Jacobieva jednadzba (3.69) je:

il[@ﬂj (2] }E 672
2m |\ aq, aq, 00

Sve tri koordinate su ciklicne i (3.72) se potpuno separira smjenom varijabli: W = W1(q1,p1) +
W(02,82) + Wa(qz,B3) » gdje je pi = Bi = const., u:

(AW, L (dw, ) 1w
2m{ dg, /| 2m{ dq, 2m | da, ’
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sa riesenjem: Wi = Biqi, (i=1,2,3), uz uvjet: B:®+ B.% + ps® = 2mE, tj.

W(0i,Bi) = B101 + P20z + Baga.

2
Za jednodimenzioni LHO Hamiltonian je: H(q,p) = T + U :Zp—m+%kq2: E. Hamiltonian

ne zavisi od vremena, pa smjena S(q, B,t) = W(a, B) — Et, gdje je B = E, daje Hamilton-
Jacobievu jednadzbu (3.69):

2
[aﬂj +mkg® = 2mE,
oq

sa rjeSenjem:

W(GE) = [ dgf {2m[E - U(@)]}2

G0

Prema (3.67) je jos:

q
oc:@:J'dq’L—t, p:§=1/mi2E—kq2i.
B 5  JmR2E-kg?) aq

Prva od ovih jednadzbi odmah daje rjesenje:

a(t) =\/%sin{\/%(t—a’)]

gdje se integracione konstante E i o” odreduju iz pocetnih uvjeta.
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4. Centralne sile

Najvaznije sile u klasi¢noj fizici su centralne. Postulirajui osnovne zakone gibanja —
Newtonove zakone i univerzalni zakon gravitacije Newton je i zasnovao klasicnu mehaniku
rieSavajuci problem gibanja planeta Suncevog sustava. Medu tjelima u Suntevom sustavu

djeluju konzervativne, centralne gravitacijske sile Ciji intenzitet je inverzno proporcionalan
kvadratu udaljenosti tijela.

4.1 Problem dva tijela

U fizici se Cesto javlja problem dva tijela, tj. problem dinamike izoliranog sustava dvije
Cestice koje se gibaju pod utjecajem sila medudjelovanja — planet i Sunce, elektron i nukleus,
itd. Ako je sustav konzervativan Il Newtonom zakon za dvije Cestice daje:

m, 7, =-v,U(7,-1,),
) (4.1)
m, T, =-v,U(F, -, )= V,U(F, - 7,).

Umjesto radijus vektora Cestica {T,,T, } definirajmo nove varijable {7,7.} — radujus vektor
relativnog polozaja Cestica T i radijus vektor centra mase T, kao na Slici 11.:

L . mr+m,r
F=f-%, f=—> 12 (4.2)
M
gdje je ukupna masa sustava M = my + my. Inverzne relacije su:
S o m, U P
rL=fL+—2F, T, =FL-—2T. 4.3)
M M

Slika 11.
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Zbrajanjem jednadzbi gibanja (4.1), jednadzba gibanja centra mase je:
ME, =0, (4.4)
Sto odmah daje rjesenje:

=0 = T =const.=T(0) = TE(t)=T(0)t+T(0), (4.5)

ol

— centar mase sustava giba se jednoliko konstantnom brzinom ?C(O) .

Oduzimanjem jednadzbi (4.1) problem se efektivno svodi na dinamiku jedne Cestice Cija
jednadzba gibanja je:

“_r: = _VrU(_r:)! (46)
. . m,m, . 1 1 1
gdje je reducirana masa sustava y = ——2, sa svojstvom — = —+-—.
M b omg m,

Galilejeva invarijantnost klasicne mehanike dozvoljava da rjeSenje trazimo prijelazom u
inercijalni sustav centra mase. Ako veliCine mjerene u odnosu na sustav sa ishodiStem u

" L . - m, ., .. M
centru mase C oznaCimo zvjezdicom *, onda vrijedi: T, *(t) =0, i,*=——LF,* i F*=—T1,*,
m2 m2

tj. myF*=p¥F* i m,i,*=—pr*, ajednadzba gibanja (4.6) je: pr*=—-v U(F*).

Prije nego Sto rjeSimo problem uoCimo neka svojstva Sunceva sustava. Ako jedna Cestica
ima daleko veCu masu od druge, center mase je veoma blizu masivnije Cestice i u prvoj
aproksimaciji vazi:

M—m,
>> H=>m, 47
my m = _I;C*=O—)F2* ) ()
[
a jednadzbe gibanja (4.6) i (4.4) postaju:
mi*=-v,U(F,*), ©*=0. (4.8)

U ovoj aproksimaciji, sustav dvije Cestice mozemo promatrati iz sustava mirovanja
masivnije Cestice i samo primjeniti Newtonove zakone na manje masivnu Cesticu. Masa Sunca
je mnogo veca od mase bilo kojeg planeta i uvjeti (4.7) su ispunjeni sa velikom to¢noS¢u. Na

primjer, masa Zemlje je m; = 6 x 10 kg, a masa Sunca je m, = 2 x 10°kg i 2 ~ 330000,

ml
pa je opravdano govoriti o rotaciji Zemlje oko Sunca. Centar mase sustava Zemlja-Sunce je
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svega oko 450 km udaljen od centra Sunca. Cak i za najmasivniji planet Jupiter, &ija je masa
318 puta veCa od zemljine, centar mase sustava Jupiter-Sunce je na povrsini Sunca, tj. oko
750 000 km od centra Sunca, — manje od jednog promila udaljenosti Jupitera od Sunca koja
iznosi 7,8 x 108 km.

Iz povjesnih razloga, problem gibanja planeta oko Sunca naziva se Keplerov problem. No,
jasno je da je ovo ustvari puno opcenitiji problem gibanja bilo koje dvije Cestice koje medu-
djeluju gravitacijskim ili elektricnim silama.

4.2 Keplerov problem

Ako su konzervativne sile medu Cesticama i centralne (u pravcu vektora T), potencijalna
energija zavisi samo od intenziteta vektora relativnog polozaja Cestica U = U(r) kao u (1.62) —
to je slucaj gravitacijskih ili elektricnih sila. Takva centralna sila na Cesticu mora biti

oblika F(F)= -V U(r) =f(r)é,, pa zbog (4.6) mora vrijediti zakon ouvanja angularnog
momenta / =uFxT relativnog gibanja:

%:p?x?zo = [ =const. (4.9)

Ovo znadi da se &estica giba u ravnini (dva stupnja slobode n = 2) okomitoj na / = const.
koju mozemo odabrati za xy-ravninu. U cilindri¢nim koordinatama je onda:

cosQ(t)
T(t) = r(t)| sin(t)
0
CoSQ —sinQ
F(t) = | sing |+rd| cosp , (4.10)
0 0
(010 —sin@
'”r'(t)z('r'—r(pz) sing [+(2Fr@+rd)| cosp
0 0
i
0
[()=puTxTF=p r?{p | (4.11)

[ =pr’pk =const. = r’de = const.=dS
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Zakon oCuvanja angularnog momenta, tj. zadnja relacija u (4.9), garantira da je sektorska

brzina Cestice §:§:21_ konstantna, gdje je element povrSine krivolinijskog trokuta

M
- 1 2 oy
rxrdtzir dok.

dS==Fxdf =

N |~
N |-

Prema Slici 12., Cestica se giba tako da radijus vektor Cestice u jednakim vremenskim
intervalima prebriSe jednake povrSine — ako Cestica reprezentira planet u ophodnji oko Sunca
ovo je 1l Keplerov zakon.

dS; = ri?de; =’ dg. = dS;

Slika 12.

Zbog jednadzbe gibanja (4.6), pored angularnog momenta, oCuvana je i energija relativnog
gibanja E =T + U = const., jer vazi:

dt ot

dE_d[l
2

“ . . l o . .. .
Iz zakona ouvanja angularnog momenta je ¢ =—, pa zakon o¢uvanja energije daje:
ur

I
E=—pr+ 5
2 2ur

+ U(r) = const. . (4.13)
Relacija (4.13) je zakon oCuvanja energije jednodimenzionog gibanja Cestice mase p u
efektivnom potencijalu:

2

2ur?’

U (N =U(r)+ (4.14)

Zadnji Clan u (4.14) je ekvivalentan potencijalu fiktivne centrifugalne sile koja tezi da udalji
Cesticu od ishodiSta i zato se naziva centrifugalna barijera:
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Iz zakona oCuvanja energije (4.13) je:

Jednadzba gibanja Cestice u konzervativhom centralnom polju sila

Radijalna jednadzba gibanja Cestice na koju djeluje konzervativna centralna sila je:

f=+ 2[E-Uy()] o di= L , (4.15)
g Jj[E—Ueﬁ(o]

gdje dva znaka razlikuju dva moguca smjera brzine Gestice. Cestica moZe biti samo u onim
toCkama r za koje je E — Ue(r) = 0.

Ako nas umjesto rjeSenja u obliku parametarske jednadzbe putanje: r = r(t) i @ = @(t)
zanima rjeSenje jednadzbi gibanja koje daje eksplicitnu jednadzbu putanje, iz zakona oCuvanja
angularnog momenta je:

/ [dr . ‘ ldr’

do=—dt=+— 4 (p—(pon_rJ' (4.16)
r r°\J2ul E-U, . (r 2
“ \/ “[ eff()] o r'z\/ZpE—:,Z—ZpU(r’)
Ako medu Cesticama djeluje gravitacijska _G_mlr;nz r ili elekticna sila 2 QlSZ T,
r g, r
(Qa.2 je naboj Cestica), potencijalna energija je:

u(r) =2 , o A =—Gmimy,  Ag =QQ; (4.17)

r 4me,

Kvalitativna svostva gibanja lako je analizirati graficki. Prema (4.14) efektivni potencijal
za Keplerov problem je:

2

U (r) = ?+ <E. (4.18)

2

2ur

Za male udaljenosti od centra sile r — + 0, dominira centrifugalna barijera i Uess — + o . Na
velikim udaljenostima r — + o , dominantni ¢lan je potencijal i Ues — + 0 , ako su sile
odbojne A >0, a Uett > — 0, u slucaju privlacnih sila kad je A < 0. U sluCaju odbojnih sila je
Uer(r) > 0 za svako r > 0 i efektivni potencijal je monotono opadajuca funkcija (nema
ekstrema) kao na Slici 13.

91



Zbog uvjeta E > Ues (r) gibanje Cestice je neograniceno, ali r uvijek ostaje vece od udaljenosti
pericentrar >rp .

Ueff (I’)
A >0 - odbojne sile
E
O o r
Slika 13.
L : : . HAZ
Interesantniji je slucaj privlacnih sila A <0, jer tada Uesr (r) ima minimum U, = BT

2
zar :—l— kao na Slici 14.
MA

Ueff (r)
A <0 - privlacne sile
E,> 0 .
"
E,<O0
Slika 14.

Ako je energija Cestice pozitivna, kao E;, gibanje je slicno slucaju odbojnih sila. Ali, ako je
energija relativnog gibanja Cestice negativna, kao E,, Cestica je «vezana» za centar sile i
gibanje je ograniceno na osciliranje izmedu pericentra i apocentra r, <r <r,.
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Bez obzira na znak A, uvijek postoji pericentar — tocka na putanji u kojoj je Cestica na

minimalnoj udaljenosti od centra sile rp = rmin i gdje je % =0, paje: E=E(rp) = Ues(rp).

T

Integracijom (4.16) eksplicitna jednadzba putanje je:

( ldr’
-0, = J_rJ' (4.19)

BT
r r

Odaberemo li x-os tako da je ¢, =0, supstitucijom u:1 integral se svodi na tablicni integral
r

sa rjeSenjem:

2
CruA 2E/2
o(r) = —arcsin L A . e==% |1+ A (4.20)
MAE M
2
l—+uA
Jednadzba putanje se moze uprostiti izborom: ry = arcsin fo e —g, (ovaj odabir znaCi
MAE

izbor ishodiSta i pravaca koordinatnih osi u ravnini gibanja tako da je putanja simetriCna
krivilja), Sto konacno daje:

p _r
- =——_ 421
©) 1+€cosg P MA ( )

Izraz (4.21) je jednadzba konusnih presjeka — elipse (0 < & < 1), parabole (¢ = 1) ili
hiperbole (¢ > 1) u polarnim koordinatama, u Cijem jednom fokusu je centar sile.

Znak parametra ¢ u (4.20) mora se odabrati tako da je uvijek r > 0 u (4.21). Postoji nekoliko
slucajeva:

Privla¢ne sile: A<0 = p>0

e E<O0 —vezanagestica = O0<lg<1l = r=—P 5o za Vo < [0,2n] .

~ 1+£C0SQ
Udaljenost Cestice od centra sile je ograniCena na interval r, < r < r,, gdje su udaljenosti

pericentra rp :1L: I'min | @pOCENtra ry :1L: r'max. Putanje su elipse (I Keplerov zakon) sa
+¢€

ekscentricitetom ¢ kao na Slici 15.
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y y
C
—
r
P
B 0] 0] A X
—/
OA=r=—F—; oB=r,=—P; aza0=—P_; b=oc=—P_; c=00=¢a
l+¢ 1-¢ l-¢ 1—¢?
Slika 15.
Velika poluos elipse je:
r+r, p
a=-" = , 4.22
2 1-¢? (4.22)
a udaljenost c ishodista O od centra elipse O” je:
_ - €p
cC=a-ry=¢ga= . 4.23
p 1—82 ( )

%Cé i r(nc_ ” _ 1_582 (1-¢cosa), $to znati da je &

= cosa, te a = OC. Mala poluos elipse je onda:

Ako oznatimo <COQ’= q, vazi: cosa =

b=ayvl-e? =.fap = \/1"_2 (4.24)
—€

JednadZbu putanje u Kartezivevim koordinatama O’xy” lako je naci napravimo li
€p

_82.

translaciju ishodiSta duZ x-osi: X’ =x+c i y =y, gdje jec :1 Iz jednadzbe elipse

(42 je:r=p-ex pajerP=[p—e(X - )P =X +y = (X —c)®+ y? &o u nekoliko
koraka daje kanonsku jednadzbu elipse:
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AR AN (4.25)
p

u skladu sa (4.22) i (4.24).

Kako je sektorska brzina S = ZL konstantna (11 Keplerov zakon), a povrsSina elipse je S =
M

. o S_2u_ 2p 3 p 5 .
nab, period ophodnje T Cestice je: T =—=— m— =27 , ba je
p p J J 3 I ap = m pa )

kvadriranjem: T? = 4n2LAa3. Kako je za gravitacijske sile A = — Gm;m, odmah dobijamo

111 Keplerov zakon:

2
4 3

T oA s 4.26
G(m1+m2)a ( )

Ekscentricitet ¢ mjeri odstupanje elipse od kruznice. Za ¢ = 0 putanja je kruZnica sar=r,=

2
= ra:—l—A (A <0), koja za date fiksne vrijednosti E i / predstavlja putanju na kojoj Cestica
M

2 2 2
ima minimalnu mogucu energiju E :—”2?2 , pricemu je T = ”A ,au ——%

. Ovo je

primjer virijalnog teorema (1.66) za homogeni potencijal stupnja homogenosti k = —1.

Kako je prema (4.22) i (4.24), E=w/1—e2 , putanje planeta se vrlo malo razlikuju od
a

kruznica, jer su ekscentriciteti planetarnih elipsi mali, u rasponu od € = 0,007 za Veneru, do ¢
= 0.206 za Merkur. Za Zemlju je € = 0,017, pa je b = 0.99986a. Putanja Mjeseca oko Zemlje
je takode veoma sli¢na kruznici jer je za Mjesec ¢ = 0,055.

Karakteristike eleiptiCnih putanja planeta odredene su oCuvanim fizikalnim veliCinama
(€ija vrijednost je fiksirana pogetnim uvjetima) E <0 i /2> 0. Prema (4.22) i (4.24) je:

_A _ [

T2E’ b_q/Zp(—E)'

Velika poluos elipse a, koja je prosjecna udaljenost toéke na elipsi od fokusa, zavisi samo od
energije (primjer takozvane slu€ajne degeneracije), dok mala poluos b zavisi i od energije i od
angularnog momenta Cestice.

(4.27)
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P

e E>0 —slobodnadestica = [g>1 = r=—"7—
1+ecosgp

>0 za svako ¢ € [0,pmax) U

(— omax,27], gdje je coSQ ., = —ﬁ. Cestica se od centra sile moZe beskona¢no udaljiti r= oo
€

za @ =t @max - Putanja je hiperbola sa asimptotama ¢ =+ @max , kao na Slici 16.

Slika 16.

e E=0 = [¢=1 = r=—P >0 za svako ¢ # n . Grani¢ni slu¢aj — Gestica

~ 1+£c0SQ

asimptoski dolazi/odlazi u beskonacnost gdje stize sa brzinom nula. Putanja takve Cestice je
parabola, kao na Slici 17.

R

Slika 17.
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P

Odbojnessile: A>0 = E>0, p<0, |[¢>1 = r=—"—>02a V¢ € (— Prmax, Pra) ,
1+¢ecosg
gdje je cosQ,., =ﬁ. Putanja je uvijek hiperbola, kao na Slici 18., ali je sada centar sile u
£

drugom fokusu (van hiperbole) u odnosu na slucaj privlacnih sila.

Slika 18.

Keplerov problem je mozda i lak3e rjeSiti Lagrangeovim formulizmom. Lagrangian
konzervativnig sustava dviju Cestica je:

L:T—U:%m1?12+%m2?22—U(F1—?2). (4.28)

Smjena variabli {¥,,T,} — {7,T.} prema (4.2) i (4.3), tj.

_1
iy

Il
)

o

m, - - - m, -
+—=7, TL,=7——T, 4.29
M 2 M (4.29)

transformira Lagrangian (4.28) u zbroj Lagrangiana centra mase L. i Lagrangiana relativnog
gibanja L:

L:LC+Lr:%Mt2+%p?2—U(F). (4.30)

Lagrangeove jednadzbe za gibanje centra mase %[S—LJ—g—L: 0, odmah daju (4.4) sa
rc, rc,
rjeSenjem (4.5):

ME =0 = T =const=F(0) = T (t)=T.(0)t+F(0). (4.5)
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Ako medu Cesticama djeluju konzervativne centralne sile potencijalna energija je sferno
simetricna U(F)—) U(r), pa prema (1.46) vaZzi zakon oCuvanja angularnog momenta
relativnog gibanja / = uFxT = const. Odaremo li z-0s duZ pravca angularnog momenta,

gibanje Cestice mase u je u xy-ravnini, pa relativno gibanje ima samo 2 stupnja slobode. U
polarnim koordinatama (r,) Lagrangian relativnog gibanja je:

Lr:L(r,r,cp,cp):%pr?+%pr2c‘p2—U(r). (4.31)
Generalizirana koordinata ¢ je ciklicna, pa je:

d oL 2, 2

——L=ur¢g=0 > r‘¢ =1[=const., 4.32

dtop MO Hrg (4.32)

a Lagrangeova jednadzba za generaliziranu koordinatu r je:

p‘r‘—pr(p2+?j—U=O. (4.33)
r

Da dobijemo diferencijalnu jednadZbu putanje eliminirajmo vrijeme t pomocu (4.32). Kako je:

po_Ld(1) -r-:_id_z[lj
~ pdelr p2r? do?lr)’

a u(r) :é, iz (4.33) se dobija jednadzba putanje:
r
2
d—z 1 +1+@=0. (4.34)
do“\r) r [

Smjenom u = 1 + L;_f\ , gornja jednadzba postaje jednostavno:
r

2
j—(p‘jm:o. (4.35)

Lako se uvjeriti da je rjeSenje kao i prije:

1) :% , (4.36)
+ECOSQ
gdje je:
2 2
p=—t  g=x|142E (4.37)
A A
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Keplerov problem je rjeSen u (4.21) ili (4.36-37) za varijablu relativnog poloZaja Cestica T .
Relacije (4.3) onda daju rjeSenje pomocu originalnih varijabli {7,,7, }. Na primjer, u slu€aju
eliptiCnih putanja (E < 0 ) u sustavu centra mase rjeSenje je:

m, P
m, + m, 1+€cos@

m, P
m, + m, 1+€cos@

r2*(e) =—

rn*(e) =

Sto znaCi da se dvije Cestice gibaju po slicnim elipsama koje imaju jedan zajednicki fokus u
centru mase sustava. Minus znak u r,*(¢p) znaci da je u svakom trenutku kut izmedu radijus
vektora Cestica . Dvije Cestice rotiraju po elipsama oko centra mase kao da su spojene krutim
Stapom, kao na Slici 19.

Za opis kompletnog gibanja u mirujuc¢em inercijalnom referentnom sustavu, treba jo$ na
Oovu rotaciju superponirati gibanje centra mase konstantnom brzinom po pravcu, Sto znaci da u
ovom sustavu putanje Cestica nisu zatvorene krivulje — elipse, vec elipti¢ne spirale.

?2/
my

mp;>m;

Slika 19.

Na kraju razmotrimo ukratko jos jednu metodu rjeSavanja Keplerovog problema.
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4.3 Runge-Lenz vektor

[ >

Kako je prema (4.6) i (4.17): p = =T, derivacija vektora / x p je:

w

r

=l

d (ixﬁ)zixﬁzéix

o ~ MAT(p)-r2t = uAi(zJ, (4.38)

r r dtlr

pa je vektor €:
€= Ixp_T_ const. (4.39)
A

ocCuvana veliCina.

Za gibanje Cestica pod utjecajem centralnih sila inverzno proporcionalnih kvadratu
udaljenosti pored E i 7, postoji i dodatna oguvana vektorska veli€ina (4.39), koja se naziva

Runge-Lenz vektor €. Vektor € je okomit na 7, pa leZi u xy-ravnini gibanja. Koriste¢i zakon
oCuvanja energije i relacije (4.10) — (4.11) dobija se:

2 2 2 2
e?=¢-E= 212 LA +1=1+2El2 = g=t 1+—2El2 :
uA*(2u T WA uA

kao u (4.20).

Kako je €-7 = —r=————r, 1 &-T=¢rcosg, lako se dobija jednadzba putanje:

p __
1+ecosp MA

— jednadzba konusnih presjeka, kao (4.21) ili (4.36).

Prema tome, oéuvane veliine 7, E i € kompletno odreduje putanju u Keplerovu problemu
— ravnina orbite okomita je na / = const., tip orbite (elipsa, parabola ili hiperbola) odredena je
ekscentricitetom, tj. sa E, /2 i ¢, a orijentacija orbite u ravnini odredena je vektorom E.
Toénost zadnje tvrdnje najlak3e je vidjeti odaberemo li , kao i prije, 7 = Ik, $to znadi da je
gibanje u xy-ravnini. Odaberemo li joS i pravac osi simetrije putanje (pravac kroz fokus i
pericentar) za x-0s, prema (4.39) onda je:
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pa je u percentru: y=0 i px =0, te je g, = 0 i Runge-Lenz vektor je u pravcu glavne osi
putanje: € =¢,i. Ali, €= const. je oCuvana veliina, Sto znali da pravac vektora € u
pericentru uvijek odreduje glavnu os putanje.

Egzistencija dodatne oCuvane veliCine (4.39) moze se iskoristiti da se pokaze da su jedine
privliaCne centralne sile za koje postoje zatvorene orbite (elipse) za vezane Cestice: elastiCne
(izotropni LHO, kao u odjeljku 1.6) i gravitacijske i privlacne elektriCne sile — centralne sile
koje zavise od udaljenosti Cestica kao r ili r™. Samo za te tri vrste sila u klasi¢noj fizici postoje
vezana stanja dve Cestice (stanja u kojima su Cestice uvijek na konac¢noj udaljenosti i nikad ne
mogu oti¢i u beskonacnost). To znaci da su elesticne, gravitacijske i privlacne elektricne sile
jedini tipovi centralnih sila koje dolaze u obzir za kreiranje klasicnih modela za sva fizikalno
vazna vezana stanja Cestica: proton, nukleus, atom, molekula, planetarni sustav, zvjezdani
sustav, galaksija, itd.

Analog Runge-Lenz vektora € u kvantnoj mehanici komutira sa Hamiltonijanom
vodikovog atoma Sto pretstavlja dodatnu simetriju problema koja pojaSnjava «sluCajnu

-13,6eV
2

degeneraciju» energijskih nivoa — energija elektrona u atomu vodika E = , Zavisi

samo od glavnog kvantnog broja n, ali ne zavisi od orbitalnog angularnog momenta /.

Dosad smo razmatrali Keplerov problem, tj. gibanje sustava dvije Cestice masa m; i m;
koje djeluju jedna na drugu konzervativnim centralnim silama Ciji potencijal je inverzno
proporcionalnim udaljenosti Cestica, kao Sto su gravitacijske i elektricne sile.

Ali, Sunce i planete nisu Cestice, vec tijela konaCnih (astronomskih) dimenzija i moramo

razumjeti niz sukcesivnih aproksimacija koje, pod nekim uvjetima, dozvoljavaju da se realni
fizikalni objekti tretiraju kao Cestice.
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4.4 Mehanika tijela kona¢nih dimenzija

Neka umjesto dvije Cestice imamo dva astronomska tijela — zvijezde i/ili planete. Prvo
mozemo pretpostaviti da se radi o dva kruta tijela konacnih dimenzija. lako, Zemlja (niti
Sunce) nije kruto tijelo, Sto na primjer, plima i osjeka zorno demostriraju, deformacije su
toliko male da ih u prvoj aproksimaciji mozemo zanemariti. Promatranja pokazuju da su
astronomski objekti (veéi od asteroida) u pravilu sfernog oblika. Zato pretpostavimo da je
raspodjela mase m tijela sferno simetri¢na, tj. gustoca p(F)z p(r) ne zavisi od sfernih kuteva
0 i . Tijelo kona&nih dimenzija smatramo skupom od bezbroj estica mase dm = p(¥)d’r. U
odnosu na centar mase, koji je u centru tijela, je onda:

£ R
m :J.dm =Id3rp(F)= 4T[J.dl’l’2 p(r)= 4T[J.dl’l’2 p(r), (4.41)
0 0
gdje je R radijus tijela.

Gravitacijska potencijalna energija Cestica dmy i dm; , kao na Slici 20., odredena Newtonovim
zakonom gravitacije, je:

du(f,7,) =G dmdm; (4.42)
- r2|
pa je ukupna gravitacijska potencijalna energija dva tijela:
U(7,.5) =G [dr, [dr, olr)e(r) (4.43)

Slika 20.

Ustvari, dovoljno je rjeSiti jednostavniji problem proracuna gravitacijske potencijalne
energije sferno simetri¢nog tijela i Cestice mase dm; van tijela racunajuci integral po dms.
Jednostavnosti radi, odaberimo ishodiSte koordinatnog sustava u centru mase tijela 2, a za z-

0s odaberimo pravac kroz Cesticu dm; (T, = zIA<), kao na Slici 21.
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Za sferno simetricno tijelo 2 je onda:

P(r)

\/rl +r1,7=2rr, cos®

\_/

—-Gdm Idr r, IsmG do Id(p

du(7,) =-Gdm, [d’r, e (?F|

dml

Slika 21.

Integracija po ¢ daje samo 2x, pa sSmjenom u = cos6 integral postaje:

1

o 1
dU(F,) =-2nG dml_[dr2 r,” p(r,) jdu(rf +1) —2rlr2u)_E :
0 -1

2
. R . -

Integracija po u daje: J'du(rl2 +r,° —2r1r2u) 2 = _—(|r1 —r2|—|r1 + r2|): é
* fif2 — zar<r,

rZ

Potencijal Cestice dm; u gravitacijskom polju sferno simetricnog tijela m; je sferno simetrican
(zavisi samo od r) i odreden integralom:

du(r,) =—4nGdm, J'dr r, p(r2)+_|'dr r,p(r,) |- (4.44)

f

Ako je radijus drugog tijela R, , tada je p(r;) =0 zar, > Ry, pa za r; > R, drugi integral u
(4.44) nista ne doprinosi i vrijedi:

m,dm,

dU(rl):—4nde Idrr p(r,) =-G———= ;
1
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Pokazali smo da:

Gravitacijski potencijal sferno simetri¢ne zvijezde mase M

Gravitacijski potencijal sferno simetricnog tijela mase M i radijusa R u prostoru izvan
tijela je isti kao i potencijal koji stvara Cestica mase M koja se nalazi u centru mase tijela,
tj.

ur=-c™ z >R (4.45)
r

Sferno simetri¢na zvijezda u prostoru van zvijezde stvara gravitacijsko polje kao da joj je
cijelokupna masa skoncentrirana u centru.

Sve §to vazi za tijelo ,,2“, vazi analogno i za tijelo ,,1“, pa vrijedi:

Gravitacijska potencijalna energija (4.43) dva sferno simetricna tijela masa my i my i
radijusa R1 i Ry, Ciji su centri masa na udaljenosti v =2 Ry + Ry, identicna je potencijalnoj
energiji dviju Cestica masa My i My na udaljenosti r:

m,m,

urr)=-G r=|f, -7, (4.46)

Da bi dokazao gornji teorem Newton je skoro dva desetlje¢a odlagao publiciranje svoje knjige
— vrijeme koje mu je bilo potrebno da razvije diferencijalni i integralni raCun neophodan za
dokaz.

Gornja aproksimacija je vrlo dobra za planete i zvijezde — odstupanja od sfernog oblika
vrlo su mala. Za Zemlju je ekvatorijalni radijus 21,4 km veci od polarnog, 5to je odstupanje
od sfere od svega 3.35 promila (Rs = 6380 km). Ako Zelimo jos toCniju aproksimaciju, Zemlju
(i Sunce) mozemo smatrati sastavljenom od dva tijela — sfera plus ekvatorijalni prsten koji
izrazava odstupanje od sfernog oblika.

Za gibanje u zemljinom gravitacijskom polju u blizini povrSine Zemlje, tj. na visini h
mnogo manjoj od radijusa Zemlje, potencijalna energija Cestice mase m je razvojem u red:

Uth) =-G mM, =-mgR, +mgh+...., g=-G M, =9,8m,
R_+h

® ®

gdje je h << Rg visina iznad povrsine Zemlje.

Kako je potencijalna energija uvijek odredena do na konstantu, prvi ¢lan u redu mozemo
zanemariti, pa je gravitacijska potencijalna energija Cestice u odnosu na povrsinu Zemlje:

U = mgh.
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4.5 Rasprsenje Cestica u centralnom polju sila

Istrazivanje mikroskopskih objekata molekula, atoma, nukleusa i elementarnih Cestica
znatno je otezano jer su njihove dimenzije toliko male da nisu direktno dostupne nasSim
osjetilima. Zato su neophodne metode koje uveCavaju i njihove efekte Cine vidljivim.
RasprSenje Cestica je takva indirektna metoda mjerenja svojstava mikroskopskih odjekata.
Poznavanje poloZaja i brzina Cestica prije i poslije rasprsenja omogucuje saznanja o silama
(potencijalnim energijama) medu Cesticama tijekom rasprSenja, kad su direktna mjerenja
nemoguca. lako u eksperimentima rasprsenja sudjeluju kvantne Cestice i kompletna teorija
zahtijeva kvantnu mehaniku, u mnogim slucajevima klasi¢na teorija raspSenja je veoma dobra
aproksimacija. Opis efekata rasprSenja pomocu udarnog presjeka raspr3enja je isti i u klasi¢noj
i u kvantnoj mehanici. U _procesima rasprSenja Cestice medusobno razmjenjuju impuls i
energiju i analiza procesa, kao i u procesima sudara krutih tijela, bazirana je na primjeni
zakona ocCuvanja. Pretpostavljamo da su sile medu Cesticama koje sudjeluju u rasprsenju
konzervativne centralne sile, kao gravitacijske ili elektriCne sile, opisane sferno simetricnim

potencijalom U(r), gdje je r :|?1—F2| intenzitet vektora relativnog polozaja Cestica.

Pretpostavljamo i da potencijal U(r) dovoljno brzo opada s udaljeno$cu, tj. kad r — oo, i to
najmanje kao r, tako da se Eestice na makroskopskim rastojanjima (puno prije i puno poslije
sudara) mogu smatrati slobodnim.

4.6 Kinematika rasprSenja
Osnovne ideje teorije rasprsenja Cestica najlakSe je razumjeti na primjeru tipicnog

eksperimenta: rasprdenju Cestica mase m; — projektila, na fiksnoj meti, Cestici/ama mase ms,
koja u pocCetku miruje. Tipican sluCaj prikazan je na Slici 22.

Detektor :

Slika 22.
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Projektil mase m; se priblizava meti, koja miruje, u pravcu z-osi sa konstantnim pocetnim
impulsom p, = mv, . Kad ne bi djelovala nikakva sila na projektil, on bi proSao pored mete na

minimalnoj udaljenosti b, koja se naziva parametar sudara. U blizini ishodista, u regionu
interakcije uslijed sila medudjelovanja, projektil se rasprsuje, tj. skrece i u udaljeni detektor
stize sa konaGnim impulsom p,”. Cestica mase m, — meta, poginje se gibati uslijed interakcije
sa projektilom i poslije rasprSenja odlazi u beskonaCnost sa konstantnim impulsom p,”. Sve
fizikalne veliCine poslije rasprsenja oznaCavaéemo sa «” ». Putanja projektila je simetricna u
odnosu na pravac minimalnog rastojanje od centra sile — pericentar T, jer dva znaka u (4.16)
[ili (4.19) u slugaju sila proporcionalnih sa r ] daju po apsolutnoj vrijednosti istu promjenu
kuta za zadano dr, ako kut mjerimo od pravca T,. To je ocigledno jer svaki konusni presjek
ima os simetrije kroz fokuse.

Rasprsenje projektila mjeri se kutom rasprsenja 6 koji je odreden sa:

=l

P (4.47)

cosf = —
AN

Sustav projektil-meta je izolirani sustav dvije Cestice i cijeli proces rasprsenja odreden je
pocetnom brzinom projektila vo, parametrom sudara b i potencijalnom energijom interakcije
U(r). Za centralne sile rasprSenje ne zavisi od sfernog kuta ¢ (kut sa x-0si) i proces rasprsenja
je aksialno simetrican (simetriCan u odnosu na rotacije oko z-osi), Sto znaCi da rasprsenje
zavisi samo od intenziteta parametra sudara b, ali ne i od njegova pravca.

=l

Osnovna ideja teorije rasprSenja Cestica je da opiSe proces prelaska sustava iz inicijalnog
stanja (P, =mv, i p,=0) u finalno stanje (p,” i P,”) pomocu makroskopskih fizikalnih
veliCina koje se mogu mjeriti daleko od mikroskopskog regiona interakcije u dijelu prostora
gdje su Cestice slobodne — puno prije ili puno poslije interakcije. RasprSenje zelimo opisati
pomocu: p, , P, ikuta rasprdenja 6 umjesto parametra sudara b.

U sluCaju centralnih sila gibanje je uvijek u ravnini zbog zakona oCuvanja angularnog
momenta (4.9). Za tu ravninu uvijek mozemo odabrati recimo yz-ravninu kao na Slici 22.,
koja je nacrtana za slucaj odbojnih elektricnih sila — putanje Cestica su hiperbole. Za analizu
procesa rasprSenja potrebno je uvesti sustav centra mase prema (4.2) ili (4.3). U sustavu

centra mase vrijedi T, =0 i FC =0, pa je prije i poslije rasprsenja (veliCine raCunate u odnosu
na sustav centra mase oznacavacemo sa «* »):

e Inicijalno stanje:

pl*zml?lzp?zq, pz*zmzfzz_p?z—q, (4.48)

e Finalno stanje:

P, = mz':z,z _U?,E -q . (4.49)
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U sustavu centra mase rasprsenje je jednostavan, simetrican proces (uzmemo li pravac g
za z*-o0s kut rasprSenja projektila 6* je kut sfernog koordinatnog sustava), kao na Slici 23.

\Ql
N

Slika 23.

Zakoni oCuvanja za gibanje dviju Cestica daju:

e Zakon oCuvanja impulsa:

ﬁl = ﬁl’+ ﬁz” (4-50)

e Zakon oCuvanja energije:

Ako je rasprsenje elasticno, tj. ne mijenja se unutarnja energija Cestica u sudaru (ovaj uvjet
nije uvijek ispunjen u kvantnoj mehanici), onda je:

ﬁlz — ﬁl, p2 (451)
2m;  2m,; 2m2

jer je U(e) = 0. ElastiCno rasprsenje znaci vazenje zakona ocuvanja kinetiCke energije.
Definiramo li impuls centra mase P, =B, +p, =m, r +m, r = Mr i impuls relativnog gibanja

P, =Wf =4, prije raspréenja je:

~G=0, (4.52)

_Ql
o
N

Il

Sto daje:
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Kako unutarnje sile ne mijenjaju impuls centra mase, poslije sudara je na isti nacin:

— ml =, mz_.

., m - I U
=—1P = : =—2P -G=04-7, 4.53
Po=" Fetd m2q+q Po=y Fe-d=0-0 (4.53)
Sto uvrStavanjem u zakon oCuvanja energije (4.51) daje:
0°=0° = [g=[d]=qa, (4.54)

tj., u elasticnom rasprsenju Cestica u sustavu centra mase intenziteti impulsa Cestica ostaju
nepromjenjeni i jedino se mijenje pravac impulsa za kut 6*.

Nadimo sad relaciju koja povezuje kut rasprSenja projektila 6 u laboratorijskom sustavu
(4.47) i u sustavu centra mase 6*. KoristeCi (4.52) i (4.53) vrijedi:

o (M _)m M ,(m -
Pupy=| =0 | —=Q4+q |=——q°| —=+C0s8* |,
m2 m2 m2 m2

1
272
5151':|F31||F31'|cose=£q{l+2ﬂcose*+[ﬂj} cosf
m, m m

pa je:
2
cosf = [ﬂ-l-cose*j[l-i- Zﬂcose*Jr [ﬂj }
m, m, m,

Iskoristimo li zadnji izraz da nademo sin6, lako se konacno dobija veza kuteva rasprsenja
u dva sustava:

tgg=— " (4.55)

pricemuje:0<0*<7m i 6<0*

Druga Cestica u laboratorijskom sustavu skrece za kut ¢, pa je zbog p,=q—-q i q= |q
prema Slici 24.:

| | ]

|

o= . (4.56)
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20+ 0%=n

Slika 24.

Dovoljno je poznavati kut rasprSena 6* u sustavu centra mase jer se onda, kako pokazuju
izrazi (4.55) i (4.56), mogu odrediti kutevi raspSenja 6 i ¢ obje Cestice u laboratorijskom
sustavu, te vrijedi:

e Ako je m; <m; moguci kutevi rasprSenja u laboratorijskom sustavu su 0 <6 < r. Ako
je meta puno masivnija od projektila m; << mjy, nestaje razlika izmedu dva sustava i u limesu
je:6—->0*<m.

e ZarasprSenje identiCnih Cestica m1 = my, Sto je Cest sluCaj u eksperimentima sudaranja
snopova Cestica, vrijedi: 6 :97* i 0+¢ :g , Sto znaCi da se u laboratorijskom sustavu
poslije raspSenja Cestice gibaju okomito jedna na drugu, te da je maksimalna vrijednost kuta
rasprSenja bilo koje Cestice je Omax = g U specijalnom sluCaju centralnog sudara je 6* = x, te

G=-0, pajeprema (4.52) i (4.53): p,/=0,a p,=p,.

e Ako je m; >m, moguéi kutevi rasprienja u laboratorijskom sustavu su ograniceni na

interval 0 <0 <0mx, gdje je SiNOmax =My laboratorijskom sustavu u rasprsenju na meti
ml

manje mase projektil uvijek skrene za kut manji od g Kut rasprsenja 6 > g moguc¢ je samo

ako je meta masivnija od projektila.
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4.7 Dinamika rasprSenja

Prema Slici 22. vektor sudara b povezan je sa angularnim momentom relativnog gibanja
Cestica jer je u poCetnom stanju u odnosu na nepokretnu metu:

m,
M

B, = M2 by p, =bxd. (4.57)

[ =FxG="x
q M

Kao Sto je veC pokazano, za gibanje izoliranog sustava dvije Cestice koje medudjeluju
centralnim silama, prema (1.39), vazi ne samo zakon oCuvanja ukupnog angularnog momenta,
vec i zakon oCuvanja angularnog momenta relativnog gibanja, kao u (4.9).

e Zakon oCuvanja angularnog momenta relativnog gibanja:

Iz‘f‘z‘ﬁxq‘zconst. ~ p=L. (4.58)
q

Problem koji treba rjeSiti je: za zadanu sferno simetricnu potencijalnu energiju U(r)
interakcije dve Cestice treba odrediti kut rasprsenja 6 projektila, ako znamo njegov impuls p,

i angularni moment relativnog gibanja / prije rasprienja. Vidjeli smo da se problem svodi na

odredivanje putanje (4.16) Cestice mase p :% i radijus vektora T na koju djeluje sila

odredena potencijalom U(r), pri &emu su energija E i angularni moment &estice 7 :
=L 7-bxq, (4.59)

tj.,

[dr —t bdr (4.60)

2

rz\/ZU[E—U(r)]—rz rz\/l—rz—ng(r)

I+

do =

Prema Slici 23., kut rasprSenja 6* u sustavu centra mase je: 0* = — 2¢, gdje je 2¢ kut
medu asimptotama putanje. Odaberemo li za x-0s pravac pericentra (0s simetrije putanje),
polukut ¢ medu asimptotama trajektorije je:

o= bar . (4.61)
b 2 P2
Fr \/1—r2—qZU(r)

Ova relacija omogucuje da se odredi polu-kut medu asimptotama putanje, a time i kut
rasprSenja 0*, iz poznate potencijalne energije interakcije Cestica.
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U stvarnim eksperimentima rasprdenja Cestica u pravilu ne sudjeluju jedan projektil i
jedna meta, veC snopovi velikog broja (milioni) identi¢nih Cestica iste poCetne brzine, tj.
energije. Slika 25. prikazuje shemu Rutherford-ova eksperimenta rasprSenja Cestica na fiksnoj
meti.

Kolimator Detektor

N Meta y

]@ ||/ y4
N

Izvor Cestica (projektila)

Slika 25.

Kako snop projektila ima mali, ali konaCan, poprecni presjek odreden otvorom kolimatora,
razliCite Cestice u pocetnom snopu imat ¢e mikroskopski razliCite (i nemjerljive) parametre
sudara b, koji ¢e rezultirati razliCitim kutevima raspr3enja 6. Kako sila izmedu projektila i
mete ovisi samo o njihovoj udaljenosti, uvijek se pretpostavlja da je kut rasprsenja jednoznacna
funkcija parametra sudara 6 = 6(b), tj. da je inverzna funkcija b =b(0) takode jednoznacna. To
znaCi da Ce svi projektili koji inicijalno imaju parametre sudara u intervalu (b,b + db) poslije
sudara imati kuteve rasprsenja u intervalu (6,0 + do).

Kutna raspodijela rasprSenih Cestica u potencijalu U(r) opisuje se fizikalno mijerljivom
veliCinom do(0) koja se naziva diferencijalni udarni presjek (differential cross section) ili
diferencijalni efikasni presjek rasprsenja i definira kao:

do =91 (4.62)
n0

gdje je: dn broj Cestica u jedinici vremena koje imaju kut rasprsenja u intervalu (6,6 + d0), a
No je intenzitet Cestica u poCetnom snopu (gustoca struje Cestica), tj. broj Cestica koje u
jedinici vremena produ kroz jedinicu povrSine okomitu na pravac snopa. Dimenzije od dn su
(vrijeme) ™, a dimenzije od n, su (vrijeme) *x(povrsina) !, pa do ima dimenzije povrine i
mjeri se u m?. Kako su makroskopske jedinice ogromne za tipi¢ne veligine u fizici atoma i

molekula, Ee3ce se koristi jedinica barn = 1072 m?.

U slucaju centralnih sila postoji azimutalna simetrija (simetrija u odnosu na sferni kut o),
tako da sve Cestice u pocetnom snopu koje produ kroz kruzni prsten sa centrom na z-0si
unutarnjeg radijusa b i spoljaSnjeg radijusa b + db, poslije rasprsenja skrecu u interval kuteva
(6*, 6* + dO6*), pa je dn = ng 2rthb(6*)db, te:
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db(e*)

do = 2nb(6%) db = 2th(6%) [T 2 g,

Apsolutna vrijednost na desnoj strani osigurava pozitivan znak do. Ako sila medu Cesticama
opadas udaljeno§c’;u Sto je uobicajena situacija, onda vece b rezultira manjim kutom rasprsenja

db(6*)
do*

6*, Sto znaci da je negativno.

UobiCajeno je da se diferencijalni efikasni presjek rasprsenja do izrazava preko elementa
prostornog kuta (elementa povrsine jediniCne sfere) dQ*=sin6*d6*d* integriranog po ¢*, tj.:
do* = 2nsin0*do* =  do* =

2msing>*
funkcija parametra sudara b u sustavu centra mase je onda:

dw*. Diferencijalni efikasni presjek raspsenja kao

do :b_(e )| db(8%) . (4.63)
dw* sinB*| do*
Integracija po prostornom kutu do* daje ukupni udarni presjek rasprsenja .
Kako je:
do _ do dw* _ do ( dcosB B
do dw* do  dw*\dcosd*
S
cos@ =[ﬂ+cose*j[1+2 LcosO*+ [m j } ,
m2 m2 m2
za diferencijalni efikasni presjek rasprsenja u laboratorijskom sustavu dobija se:
3
212
[1+2 1 cos8*(8) + [mlj }
m m
do _ do . 4 (4.64)

do  dw* 1+ M cose*(8)
m

2

gdje je veza kuteva rasprsenja u dva sustava (4.55). Gornja relacija je jednostavna u slucaju
*

rasprsenja identiCnih Cestica m; = m, , kada je 8 = 67 i kad vrijedi:

do 4dcr

dco dw*

cosf . (4.65)

Fizikalni smisao ukupnog efikasnog presjeka rasprenja biti Ce jasniji iz slijedeceg
jednostavnog primjera.
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Primjer 1. Elasticno rasprsenje krutih kugli.

Razmotrimo elastiCno rasprSenje identicnih idealno krutih kugli masa m = my = my i
radijusa R = R; = R, (kao sudari identi¢nih bilijarskih kugli). Treba naci efikasni presjek
rasprsenja.

Medu kuglama ne djeluju nikakve sile osim u trenutku sudara, kada djeluje beskonacna
odbojna kontaktna sila koja osigurava da je minimalna udaljenost centara kugli 2R.
Potencijalna energija takve sile je:

0,zar>2R
ur) =< , gdje r=|f, —T1,|. 4.66
(r {w,zar<2R gdje r=|f, T (4.66)

Lako je provjeriti prema (4.16) da je za ovakav potencijal putanja pravac (precizno, do
trenutka sudara pravac duz kojega je impuls Cestice ¢ = const., a poslije sudara, drugi pravac

duz kojega je impuls Cestice G = const.) Cija je jednadzba u polarnim koordinatama:

/
I Cos(op — =
((P (PO) \/ZIJ_E

U sudaru idealnih krutih tijela vazi zakon refleksije — odbojni kut ¢ jednak je upadnom kutu ¢.
Trenutak sudara kugli u sustavu centra mase prikazan je na Slici 26.

20+ 0% =1

b = 2Rsin¢

Slika 26.

_A*
Veza parametra sudara i kuta rasprsenja je: b = 2R sin n-8

e*
= 2R cos;. Prema (4.63)

diferencijalni efikasni presjek rasprSenja u sustavu centra mase je:

113



do

= R?=const. , (4.67)
dw*
pa je totalni efikasni presjek rasprsenja:
c:jd—"dw*= R? [2nsing*do* = 47R . (4.68)
do* 5

*

Kako se radi o rasprsenju identicnih Cestica m; = m,, u laboratorijskom sustavu je 0 :67,
Sto znaCi 0 e {Oﬂ i prema (4.65), diferencijalni efikasni presjek rasprsenja je:

d—0=4chose, (4.69)
dw

i naravno, opet je totalni efikasni presjek rasprsenja:

T

2
o= 99 4o = 4R? [ 2nsingcosode = 47R”" (4.70)
dw 5

Totalni efikasni presjek rasprsenja je povrSina poprecnog presjeka centra rasprsenja
(mete) — u ovom slucaju to je povrsina kruznice radijusa 2R (da bi doslo do rasprsenja centri
kugli moraju biti na udaljenosti 2R). Ovo je ocigledno ako umjesto elasticnog rasprsenje krutih
kugli mase m i radijusa R, promatramo ekvivalentno elastiCno rasprSenje Cestica mase m
(projektila) na krutoj kugli iste mase m, ali radijusa 2R (meti), kao na Slici 27.

_____ S U A
m
z
2R
20+ 0*=n
b = 2Rsin¢

Slika 27.
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Broj i karakter sudara ostaje nepromjenjen, jer Cestica — projektil dozivi rasprsenje samo ako
se nade na rastojanju 2R od centra krute kugle, pa je potencijal U(r) opet (4.66).
. . p* . .. . .
Iz veze parametra sudara i kuta rasprsenja b = 2Rcos7 je ocigledno da su i ovom slucaju

diferencijalni i ukupni efikasni presjeci rasprsenja (4.67) i (4.68),

do
dw*

2
=R?=const. i o=4nR.

Ukupni efikasni presjek rasprsenja o jednak je povrSini poprecnog presjeka kugle (mete).

4.8 Rutherfordovo rasprsenje

Prva primjena eksperimenata rasprsenja u fizici dovela je do otkri¢a nuklearnog modela
atoma, koji se naziva i Rutherfordov model atoma. U seriji eksperimenata, shematski
prikazanih na Slici 25., Rutherford, Geiger i Marsden 1910-1911. bombardirali su o-
Cesticama (o-Cestica je nukleus atoma helija *He,) tanke listice zlata *’Ause i mierili
diferencijalni udarni presjek rasprdenja do(6). Rutherford je 1911. pokazao da se upravo takvi
rezultati eksperimenta oCekuju ako je atom vezano stanje masivne pozitivno nabijene jezgre
radijusa 10°~10* m i elektronskog oblaka radijusa 10° m oko jezgre. Danas znamo da se
jezgre atoma sastoje od nukleona — protona i neutrona, koji su i sami vezana stanja kvarkova i
gluona.

Osnova Rutherfordove analize je pretpostavka da se a-Cestice rasprsuju u odbojnom

Coulombovom potencijalu jezgre atoma U(r) :é, gdje je A:%> 0. Naboji a-Cestica i
r g,
jezgri atoma zlata su Q; = 2e i Q, = 79e. Putanja u slucaju odbojne elektricne sile je hiperbola,

a polukut ¢ medu asimptotama (4.61) je:

o= bdr , (4.71)
- b> 2uA
Y B
r qr

gdje je:

qZ A IZ é+ quZ

E="=—+ = ) 4.72
20 ro2ur® v, 2ur? (@72)
2 2 2,.2
Lako je provjeriti da integral (4.71) daje: ¢ = arctgt;iA, tj. tgd :l;iA, pa je b? :Aq—tjtgzcb, te

je veza parametra sudara i kuta rasprsenja:
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2.2 *
qutJ ctgze?. (4.73)

b2

Uvrstavanjem u (4.63) dobija se Rutherfordova formula za diferencijalni udarni presjek za
rasprSenje Cestica koje medudjeluju elektricnim interakcijama:

do (AY 1
o (EJ o @19
Sin ?

koja je togna &ak i u kvantnoj mehanici. Kako diferencijalni udarni presjek zavisi samo od A?,
formule (4.73) i (4.74) vaze i za privlaCne i za odbojne elektriCne sile.

Diferencijalni udarni presjek rasprsenja divergira dd—0—> o kad 6* — 0, Sto je fizikalno
(.0*

besmisleno, jer znaCi da je frakcija Cestica koje se rasprsuju pod kutem 6* = 0 beskonaCna.
Prema (4.73) problemati¢no divergentno ponaSanje nastaje za velike vrijednosti parametra
sudara b — oo koje rezultiraju vrlo malim kutom rasrSenja 6* — 0. Ukupni udarni presjek
raspSenja takode divergira:

A

t do |
G = 2nj—*sine*de*= —2n(—j
5 dw 2E

. ,0*
sin?—
0

— 00, (4.75)

kad 6* — 0, tj. kad b — . Obje divergencije su matematiCke posljedice Cinjenice da je
Coulombov potencijal «dugog (beskona¢nog) dosega, tj. da opada sa udaljeno3tu kao r —
bez obzira koliko je projektil udaljen od mete sila na projektil nije zanemariva i projektil
«osjeca» beskonacni poprecni presjek mete o.

U stvarnosti ovaj problem ne postoji (ne postoji Coulombov potencijal za proizvoljno
veliko r), jer veé za parametre sudara veée od 10 m, a-Cestice su van atoma zlata i zbog
neutralnosti atoma ne ,,0sjecaju* nikakvu odbojnu elektri€nu silu. To znali da u problemu
rasprSenja o-Cestica na jezgrama atoma zlata mora postojati gornja granica parametra sudara
brex ~ 107° m koja odreduje minimalnu vrijednost kuta rasprienja 8*min > 0, €ime bivaju
eliminirane divergencije udarnog presjeka rasprsenja.

m, _

Kako je miy = 4, am, = 197, te —+= 0,02, formula (4.74), s pogreSkom od nekoliko
m2
postotaka, vazi i u laboratorijskom sustavu:
2

Npr., za 6* = 30°, prema (4.55) je 8 = 29.43° pa zamjena ® — 6* unosi pogresku od 1.9%.
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Eksperimentalna provjera zahtijeva brojanje a-Cestica koje se u jedinici vremena rasprse
pod kutem 6 u detektor aktivne povrSine ASa. na udaljenosti D od listica zlata (mete).
Projektili koji poslije prolaska kroz metu imaju kuteve rasprSenja u intervalu (6,6 + d6)
presjecaju zamisSljenu sferu radijusa D sa centrom u meti na kojoj se nalazi detektor unutar
sfernog pojasa povrsine dS = 21 D?sin6 de , kao na Slici 28.

C =meta

2nx Dsind
dS = 2z D?sind do

Slika 28.

Broj a-Cestica dn koje se u jedinici vremena rasprSe u interval kuteva (6,6 + dO) prema

definiciji diferencijalnog udarnog presjeka (4.62) je dn=nydo = noj_odm = noj_OZn sSin6do .
0 0

Od svih An takvih rasp3enih a-Cestica u detektor ¢e u jedinici vremena sti¢i samo:

AN = An B35 = Ap %S_ak- =No—5= — =Nop —5
AS 2nD“sin6AB D° dw D

2E

ek = 5

AS, do _ . ASy (AJZ 1
sin® —

Na kraju treba jo$ napraviti korekciju za moguénost rasprsenja na bilo kojoj jezgri atoma zlata
duz putanje a-Cestice kroz foliju debljine d — gornji rezultat treba pomnoziti sa cd gdje je ¢
broj atoma zlata po jedinici volumena. Broj a-Cestica koje se u jedinici vremena rasprse pod
kutem 6 u detektor je onda:

2 2
AN=n, (chSak-J [ 1 ze J . 4.77)
SI

D* ) \4ng, Ey ) jp¢®

gdje je Z naboj nukleusa (za zlato Z = 79), a Ex je poCetna kinetiCka energija a-Cestica.

Eksperimentalna provjera Rutherfordove formule svodi se na provjeru (4.77) kao funkcije
energije projektila Eyx, kuta rasprSenja 6 i naboja jezgre Ze. Slaganje eksperimentalnih
rezultata i teorijskog proracuna je izvrsno.

lustrirajmo na jednostavnom primjeru kako se Rutherfordova formula (4.74) ili (4.76)
moze iskoristiti za odredivanje radijusa jezgre.
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Primjer 2. Rutherfordovo rasprsenje u pozadinsku hemisferu.

U eksperimentu rasprienja o-gestica na vrlo tankoj zlatnoj foliji debljine d = 4 x 107" m
izmjereno je da se jedna u 61700 a-Cestica rasprsuje u pozadinsku hemisferu (backward

scattering) sa kutom rasprsenja 6 2%. Treba procjeniti dimenzije jezgre zlata na osnovu ovog

rezultata.

Vrlo neocekivani rezultat prvih eksperimenata rasprsenja o-Cestica bila je upravo pojava
rijetkih o-Cestica koje se odbijaju unazad, tj. u laboratorijskom sustavu imaju velike kuteve

rasprsenja, vece od > Za centralne sile takvo rasprsenje unazad moguce je samo ako je meta

masivnija od projektila m; < m; . Zato je Rutherford odmah zakljucio da atom mora imati
nehomogenu raspodjelu mase — unutar atoma mora postojati centar rasprsenja vrlo, malih
dimenzija i velike mase, tj. nukleus atoma zlata (Cestica mase my).

Broj Cestica mase m; koje u jedinici vremena jedan nukleus mase m; rasprsi pod kutom
vec¢im od 0, jednak je broju projektila u jedinici vremena koji imaju parametre sudara manji
od b(8), tj. = b? ny, gdje je no intenzitet poetnog snopa a-Eestica. Prema definiciji (4.62)
ukupni udarni presjek za rasprienje pod kutem veéim od 6 je: og(6) = nb? (). Ukupan broj
raspréenih projektila u sekundi je onda m b? ny, puta broj jezgara u listiéu zlata na putanji
projektila (broj atoma zlata koji sudjeluju u rasprsenju) cSsnd, gdje je ¢ broj atoma zlata u
jedinici volumena, S, je povrsina poprecnog presjeka pocetnog snopa a-Cestica, a d debljina
listica zlata. Ssnd je volumen listiCa zlata kroz koji prolazi snop projektila. Ukupan broj
projektila raspréenih pod kutom veé¢im od © u jednoj sekundi je n = mcSg,no db?(6).

Podijelimo li brojem o-Cestica u sekundi u poCetnom snopu Ss.no, frakcija f projektila
rasprsenih pod kutem vecim od 0 je

2,2 *
f:ncdbz(e)znch H ctgze—:cdcg(e). (4.78)
q* 2

Kako je broj atoma zlata u jedinici volumena:

c=PaNA _ (19,3gcm‘3)(6,02><1023atoma mol‘l) _ 5910 doma

M 197gmol™ m®

ukupni udarni presjek za pozadinsko rasprsenje je:

G = Og (Ej - fo 6,9 x 1022 m? = 6,9 barna.
2) cd

Pretpostavimo li u prvoj aproksimaciji, po analogiji sa sudarima krutih kugli, da je ukupni
udarni presjek jednak povrsini popre¢nog presjeka jezgre og = TR? (sigurno je da su dimenzije
jezgre manje jer i a-Cestice imaju dimenzije), za radijus jezgre zlata dobija se:

R=15x10¥m=15fm,
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Sto je Cetri reda veliCine manje od radijusa atoma.

Moderna mjerenja za efektivni radijus atoma zlata daju R = 7 fm, u skladu sa formulom iz
1
nuklearne fizike: R = Ry A3, gdje je A atomska masa, a Ry =1,2 + 0,2 fm,
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5. Gibanje krutog tijela

Ako se ne mogu zanemariti dimenzije materijalnih objekata koji se gibaju, govorimo o
gibanju tijela, bilo krutih ili elastiCnih. Idealno kruto tijelo je u klasicnoj mehanici dobra
aproksimacija za realna tijela Cije su deformacije pod utjecajem sila vrlo malene u odnosu na
njihove dimenzije. Po definiciji, udaljenost bilo koje dvije Cestice ,,i“ i,/ krutog tijela je
nepromjenljiva, tj. za kruto tijelo tijekom gibanja vaze idealne holonomne veze:

|7.(t) =T (t)| =c; =const., Vi, jt. (5.1)

Polozaj krutog tijela potpuno je odreden polozajem tri njegove nekolinearne (koje nisu na
istom pravcu) tocCke. Polozaj prve toCke odreden je sa 3 koordinate, recimo (x1,Y1,21), tj. ona
ima 3 stupnja slobode gibanja. Gibanje druge tocke ograni€eno je vezom:

(X2 —X1)* + (Y2 - Y1)* + (Z2— 22)* = C21° = 0

na povrsSinu sfere radijusa ci2 sa centrom u prvoj tocci, pa druga Cestica ima samo dva stupnja
slobode. Gibanje trece (nekolinearne) tocke krutog tijela ograniceno je sa dvije veze:

(X3 = X1)? + (Y3 — y1)* + (23— 21)* - car” = 0,
(X3 = X2)? + (Y3 — y2)° + (23— 22)* = c3,° = 0,

te ona ima samo jedan stupanj slobode gibanja. Bilo koja preostala Cestica ,,i* krutog tijela
nema ni jedan stupanj slobode, jer njene koordinate zadovoljavaju tri veze:

TO-1@)]=cy, |[FO-FO|=co, [FO-To0)]=cs.

Kruto tijelo ima n = 6 stupnjeva slobode gibanja. No, ako je gibanje krutog tijela ograni¢eno
nekim dodatnim vezama koje nisu oblika (5.1), na primjer klizanje ili kotrljanje po nekoj
podlozi, broj stupnjeva slobode bit ¢e maniji.

sustav S sustav S’

Slika 29.
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Koordinatni sustav S”, Cije su osi X'y'z", neka je Cvrsto vezan za kruto tijelo tako da se
giba zajedno sa krutim tijelom. Ishodiste O” sustava S’, koje se naziva pol krutog tijela, je u
proizvoljnoj toCci tijela. Polozaj krutog tijela odreden je onda polozajem koordinatnog sustava
S” u odnosu na neki inercijalni referentni sustav S, kao na Slici 29.

Zamislimo da je jedna toCka krutog tijela nepokretna. Odaberemo li tu fiksnu toCku za
ishodiSte oba sustava, bilo koji pomak krutog tijela, tj. koordinatnog sustava O'xX’y’z" u
odnosu na koordinatni sustav Oxyz, je neka rotacija oko osi koja prolazi kroz zajednicko
ishodiSte. U odjeljku 1.5 smo vidjeli da se svaka takva rotacija moze reprezentirati nekom
ortogonalnom matricom koja je odredena sa 3 linearno nezavisna parametra w;, koji su tri
komponente trenutne kutne brzine rotacije @(t) sustava S” u odnosu na sustav S — relacija
(1.50). Znaci, tri generalizirane koordinate su potrebne za opis rotacije krutog tijela. Ako sad
dopustimo jo§ i proizvoljno gibanje pola krutog tijela (ishodiSta O”), njegov poloZaj u odnosu
na sustav S odreden je s tri koordinate, komponente vektora R(t), koje odreduju translatorno
gibanje krutog tijela. Proizvoljni pomak krutog tijela ekvivalentan je translaciji pola za vektor
R(t), plus nekoj rotaciji oko osi koja prolazi kroz pol. Od 6 stupnjeva slobode gibanja krutog
tijela 3 otpadaju na translaciju, a 3 na rotaciju.

Prema Slici 29. radijus vektor bilo koje Cestice krutog tijela je:
() =R()+T, (5.2)

gdje je T,” radijus vektor Cestice u neinercijalnom sustavu S”. Vektor F,” ne zavisi od vremena
jer u sustavu S” kruto tijelo miruje, pa je D" ;"= 0. Specijalno, za centar mase krutog tijela
vazi:

i = %Zmi?i ., M=>m,, ausustawu S": Fc’:%zmi?i" (5.3)

U sluCaju kontinuirane distribucije mase, sumaciju po Cesticama treba zamjeniti integralom po
volumenu Q krutog tijela:

>m - jdm:der'p(?'). (5.4)

Translatorno i rotaciono gibanje krutog tijela odredeno je njegovim osnovnim dinamickim
veliCinama. Nadimo prvo relacije koje povezuju te osnovne dinamicke veliCina krutog tijela u
dva sustava Si S"

P=>"mf, =Zmi(*ri’+§)=M?c’+MR, (5.5)
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jer je zbog D'F"’=0 prema Coriolisovom teoremu (1.52), vremenska promjena vektora T,
uslijed rotacije: DT,"=wxT,”. Ukupni angularni moment krutog tijela je onda:

L=MRxDR+MFExDR+MRx(®xE)+1I,,

(5.6)

gdje samo zadnji Clan ovisi o dimenzijama i rasporedu mase krutog tijela (prva tri ¢lana su
kao momenti impulsa jedne Cestice):

=Y miyx(ex7) (5.7)
Za ukupni moment sila na kruto tijelo je slicno:
M=3mfxD*F =y m,(7/xR)x(D*%+D*R)=MRxD*R+MExD*R+MRxD* '+
| +Zmifli'><D2Ti'= MRxD?R+MT xD*R+MRxD?*FE + M,
Kako je prema (1.52) i (1.53): DF,’=DT,/+ 0xT,'=wxr,, Dw=D'®, vrijedi:
D?7,=D(DF,)=D(@xT,)=(D®)xF,+ dxDF = (D'®)x T, + & x(@xT),

pa je momemt ukupne sile na kruto tijelo
M=MRxD?R+ME xD*R+MRxD?E '+ M, (5.8)
= mi x| (D)< + ax(@x7)], (5.9)
gdje opet samo zadnji ¢lan u (5.8) zavisi od rasporeda mase krutog tijela.

Kineticka energija krutog tijela je: T :%Z m,(DFT, )2 = %Zmi(DFi’Jr D ﬁ)z , §to daje:
(5.10)
gdje je:

Zm (@x7,)?. (5.11)

Zaklju€ujemo da se: sve dinamicke veli¢ine P,L,M i T krutog tijela prirodno se razlazu

na zbroj ¢lanova koji opisuju gibanje krutog tijela kao jedne Cestice mase M jednake ukupnoj
masi_krutoq tijela i ¢lanova koji opisuju rotaciju krutog tijela i zavise od distribucije mase

tijela.
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U velikom broju problema gornje formule (5.5 — 11) mogu se joS pojednostaviti. U praksi
su najcesCi problemi gibanja krutog tijela koje rotira oko neke osi koja prolazi kroz centar
mase (na primjer, kotaCi automobila), kada mozemo za pol odabrati centar mase, tj. uzeti

t'=0, ili €ija je jedna tocka nepomicna (njihalo, zvrk), kada moZemo odabrati R =0.

U prvom slucaju dinamiCke veliCine postaju zbroj dva Clana — jednog za translatorno
gibanje krutog tijela kao Cestice mase M i drugog za rotaciono gibanje oko osi kroz centar

mase (R =T.):

T:%Mf+1w (5.12)

P=ML, L=M M

)
X
g
+
bt
<
Il
<
o
X
g
+

rot !

u skladu sa (1.38) i (1.39).

U slu€aju gibanja krutog tijela oko jedne fiksne toCke preostaju samo rotacioni ¢lanovi:

T=T (5.13)

rot *

Osnovna ideja mehanike krutog tijela je da se ¢lanovi koji opisuju rotaciju tijela (5.13) izraze
Sto jednostavnije — to se postize definiranjem tenzora inercije (tenzora tromosti) krutog tijela.

5.1 Tenzor inercije (tromosti) krutog tijela

Pri translatornom gibanju inercija (tromost) tijela mjeri se masom. Za rotaciono gibanje
ulogu mase preuzima tenzor inercije tijela. Pri razmatranju rotacije krutog tijela mozemo
zanemariti translatorno gibanje tijela kao cjeline. Zato pretpostavimo da je jedna toCka krutog

tijela nepokretna i odaberimo je za pol, tako daje: R =0.

Definicija: Tenzor inercije L., krutog tijela
Simetri¢ni tenzor drugog reda Cije su komponente:

=2 m (78, -1, 1,). (ab=123), (5.14)
naziva se tenzor inercije krutog tijela. U sluCaju kontinuirane raspodjele mase je:
Lo = [ dr p(F)(F25,, -1, 7, ). (5.15)
Q

Dijagonalni elementi tenzora (3x3 matrice) nazivaju se momenti inercije, a nedijagonalni
su produkti inercije.

Tenzor inercije zavisi samo od raspodjele mase krutog tijela u odnosu na pol (ishodiste
koordinatnog sustava S' vezanog za tijelo), ali ne zavisi od gibanja krutoqg tijela.
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Na primjer u Kartezijevom sustavu je:
L :Zmi(yi’2+zi’2), ili: Ly=—> mxy .
i i

Motivacija definicije (5.14) postaje oCigledna napiSemo li angularni moment rotacije krutog

A, A oA,

irot :zmifi’x(a)x_ri’)zZmi[Fi’za)_(Fi’a))Fi’]: 3 e, Zmi (?i *0. r r, )wb
i i a,b=1 i
Sto odmah daje:
I, = iéa’lab W, = 16. (5.16)
a,b=1

tj.:

=10+ OxL, (5.17)

ili jednostavno:
1. 7,4
T =Ew 1®, (5.18)

pa vrijedi:

Rotacione veli¢ine krutog tijela

Neka je & trenutna kutna brzina rotacije krutog tijela u odnosu na inercijalni sustav S, a |
njegov tenzor inercije. Rotacioni dio angularnog momenta, rotacioni dio ukupnog momenta
sila i kineticka energija rotacije krutog tijela izrazene u ubrzanom sustavu S” vezanom za
kruto tijelo su:

=16, WMy =10+0xl,, T =%G)TIG). (5.19)
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Tenzor inercije ovisi o izboru sustava vezanog za kruto tijelo — pola, tj. ishodista O, i
pravaca koordinatnih osi x'y’z". Steinerov teorem, omogucuje raunanje tenzora inercije | u
. .. , , . . . c .
odnosu na proizvoljni sustav S” sa polom u O, ako je poznat tenzor inercije I u sustavu Cije
su koordinatne osi paralelne osima sustava S” a ishodiSte mu je centar mase C krutog tijela,
kao na Slici 30.

Slika 30.

Za proizvoljnu tocku P krutog tijela je: F'=T°—d, gdje je d = CO' udaljenost ishodista

dva sustava. Kako je:

[drepE)y =M, [d*rTp()=0,
Q

Q

dobija se:

I, = jolSr'p(f')[?'2 8, —11, )= [aore oFe)| (7¢ = d)? 8, — (s — d,) (r%s — d,) | =

Q

_ J‘dsrc p(FC)[(TC 2, 62)% _(rCar% + dadb)J,
Q

pa vrijedi:

Steinerov teorem

Tenzori inercije krutog tijela mase M u odnosu na sustav &ije ishodiste je na udaljenosti d
od centra mase je:

lp = 1% + M (d?5,, —d,d, ), (5.20)

gdje je I° tenzor inercije u odnosu na centar mase krutog tijela.
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. . ,C . . e . v . Ve - .
Razlika I i | a je tenzor inercije jedne Cestice mase M Cija je udaljenost od centra mase

d. Ako znamo tenzor inercije krutog tijela u odnosu na centar mase, primjenjujuéi Steinerov
teorem, lako je naci tenzor inercije u odnosu na sustav sa paralelnim koordinatnim osima i
ishodiStem u bilo kojoj tocci. U opéem slucaju ako koordinatne osi dva sustava nisu paralelne
vrijedi opcCenitije:

Iy = iRacRbd[l%d +M(d25,-dd,)]

cd=1
gdje je Rjj= cos< (éf, é’j) matrica rotacije sustava S° u sustav sa osima paralelnim sa S”.

Tenzor inercije la je linearan, pa prema tome i aditivan, u odnosu na masu Cestica
(qustocu) tijela, Sto znaCi da je tenzor inercije sustava dva tijela zbroj tenzora inercije svakog
pojedinog.

Primjer 1. Tenzor inercije homogenog Supljeg valjka.

Neka je visina valjka h, a unutarnji i spoljni radijusi r i R. Volumen valjka je: ©( R* — r?)h,

. M . . .
te je gustoéa p = = const. U odnosu na centar mase radijus vektor bilo koje tocke
Jeg Y m J J
valjka u cilindricnim koordinatama je: T = pép +zK, gdje: pe [r,R], Ze |:—g+g:| Kako
je: x=pcos, y=psing i d*r = pdpd@dz, prema definiciji (5.15), svi produkti inercije Supljeg

valjka su nula. Momenti inercije su: ly = ly = I, = lyy :%(3R2+ 3r’ + hz), te ly =1y

:%( R? + rz). Tenzor inercije Supljeg valjka u odnosu na centar mase je:

3R?+3r2+ h? 0 0
=2 0 3R?+ 32 + h? o | (5.21)
12 .,
0 0 6R? + 6r

Na primjer, ako cilindar rotira oko svoje osi simetrije (z-osi), kutna brzina rotacije je:
0
@ =@| 0 |, pa su angularni moment i rotaciona kinetiCka energija Supljeg valjka:
1

A~

ro-M(Res ok, T~ Lamro-M(Re s rt)o?
_Iu)_z(R2+r2)(pk, T 2ooTIoo 4(R2+r2)(p.

l

rot

Ako Zelimo tenzor inercije | u odnosu na tocku O" na unutarnjem rubu baze Supljeg
N N 2
valjka, ishodiste treba translirati za vektor: d=ri+ gk. Kako je d*=r>+ h? i dd, = %

prema (5.20) tenzor inercije u odnosu na pol O je:
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3R? + 3r® + 3h? 0 —6rh
| = 1M 0 3R? + 1512+ 3h? o | (5.22)
—6rh 0 6R? + 18r?

Ako Supnji valjak rotira oko osi paralelne z-osi kroz O’, kutna brzina rotacije je opet:

0
@ =@| 0 |, pa su angularni moment i rotaciona kineticka energija valjka:
1
Io=16=-Trmeis M(R21ar)ok, T, =ta"16="(R?+2r)¢".
2 2 2 4
1
Ako bi upnji valjak rotirao oko x -osi kroz O’, kutna brzina rotacije bi bila: @ =8| 0 |, pa je
0
[, = I®=I(R2+r2+h2)éf—%rhéf<, T, =%af | (I)z%(Rererrhz)éz.

Primjer 2. Tenzor inercije dvije identicne homogene slepljenje kugle.

Nadimo prvo tenzor inercije homogene kugle radijusa R i mase M u odnosu na centar mase
koji je centar kugle. Sferna simetrija kugle znaCi p(T) = p(r). U sfernim koordinatama lako se

vidi da su svi produkti inercije I, = 0 (a # b) — tenzor inercije je dijagonalan. Zbog sferne

. . . . . . = 2. . y
simetrije sva tri momenta inercije su jednaka lp, = % — ra2 = 3 %, pajelis =l =1l3= Yo, st

R R
daje: 3Y, = 2J.d3rp(r)F2 = 8nIdrp(r)r4 . Masa kugle je: M = 4nJ.drp(r)r2 , Sto za homogenu
0 0

.. 3M
kuglu znaCi p =
4n

=3 = const., pa je tenzor inercije homogene kugle u odnosu na centar

mase:

(5.23)

o - O
= O O

Odaberimo za z’-os pravac odreden centrima spojenih identi¢nih kugli koji je os simetrije
tijela. ToCka kontakta kugli je centar mase sustava.

Translacijom koordinatnog sustava u togku kontakta kugli za vektor d = R k duZ z-osi prema

Sneiderovom teoremu (5.20) za tenzor inercije jedne od kugli je: Y1=Y2=Yo+MR?i Y3=Yo,
pa zbrajanjem za sustav dvije kugle dobijamo tenzor inercije:
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700
|":2?MR2 07 ol (5.24)
00 2

Primjer 3. Fizikalno njihalo

Fizikalno njihalo je kruto tijelo koje bez trenja moze oscilirati oko neke fiksirane osi pod
utjecajem tezine. Neka je tijelo homogeni paralelopiped strana a,b,c i neka je os rotacije jedan
od bridova, recimo c. Treba naci period malih oscilacija paralelopipeda.

Odaberimo os rotacije za z-0s, a ishodiSte sustava vezanog za kvadar u jednom vrhu kao
na Slici 31.

Slika 31.

Gustoca tijela je p = b const. Tenzor inercije paralelopipeda u odnosu na centar mase I’
abc

lako se izratuna u Kartezijevim koordinatama koristeéi: d°r = dxdydz, 7> = x> +y*+2*, uz

granice integracije: —nggi; —Egygg; P8 Rezultat je:
2 2 2 2 2 2
b?+¢? 0 0
c_ M 2 2
I =— 0 a“+c 0 . (5.25)
12 y
0 0 a“+b

Prema Steinerovom teoremu da bi dobili tenzor inercije u odnosu na tocku O ishodiSte treba

translirati za vektor: d = %hgﬁgﬁ , Sto daje:
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4(b2+ cz) —3ab —3ac
I:% ~3ab  4(a’+c?) -3bc
—3ac ~3bc  4(a’+ b?)

0

Kutna brzina rotacije njihala oko z-osi je @ =@| 0 |, pa je kinetiCka energija rotacije:

1

_|
I

N |-
e
_
s
I

My, )

6

Potencijalna energija jednaka je gravitacijskoj potencijalnoj energiji centra mase:
U =—%g a’+ b*cosg,

pa je Lagrangian njihala:

L=T—U=%\/a2+ b? (\/a2+ b (‘p2+3gcoscp).

Jednadzba gibanja fizikalnog njihala onda je:

(p+3—gsin(p=0.

2./a’ + b?

(5.26)

U sluCaju malih oscilacija njihala mozemo zamjeniti sing = @, pa je gibanje harmonicko

titranje sa periodom:

2 2
T om /21/a3+b |
g

koji je identiCan periodu matematickog njihala ekvivalentne duljine / = %1/a2 +b%.

Tenzor inercije ovisi 0 izboru koordinatnog sustava vezanog za kruto tijelo. No, u bilo
kojem koordinatnom sustavu tenzor inercije la, krutog tijela je realna, simetricna 3x3 matrica.
Postoji li neki koordinatni sustav u kojem tenzor inercije krutog tijela ima najjednostavniji

oblik?

Osnovni teorem linearne algebre tvrdi da se svaka realna, simetricna 3x3 matrica l,, moze
dijagonalizirati transformacijom sliCnosti (similarity transformation) nekom ortogonalnom

3x3 matricom R (matricom rotacije) u oblik:
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I,=RIR" = (5.27)

o o X<
o < o
< o o

Napomena: Teorem vaZi i opcenitije za svaku hermitsku matricu A= At, gdje je At= (,—5\)T ,
koja se moze dijagonalizirati transformacijom slicnosti unitarnom matricom U (za unitarne

matrice je Ut = U™): Ap = UAUt, gdje su elementi na glavnoj dijagonali matrice Ap realne
svojstvene vrijednosti hermitske matrice A.

Ortogonalna matrica R je matrica rotacije koordinatnog sustava O"xy"z" vezanog za kruto
tijelo u sustavu S” glavnih osi inercije krutog tijela O'X"y"z” (sa istim ishodistem) u kojem je
tenzor inercije krutog tijela dijagonalan Ip. Elementi Y; na glavnoj dijagonali u (5.27)
nazivaju se glavni momenti inercije krutog tijela. U pravilu, pravci glavnih osi inercije krutog
tijela su pravci osi simetrije tijela, kao u Primjerima 2. i 3., tj. u izrazima (5.21) i (5.25). Tri
jedini€na vektora {€,”, &,”, €,"} glavnih osi dobijaju se rjeSavanjem svojstvenog problema

matrice I, tj. rjeSavanjem matricne jednadzbe:
le"=Y,e”, 0<YieR, (i=1,23), (5.28)
koja ima rjeSenje ako i samo ako je zadovoljena karakteristicna jednadzba:
det|1,,—Y,3,,|=0. (5.29)

KarakteristiCna jednadzba (5.29) je kubna algebarska jednadzba Cijim rjeSavanjem se dobijaju
tri svojstvene vrijednosti tenzora inercije Y;. Zamjenom svojstvenih vrijednosti u (5.28), uz
uvjet normiranja €,"¢,”=1, nalaze se svojstveni vektori €~ (i = 1,2,3) tenzora inercije I.

Elementi R;j ortogonalne matrice koja rotira sustav S u sustav glavnih osi S” krutog tijela
3
D R;&/=8", su kosinusi pravaca R; =& "8 (i = 1,2,3) koordinatnih osi dva koordinatna
j=1
sustava. Jednostavno re¢eno, prvi svojstveni vektor €,” je prvi redak matrice R, €,” je drugi
redak, a €,” treCi. Matrica R transformacijom sli€nosti (5.27), transformira tenzor inercije | u

zarotirani sustav glavnih osi S” u kome je tenzor inercije krutog tijela dijagonalan Ip i glavni
momenti inercije su svojstvene vrijednosti tenzora inercije.

lustrirajmo proceduru rjeSavanja svojstvenog problema, tj. dijagonalizaciju tenzora inercije
na primjeru, jer dokaz zahtijeva kompletnu teoriju hermitskih matrica iz linearne algebre.

Primjer mora biti jednostavan da bi se izbjegle algebarske komplikacije rjeSavanja kubne
jednadzbe.

. v . a .
Napomena: Kubna jednadzba: x3 + ax® + bx + ¢ = 0 se smjenom x = y—g transformira u

2 3
nepotpuni oblik: y* +py +q=0, {p = —%Jr b, q= 2(%) —a—;+c:|, Cija su rjesenja:
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A+BJr A—B\/g,

Vi=A+B, Y3=- ti >

gdje je:

A5 - oy

Primjer 4. Dijagonalizacija tenzora inercije.

Kruto tijelo se sastoji od 3 toCke iste mase m i polozaja: (a,0,0), (0,a,2a) i (0,2a,a) kao na
Slici 32. Treba naci glavne momente i glavne osi inercije tijela u odnosu na ishodiste i
dijagonalizirati tenzor inercije.

2a

Slika 32.

Prvo treba naci tenzor inercije krutog tijela u odnosu na oshodiste O". Prema (5.14) tenzor
inercije prve Cestice je:

0 0 O
lap = M(a% 8 — @° 821 8p1) = li=m|0 a® 0
0 0 a’
Za drugu Cesticu je:
5a> 0 0

lan=m (5a2 Sab — 8% 8az Oz — 48% 843 O3 — 282 82 Ops) = l=m| O 43> -2a’|,
0 -2a> a°
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te za tredu:

5a° 0 0
lap = M (582 8ap — 48° a0 Opp — @° ez Oz — 28°8a28p3) => lz=m| 0 a®> —2a’|.
0 -2a*> 4a’°

Tenzor inercije tijela u odnosu na tocku O” je:

10a° 0 0
I=m| 0 6a® —4a°|. (5.30)
0 —4a*> 6a’

Da bi rjesili svojstveni problem (5.28) matrice I, treba prvo rjesiti karakteristicnu jednadzbu
(5.29), 1.

10ma’® -\ 0 0
0 6ma’-A -4ma’ |=0, (5.31)
0 —4ma®> 6ma’-\

§to je kubna jednadzba: (10ma? — A)[ (6ma’® — A)? — (4ma?)?] = 0, sa rjedenjima: A; = 2ma’ i
L23=10ma? (umjesto Y, , za sada svojstvene vrijednosti oznagavamo A, — razlog ¢e biti jasan
ubrzo). Dvije svojstvene vrijednosti su jednake A, = A3, Sto znaCi da matrica | ima stupanj
degeneracije 2. Svojstvene vrijednosti A, (a = 1,2,3), koje su glavni momenti inercije tijela,
treba uvrstiti u matricnu jednadzbu (5.28) da nademo tri svojstvena vektora:

o A1=2ma’
8ma’ 0 0 \'p,
0 4a® -4a°|p,|=0, =
0 —4a® 4a° |p,

1
p1 =0, p2 = ps, pa zbog uvjeta normiranja: p:% + p2* + ps* = 1, slijedi: p, = ps =2 2, tj.:

0
~ 1

T T IR O

J2| ] V2T V2
je normirani svojsveni vektor koji pripada prvoj svojstvenoj vrijednosti A; i pretstavlja pravac
jedne glavne osi inercije tijela.

e )y=X3=10ma?
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0 0 0 Yg
0 -4a®> -4a*|q,|=0, =
0 —4a® -4a’)q,

g: je proizvoljno, a g2 = — g3. Degeneracija uzrokuje da gornja matricna jednadzba daje samo
jednu nezavisnu jednadzbu: g, + g3 = 0 (umjesto dvije kao za nedegeneriranu svojstvenu
vrujednost A1), pa uz uvjet normalizacije q.° + g.° + gs° = 1, imamo dvije jednadzbe za tri
nepoznanice. To znaCi da se jedna nepoznanica moze proizvoljno odabrati. Odaberimo zato
najjednostavnije:q1=1 = Q2 =0z =0, padobijamo drugi svojstveni vektor:

1
G¥=l0]=i,
0

koji je normiran ortogonalan na prvi. Dvostruko degeneriranoj svojstvenoj vrijednosti A, = A3
pripada jo$ jedan svojstveni vektor §®, koji mora biti normiran i ortogonalan na prethodna
dva, Sto daje:

Degeneracija nam samo kaze da ne postoji preferirani izbor za druge dvije glavne osi
inercije — bilo koja dva medusobno okomita pravca okomita na p su glavne osi inercije.

Tri svojstvena vektora { p,q",§'?'} koji pripadaju trima svojstvenim vrijednostima A1, Az, Az ,
su tri medusobno ortogonalna jedini€na vektora, ali da bi bili osi koordinatnog sustava S”
glavnih osi inercije tijela, moraju tvoriti desni koordinatni sustav (ne lijevi) — moraju

4

zadovoljati jos i uvjet: € "x &/’

3

Zsijkék”. Taj uvjet je ispunjen ako identificiramo:

k=1

~(1) A _ 2. A A~ _ 2. A2 A _ 2
g7 —> ¢ = Y,=10ma*; p »> & = Y,=2ma"; Q7 — e = Y,=10ma".

Sustav S” glavnih osi inercije tijela ¢iji su jedini¢ni vektori {€,"=1i,&,”, €,"} dobija se

rotacijom sustava O'x"y’z" oko x"-0si za % Matrica te rotacije je:

Rn:él”f: cos0=1; ngzél”]: cosg: 0;Ri3=6,"k= cosg: 0;
a2 i a~ A i 1 oo T 1
Ro1=e,”i=cos—=0;Ryp=e,”j= cOS— = — ; Ry;=e,"k=c0s—=—;
T TR RN

o T o 3n 1 P I 1
R3;=e.,”i=cos—=0;Rzp=e,”j=cos— =———=; Ra3=€e,"k=cos—=—"—;
31 3 2 32 3 J 4 \/E 33 3 4 \/E
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tj.

1 0 0
11

R=|0 = ——|
2 2

o -+ 1
V2 2

Normirani svojstveni vektor &, je a-ti red ortogonalne matrice R i vrijedi: det R=1, R"=R™",
Lako je provjeriti da je zaista:

10ma?® 0 0
I,=RIR"=| 0 2ma® 0 | (5.32)
0 0 10ma’

5.2 Eulerovi kutovi i Lagrangeove jednadzbe

Jo$ treba nadi jednadZbe gibanja krutog tijela — Lagrangeove jednadZbe. Da se odredi
Lagrangian treba precizirati generalizirane koordinate krutog tijela. Za tri stupnja slobode
translatornog gibanja mozemo odabrati tri koordinate vektora polozaja pola krutog tijela.
Odaberemo li za sustav S” vezan za kruto tijelo koordinatni sustav glavnih osi inercije, tako
da je tenzor inercije dijagonalan, a za pol uzmemo upravo centar mase, tako da je T.’=0,

kinetiCka energija krutog tijela je prema (5.10) i (5.18):

T B %([’CIZ + I“.sz + I:.Csz)—i_ %w,lz—i_ %w,zz—i_ %w,sz, (533)

gdje su Y; glavni momenti inercije, a ®"; komponente trenutne kutne brzine rotacije krutog
tijela @(t) izraZzene u sustavu S’. Kineticka energija krutog tijela je zbroj kinetickih energija
translacije i rotacije u skladu sa (5.12).

’

Prema (5.16) i (5.17), tj. [,/=1& i M /= 1@+ @'x[, , za rotaciju krutog tijela vaZe:

rot —

Eulerove jednadzbe:

M rotl,z Y1 d),l"‘ (Y3 - Yz)w,z 00’3 J
M rotz,z Y, W+ (Y, = Y)W,y (5.34)
Mr013,= Y3 d),s"‘ (Yz - Yl)w,lw,Z J

gdje su ®’; komponente trenutne kutne brzine rotacije krutog tijela izraZzene u sustavu S
glavnih osi inercije krutog tijela, Yi glavni momenti inercije, a Mror,” komponente ukupnog

momenta sila u odnosu na centar mase krutog tijela u sustavu S”.
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Za rjeSavanje Eulerovih jednadZbi u pokretnom sustavu S” treba poznavati :

e glavne momente inercije Y;,

e komponente ukupnog momenta sila na glavne osi inercije — treba znati sve sile koje
djeluju na kruto tijelo i naci projekcije njihovih momenata na glavne osi inercije tijela,

¢ pocetne uvjete — iz kojih se odrede pocetne vrijednosti komponenti kutne brzine o’ .

Da bi se primjenila Lagrangeova formulacija mehanike na gibanje krutog tijela sve
veli¢ine moraju biti izrazene u odnosu na inercijalni (mirujuci) sustav S — treba eliminirati
komponente o’; definirane u odnosu na pokretni sustav S” i zamjeniti ih sa 3 generalizirane
koordinate koje jednoznaCno odreduju rotaciju krutog tijela. Postoji viSe nacina da se to uradi,
ali najceSce se kao generalizirane koordinate za rotaciju koriste tri Eulerova kuta {¢,0,y}.

Definicija: Eulerovi kutovi (¢,0,y)

Ako zamislimo da je ishodiSte sustava Oxyz premjesteno u pol krutog tijela O = O, pravac
ON presjeka ravnina Oxy i O'xX’y" naziva se ¢vorna linija (line of nodes). Eulerovi kutovi
se definiraju kao kutevi 3 sukcesivne rotacije koje sustav S dovode do poklapanja sa
sustavom S, tj.

e prvarotacija oko z-osi zakut ¢ = x-0s prelazi u ¢vornu liniju, z-0S nepromjenjena,
e druga rotacija oko €vorne linije za kut 6 = z-osprelaziuz'-os i
e treCa rotacija oko z'-osi za kuty = x,y-osi prelaze u X",y -0si,

kao na Slici 33.

Vrijednosti Eulerovih kutova ograniCene su na intervale:

0<op<2m, 0<0<m, O<sy<2n.
z z
S 0=0’ y
e
X< \\w 1.okozza@= «xON

2. 0ko ON za 6 = <207’

3.0koz zay = «NOX

Ne © X

Slika 33.
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Redoslijed rotacija je vaZan jer konacne rotacije, u opéem slucaju, ne komutiraju. Matri¢na
reprezentacija ovih rotacija prema (1.7) je:

cos¢ sing O 1 0 0 cos¢y sing O
R®=|-sinp cosp 0|, R®=|0 cos® sinB|, R®=|-sing cosy O|. (5.35)
0 0 1 0 -sinB cos6 0 0 1

Sukcesivne rotacije reprezentirane su produktom ortogonalnih matrica svake pojedine rotacije
jer rotacije Cine grupu, koja je izomorfna SO(3) grupi (grupi specijalnih, tj. sa determinantom
+1, ortogonalnih 3x3 matrica), pa je ortogonalna matrica rotacije krutog tijela R(9,8,0)
=R®RA R jli eksplicitno:

cosycos@ —cosfsingsing  cosysing +cosbcospsiny  sinysing
R(¢,0,y) =| —sinycosp —cosBsingcosy —sinysing +cosBcosgcosy cosysin® |.  (5.36)
sin@sing —sinBcose cosB

Inverzna transformacija sustava vezanog za kruto tijelo O"x"y’z" u sustav Oxyz reprezentirana
je inverznom matricom R = R".

Generalizirane koordinate krutog tijela u sustavu S su onda tri komponente radijus vektora
pola — recimo, centra mase krutog tijela T, koje odreduju translatorno gibanje, i tri Eulerova
kuta {¢,0,}, koji odreduju rotaciju krutog tijela (precizno, rotaciju osi koordinatnog sustava
Xyz U pravce paralelne osima X'y’ z” sustava S” vezanog za kruto tijelo).

Matrica transformacije R sustava S u sustav S” omogucuje da se bilo koji vektor iz jednog
sustava izrazi u drugom kao u (1.9). Vektori kutne brzine tri rotacije su:

0 1 0
D, =W,&; =P| 0|, @y =l =00, @/ =w,8=p0], (5.37)
1 0 1

gdje je A, jedini¢ni vektor u pravcu ¢vorne linije. Os @-rotacije je z-0s, pa je u sustavu S”:

@, = Ra, = ¢(i"sindsiny+j sind cosy+ K cosd). (5.38)

Os druge, 6-rotacije je ¢vorna linija, pa @, za prijelaz u sustav S” treba transformirati jo$
samo matricom R® treée rotacije:

@y =RO®, = é(i’cosw —]’sinlp). (5.39)
Treca, Y-rotacija je duZ z"-osi, tj. zadana je u S” sustavu, pa je ukupno:

W, = @sinBsiny+Bcosy, w, = @sinBcosy —Bsing, ,/=¢cosB+yP.  (5.40)
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Kako je n, = fcoscp +]sin(p, koristeci inverznu matricu R™ = R', za komponente kutne brzine
u sustavu S dobija se:

w, =0cosp+Psindsing, w, =0sing—PsinBeosp, w,=@+Pcosd.  (5.41)
Kvadrat kutne brzine krutog tijela je:
w2 = P2+ 0%+ P* + 2¢Pcosh (5.42)
gdje je zadnji €lan posljedica Cinjenice da tri osi rotacije €,,0, i &, nisu medusobno okomite.

Prema (5.33) i (5.40) Lagrangian krutog tijela na koje djeluju konzervativne (ili opcenitije,
potencijalne) sile je:

L= L(rcl’rcz’rcs’(p’e’l‘p’rcl’rcz’rcgi(‘pieiq']) =T-U=
(5.43)
= %('rcf + i+ fé)+%(¢sinesinw +8cosy)” +%(¢sinecosm—ésinlp)2 +%((pcose +p)P-U.
Za konzervativne sile potencijalna energija zavisi smo od generaliziranih koordinata U =
U(r,,r,,r., 9,8,y ). Lagrangeove jednadzbe za kruto tijelo:

C7°CyYCy

dfoL) oL
Bl el BT Y={r,r_,r_,0,0,0} 5.44
dt[an oa, 000 o

Cine sustav 6 obicnih diferencijalnih jednadzbi Il reda.

U opcem slucaju za kruto tijelo nepravilnog oblika tenzor inercije, procedura njegove
dijagonalizacije i jednadzbe gibanja su toliko komplicirane da se ne mogu analitiCki rjesiti.
Integrabilni sluCajevi zahtijevaju da su bar dva glavna momenta inercije jednaka, Y:=Y,, tj.
da kruto tijelo ima dinamicku simetriju, Sto za homogena tijela znaCi postojanje bar jedne osi
simetrije (ako je tijelo aksijalno simetricno Y,=Y,, jedna od glavnih osi inercije je z"-0s).

Ustvari vrijedi teorem:

Ako kruto tijelo ima ravninu simetrije, Sto znaci da je simetri€no pri refleksijama u odnosu
na tu ravninu, onda su centar mase i dvije glavne osi inercije krutog tijela u toj ravnini simetrije.

Odaberemo li ravninu simetrije tijela za Oxy ravninu, za svaku Cesticu m; tijela Cije su
koordinatame (X,y,z) postoji Cestica iste mase sa koordinatama (X,y,—z), pa je Zmizi =0, tj.
i

z° = 0, $to znaCi da je centar mase u ravnini simetrije. Odaberemo li sad ishodiste u centru
mase produkti inercije su: I, =1, =Zmixizi =0il,=1, =Zmiyizi =0, tj. u trecem
i i

redu i treCem stupcu tenzora inercije jedino je I3 = Y3 # 0. Tenzor inercije je oblika:
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0 O
cos¢ sing O
i lako se dijagonalizira matricom rotacije R za kut ¢ oko z-osi, R =| —sing@ cosp 0| na
0 0 1

oblik (5.27), tj. Io = RIR", gdje je kut @ odreden jednadZbom:
l12c05%2¢ — (l11 — l2) Sin2¢ = 0.

Primjer 5. Kotrljanje homogenog Supljeg valjka.

Naci Lagrangian i jednadZbu gibanja homogenog Supnjeg valjka iz Primjera 1. koji se
kotrlja bez klizanja po ravnini nagnutoj pod kutem a u odnosu na horizontalu, kao na Slici 34.

U Primjeru 1. naden je tenzor inercije homogenog Supljeg valjka u odnosu na centar mase
valjka:

3R+ 3r?+ h? 0 0
I'= = 0 3R2+ 32+ h? o | (5.21)
12 .
0 0 6R2 + 6r

Odaberemo li za pol centar mase, a za z"-0s 0s simetrije valjka kutna brzina rotacije tijela je

0
@ = @| 0 |. KinetiCka energija rotacije valjka je:
1
1 M
T,=-0" 1°0=—(R*+r%)p°.
rot 2 4 ( )(p

g

A ]

Slika 34.
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Valjak ima samo gravitacijsku potencijalnu energiju koja je jednaka potencijalnoj energiji
centra mase U = Mgr. sina. Uvjet kotrljanja bez klizanja je i, =-R¢@, tj. r. =—R@. Prema
(5.12) ili (5.33) ukupna kineticka energija valjka je:

T=Te+ Tmt:%(SRZ +12) ¢,

Valjak ima samo jedan stupanj slobode gibanja i za generaliziranu koordinatu mozemo
odabrati kut rotacije ¢ (ili r¢), pa je Lagrangian:

L=L(g,0)=T-U :%(3R2+ r?) ¢+ MgRgsina .

Jednadzba gibanja je: @ —SRZZ—Rzgsina =0, tj. akceleracija centra mase valjka je:
+r

2
a, =r = —%gsina = const., a rjesenje jednadzbe gibanja je: r,(t) = %act2 +1.(0) +r.(0).
+r

Najvazniji slucaj gibanja aksijalno simetricnih krutih tijela (simetri¢nih u odnosu na z"-0s)
na kojima se baziraju navigacijski ziroskopi, je gibanje homogenog zvrka.
Primjer 6. Slobodno gibanje simetricnog zvrka.
Neka je zvrk homogen i simetrican u odnosu na svoju z'-os tako da je Y1 = Ya. Treca
glavna os inercije zvrka je z'-0s, a druge dvije glavne osi inercije su bilo koja dva medusobno
okomita pravca u ravnini okomitoj na z"-0s. Odaberimo pol u centru mase Kkoji je na osi
simetrije zvrka. Gibanje zvrka je slobodno ako su ukupna sila i ukupni moment sila u odnosu
na centar mase nula. Neka zvrk rotira oko osi simetrije kutnom brzinom w = ws". U sustavu
vezanom za tijelo je onda: Mrotl’ = Mrotz’ = |V|rot3' =0 i W' =w3 =0, pasu prve dvije
Eulerove jednadZbe (5.34) identiteti, a treca daje:
Y,0=0 = =const

Prema (5.40) vidimo da su ove jednadzbe zadovoljene ako u sustavu S stavimo:
$=6=0, Y=w=const.,

sa rjeSenjem:

(p:C1, 0=0C,, W:(A)t+C3.

Slobodni zvrk po inerciji rotira konstantnom kutnom brzinom w = oko osi simetrije koja

zadrzava nepromjenjeni pravac u prostoru — svojstvo zvrka vazno za funkciju ziroskopa, koje
je posljedica zakona oCuvanja angularnog mmenta.
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Primjer 7. Slobodno gibanje simetricnog zvrka oko jedne fiksne tocke.

Odaberimo nepomicnu to¢ku zvrka za pol i uzimimo opet os simetrije za z"-0s zbog Y1 =
Y, . Ako je ukupni moment svih sila u odnosu na pol nula, Eulerove jednadzbe (5.34) su:

Y, 0, + (Y, -Y,)w,0, =0,
Y, 0, + (Y, - Y;)ww, =0, (5.45)
Y, 0, =0.

Zadnja jednadzba odmah daje ws = ¢ = const., a iz prve dvije deriviranjem i eliminiranjem w,
dobija se:

o +Q%m =0, Q= YS;lch. (5.46)
Jedno partikularno rjeSenje (5.46) je:
w1 (t) =acosQt, (5.47)
Sto zamjenom u prvu jednadzu (5.45) daje:
w,(t) = asinQt, (5.48)

pa je:

wi(t) 2 + wa(t) 2 = a = const.

Zvrk rotira kutnom brzinom @ konstantnog intenziteta |(TJ| =,/a’+ ¢, dok pravac kutne
brzine precesira sa kutnom frekvencijom Q oko osi simetrije zvrka, kao na Slici 35.

Slika 35.
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Gibanje Zemlje je slicno gibanju slobodnog zvrka oko fiksnog centra mase, zanemarimo li
male momente gravitacijskih sila Sunca i Mjeseca na sferno nesimetricnu Zemlju. Zemlja nije

sferno simetriCna, u prvoj aproksimaciji je malo spljostena sfera — geoid, Ciji je ekvatorijalni
dijametar 42,8 km veci od polarnog (relativno odstupanje od idealne sfere je svega 3.35

R,-R
promila jer je Req=6380km $to daje equ"' =3,355x107%). U prvoj aproksimaciji, Zemlju

mozemo zamisliti kao aksijalno simetricno (u odnosu na polarnu os) kruto tijelo sastavljeno
od homogene kugle radijusa R i mase M plus ekvatorijalni prsten radijusa R i mase m, visine i

debljine nula. Tenzor inercije Zemlje 1° u odnosu na centar mase je oblika simetri¢nog zvrka:

1+H 0 0
1=2MR?| 0 14H 0 |, H=2M (5.49)
5 4M
0 0 1+2H

gdje je % =2.17x107° najbolja vrijednost dobijena detaljnim pracenjem gibanja satelita.

Uvrstimo li u (5.46) za kutnu brzinu precesije Zemljine osi rotacije Q :iw =&,
1+H 368
_ 21 s rad " . ..
gdje je w = ————=17,27x10"°—, dobijamo za period precesije od 368 dana.
24x60x% 60s S

Mjerenja daju za period precesije 427 dana (Chandler wobble) sa radijusom na povrSini
Zemlje oko r = 9 m (koji iregularno varira za faktor 2), kao na Slici 36. Razlika je uglavnom
posledica Cinjenice da Zemlja nije idealno kruto tijelo. Oceani i zemljina kora su elasticni i
stalno se deformiraju kako pokazuju plime i oseke, na primjer. I unutraSnjost Zemlje nije
kruto, vec elesti¢no i deformabilno tijelo — magma i tekuce Zeljezo.

€, — polarna os Zemlje

Slika 36.
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Primjer 8. Gibanje teSkog simetricnog zvrka oko jedne fiksne toCke.

Razmotrimo na kraju gibanje simetricnog zvrka mase M oko jedne uCvrScene toCke —
pola, u gravitacijskom polju Zemlje. Jedina aktivna sila je tezina zvrka. Problem rjeSimo
koriste¢i Lagrangeovih jednadZzbi gibanja. Kako je pol zvrka ucvrSen nema translatornog
gibanja i generalizirane koordinate su tri Eulerova kuta. Zbog simetrije zvrka, Y1 = Y3,
kinetiCka energija rotacije prema (5.41) je:

T= %Yl 0’ +%Y1m22 +%Y3 G, = %Yl(éz + ¢Zsin29)+%Y3 (¢+Weosh)”.

Potencijalna energija u odnosu na najnizu toCku zvrka — njegov pol, jednaka je gravitacijskoj
potencijalnoj energiji centra mase zvrka:

U =Mgz, = Mgr.oso,
gdje je rc udaljenost centra mase od pola O”. Lagrangian zvrka je:

L=T-U :%Y1 (62 + qﬂsinze)%vs (¢ +Pcoss)? —Mgr.cosh. (5.50)

Sustav je konzervativan (jedina aktivna sila na zvrk je tezina, a ostale su idealne sile reakcije
otpora podloge) i vrijedi zakon oCuvanja energije:

%Yl (92 + qusinze)Jr%Y3 (¢ + WcosB)* —Mgr,cos® =E. (5.51)
Kako Lagrangian ne zavisi od generaliziranih koordinata ¢ i ), Lagrangeove jednadzbe:
d oL . d oL -
——=01i——=0 daju:
dt 09 dt oy

Y, (@+Wcos8)=A, Y, pcos8+(V,sin?8+Y,cos?0)y=B, (5.52)

gdje su A i B integracione konstante. Gornje relacije omogucéuju dase ¢ i  izraze pomocu

0 i uvrStavanjem u zakon oCuvanja energije (5.51) eliminiraju iz jednadzbe. Tako dobijena
Lagrangeova jednadZba za kut 6 izmedu osi simetrije zvrka i vertikale (6 je kut imedu z i z"-
osi) je:

B-Acos§) A’

£Y192+( —
2Y,sin8 2Y,

2

+ Mgr.cosB =E. (5.53)

Jednadzba (5.53) rjeSava se numeriCki jer su rjeSenja elipticne funkcije. Vaznije od
eksplicitnog rjesenja za zadane pocetne uvjete je kvalitativno razumijevanje gibanja zvrka.
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Jednadzba (5.53) je kao zakon oCuvanja energije za tijelo mase M koje rotira kutnom
brzinom 6 oko osi okomite na z"-0s (0s rotacije je x” — prva glavna os inercije zvrka) tako da

je kineticka energija rotacije T, = %Yléz.

(B—Acosb )’ A

2Y,sin’8  2Y,
je Terr + Uers = E = const. Kako je kinetiCka energija uvijek pozitivno definitna, a potencijalna
energija neograniceno raste eﬂrpnueﬁ (8)= + oo, gibanje je ograni¢eno na titranje 6; <6 < 6,

Tijelo se giba u efektivnom potencijalu Ues (8) =

+ Mgr.cos8, tako da

izmedu dvije totke povrata ©; i 6, u kojima je 6, =6,=0. Minimalne i maksimalne
vrijednosti kuta 6 — nagiba osi zvrka prema vertikali, odredene su jednadzbama: Ues (012) = E.

Gibanje teSkog simetricnog zvrka je pseudoregularna precesija — na precesiju osi simetrije
zvrka oko vertikalnog pravca superponira se nutacija — oscilatorno gibanje 61 < 6 < 6, koje
mijenja nagib zvrka prema vertikali.

U gibanju Zemlje i ostalih planeta postoji analog i ovog tipa gibanja zvrka. Osi rotacije
Zemlje oko Sunca i oko sopstvene osi tvore kut od 23,5° $to rezultira nenultim momentom
gravitacijske sile Sunca na zemljin ekvatorijalni prsten (na dio prstena blizi Suncu djeluje jaCa
gravitacijska sila). Isti efekt ima i Mjesec. Ukupni moment gravitacijskih sila Sunca i Mjeseca

u odnosu na centar mase Zemlje nije nula i izaziva precesiju angularnog momenta Zemlje L,
koji je prakticno u pravcu ose rotacije Zemlje — Sto znacCi precesiju polarne osi Zemlje. Kako

Zemlja malo odstupa od idealne kugle, kutna brzina precesije osi rotacije Zemlje je relativno
50,37"

god.
usmjerena u pravcu Sjevernjace (Polaris) sa to¢no$¢u boljom od 1°, ali za 12000 godina ulogu
SjevernjaCe preuzet ¢e Vega u zvijezdu Lira.

spora Q =

, Sto znaCi da je period precesije 26000 godina. Zemljina os rotacije je sada
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6. MALE OSCILACIJE

6.1 Male oscilacije sustava

Razmotrimo konzervativni izolirani fizikalni sustav s n stupnjeva slobode gibanja.
MehaniCko stanje sustava u jednom trenutku vremena odredeno je skupom vrijednosti n
generaliziranih koordinata i n generaliziranih brzina (q;,q;), gdjejei=1, 2, ...... , N. Sustav je

opisan Lagrangian-om:
L(g;,q;) =T-U, (6.1)
gdje je potencijalna energija funkcija polozaja U = U(Q).

Sustav je u polozaju ravnoteze kada generazirane sile koje djeluju na njega iSCezavaju:

ouU
Qi= —[—j =0, (6.2)
aQi 0
Sto znaCi da u ravnoteznom polozaju sustava (qio, 020, -..- , Qno) potencijalna energija ima

ekstrem. Ravnotezni polozaj je jedina konfuguracija u kojoj sustav moze mirovati jer je
ukupna sila na svaku Cesticu sustava nula.

Ravnotezni poloZaj moze biti stabilan, nestabilan i indiferentan:

stabilan < minimum potencijalne energije U,
nestabilan < maksimum potencijalne energije U,
indiferentan < ekstrem viSeg reda potencijalne energije U.

Ravnotezni polozaj je stabilan ako mali pomak iz tog polozaja rezultira jedino ogranicenim
gibanjem u blizini tog polozaja. Bilo kakav infinetizimalni pomak (perturbacija) sustava iz
nestabilnog (labilnog) ravnoteznog polozaja proizvodi neograniCeno gibanje koje trajno
odvodi sustav iz tog poloZzaja. Mali pomak iz indiferentnog ravnoteznog polozaja je opet
indiferentni ravnotezni polozaj. Oblik krivulja potencijalne energije u blizini polozaja
ravnoteze prikazan je na Slici 37.

u 8) U

U

U

u

q;s q\ 4, 4; qiS 4,

i0

Slika 37.
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Najjednostavniji primjer ravnoteznog polozaja je Cestica u gravitacijskom polju u udolini,
na vrhu brijega ili na horizontalnoj ravnini.

U teoriji malih oscilacija zanima nas gibanje sustava u okolini poloZaja stabilne ravnoteze.
Svi interesantni fizikalni sustavi imaju polozaj stabilne ravnoteze: nukleus, atom, molekula,
kruto tijelo, zvijezda, planetarni sustav, galaktika, itd. Zato je teorija malih oscilacija oko
poloZaja stabilne ravnoteze vazna za sva podrucjima fizike.

U sluCaju malih oscilacija, pomaci iz ravnoteznog polozaja su «mali», tj. infinitezimalni,
pa sve funkcije koje opisuju sustav mozemo razvijati u Taylor-ov red oko polozaja stabilne
ravnoteze.

Prvo definirajmo nove generalizirane koordinate x; koje se mjere od ravnoteznog polozaja
(ovo je uvijek moguce, jer znaCi samo translaciju ishodista):

Xi = Qi — Qio; (i=1,...,n). (6.3)

Razvijajuci potencijalnu energiju U oko g, tj. oko x; = 0, dobijamo:

1 U
U(qa,-....an) = U(G10,---,Gr0) +Z[ﬂj X, + =2 0 XXj .. (6.4)
TLaq; ), 2 ii| 0q;0q; .

Clanovi linearni po x; automatski i3¢ezavaju kao posljedica uvjeta ravnoteze (6.2). Buduéi da
je potencijalna energija uvijek definirana samo do na konstantu, mozemo odabrati da je njena
vrijednost u poloZzaju stabilne ravnoteze jednaka nuli:

Uo = U(qlo,....,qno) =0. (65)

Zanemarujuci infinitezimalne Clanove viSeg reda po X, dobijamo izraz za potencijalnu
energiju sustava za slu€aj malih oscilacija oko poloZaja stabilne ravnoteze koji je kvadratna
funkcija generaliziranih koordinata x;:

1< U 1 o
U_E E[mj X; 2Z\/ux,xj, (i,j=1,...n) (6.6)

gdje smo druge derivacije potencijalne energije U u polozaju stabilne ravnoteze oznaCili
konstantama V;j;. OCigledno je iz definicije da su konstante Vj; simetriCne, tj. Vj; = Vj; i tvore
elemente realne simetri¢ne n x n matrice V.

Razmotrimo sada razvoj u red kineti¢ke energije sustava. Buduci da za izolirani fizikalni

sustav generalizirane koordinate ne sadrze vrijeme eksplicitno, kineticka energija je kvadratna
funkcuja generaliziranih brzina:

ity

1 ..
=3 %tijqiqj Zt XX (6.7)

Koeficijenti tjj su funkcije generaliziranih koordinata g;, tj. i, i mogu se razviti u red oko
polozaja stabilne ravnoteze:
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a,
tij = t§(010,-...,0n0) + g[ﬁjoxk + o (6.8)

k

Kako je izraz (6.7) veC kvadratan po infinitezimalnim generaliziranim brzinamax,,

aproksimacija najniZzeg reda za KinetiCku energiju dobije se zanemarujuci sve osim prvog
¢lana u razvoju (6.8). OznaCavajuci konstantne vrijednosti funkcija tj u polozZaju stabilne
ravnoteze sa Tj;, kinetiCku energiju mozemo pisati u obliku:

T= %Tijxixj. (6.9)

N |-

Opet je oCigledno da konstante Tj; moraju biti simetricne jer x; i x; komutiraju.

Iz (6.6) i (6.9) vidimo da je Lagrangian sustava koji vrSi male oscilacije oko polozaja
stabilne ravnoteze kvadratna funkcija generaliziranih koordinata i brzina:

L= % 2 (T, + Vyxx ). (6.10)

NN IR R
Pripadne Lagrange-ove jednadzbe su:
2T X+ 2Vyx; =0. (6.11)
J J

Ovo je sustav od n obicnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda po vremenu sa
konstantnim koeficijentima.

Treba vidjeti kako ih rjesiti!
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6.2 Jednadzba svojstvenih vrijednosti

Vidjeli smo da su jednadzbe gibanja (6.11) svakog fizikalnog sustava koji ima polozaj
stabilne ravnoteze u blizini tog polozaja u prvoj aproksimaciji:

ST X +ZVx, = 0. (6.12)
] ]

Da pojednostavnimo notaciju predimo na matricni oblik — smatra¢emo T;; elementima realne,
simetricne n x n matrice T, a Vj; elementima matrice V istog tipa. Lagrangeove jednadzbe
gibanja za male oscilacije (6.12) u matricnom obliku glase:

TX +Vx=0, (6.13)
gdje je x vektor-stupac tj. n x 1 matrica.

Matrica kineticke energije T mora biti regularna, $to znaci da T ™ uvijek postoji, jer bi u
protivnom, imali linearnu zavisnost generaliziranih koordinata Sto je, po definiciji nemoguce.
MnoZeéi (6.13) slijeva s matricom T *, dobijamo:

X+ Ax =0, (6.14)
gdjeje A=T V.

Zelimo da rjesenje bude jednostavno harmonijsko titranje x = e s kutnom frekvencijom

w koje zadovoljava jednadzbu gibanja:

X+wx=0; W= const. (6.15)
Iz (6.14) i (6.15) je oCigledno da je neophodan uvjet za postojanje takvog rjesenja:

AX = WX, (6.16)

$to znadi da je x svojstveni vektor matrice A koji pripada svojstvenoj vrijednosti w?, tj.
svojstvenoj frekvenciji sustava w.

Znaci, rjeSavanje problema malih oscilacija oko poloZaja stabilne ravnoteze nekog
fizikalnog sustava svodi se na rjesavanje svojstvenog problema (6.14) matrice A= T V.

Svojstvene vrijednosti matrice A su rjeSenja karakteristicne jednadzbe:

det( Ay — W?8y;) =0, (6.17)
ili, mnozZeci slijeva s detTi:

det( Vi — W?T;;) =0. (6.18)

Ovo je algebarska jednadzba stupnja n po W? i njena rjesenja su n svojstvenih frekvencija
malih oscilacija fizikalnog sustava.
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Pripadne svojstvene vektore odredujemo iz (6.16) ili iz ekvivalentne jednadzbe:
(V-wT)x=0. (6.19)

Kako su V i T realne simetri¢ne matrice slijedi da su svojstvene vrijednosti w? matrice A
realne. To je lako dokazati.

Hermitski konjugirana jednadzba (6.19) je:
X'V - wx'T =0. (6.20)
MnoZeci (6.19) slijeva s x' , a (6.20) zdesna s x , dobijamo:
X'V x=w? X'T x
X'V x=w?x'Tx,
pa oduzimanjem odmah slijedi: w?= w?, tj. w’ € R.
U linearnoj algebri se pokazuje da svaka hermitska matrica reda n ima n svojstvenih

vektora — po jedan za svaku svojstvenu frekvenciju wi.

Napomena: Jasno je da su matrice V i T hermitske jer su realne i simetriCne, tako da je i
matrica T " hermitska. Ali, produkt dvije hermitske matrice je hermitska matrica, ako i samo
ako, one komutiraju. U svakom pojedinom sluaju moZe se provjeriti da li matrice Vi T ™
komutiraju. No, bez velikog ograniCenja opcCenitosti u klasi¢noj fizici, to se moZe pretpostaviti
i mi éemo tako uginiti bez provjere. Tada je i matrica A = T "'V hermitska, te njen svojstveni
problem uvijek ima rjeSenje, tj. postoji n svojstvenih frekvencija wyg i njima pripadnih
svojstvenih vektora.

Oznagimo svojstvene vektore matrice A s x*, gdje indks k uzima vrijednosti k =
1,2,....,n. Za pojedine komponente svojstvenih vektora uvedimo notaciju: xi(") = Xik.

Svojstvene vrijednosti w? matrice A su, osim toga, i pozitivne $to se vidi na slijede¢i nagin.
Pomnozimo (6.19) s Xix i Sumirajmo po i:

— 2
%\/ijxikxjk =Wy %Tijxikxjk ,

Sto daje:

2 _ 2V X X
2T XX

Na desnoj strani i brojnik i nazivnik su nenegativni — nazivnik je kao dvostruka kineticka
energija za brzine xx, a brojnik je potencijalna energija sustava za koordinate Xix uz uvjet da
je minimum potencijalne energije nula, $to znaci da je: wZ> 0.
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Slucaj nulte svojstene frekvencije zahtijeva posebno razmatranje: titranje sa frekvencijom
w = 0, ustvari nije titranje nego translacijsko ili rotacijsko gibanje cijelog sustava kao krutog
tijela. Pri razmatranju malih oscilacija sustava ti stupnjevi slobode gibanja se eliminiraju
dodatnim zahtjevima da je brzina centra mase sustava jednaka nuli i da je angularni moment
sustava nula.

Dosad smo pokazali da svaki konzervativni fizikalni sustav s n stupnjeva slobode gibanja
u_blizini polozaja stabilne ravnoteze ima n svojstvenih frekvencija koje su realne i
nenegativne. U zavisnosti da li su te svojstvene frekvencije medusobno razliCite ili nisu,
imamo dva sluCaja:

o NEMA DEGENERACIJE - svih n svojstvenih frekvencija wy su razliCite,
o POSTOJI DEGENERACIJA — bar dvije od n svojstvenih frekvencija wy su jednake.

Razmotrimo prvo sustav u kojem nema degeneracije:

RjeSavanjem karakteristicne jednadzbe (6.17) ili (6.18) nalazimo svojstvene frekvencije, a
zatim odredujemo pripadne svojstvene vektore iz jednadzbe:

(A-wW)x=0 ili (V-wT)x=0

uvrstavanjem svojstvenih vrijednosti.

Primjer 1. RjesSiti svojstveni problem nedegerirane matrice:

0
A=|0
1

o N O

1
0
0

tj. matriCnu jednadzbu: Ax = Ax, gdje smo svojstvene vrijednosti oznacCili s A.

KarakteristiCna jednadzba je: det( A —Al) =0, odnosno:

A 0 1 )
0 2-A o)\ =0 < A2(2-2)-(2-1)=0.

Svojstvene vrijednosti su: A =-1; A2=1; A3=2;

Sad treba naci svojstvene vektore uvrstavanjem vrijednosti A; u jednadzbu: (A —-2A1)x=0.

a) 7\.1:—1
101 X, X, +X;=0
0 3 0]|x,|=0 <= 3x,=0
1 0 1]\Xs X;+X;=0
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Ovo je sustav od 3 homogene linearne jednadzbe s 3 nepoznanice (ali, samo dvije linearno
nezavisne jednadzbe), koji daje dvije relacije medu komponentama prvog svojstvenog vektora

X3 = — X1 i X = 0.

Ocigledno je da postoji beskonacno mnogo rjesenja. Zato zadajemo dodatni uvjet normiranja
kojim zahtijevamo da je kvadrat norme svojstvenog vektora jednak 1 (to je treca linearno
nezavisna jednadzba za tri komponente svojstvenog vektora), tj.:

X'x=1 o xX2+x2+x2=1,

. . 1 . . L . . . .
Sto daje: x1 = —= (odabrat ¢emo samo pozitivno rjesenje), pa je svojstveni vektor matrice A

V2

koji pripada prvoj svojstvenoj vrijednosti A3 = -1:

b) 7\,2:1

Potpuno analogno dobija se:

Lako je vidjeti da su razliCiti svojstveni vektori medusobno ortogonalni (u skladu s op¢im
teoremom linearne algebre koji vazi za svaku hermitsku matricu), tj. vrijedi:

Razmotrimo sad sustav u kojem postoji degeneracija:

U slucCaju da su dvije ili vise svojstvenih vrijednosti medusobno jednake, nazivaju se
degeneriranim i tada broj linearno nezavisnih jednadzbi za komponente pripadnih svojstvenih
vektora nije dovoljan za njihove jednoznaCno odredivanje. Broj degeneriranih svojstvenih
vrijednosti je stupanj degeneracije k matrice — ocigledno, k moZze uzimati vrijednosti od 2 do
n. Ako nema degeneracije karakteristiCna jednadzba (6.17) osigurava da jednadzba (6.16) za
svojstvene vektore daje n — 1 uvjet za n komponenti svakog svojstvenog vektora.
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U sluCaju degeneracije, broj uvjeta je n — k. U linearnoj algebri se dokazuje teorem Koji
kaze da uvijek postoji tzv. Schmidtov postupak ortogonalizacije, koji iz zahtijeva da razliCiti
svojstveni vektori koji pripadaju istoj degeneriranoj svojstvenoj vrijednosti budu medusobno
ortogonalni, osigurava dodatnih k — 1 uvjeta za svaki svojstveni vektor. Uz dodatni uvjet
normiranja x'x = 1, to je ukupno n linearno nezavisnih uvjeta za n komponenti svakog od k
razliCitih svojstvenih vektora koji pripadaju svojstvenoj frekvenciji stupnja degeneracije k .

Umjesto dokaza ovog teorema, razmotrimo jednostavan primjer s stupnjem degeneracije
k=2.

Primjer 2. RjesSiti svojstveni problem degenerirane matrice:

100
A=]0 0 1].
010
KarakteristiCna jednadzba
1-» 0 O
0 -\ 1[=0 <& (A-1)(1-n)=0,
0 1 -A

daje: A=-1; Ax=A3=1.

RjeSimo sad jednadzbu za svojstvene vektore (A—Ail)x=0.

a) 7\,1:—1
2 00 X, 0
0 1 1||x,[=10 <& X=0; x3=—Xg,
0 1 1)\Xs 0
pa iz uvjeta normiranja slijedi: x; = —, te dobijamo:
V2
. 0
O —
X7=—1
V2 1

b) =1

Jednadzba (6.16) daje:
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tj. dobijemo samo jednu jednadzbu: x; = X3.

Postoje dva svojstvena vektora x? i x® koja pripadaju ovoj dvostruko degeneriranoj
svojstvenoj vrijednosti Cije dvije komponente su potpuno proizvoljne — npr. X1 i Xz.

Uvjeti normiranja X% ’x@ = x® x® = 1 j dodatni uvjet ortogonalnosti: x? "x® =0,
omogucuju da se odrede sve komponente ovih vektora (preciznije, imamo 3 uvjeta za 4
komponente — znaci jednu komponentu moramo odabrati proizvoljno).

@ f

Jednostavnosti radi, odaberimo za prvu komponentu drugog svojstvenog vektora nulu. Onda
je:

1 0
@ -
X7=—11],
2 1

pa iz uvjeta ortogonalnosti dobijamo:

@ =

o O -

Sva tri svojstvena vektora matrice A su normirana i medusobno ortogonalna, kao i u
slucaju kad nema degeneracije. Degeneracija ustvari znaCi postojanje beskonatno mnogo
ekvivalentnih skupova od k ortonormiranih svojstvenih vektora koji pripadaju istoj
svojstvenoj vrijednosti — po volji biramo koji odabrati.

Na ovaj nacin se uvijek mogu odrediti svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori bilo koje
Hermitske matrice.
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6.3 Normalne koordinate

RjeSavanjem svojstvenog problema (6.16) n x n matrice A = T "'V uvijek dobijemo n
svojstvenih vrijednosti wi i n pripadnih svojstvenih vektora X). Svojstvene vektore poredane
kao stupce iskoristimo za formiranje n x n matrice C. To znaCi da za komponente matrice C
vrijedi: Cjj = Xig) = Xj. Pomoc¢u matrice C uvedimo nove generalizirane koordinate Y;
definirane matricnom jednadzbom:

Xx=C Y, (621)
gdjesu x i y vektori stupci, tj. nx1 matrice.

Matrica C je ortogonalna jer su njeni stupci razliiti, medusobno ortogonalni, svojstveni
vektori matrice A, tj, vrijedi C™*=C" pa je:

y=C'x. (6.22)

Dokazimo da matrica C matricnom transformacijom slicnosti dijagonalizira matricu kineticke
energije T na jediniCnu matricu, tj. da vrijedi:

Cc'TC=1. (6.23)

Zadvije svojstvene vrijednosti w i w? jednadzbe (6.16) ili ekvivalentne jednadzbe (6.19) su

n n )
Zvij Xk :Zwk Ti Xm0 (6.24)
ij=1 i,j=1

i
n n )
_Zlvij Xj(m) :Zle T X j(m) - (6.25)
L= i,j=

Kompleksno konjugirana jednadzba (6.25) je:

zvii Xi(m) ZZWmZ T Ximy - (6.26)

ij=1 ij=1
gdje smo iskoristili realnost i simetriCnost matrica potencijalne i kineticke energije.

Mnozeci (6.24) sa r(m) a (6.26) sa Xjx) | oduzimanjem tako dobijenih jednadzbi, imamo:

0= (w; -wfn)nj%xj(k) . (6.27)

ij=1

Kako su svojstvene vrijednosti realne i kako svojstvene vektore takode uvijek mozemo
odabrati da budu realni, (6.27) daje:
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0= (W3 =W Ty X,y X0 = (Wi—an)X(m T X0 - (6.28)

Za k#m mora biti:

DT Xy X = 2 X i Ty X9 = (C'TC)m =0, (6.29)

ij=1 ij=1

a, za k = m uvijek mozemo zahtijevati da svojstveni vektori zadovoljavaju novi uvijet
normiranja:

ZXT(k)i T X =1 (6.30)

ij=1

Zadnje dvije jednadZbe mozemo ujediniti u jednu:

ZXT(k)i T Xim) =Om » (6.31)

ij=1
Sto u matricnoj formi piSemo:
c'tTc=1. (6.23)

Jednadzba (6.23) predstavlja uvjet ortonogonalnosti matrice C u prostoru koji nije Euklidski i

Ciji je metricki tenzor T, sa komponentama Tj; koje su konstante neovisne o koordinatama. U
takvom prostoru skalarni produkt dva vektora a i b je:

ab=YaT,b

i,j=1
pa (6.31) predstavlja uvjet ortonormiranosti n svojstvenih vektora X u takvom prostoru.

Definirajmo sad realnu dijagonalnu matricu reda n Ciji su dijagonalni elementi svojstvene
vrijednosti w2 matrice A=T 'V, j.:

V2 =w2s,, . (6.32)

Svojstveni problem matrice A iz (6.16) mozemo napisati kao:

Z i X j(m) :WZZ i X j(m) Z X0 Wi O = ZTIJXJ(k Vi »

jk=1
ili u matri¢noj notaciji:
vCc=TCV"

MnoZeéi slijeva sa CT zbog (6.23) je:
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W] 0
v=cTvc= . . (6.33)
0 w?

Znaci, matrica C dijagonalizira matricu T na jedini€nu matricu (6.23) i takoder dijagonalizira
V na VP kao u (6.33).

Zato u novim generaliziranim koordinatama (6.22), zbog x = Cy, tj. x' = y' C" i potencijalna
i kinetiCka energija imaju znatno jednostavniji oblik.

Zaista, prema (6.6) i (6.33) je:

u== Zx.\/..x.:%xTVx:%yTCTVCx=%yTVDy. (6.34)
— 1 % 2,,2

U= > > WLYs . (6.35)

T=22x%xtx. = =X'Tx= % y'C'TCy = % y'y. (6.36)

1.
T= > >yl (6.37)

Iz (6.37) i (6.35) se vidi da je u novim generaliziranim koordinatama yi i Kkineticka i
potencijalna energija sustava zbroj kvadrata bez mjeSovitih Clanova.

ZnaCi, u prvoj aproksimaciji Lagrangian malih oscilacija oko poloZaja stabilne
ravnoteZe bilo kojeg konzervativnog fizikalnog sustava sa n stupnjeva slobode gibanja
jednak je zbroju od n Lagrangiana neovisnih linearnih harmonickih oscilatora, tj.

n 1 n .
L=YL=5 (v -wlyl). (6.38)
Lagrangeove jednadzbe gibanja za yy su:
¥, +wy, =0, (k=12,...,n). (6.39)

sa rjeSenjem koje je prosto harmonicko titranje:

Yk = A COS (Wit + @k). (6.40)
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Sve nove generalizirane koordinate yi su jednostavne harmoniCke funkcije vremena koje
sadrze samo jednu svojstvenu frekvenciju sustava wy, i nazivaju se normalnim koordinatama
sustava — svaka normalna koordinata opisuje prosto harmonicko titranje sustava oko polozaja
stabilne ravnoteze sa jednom svojstvenom frekvencijom i Cini jedan normalni mod titranja
sustava. Sve Cestice, u svakom pojedinom normalnom modu, osciliraju s istom svojstvenom
frekfencijom i fazom. Bilo kakvo gibanje sustava u blizini polozaja stabilne ravnoteze moze
se smatrati sastavljenim od linearne kombinacije (superpozicija) normalnih modova sa
odgovarajuc¢im amplitudama Ay i faznim faktorima .

Dakle, w blizini poloZaja stabilne ravnoteZe u prvoj aproksimaciji svaki
konzervativni fizikalni sustav sa n stupnjeva slobode gibanja moZe se smatrati
ansamblom od n neovisnih linearnih harmonickih oscilatora svojstvenih frekvencija wy
(koje se nazivaju svojstvenim frekvencijama sustava), tako da se ukupno gibanje sustava
sastoji od pobudivanja razlic¢itih harmonickih oslilatora (normalnih modova osciliranja)
razli¢itim amplitudama i fazama.

Ukupno gibanje ne sadrzi harmonike svojstvenih frekvencija zbog uvjeta malih oscilacija,
tj. zahtijeva da amplitude titranja budu infinitizimalne veliCine. Tako se dobije Lagrangian
koji je kvadratna funkcija normalnih koordinata yx i brzinay, [jer smo zadrzali samo prve

nenulte Clanove u Taylorovim razvoju (6.4) i (6.8) za potencijalnu i kinetiCku energiju]. Jasno
je da proceduru razvoja u red Lgrangiana sustava moZzemo sistematski nastaviti uzimajuci u
obzir i ¢lanove viseg reda po infinitezimalnim veliCinama, ali po cijenu znatnih matematickih
komplikacija.

6.4 Male oscilacije trostrukog njihala

Kao primjer razmotrimo sustav tri matematicka njihala spojena elasticnim oprugama. Radi
jednostavnosti uzmimo da su njihala jednakih duljina / i masa m i neka obje opruge imaju istu
konstantu k kao na Slici 38.

o) 0, 03

m m m

Slika 38. Trostruko njihalo

Sustav ima tri stupnja slobode gibanja i za generalizirane koordinate odaberimo kuteve
koje njihala Cine sa vertikalom: 61, 6, i 03. Polozaj stabilne ravnoteze je najnizi polozaj u
kojem su generalizirane koordinate i potencijalna energija sustava, koja je zbroj gravitacijske
potencijalne energije njihala i elastiCne potencijalne energije opruga, jednake nuli.
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Svako njihalo ima gravitacijsku potencijalnu energiju:
Usr = mgz = mgl/(1 — cos0).
U sluCaju malih oscilacija je 6 =~ 0, pa ako cosO razvijemo u red imamo:

_ 1 2 1 4 _1 2
UGR—mgl(1—1+§e —me +....)—§mgle. (6.41)

Svaka opruga ima elasticnu potencijalnu energiju Ug = % kx? gdje je x elongacija opruge, tj.

x = ['sinB. U prvoj aproksimaciji mozemo zanemariti elongaciju opruge u pravcu z-osi, pa je:
Ue :%klz{sineg _sing,)? + % kI2{sinds — sind,}>
Razvijajuci elesti¢nu potencijalnu energiju u red: sind =6 — %93 + ées — .... | zadrZavajuci
samo prvi Clan u razvoju za potencijalnu energiju elasticnog medudjelovanja njihala dobijamo:
™ :% KI%{ (65— 022 + {(03— 0,2 }. (6.42)

Ukupna potencijalna energija malih oscilacija sustava je zbroj (6.41) i (6.42), tj.:

U =2mgl (007 + 02+ 06 + 2 kI {(05 — 0:)° + {(06 - 07} (6.43)
Sto je kvadratna funkcija generaliziranih koordinata kao u (6.6).

KinetiCka energija je kvadratna funkcija generaliziranih brzina:
T :% mi2(87+ 6,2+ 6,%), (6.44)
kao u (6.9). PoredecCi koeficijente uz 6;6;, izraze za potencijalne i kinetiCku energiju mozemo

napisati u matriénoj formi U = x"V x i T = x" T x [kao u (6.19) odsad umjesto 6 generalizirane
koordinate oznaCavamo sa x], gdje je:

1 wZ+n®>  -n? 0
v=omi?| —n? wi+2n? —n?
0 -n*  wi+n?



. o k
pri ¢emu smo oznatili: w2 ==; n®>=—,
m

~ |

Sad treba rjesiti karakteristi¢nu jednadzbu:  det(V — w?T ) =0 =

1 W2 +n? —w? -n? 0
“mi?|  —n? w? +2n% —w? —n? =0 <&
0 -n? W2 +n% —w?

& (wAnP—wA ) {w! —w?(2w?+3n%) + wl(w2+3n?)}=0.
RjeSenja ove jednadzbe, tj. kvadrati svojstvenih frekvencija su:
=w?; wi=wl+n?;  wl=wl+3n’
Svojstvene vrijednosti su razliCite pa nema degeneracije.
Nadimo sad pripadne svojstvene vektore.

Za prvu svojstvenu vrijednost w? = w? jednadzba (V —w?T) x® =0 glasi:z

2 2
n> —n’ 0 X, 0 n"X; —N"X, 0
-n®> 2n* -n’||x,|=|0| << |-n’x+2n°X,-n’%,|=[0] <
0 -n* n®lx 2 2
s) |o —n’X, + N’ 0

sa rjesenjem: X; = X2 = X3 .

Uz uvjet normiranja: x'x = 1, slijedi: x; :%, pa je prvi svojstveni vektor:

L 1

1) —

X7 =—=11].
31

1 1 1 1

(2) — . )

X = 0 |; X -2
\/E 1 \/6 1



Matrica C Ciji su stupci svojstveni vektori je:

V2 3 1
C :% 20 -2
V2 -3 1
Prema (6.21) definirajmo nove generalizirane koordinate y:
6, 1 . T
x=[0,|=——=Cy . y=IJ/mC'x. (6.45)
0, Im

Kako je prema (6.44) kineticka energija T :%mlzéTé, da bi dobili T :% y'y u novim
koordinatama, moramo u definiciju (6.45) ukljugiti /+/m faktore.

Iz (6.45) za nove generalizirane koordinate eksplicitno dobijamo:

Y1:1\/§(\/§91+\/§92 +4/2 03)
yz=l\/§(\/§91—\/§93) (6.46)

Y3=I\/§(91—292+ 93)

Stare koordinate izrazene preko novih su:

elzl\/é_m(\/?y1+\/§yz+ya)
_ 1 3
92—1\/6—m(\/§w 2y3) (6.47)

1
03=——— (V2 y1—3Y2 + ys ).
357 '_6m( Y1 Y2+ Y3)

Lako se uvjeriti da izrazi za potencijalnu i kinetiCku energiju u novim koordinatama sadrze
samo kvadratne Clanove:

[W2y2 + (W2 + n2)y2 + (W2 + 3n°)y?]

—

T= Y12 +YZ2 +Y32)-

Lagrangian malih oscilacija trostrukog njihala izrazen kao funkcija normalih koordinata yi
je zbroj Lagrangiana tri neovisna linearna harmonicka oscilatora:
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3
L=Li+Llo+Llg=) 1yk2 —Ewiyk2 : (6.48)
kil 2 2
Rjesenje jednadZzbi gibanja daje zavisnost normalnih modova titranja yi od vremena:
Yi(t) = Ak cos(wit + @), (6.49)
gdje se amplitude A i poCetne faze @i odreduju iz pocCetnih uvjeta.

Proizvoljno gibanje ovog sustava jednoznacno se moze prikazati kao linearna kombinacija
(superpozicija) tri normalna moda osciliranja sustava yi svojstvenim frekvencijama wy sa
amplitudama Ay i poCetnim fazama @x. Zavisnost originalnih generaliziranih koordinata 6; od
vremena dobija se uvrstavanjem rjeSenja (6.49) u (6.47).

Normalni modovi (nacini) osciliranja ovog sustava lako se vizualiziraju iz odgovarajucih
svojstvenih vektora:

W =Ww?

Y1 Y2 Y3

Yi=Y2=Y3

— prvi normalni mod osciliranja znaci titranje sva tri njihala unisono, tj. sa istom amplitudom
i fazom (kutovi malih oscilacija na slici su preuveliani radi preglednosti).

Wi =w) +n:

Y1 Y3

Yi=-Vs y>=0

— srednje njihalo miruje, a dva krajnja osciliraju sa istim amplitudama i suprotnim fazama .
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w2 =w} +3n%:

Y1

Y2

Y1=1Y3

Y3

— u tre¢em normalnom modu krajnja njihala titraju unisono, a srednje s dvostruko vecéom

amplitudom i suprotnom fazom.

Prva dva normalna moda osciliranja sustava su ocekivana, dok tre¢i mod uopce nije

ocigledan.

Ovaj primjer odlicno ilustrira sam metod trazenja malih oscilacija oko polozaja stabilne
ravnoteze, ali je sam sustav artificijelan — tri njihala spojena dvema oprugama!

Pogledajmo zato sada realnije fizikalni sustave.
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6.5 Titranje linearne troatomske molekule

Razmotrimo male oscilacije simetricne linearne troatomske molekule kao Sto je ugljik-
dioksid CO,. Molekulu Cine tri atoma na istoj ravnoj liniji. Ovakav sustav reprezentiramo s tri
Cestice na pravcu, dvije s masama m, a treca, u sredini, s masom M. U poloZaju stabilne
ravnoteze udaljenost izmedu susjednih Cestica je /, kao na Slici 39.

d; K d, k a,

Slika 39. Model simetricne linearne troatomske molekule

Stvarni, komplicirani meduatomski potencijal aproksimirat ¢emo sa dvije idealne opruge
konstante k. Jednostavnosti radi, prvo ¢emo razmatrati jedino longitudinalne oscilacije —
titranje duz linije molekule. Koordinate Cestica oznaCimo q,, (i = 1,2,3). Potencijalna energija
sustava je onda:

k k
U=2(0,=0— 1)+ (=0, 1),
2 2
Uvedimo nove koordinate koje oznaCavaju odstupanja Cestica od polozaja stabilne ravnoteze:

Xi = Qi — o,

gdje je: g0 — Q10 = gs0 — G20 =/ kao na Slici 39., pa izraz za potencijalnu energiju postaje:
= g(x2 —x1)° + g(x3 — %2)%. (6.50)
KinetiCka energija sustava je:
T:%(XIZ +x32)+%>‘<22. (6.51)

Matrice potencijalne i kinetiCke energije su:

k -k 0 m 0 0
V=|-k 2k -k| i T=|0 M 0 (6.52)
0 -k k 0 0 m

KarakteristiCna jednadzba je:
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k—w?m —k 0
IV-w?T|=| -k 2k-w’M -k |=0
0 —k k—w?m

§to je kubna jednadzba po w:

w2 (k = w?m){k(m+M) — w’m)} = 0,

w; =0; WZ:\/E; W3 = /5(1+2_mj (6.53)
m m M

Prva svojstvena frekvencija w; =0 moZe na prvi pogled izgledati iznenadujuce.

sa rjesenjima:

Zaista, ovo rjeSenje nije oscilatorno gibanje jer je pripadna jednadzba gibanja: X,= 0, te
ono predstavlja jednoliku translaciju cijelog sustava. Ovakvo rjeSenje se javlja jer je molekulu
moguce translirati duz njene osi bez ikakve promjene potencijalne energije. Pretpostavili smo
da sustav ima tri stupnja slobode za vibracijsko gibanje duz osi ( uzeli smo tri generalizirane
koordinate x;), dok je, u stvarnosti, jedan od od njih stupanj slobode gibanja molekule kao
krutog tijela.

NajceSce se problem malih oscilacija oko poloZaja stabilne ravnoteZe reformilira tako da
se odmah eliminiraju nulti modovi koji ne predstavljaju titranje oko polozaja stabilne
ravnoteze nego translacijsko ili rotacijsko gibanje cijelog sustava kao krutog tijela. Stupnjevi
slobode gibanja krutog tijela mogu se eliminirati odmah na pocetku zahtijevom da je ukupni
impuls molekule nula (tj. zahtijevom da centar mase sustava miruje) za translacijske, te
zahtijevom da je ukupni angularni moment molekule nula za rotacijske stupnjeve slobode
gibanja.

Pogledajmo druge dvije svojstvene frekvencije.

Frekvencija w je svojstvena frekvencija osciliranja mase m na opruzi konstante k, pa
ocekujemo da u titranju sudjeluje samo krajnji atomi (sa suprotnim fazama), dok sredisSnji
atom miruje. Jedino u tre€em normalnom modu sudjeluje i srediSnji atom.

Potvrdimo ovo trazenjem svojstvenih vektora koji su odredeni jednadzbama:

(k — w;?m) X — k X5; = 0
K X1j + (2K = WiPM) Xg5— K X3j =0 (6.54)

K Xzj + (K= w;’m) x5 = 0,
zajedno s uvjetom normiranja:

m( xg;” + X3? ) + M X2 = 1. (6.55)
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Zawq =0 iz prve i treCe jednadzbe (6.54) slijedi da su sve tri komponente jednake: x;1 =
X21 = Xa1, StO iz uvjeta normiranja daje:

1

X11 = X1 = X31 = ———,
J2m+M
tj. sva tri atoma imaju istu elongaciju kao Sto se i oCekuje kod jednolike translacije.

Za drugu svojstvenu vrijednost faktori (k — w,?m) i$€ezavaju, pa prva i treéa jednadzba
(6.54) pokazuju da je x2 = 0, a druga da je X32 = — X12, te iz uvjeta normiranja dobijamo:

1

1
Xip=——; X2=0; Xgp= :
N2m N2m
Prema oCekivanju vanjski atomi titraju u fazi sa istom amplitudom, a srednji atom miruje.

Kona€no, za ws , iz prve i tre¢e jednadZbe (6.54) dobijamo Xxi;3 = X33, pa je iz uvjeta
normiranja:

_ 1 : _ -1 : _ 1
X13 = ——= X3 = —F/—, X33 =

2m(1+zmj M(1+ MJ 2m(1+zmj
M 2m M

Znaci, dva vanjska atoma titraju s istom amplitudom i fazom, a srednji titra u suprotnij fazi sa
drugacijom amplitudom.

Sva tri normalna moda longitudinalnih oscilacija linearne simetricne troatomske molekule
prikazana su na Slici 40.

Wy

Slika 40. Longitudinalno titranje linearne simetricne troatomske molekule

Ocigledno je da prvi normalni mod ne pretstavlja titranje molekule ve¢ njenu translaciju
bez ikakve promjene meduatomskih rastojanja.

Bilo koje longitudinalno titranje molekule koje ne ukljuCuje translaciju molekule kao krutog
tijela je linearna kombinacija normalnih modova s frekvencijama w, i ws.

lustracije radi, rjeSimo isti problem eliminirajuci nulti mod odmah na pocetku.
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Zahtijev da centar mase molekule miruje, tj. da je g™ = qoM, daje:
m +x3) +Mx2=0 = Xp = —% (X1 + X3) (6.56)

i omogucava da iz Lagrangiana eliminiramo jednu koordinatu, recimo x,. 1z (6.50) i (6.51) za
kinetiCku i potencijalnu energiju imamo onda u matri¢noj notaciji:

_m. . \(l+a a X
T = (%, x3)( a 1+a) (ij (6.57)
i
_m .2 1+b b X
_?Wo (x, Xs)( b l+bj (Xij, (6.58)
gdje je:
m 2 k
= —: b=2a(l1+a); = —,
a v a(l+a) Wo -

Dobijamo problem s dva stupnja slobode.

Vidimo da ni kineticka ni potencijalna energija nisu dijagonalne matrice.

Lako se nalaze rjedenja karakteristiéne jednadzbe det(V —w?T)=0:

W12:W02: L | W22: 1+2b W02:(1+ 2m ., k
m

_—)—. 6.59
1+2a M)m ( )

Kako je ovo jednostavan problem s dva stupnja slobode gibanja, a pouceni ve¢ poznatim
rjeSenjem problema prikazanim na Slici 40., umjesto da rjeSavamo cijeli svojstveni problem
mozemo odmah pogoditi normalne koordinate Xs i Xa:

Xs=X1+X3 1 Xa=X1—X3. (6.60)

IzraZene pomocu simetriCne i antisimetriCne kombinacije koordinata, originalne varijable su:
1 . 1
X1:§(X5+Xa) i x3:§(xs—xa),
Sto zamjenom direktno u (6.50) i (6.51) za kinetiCku i potencijalnu energiju daje:

T:m(uz—msz + My (6.61)
Y 4

2
U:m(lJrz—m) 5x32+m£x2. (6.62)
4 M) m 4 m



Vidimo da su i kinetiCka i potencijalna energija dijagonalne u novim varijablama (ne sadrze
mjeSane Clanove XsX, ), Sto znaci da smo pravilno odabrali normalne koordinate Xs i X,.

Prema (6.61) i (6.62), Lagrangian longitudinalnih malih oscilacija simetriCne linearne
troatomske molekule moze se napisati kao zbroj:

L:%Ls+ %(u%mjl_a, (6.63)
gdje su:
La= X2 —wix,” = xf—ﬁ X, (6.64)
m
Ls= X —w2?x. = X°— 142M 5xz, (6.65)
S S S M m S

Lagrangiani dva neovisna linearna harnoniCka oscilatora svojstvenih frekvencija:

Wa2:W12:W02:£ i W52:W22:(l+2—mj£,
m M/m

koje su tocno jednake frekvencijama w; i w, u prijasnjoj notaciji. Konstante koje mnoze L, i
Ls u (6.63) nemaju nikakvo fizikalno znaCenje jer ocCigledno ne utjeCu na jednadzbe gibanja.

Razmatrali smo samo titraje duz osi molekule. Jasno je da uz ove longitunalne postoje i
transverzalni stupnjevi slobode titranja (okomiti na os molekule).

Kompletnosti radi, razmotrimo i transverzalna titranja ove molekule. U prvoj
aproksimaciji, potencijalna energija malih transverzalnih oscilacija zavisi samo od kuta mMm
(. njegovog odstupanja od 180°), jer meduatomske sile u molekuli smatramo centralnim i
zavisnim samo o udaljenosti atoma. Minimalna promjena potencijalne energije molekule pri
transverzalnim pomacima ¢e nastati ako rastojanje atoma mM i Mm ostane nepromijenjeno /
(sila izmedu tih atoma se ne mijenja, a mijenja se samo, u pravilu slabija sila izmedu dva mm
atoma) kao na Slici 41.

m / M / m
. L M
m m
Y3 [ M [ Y1

Slika 41. Transverzalne male oscilacije troatomske molekule
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Prvo treba eliminirati translaciju i rotaciju molekule kao cjeline. Zahtijev da pri
transverzalnim titrajima centar mase ostaje nepomican

m(y: + ys) + My, =0, (6.66)
eliminira translaciju molekule duZ y-osi, te omogucuje eliminaciju jedne koordinate, recimo
y2. Za eliminiranje rotacije molekule zahtijevamo da je angularni moment molekule oko osi
kroz M nula, Sto daje:

my; — mys; = 0, (6.67)

i znaCi da razmatramo samo simetriCne tranzverzalne deformacije molekule za koje je y1 =y3
kao na Slici 41.

Najjednostavniji naCin da izraCunamo potencijalnu energiju je da zamislimo da se sila
izmedu dva mm atoma moZe aproksimirati idealnom oprugom konstante k™ i ravnoteZzne

duljine 2/. Kosinusni teorem za trokut sa Slike 41. za kvadrat kontrakcija opruge uslijed
transverzalnih pomaka daje:

(AD)? = 21%(1 + cosa) = 2/% (1 — cosd) ,

gdje je 6 = m— a odstupanje kuta mMm od r. Za malo & u prvoj aproksimaciji je:

U=2wan =tk (6.68)
2 2
Prema Slici 41. za malo § je i
1
8= oy + oz~ 2tga = 7[(y1 —Y2) + (Y3 — Y2)l. (6.69)
1z (6.66), (6.67) i (6.69) je:
m/ M/
= _ o ; = = 3 ,
Yo T omam T emewm)

Sto dozvoljava da se cijeli Lagrangian transverzalnih malih oscilacija linearne troatomske
molekule izrazi pomocu samo jedne generalizirane koordinate 9, tj.

1 L2 .2 1 ... 1,20 mM/? s2 2g2
L=="m + + =My —=KI“°8= ——[0"— &) 6.70
MOy MYk = L (670

Zadnji izraz jasno pokazuje da je kvadrat svojstvene frekvencije transverzalnih malih
oscilacija linearne troatomske molekule:

2o 2K@m+ M)

ey (6.71)

Linearna troatomska molekula ima tri stupnja slobode titranja — dva za longitudinalne i
jedan za transverzalne oscilacije sa svojstvenim frekvencijama odredenim u (6.59) i (6.71).
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6.6 Titranje molekule vode

Molekula vode H,O je sustav od tri interagujuce Cestice koje zbog kemijskih veza tvore
stabilni trokut u ravnini kao na Slici 42, na kojoj radi jednostavnosti, dimenzije atoma nisu
prikazane u stvarnom razmjeru.

Slika 42. Atomska konfiguracija molekule vode

Ravnotezna OH udaljenost je / = 0,958 x 10 *°m, a kut HOH je 20 = 104,5°. Ako apsorpcija
elektromagnetske radijacije (fotona) rezultira djelovanjem “slabih” sila (sila koje ne narusavaju
meduatomska vezanja) na H,O molekulu, doci ¢e do vibracija atoma oko poloZaja stabilne
konfiguracije u molekuli. Vibracije molekule u prvoj aproksimaciji mogu se analizirati
metodom malih oscilacija.

Odredimo prvo broj stupnjeva slobode molekularnih titraja. Polozaj sustava od tri Cestice
opisan je s devet koordinata. Ali, kao i svako kruto tijelo, H,O molekula ima Sest stupnjeva
slobode za gibanje kao cjelina — tri za translatorno i tri za rotaciono gibanje. Znaci, postoje
svega tri stupnja slobode vibracije molekule vode. Isti zakljuCak se dobije razmatranjem veza
(constraints) koje ograniCavaju gibanje molekule. Molekula je planarna pa za ravninu gibanja
mozZemo odabrati xy-ravninu, tj. za svaku Cesticu vazi: zi = 0, (i = 1,2,3). Gibanje molekule u
Xy-ravnini ograniCavaju jo$ tri veze: dvije eliminiraju translaciju zahtijevom da centar mase
molekule miruje, tj. Xem = Yem = 0, a zadnja, Sesta veza eliminira rotaciju u Xxy-ravnini
zahtijevom da je angularni moment molekule nula. Medu devet koordinata Cestica postoji Sest
veza koje eliminiraju gibanje molekule vode bez ikakve deformacije, Sto znaCi da postoje tri
stupnja slobode vibracionog gibanja.

Pitanje je koje tri generalizirane koordinate odabrati za opis titranja H,O molekule?
Pametan odabir generaliziranih koordinata moze znacajno pojednostaviti rjeSavanje problema.
Sest koordinata Gestica (atoma) u ravnini: (x; , yi), (i = 1,2,3) o€ito nisu najbolji izbor jer nisu
linearno nezavisne zbog veza:

Xm=0 < m(Xg+X3)+ Mxz =0,
YVem=0 < m(yr+y3) + My, =0, (6.72)

L=0 < (xg+Xs)cosa + (y1 - Yya)sino =0,
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gdje je m masa atoma vodika, a M masa atoma kisika.

Pronadimo prvo koordinate koje su pogodne za opis potencijalne energije. U
aproksimaciji malih oscilacija kemijska veza O i H atoma zamjenjuje se harmoni¢kom silom

koja izaziva titranja duz OH pravca Cija je potencijalna energija %kqu, gdje j = 1,2 oznaCava

prvi i drugi H atom. Konstanta k mjeri silu koja mijenja medusobnu udaljenost O i H atoma /.
Sila medu dva H atoma aproksimira se harmonickom silom koja izaziva oscilacije kuta o Cija

. .. .1, . T
je potencijalna energija Ek 125° kao u sluCaju transverzalnih titraja linearne troatomske

molekule. Potencijalna energija titraja molekule vode izraZzena pomocu generaliziriranih
koordinata {qs, g2, 0} je onda:

1 2, 1 2, 1, 20
U= =kgi;"+ = ko, + =k'[°5°. 6.73
> d1 > gz > ( )

Lako je prema Slici 43. vidjeti da su pomaci duz OH pravaca tj. koordinate q;, izrazene
pomocu Kartezijevih koordinata Cestica:

g1 = (X1 — X2)sina + (Y2 — y1)cosa; gz = (X2 — X3)sino + (Y2 — Y3)cosa. (6.74)

Koordinate {q:, g2, 6} su najpogodnije za izrazavanje potencijalne energije koja je zbroj
samo dijagonalnih ¢lanova.

Slika 43. Op¢i pomak H,O molekule u xy-ravnini

Ali, probamo li koordinate {qi, g2, 6} iskoristiti za raCunanje kinetiCke energije molekule
3
T :Z%mi(xiz +yi2) dobit ¢emo vrlo kompliciran izraz, $to znaCi da sigurno postoji
i=1
pametniji izbor generaliziranih koordinata.

U teoriji grupa se pokazuje da ¢e, kao i u primjeru linearne troatomske molekule, problem

biti jednostavniji za rjeSavanje u onim koordinatama koje maksimalno oCuvavaju inherentnu
simetriju H,O molekule. Molekula vode ima jednu os simetrije i dvije ravnine simetrije.
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Ali, samo su dvije nezavisne operacije simetrije, recimo, rotacije za kut koji je multiplet od
180° oko osi simetrije koja je pravac koji polovi kut HOH, kao i refleksije u odnosu na
ravninu molekule. Obje te operacije simetrije samo zamjenjuju jedan atom vodika drugim i
ocigledno ostavljaju molekulu vode nepromjenjenom.

Probajmo pronaci opée pomake H,O molekule u skladu sa svojstvima simetrije koji nisu
ni translacija, ni rotacija molekule kao cjeline. Lako se vidi da postoji samo jedan
“nesimetricni” pomak prikazan na Slici 44. koji zadovoljava sve uvjete — nije invarijantan pri
operacijama simetrije i pomaci H atoma duz pravaca OH spreCavaju rotaciju molekule kao
cjeline oko osi kroz kisikov atom. Translacije molekule nema jer je zbroj y-komponenti
pomaka H atoma nula, a pozitivni x-pomak O atoma ponistava zbroj x-komponenti pomaka H
atoma. Taj pomak Cestica odaberimo kao generaliziranu koordinatu Qs.

y
O(x2,y2)
l pomak Q3
H(Xs,ys) H(xw,y1)
X

Slika 44. Generalizirana koordinata Qs

Postoje i dva linearno nezavisna simetricna pomaka prikazana na Slici 45. koje odaberimo
za generalizirane koordinate Q1 i Q2. Q; i Q2 ostaju nepromjenjeni pod djelovanjem operacija
simetrije molekule vode.

pomak Q1 pomak Q>

Slika 45. Simetricne generalizirane koordinate Q; i Q;

Veza Kartezijevih koordinata Cestica i novih generaliziranih koordinata lako se nalazi sa
Slike 46. koja prikazuje individualne pomake atoma vodika za generalizirane koordinate Q; (i
=1,2,3):
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Q2
Q2

Qs \ o

H(xs,Ys) Q1 Q1 H(X1,y1)
/o
Qs

Slika 46. Pomaci atoma vodika za generalizirane koordinate Q;

X1 =- Q1= Qssina; Y1 =Qp+ Q3c0sa; (6.75)

X3 = Q1— Qssina; Y3 = Q2 — Qs cosa . (6.76)
Uvjet (6.72) eliminiranja translacije molekule prema (6.75) i (6.76) za koordinate atoma
kisika daje:

m m . m m
= (xy + Xa) =2 — ; = (Y1 +V)=—-2—0; 6.77
Xe=—11 (X1 + X3) N Qssina;  y» v (Y1 +Ys) N Q2 (6.77)

3
Sad se kinetiCka energiju T :Z%mi(xiz +yi2) molekule vode moze izraziti u novim
i=1

generaliziranim koordinatama. Deriviranjem po vremenu izraza (6.75) — (6.77) za KkinetiCku
energiju molekule dobije se:

T= %iTijQin , (6.78)

ij=1
gdje su jedino tri dijagonalna koeficijenta razliCita od nule:
Tll =2m , T22 =2am , T33 = 2bm, (679)

a nove konstante su:

a=1+2" i b=1+2"sin%. (6.80)
M M

Treba izraziti i potencijalnu energiju molekule vode (6.73) u novim generaliziranim
koordinatama. Prema (6.74) i (6.75)—(6.77) je:

g1 =- Qisina — aQ2cosa — bQs3; g2 =— Qasina — aQz cosa. + bQs. (6.81)
Da se nade veza koordinate & i novih generaliziranih koordinata treba razmotriti promjenu
kuta o molekule pri simetricnim pomacima pomacima Q; i Q. . U aproksimaciji malih

oscilacija kut o ostaje nepromjenjen pri infinitezimalnom pomaku Qs — preciznije, promjena
potencijalne energije srazmerna je s Qs”.
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Ako se pri infinitezimalnom pomaku Q1 kut o promijeni za infinitezimalni kut ?1 koristecCi:

ctga = % gdje je visina molekule h = /cosa., a d = /sina polovica baze molekule, dobija se:

hQ, _ Q,cosa
d>  Isina’

I

5 h
ctgla+-=|-ctgo = ——
g( 2j 974-q, d

pa je razvojem u Taylorov red:

ctg (0( +%} ~ctgo— _612 , te:

2sin“a
2
0, =— 7Q1 cosa . (6.82)
Za infinitezimalni pomak Q- je:
m
h-Q,-2—Q
ctg(owrﬁj—ctgoc: P M by a_&
2 d d /sina
Sto na isti naCin razvojem u red daje:
2 .
9, = 7aQ25|n0(. (6.83)
Prema (6.82) i (6.83) je konacno:
5=93,+9, =%(— Q, cosa +aQ,sina). (6.84)

Uvrstavanije (6.81) i (6.84) u (6.73) za potencijalnu energiju molekule vode u generaliziranim
koordinatama Q; dobija se:

:%i QQ,. (6.85)

gdje su jedini koeficijenti razliCiti od nule:

Vi1 = 2ksin®a + 4k'cos’or; Vo = 2a%(kcoso + 2k'sin‘a);  Vas = 2b%k,
(6.86)
V12 = Vo1 = 2a(k — 2K")sinacosa.

Jasno je da su generalizirane koordinate Q; dobro odabrane — kinetiCka energija sadrzi samo

dijagonalne Clanove, a u potencijalnoj energiji jedini nedijagonalni elementi razliciti od nule
su Vi2 = Vo1
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Svojstvene frekvencije odreduju se iz karakteristicne jednadzbe (6.18) koja je za molekulu
vode:

V11 - WZ T11 VlZ 0
V,, V,, —W?T,, 0 =0, (6.87)
0 0 V,, —W? T,

i odmah daje jednu svojstvenu frekvenciju:

wgzzﬁzbﬁz(n 2msinzaj£. (6.88)
Ty, m M m

Druge dvije svojstvene frekvencije su rjeSenja jednadzbe:

4 WA T Vo, + TV n ViiVo, — Vlz2
TuTy, Ty,

W =0, (6.89)

gdje je:

T Voo + T Vi — ak + 2k cos?0l + k+2ak sin‘a, (6.90)
TuTy

2 ,
ViuVo, = Vi, = 2ak—k2. (6.90")
TllTZZ m

Za numericko rjeSavanje zgodnije je rjeSenja jednadzbe (6.89) kombinirati u par jednadzbi:

Wi + w2 :M=£(1+2—mcoszaj+&(l+2—msin2aj, (6.91)
T, T, m M m M
2 ,
leWZZ:MZZ(“ zﬂjk_kz, (6.92)
T, T, M /m

u kojima su, uz izraz (6.88), svojstvene frekvencije titraja izrazene preko parametara molekule
vode m, M, k, K" i a..

U eksperimentima se puno lakSe mjere frekvencije vibracija i kut o, pa se konstante
harmonickih sila odreduju iz (6.88) i (6.92). Relacija (6.91) se onda koristi za provjeru
konzistentnosti i ocjenu valjanosti aproksimacije.

Za molekulu vode je eksperimentalno izmjereno:
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Wi —gspemt Y2 =1595emt s = 3756 cm?, (6.93)
21c 21c 21c

gdje je brzina svjetlosti u vakuumu ¢ = 3 x 10 ms™.

Numericke vrijednosti svojstvenih frekvencija (6.93) i kuta 2a = 104,5° uz vrijednosti
atomskih masa m = 1,00797u i M = 15,9994u (u = 1,660539 x 102" Kg) daju konstante sila:

N Kk

k=775—; —2:68,7ﬂ.
m / m

Kako je efektivna konstanta l;—z za red veliCine manja od k, kemijske veze u molekuli
vode se puno lakSe savijaju (mijenja kut o) nego istezu (mijenja udaljenost /). Provjera
uvrStavanjem numerickih vrijednosti u (6.91) pokazuje da se lijeva i desna strana razlikuju
svega za oko 2%, Sto se tumaci kao prisutnost make komponente anharmonicke sile medu
atomima.

Normalne koordinate moZzemo naCi na uobiCajeni naCin rjeSavajuci karakteristicnu
jednadzbu (6.87) i nalazeCi svojstvene vektore. Kako Kkinetika (6.78) i potencijalna energija
(6.86) sadrze samo kvadratne Clanove po Qs, jasno je da koordinata Qz = N3 jeste jedan
normalni mod titranja molekule vode sa svojstvenom frekvencijom (6.88).

Preostala dva normalna moda osciliranja N; i N2 su linearne kombinacije simetriCnih
koordinata Q; i Q. . Dijagonalizacijom matrice potencijalne energije (6.86) za prva dva
stupnja slobode moze se pokazati da normalni mod N; predstavljaju titranje atoma vodika
uzduz OH veza, dok N predstavlja titraje okomite na pravce OH veza, kao na Slici 47.

N N, N3

Wy W2 W3

Slika 47. Normalni modovi titranja molekule vode
(pomaci atoma su preuveli€ani radi jasnoce)
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7. Mehanika kontinuuma

Do sada smo razmatrali gibanje sustava sa konaCno ili prebrojivo mnogo stupnjeva
slobode. Problemi gibanja deformabilnih tijela ili fluida zahtijevaju poopcenje klasicne
mehanike sustava Cestica i krutih tijela na mehaniku sustava sa neprebrojivo mnogo stupnjeva
slobode gibanja — mehaniku kontinuuma tj. klasic¢nu teoriju polja.

Materija je diskretna, a ne kontinuirana. Ultimativno, materija se sastoji od elementarnih
Cestica koje su kvantne, a ne klasiCne Cestice. Objekti u svemiru su izgradeni od molekula koji
se sastoje od atoma sastavljenih od elementarnih Cestica. Ipak, postoji ogromna skupina
problema gibanja razliCitin fizikalnih sustava koja se moze klasiCno razmatrati potpuno
zanemarujuéi stvarnu kompliciranu molekularnu strukturu tijela koja ¢ine te sustave. Zelimo
aproksimativnu klasicnu teoriju koja moZze opisati svojstva i gibanja materijalnih objekata, ali
koja ne zavisi od individualih svojstava pojedinih Cestica (molekula). U mehanici kontinuuma
svako tijelo smatramo sastavljenim od neprebrojivo mnogo prostorno distribuiranih klasi¢nih
Cestica. Materiju od koje je tijelo sastavljeno smatramo beskonacno djeljivom — kontinuiranom.
Svako tijelo smatramo zbrojem individualnih infinitezimalnih 3-dimenzionalnih elemenata
materijala pri Cemu svaki pojedini element tretiramo kao jednu klasi¢nu Cesticu. Jasno je da
takva teorija moze dobro opisati samo ,,makroskopska* svojstva tijela — vrijednosti fizikalnih
veli¢ina definiranih na skalama duljina mnogo ve¢im od dimenzija pojedinih molekula. Npr.,
oCekujemo da ¢e mehanika kontinuuma dobro opisati prostiranje zvuka (frekvencija 20 -
20000 Hz, tj. valne duljine 17 m—1.7 cm) u zraku, ali nikako ne ofekujemo da Ce isto vrijediti
za prostiranje 200 GHz ultrazvuka (valna duljina 1.7 x 10°m).

7.1 Prijelaz na kontinuirani sustav

Da razumijemo prijelaz sa mehanike sustava Cestica na mehaniku kontinuuma uzmimo
najjednostavniji primjer — longitudinalne titraje beskonacnog jednodimenzionog elesti¢nog
kristala. Smatramo da je taj kontinuirani Stap naCinjen od diskretnih klasicnih Cestica mase m
spojenih idealnim oprugama konstante k i duljine a bez mase, kao na Slici 48. Svaka Cestica
moZe titrati duZ osi kristala koju ¢emo odabrati za x-0s.

di-1 i di+1
Slika 48.
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Ovaj problem je o€igledno poopcenje problema titranja linearne molekule iz Poglavlja 6.5
i moze se rjesiti standardnim tretmanom malih oscilacija. OznaCimo li pomak iz ravnoteznog
poloZaja (elongaciju) i-te Cestice ¢i, kinetiCka energija sustava je

T =13 mdl. (7.1)
Potencijalna energija je zbroj elasticnih potencijalnih energija svake opruge
U= T k(dw; — )% (7.2)
pa je Lagrangian sustava
L=T-U= > %[md? — ki, — ¢)?]. (7.3)

Da se jednostavnije nade kontinuum limes uvedimo prvo u Lagrangian ravnoteznu udaljenost
Cestica a koja je ravnotezna duljina opruge

L =152 24 - ke (252) ]~ s, (7.4)

Iz Lagrangiana (7.4) slijede jednadzbe gibanja za svaku generaliziranu koordinatu ¢;
:l¢n ka (¢1+:2-¢1) | ka (¢1‘§1-1) -0 (7.5)

U kontinuum limesu, kad a i m teZe nuli, m/a teZi linijskoj gustoéi kristala p (masa po jedinici
duljine). Pretpostavimo da je kristal linearno elastican, tj. da vrijedi Hookov zakon: F = Eg
gdje je F sila tenzije, a E je Youngov modul elesticnosti kristala. Za na$ jednodimenzioni lanac
relativna deformacija (elongacija po jedinici duljine) je € = ¢—"+:;¢", pa je sila potrebna da se
opruga istegne za taj iznos

F = k((yay — ;) = ka (2£2) (7.6)

Sto znaCi da je E = ka u kontinuum limesu. Prelazak na kontinuum zahtijeva da indeks ,,i* koji
oznaCava polozaj Cestice u lancu zamijenimo kontinuiranom koordinatom x, tako da
generalizirana koordinata — pomak iz ravnoteznog polozaja Cestice kristala u toCci x postaje
kontinuirana finkcija (polje) koju ¢emo oznaCavati ¢(x). Bolja oznaka je ¢ (x,t), jer je polje
funkcija nezavisnih prostorno-vremenskih varijabli x i t. Clanovi u (7.4) se onda u kontinuum
limesu prirodno generaliziraju na:

a— dx’ Zia_” —)Jr dx_” R ‘i}i. — al:pf;ix} — 4 , '¢"i+]:.‘_¢"i — ¢|:x+a];—¢£:{} — %, (77)
i Lagrangian kontinuiranog jednodimenzionog elasticnog kristala postaje
_1 8\ ? ae\?] _
L—EIdX[H(E) —E(g}' ] —_r:].XL, (78)

gdje L oznaCava gustocu Lagrangiana.
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Prema zadnjoj relaciji u (7.7), drugi i treci ¢lan u Lagrangeovim jednadZbama gibanja (7.5) u
kontinuum limesu postaju

-3, -®))- =5

pa Lagrangeova jednadzba elasticnih longitidinalnih deformacija jednodimenzionog kristala
postaje parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda — valna jednadzba

2 a2 2
7o _git-p y &

-t &°x -z

&
=1

&

£

m|E

32
—-t2=o, (7.9)

H 3

[

(]

: |

[

Sto daje poznati izraz za brzinu longitudinalnih valova u kristalu

[

(7.10)

V=|
K

U prijelazu na kontinuum mehaniku ili teoriju polja najvaznije je tocno razumijeti ulogu
kontinuirane prostorne koordinate x Cestice kristala koja zamjenjuje diskretni indeks ,,i* (x
oznaCava, tj. ,imenuje“ Cesticu materijala u prostornoj tocci Cija koordinata je x). Prema
pravilu ¢i(t) — ¢(x,t) generalizirana koordinata (elongacija) pridruzena Cestici materijala u
toCci x u trenutku t je vrijednost skalarnog polja ¢(x,t) u toj toCci prostor-vremena. To znaci
da u svakoj teoriji polja generaliziranih koordinata ima koliko i toCaka u prostor-vremenu —
neprebrojivo mnogo. U sluaju mehanike sustava Cestica svakom stupnju slobode gibanja
pridruje se jedna generalizirana koordinata ¢i(t) kojoj odgovara jedna Lagrangeova jednadzba
gibanja (7.5) koja je obicna diferencijalna jednadzba drugog reda po vremenu. Za jedno-
dimenzioni kristal opisan Lagrangianom (7.3) ili (7.4), jednadzbi gibanja ima tocno koliko i
Cestica. U kontinuum limesu, tj. u teoriji polja opisanoj Lagrangianom (7.8), zamisljamo da se
kristal sastoji od neprebrojivo mnogo kontinuirano rasporedenih Cestica, Cije titranje je
odredeno samo jednom Lagrangeovom jednadzbom gibanja — valnom jednadzbom (7.9).
Jedna parcijalna diferencijalna jednadzba (7.9) je kontinuum limes sustava od neprebrojivo
mnogo obicnih diferencijalnih jednadzbi (u svakoj toCci prostora x po jedna).

Lako je napraviti generalizaciju na tri prostorne dimenzije. Da je kontinuirani kristal bio
trodimenzionalan, umjesto (7.8) Lagrangian bi bio volumni integral Lagrangeove gustoce L
(koja se skoro uvijek neprecizno takode naziva Lagrangianom)

L=[d%xL. (7.11)

Lagrangeova gustoca L je funkcija polja i njihovih prvih parcijalnih derivacija po prostoru i
vremenu po analogiji sa mehanikom sustava Cestica

L = L[L:Q.[J ‘-311; t‘_J - L = L\.‘i}! a“‘t‘; XH:J ’ (712)

gdje indeks pu = 0,1,2,3 oznaCava prostorno-vremenske koordinate (x0 =ct,x'=x, X* = Y, X =
_ @ Ny . L . e .

z),ad"= 5.1 0Znacava prvu parcijalnu derivaciju po x". Polje ¢ (ili viSe polja ¢,,... u nekom

poopcéenju teorije) u (7.12) je po pretpostavci bar dva puta derivabilna funkcija tocke u

prostor-vremenu x* = ( T,t), $to se oznaCava kao ¢(x") ili jednostavnije ¢(x), ali je u (7.12)

izostavljeno radi preglednosti izraza.
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Kontinuirani fizikalni sustav je onda opisan poljem ¢(x") €ija svojstva odreduje Lagrangian
(qustoca) L koji kao i u mehanici sustava Cestica ima kineticki i potencijalni dio. Na primjer,
najjednostavniji Lagrangian u teoriji polja je Lagrangian (gustoca) skalarnog polja ¢(x") koji je

L=2("9)% —2(3'¢)> — (32 9)* —2(8°0)? —Tm?§*. (7.13)

Postojanje Lagrangiana polja L i akcije (djelovanja) 1(¢) koja je integral Lagrangiana po
vremenu | = JdtL = [d*x L, omoguéuju prosirenje Lagrangeove i Hamiltonove formulacije
klasiCne mehanike sustava Cestica i na kontinuirane sustave, tj. na teoriju polja. U klasi¢noj
fizici najvazniji primjer teorije polja je svakako Maxwell-ova elektrodinamika koja je ustvari
relativistiCki (Lorentz) invarijantna teorija polja.

7.2 Lagrangeova formulacija za kontinuirane sustave

Jednostavni primjer jednodimenzionog elasticnog kristala mozemo iskoristiti da detaljnije
razumijemo prijelaz na kontinuum i koriStenje Hamiltonova principa 81 = 0 za dobijanje
jednadzbi gibanja teorije polja, kao i ograniCenja tako dobijene teorije.

Raznotrimo opet longitudinalne vibracije jednodimenzionog lanca Cestica mase m vezanih
idealnim oprugama konstante k i ravnotezne duljine a, ali sad uzmimo da je sistem konacan i
ima N Cestica, Sto znaCi N stupnjeva slobode gibanja. Generalizirane koordinate su polozaji
xi(t) (i=1,2,...,N) svake Cestice na osi kristala. Izaberimo ishodiSte x-osi tako da je ravnotezni
poloZaj svake Cestice x; = (i — ¥2) a kao na Slici 49.

*
*
*
*
<
4
{

Slika 49.

Svaka Cestica uma samo interakcije sa svojim najblizim susjedima, tj. na i-tu Cesticu djeluju
elastiCne sile F = —:x—” lijeve i desne opruge, osim na prvu i zadnju Cesticu u lancu na koje

djeluje samo po jedna sila. ElastiCna potencijalna energija jedne, recimo, prve opruge u lancu
jeu= %k(xz — x, —a)?, paje Lagrangian sustava

_wn 1
L= i=1 3

N lk(x, —x 4 —a)k (7.14)

i=2 2

m(xlj 2 —
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Lako je naci Lagrangeove jednadzbe
not, = k(x, —=, —a),
]']’15"[1 = k(xl+1 - le + Xl—lj’ (i = 2,3,...,N - 1), (7.15)
mity, = kix,_, —x, +a)k.
lako sustav ima N stupnjeva slobode gibanja, oCekujemo da ima samo N — 1 netrivijalnu
svojstvenu frekvenciju malih oscilacija (sigurno postoji jedan normalni mod sa svojstvenom
frekvencijom w = 0 koji reprezentira translaciju cijelog kristala kao krutog tijela).
Eksplicitno rjeSenje je (provijeriti)

®(t)= {i — %) a+xp+vpt + X o cos [(1 — %J aki] cos(wtte,), (7.16)

gdje su Xo, Vo, i, @i (i=1,2,...,N — 1) konstante koje se odreduju iz poCetnih uvjeta, a valni
vektori ki i svojstvene frekvencije w; su

T

wi= 2% [1—cos(ak)]., Kk =i (7.17)

Na primjer, za drugu Cesticu je
Ei&z = 23N "Mcos(ak,) — 1]cos GaknJ a,cos(w,t+g, ),
pa kako vrijedi 2cos G akn) cos(ak,)=cos Gakn) +cos G akn) , odmah se dobije

M .. -
Exz—xﬂ—zxz T

Ovo je ,,mikroskopski“ model kristala koji oCito zavisi od svojstava i sila na pojedinu
Cesticu kristala. Konacni jednodimenzioni elasticni kristal od N Cestica vezanih oprugama
konstante k ravnotezne duljine a ima N — 1 svojstvenu frekvenciju longitudinalnih titraja

wﬁ=2£[1—cos&n)-, (n=1..,N-1) (7.18)
valnih duljina
}"n:% _ 2_:‘3 . (7.19)

Eksperimentalno bi se ovaj model mogao provjeriti mjerenjem brzine zvucnih valova
razliCitih frekvencija UH=E u kristalu. Mjerenje ,,mikroskopskih* svojstava Cestica kristala

(kostante k) u pravilu nije mbguée. Pozeljno je imati aproksimativni ,,makroskopski* model u
kome se pojavljuju samo veli€ine koje je lako moguce mjeriti — to je kontinuirani model
teorije polja.
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Ako umjesto N-CestiCnog diskretnog modela Zelimo model teorije polja za na$ kristal
zamislimo da mu je masa kontinuirano rasporedena. Prvo moramo diskretni indeks ,,i*
zamjeniti kontinuiranim indeksom n koji izima vrijednosti 0 < n < Na. Zatim generalizirane
koordinate Cestica x;(t) treba zamjeniti realnim kontinuiranim i derivabilnim poljem x(n,t) za

koje zamiSljamo da u toCkama n = (i—%)a ima upravo vrijednosti xi(t), tj. vrijedi
f
XI\.(i_%) a, t) = x,(t). U kontinuum limesu, kao u (7.7), iz (7.14) dobijamo Lagrangian

jednodimenzione teorije polja

L=["dnL, L= ip,(%]z -1E (% - 1]2, (7.20)

analogan sa (7.8), gdje je Youngov modul elasti¢nosti B = ka, a linijska gusto¢a u = pm, gdje
je ,,gustoca Cestica*“ (koncentracija) p = 1/a.

Jednadzbe gibanja teorije polja odredene Lagrangianom (7.20) mozemo izvesti iz
Hamiltonovog (varijacionog) principa minimalnog djelovanja 51 = 0. Akcija (djelovanje) 1(x)
je

(= ffaen =2 fae [ w(Z) -2 (2-1)] (7.21)

Hamiltonov princip 8l(x) = 0 trazi da nademo promjenu akcije ol kad variramo polje x(n,t) —
x(n,t) + ox(n,t) tako da ostanu zadovoljeni isti rubni (pocetni) uvjeti 6x(n,0) = 6x(n,T) =0 i
zahtijevamo da je ta varijacija nula, Sto daje

si=0=[Fafan [w(Z)5r-E (- 15

U gornjem integralu napravimo parcijalnu integraciju po obe nezavisne varijable ti n, tj.

(5)50 = uiFen 2lu(F)ed

—E(%—l)f—j=E:ﬂ—z};3x—aﬁ[E(%—1)5}{] .

Rubni uvijeti osiguravaju da integral potpune derivacije po vremenu daje nulu

EENCTS AT

pa Hamiltonov princip daje

o=-facfan(uii-efon - falsG-n)a] " 02

£l n=0
Kako je varijacija polja dx(n,t) proizvoljna koeficijenti uz ox u (7.22) moraju biti nula, Sto

daje Lagrangeovu jednadzbu gibanja za polje x(n,t) koja je valna jednadzba jednodimenzionih
longitudinalnih valova

180



——-=0, U<mn<Na, (7.23)

— —1, n—0 i n—MNa. (7.24)
dn

RjeSenje je (provjeriti)
x(nf) =1+ %0 +vot + ZiZ, &, cos(k,n) cos(W,t + @) , (7.25)

gdje su valni vektori i svojstvene frekvencije

2
k =22 ﬁ2=5k5= % (n=12,...) (7.26)
Usporedimo ovo rjeSenje kontinuiranog modela s rjeSenjem ,,mikroskopskog“ diskretnog N-
CestiCnog modela

x,(t) = (n - %) at+x,+vyt+ X e, cos [(n - %) akn] cos(w,+e,), (7.16)
gdje je

k=2, wi=2Z[1— cos(k,a)], (n=1,..,N-1).  (7.18)

Teorija polja (kontinuirani model) uvijek ima bezbroj normalnih modova, dok svaki konacni
sustav uvijek ima konacan N — 1 broj modova titranja. Odgovarajuci valni vektori imaju iste
vrijednosti, ali teorija polja predvida valove pr0|zvoljno male valne duljlne dok N-Cesticni

model zahtijeva minimalnu valnu duljinu Amin= za— >2a za Kmax = _T Kao Sto fizikalno

i oCekujemo, dva modela se bitno razlikuju na ,,mlkroskopsk01 skali, tj. za svojstvene
modove titranja Cija valna duljina je reda veliCine medu-Cesticne udaljenostl a. S druge strane,
oba modela daju prakticno identicne rezultate na ,,makroskopskoj skali* duljina, tj. za modove
titranja valne duljine A >> a, Sto znaci za niske svojstvene frekvencije.

Sa kolikom ogromnom tocnoS¢u teorija polja predvida iste vrijednosti niskofrekvetnih
oscilacija kao i diskretni model najbolje se vidi ako za n << N razvijemo u red cos(k.a) u
(7.18)

wi =25l costioa)] =25 1~ cos ()] = 2 (vf) +0[(n) |22 20

jer je za makroskopski komad bilo kojeg realnog materijal u uobicajenim zemaljskim uvjetima
broj &estica N bar 10° po cm duljine.

Ovaj idealizirani i jednostavni primjer dobro ilustrira opCi rezultat koji dokazuje da se sa
velikom to€no$¢u moze klasicnom kontinuum mehanikom (teorijom polja) opisati ponaSanje
realnih (sastavljenih od molekula) objekata, ako nas zanimaju samo vrijednosti fizikalnih
veliCina na makroskopskoj skali duljina, dok detalji fizike svakog sustava ultimativno uvijek
zahtijevaju kvantnu teoriju.
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7.3 Jednadzbe gibanja u teoriji polja

Kontinuum teorija uvedena je na primjeru longitudinalnih titraja jedno-dimenzionog
kristala ¢iji Lagrangian (7.20) i akcija (7.21) zavise od polja x(n,t). Cestica kontinuiranog
jednodimenzionog sustava oznacena je sa  — to je njena koordinata, ali u sustavu vezanom za
kristal. Vrijednost polja x(n,t) onda daje koordinatu u inercijalnom referentnom sustavu
(laboratorijskom) Cestice kristala n. U opéem slucaju gibanja i deformacija kristala referentni
sustav vezan za materijal je neinercijalni. Uvijek je moguce izbjeci komplikacije vezane za
neinercijalne sustave, ako se teorija formulira (smjenom varijabli, recimo) na ekvivalentan
naCin pomocu inverznog polja n(x,t) koje daje pomak (deformaciju) Cestice materijala n u
toCci (x,t) prostor-vremena nekog inercijalnog sustava referencije. Teorija polja se u pravilu
formulira na ovaj, jednostavniji natin pomocu polja &(r.t) = d(x).

Buduci da je su u teoriji polja nezavisne varijable i poloZaj u prostoru r= (xyz) i
trenutak u vremenu t, svi izrazi su znatno jednostavniji ako se koristi 4-dimenzionalna
notacija: x* = (x?, x') = (ct, %, v, z), gdje grcki indeksi uzimaju 4 vrijednosti u = 0,1,2,3, a
latinski samo 3 prostorne vrijednosti i = 1,2,3. Uvijek se podrazumijeva odgovarajuca
sumacija po ponovljenom indeksu (jednom gornjem i jednom donjem). Brzina svjetlosti ¢ se
uvodi u x° = ct da bi sve &etri komponente 4-vektora (tenzora prvog reda u Eetvoro
dimenzionalnom prostor-vremenu) bile istih dimenzija. Ovakva notacija je specijalno korisna
u relativistickim (Lorentz invarijantnim) teorijama. RelativistiCka invarijantnost (isti oblik
fizikalnih zakona u razliCitim inercijalnim sustavima referencije povezanim Lorentz-ovim
transformacijama) zahtijeva da se prostorne i vremenske komponente tenzora tretiraju na isti
nacin. lako necemo razmatrati relativisticku mehaniku koristicemo 4-dimenzionu notaciju.

U klasi¢noj fizici prostor-vrijeme je skup to€aka x* =(x"7) koje tvore 4-dimenzionalni
Euklidski prostor (R® x R), dok u relativistitkoj fizici tocke prostor-vremena tvore 4-
dimenzionalni prostor Minkowskog M*. Razlika izmedu prostora R* i M* je u njihovoj
metrickoj strukturi (naCinu na koji se mjeri udaljenost tocaka), tj. u njihovom metrickom
tenzoru g

1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 -1

Sumaciona konvencija pojednostavljuje izraze kao: a*b, = a b*=g a"b"'= Zﬁj a, b*, ili
a'b, = a,b' =XiZ] a,b’. Simetri¢ni metricki tenzor g"" = g, spusta i dize indekse tenzora. Npr.
za bilo koji kontravarijantni 4-vektor a", postoji odgovaraju¢i kovarijantni 4-vektor
a,=g,a. U R* su i kontravarijantne (gornje) i kovarijantne (donje) komponente tenzora
jednake, dok su u M* vremenske (nulte) komponente istog, ali prostorne komponente su
suprotnog znaka, npr. x, = (ct, — X, — y, — ). Za fiziku najvaznija razlika izmedu R* i M* je u
skalarnom produktu dva 4-vektora. Na primjer, kvadrat udaljenosti dvije infinitezimalno bliske
toCke prostor-vremena je u 4-dimenzionom Euklidskom prostoru

dx*dx, = c*(dt)*+(dx)*+(dy)*+(dz)* = *(dt)*+(dr)* — uR’  (7.29)
dok je u 4-dimenzionom hiperboli¢nom prostoru M* specijalne teorije relativnosti

dxtdx, = c*(dt)* — (dx)* — (dy)* — (dz)* = c*(dt)* — (dr)* —uM*  (7.30)
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Formuliranje teorije polja za neko klasi¢no polje ¢(x") polazi od Lagrangiana (gustoce)
tog polja L, koji je kao u (7.12) funkcija polja ¢ i njegovih prvih parcijalnih derivacija 6"¢ po
prostorno-vremenskim koordinatama x" §to se ozna€ava L = L(¢, 8"$). Najjednostavniji primjer
je Lagrangian (7.13) skalarnog polja ¢(x), koji sa moZe skraceno zapisati

L=2(3"¢)" -2 (3'D)(,4) — Im* . (7.31)

Clanovi u Lagrangianu (7.31) koji zavise od derivacija polja po vremenskoj (0%)% i po
prostornim koordinatama (6'9p)* su suprotnog znaka, $to je posljedica definicije Lagrangiana
kao razlike kinetiCke i potencijalne energije L = T - U.

Napomena: U kvantnoj teoriji polja (7.31) je Lagrangian slobodnog kvantnog polja ¢(x)
spina nula i mase m, na primjer, polja Higgs bozona. Do sada nije poznat ni jedan fizikalni
sustav u klasi¢noj fizici koji bi bio opisan Lagrangianom (7.31). RelativistiCka fizika je
opcenitija od klasicne jer vrijedi i u sluCajevima kad brzine nisu zanemarive u odnosu na c.
Prednost relativisticke 4-dimenzione tenzorske notacije moZemo vidjeti ve¢ i na ovom
najjednostavnijem primjeru. Koristimo li ¢etvoro-dimenzionu notaciju (u prostoru M*), zbog
dodp = % i iy = — 9, prva dva (ustvari Cetri) €lana u Lagrangianu (7.31) skalarnog polja ¢(x)
mozemo jednostavnije zapisati kao jedan Clan

L(,0"$) =2(0,0)(8") — sm’d? . (7.32)

Kako nas, za sada, zanima klasi¢na mehanika kontinuuma, tj. klasi¢na teorija polja, da
formule u€inimo jednostavnijim u ostatku ovog poglavlja ¢emo koristiti cetvoro-dimenzionu
notaciju (u prostoru R* klasicne fizike) podrazumjevajuci sumacionu konvenciju po jednom
ponovljenom (bilo gornjem, bilo donjem) indeksu.

Ako zelimo da polje ¢(x) ima izvore (kao distribucija naboja za elektromagnetsko polje)
moramo dozvoliti da Lagrangian eksplicitno zavisi i od koordinata tocke prostor-vremena x*
preko gustoce izvora [npr. gusto¢a naboja p(X) i struja j(x)], tj.

L =L(d, 0", x1), (7.33)

Sto kao i u mehanici sustava Cestica, znaCi da sustav (polje ¢) nije izoliran jer postoji razmjena
energije i impulsa izmedu izvora i polja. Na primjer, najjednostavniji izvor za skalarno polje
d(x) je neka zadana funkcija S(x") tako da Lagrangian umjesto (7.31) ima dodatni ¢lan

L(d. 8 . x*) = 2 (%) — S (3} (3,0) — Tm?0% — S . (7.34)

Oblik Lagrangiana nije odreden i za svaku pojedinu teoriju polja se posebno bira. Odabir
Lagrangiana je rukovoden nekim generalnim principima, kao Sto su: zahtjev da je Lagrangian
skalar, zahtjev invarijantnosti u odnosu na neke simetrije, odredeni Zeljeni limes u analogiji s
klasicnom mehanikom sustava Cestica, jednostavnost, itd. Valjanost tako dobijene teorije
polja za opis nekog realnog fizikalnog sustava se onda utvrduje eksperimentalnom provjerom
konzekvenci teorije.

183



Integracijom gustoce Lagrangiana L po nekom regionu prostora Q unutar kojeg je polje
d(x) razliCito od nule, kao u (7.11), dobijamo Lagrangian L teorije polja. Akciju (djelovanje)
I(¢) polja ¢(x) definiramo kao integral po vremenu, od nekog pocetnog (t = 0) do nekog
krajnjeg (t = T) trenutka, Lagrangiana L polja, tj.

I=[d* L(d, 3", x*). (7.35)

Akcija je integral Lagangiana (gustoce) po nekom 4-dimenzionom regionu prostor-vremena
Q4 na Cijem rubu polje ¢(x) i njegove derivacije isCezavaju [Cesto se, kao u (7.35), ne
oznaCavaju granice integracije i podrazumijeva integral po cijelom prostor-vremenu, Sto ne
mijenja rezultat jer je pod-integralna funkcija nula u svim toCkama van regiona Q4]. Jasno je
da akcija ostaje nepromjenjena ako gustoi Lagrangiana dodamo proizvoljnu 4-divergenciju
(totalnu derivaciju): L — L + 6" M.

Da se dobiju jednadzbe gibanja teorije polja u skladu s Hamiltonovim principom treba
odrediti varijaciju akcije i izjednaciti je s nulom. Varijacija akcije 3l kad polje infinitezimalno
variramo za &¢ je

= [d* { 5¢+aia¢]a 54}}

Kao i u primjeru jednodimenzionog kristala, napravimo li parcijalnu integraciju u drugom
Clanu te iskoristimo rubni uvjet, da je u poCetnom i krajnjem trenutku vremena i na rubu
regiona Q varijacija polja 6¢ = 0, varijacija akcije postaje

~ [atx an{ umfﬂ} -0, (7.36)

Sto, zbog proizvoljnosti varijacije polja 6¢, odmah daje Lagrangeove jednadzbe teorije polja
_ oL cL (737)
GL —ﬂ = - — - = I
ECR I

U slucaju da u teoriji imamo vise od jednog polja ¢a(x"), zbog nezavisnosti njihovih varijacija,
dobili bi po jednu jednadzbu gibanja (7.37) za svako polje, tj.

. aL &L
C I
“8(6,9,) b

=0, A=12, . (1.38)

potpuno analogno generalizaciji sa jednog na viSe stupnjeva slobode gibanja g — g; u
mehanici sustava Cestica.

Lako se provjeri da Lagrangian (7.34) skalarnog polja ¢(x) Ciji su izvori S(x) daje
jednadzbu gibanja polja

(8,0° — 8.0+ m?) d(x) = — 5(x), (7.39)

184



koja se naziva nehomogena (tj. sa izvorima S) Klein-Gordonova jednadzba i koja je ustvari
generalizacija nehomogene valne jednadzbe. PrepiSemo li ovu jednadzbu u 3-dimenzionalnoj
notaciji (7.39) je

1é 0 L\ . .
Sz U | eE Y =-S@E Y, (1.40)

Sto je nehomogena valna jednadzba za m = 0.

Da vidimo vezu sa elektrostatikom i ilustriramo rjeSenja Klein-Gordonove jednadzbe
nadimo njeno najjednostavnije rjesSenje. Jednostavnosti radi potrazimo staticno rjesenje, tj.
pretpostavimo da izvori S(x) i polje ¢(x) ne zavise od vremena. Klein-Gordonova jednadzba
onda postaje

(V2 —m?)p(T) = S(1). (7.41)

Za izvor polja odaberimo najjednostavniji slucaj samo jednog toCkastog ,,naboja“ q koji
miruje u nekoj tocci prostora ', tako da je gustoda izvora S(+) = q&(r — ), pa (7.41) postaje

(V2 —mP)o(F) = q8(F — ). (7.42)

Jedino sferno simetricno rjeSenje jednadzbe (7.42) koje iSCezava u beskonacCnosti naziva se
Yukawa potencijal i predstavlja potencijal Cestice mase m koji eksponencijalno opada sa
udaljenoscu, Sto je klasi¢ni model za potencijal nuklearnih sila

oo
-m|f—7|

0@ = = (.43)

4w f—71'|°
Za takve brzo (eksponencijalno) opadajuce sile se kaZze da su kratkog dosega i jer na
udaljenosti m od &estice intenzitet sile opadne na e ~*=0.368 pocetne vrijednosti. Za specijalni

slu€aj m =0 dobijamo uobicajeni gravitacijski ili elektri¢ni potencijal koji opada s udaljeno3¢u
od izvora (Gestice) kao [r —*'|72.

Da se dokaZe da je (7.43) zaista rjedenje jednadzbe (7.42) treba izraunati V4. To je najlakse
uraditi ako se u potencijalu (7.43) prvo definira pomoc¢na funkcija ¥ kao

-mli-71 ¥
0@ =L = O (1.44)

41 [t —71 f—7|"

te iskoristi formula iz vektorske analize: VX(AB) = AV?B + BV2A + 2(VA)-(VB) koja vrijedi
za proizvoljna skalarna polja A i B. U nasem sluéajuje A=Y i B=[r —1'|™%.

Dokaz je jednostavan ako se prvo pokaze da vrijedi (pokazati):

1 F—7 -~ ‘P?_?J .
=S — — 53 =-—-m¥—=—-—=+ ==
|r— 7' s E lr—7'" |r — '

-

v

—4m 8(r—1"),
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= =y = =y

- r—r r—r rT—T
‘F“P=‘F-[‘F‘Pj=?- —]f']‘l"'I“r_.—_.‘I =—m("i-"'~F]_.—_.J—m‘P‘FﬁJ
|r —1'| |r — 7' r—r
te
r—r' 2 3 s -
VEECRoE < SGm=sE-i,

gdje zadnja relacija vrijedi jer je Diracova 3-funkcija nula osim ako je r = 1.

Da se pokaZe da vrijedi V2 |F—1Fn'| = 4n8(r 7, najjednostavnije je odabrati sustav sa

ishodistem u Cestici, tako da je ™' =0, pa [fr —71'| postaje [t| =r. Odaberemo li sferne
koordinate (r,0,¢), Laplacijan V2 funkcije f koja zavisi samo od r je

72 = 1 3( :af)+
C 2or ' dr !

gdje ... oznatavaju ¢lanove koji su nula jer sadrze derivacije po kutevima 0 i ¢. Zaf=r""je

v2r1=0zasvakor#0. Ali, zar =0, mora biti

.1
lim ("F‘ —) = —wo,
r—0 r

$to se vidi ako integriramo V2 r~! po volumenu kugle radijusa & > 0 sa centrom u ishodistu i
iskoristimo teorem o divergenciji:

1 1 1 F
J-dax(vf—)= J-dax v-v(—)=%d‘és-v(—b=§dss?-(—%)=—4m
T r r: r

gdje je ds, = r’sinddode element povrsine sfere radijusa €. U limesu kad & — 0, dobija se

. 1 5
Vees= —4n 5[:1") .
Fy
. .. . 3 3 a3 .. 2 1 3 3
pa smjenom varijabli r — r — r', dobijamo ¥~ ma — e 6(r—1r").

Yukawa potencijal (7.43) pokazuje da je Klein-Gordonova jednadzba (7.39), koja slijedi
iz Lagrangiana skalarnog polja (7.34), fizikalno relevantna bar za klasicni model opisa
nuklearnih interakcija u statickom limesu, a u specijalnom slucaju polja bez mase m = 0 moze
biti model teorije polja za gravitacijske ili elektromagnetske interakcije.

Do sada smo vidjeli kako se dobijaju jednadzbe gibanja teorije polja, tj. Lagrangeove
jednadzbe (7.37) ili (7.38) i fizikalnu relevantnost teorije polja na jednostavnim primjerima

jednodimenzionog elasticnog kristala i skalarnog polja Ciji su Lagrangiani (7.20) i (7.31).

Da bi se dalje razvila fizika teorije polja (mehanike kontinuuma) neophodno je razmotriti
ocCuvane veliCine, tj. konstante gibanja. U cjelokupnoj fizici vrijede osnovni zakoni oCuvanja —
energije, impulsa, angularnog momenta, naboja, ... pa je neophodno vidjeti kako se oni
implementiraju i u teoriju polja.
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7.4 Ocuvane veliine (struje) u teoriji polja

Danas vjerujemo da su svi osnovni zakoni oCuvanja u fizici posljedica simetrije kvantne
teorije polja koja opisuje najsitnije djelice materije — elementarne Cestice od kojih se sastoje
svi objekti u svemiru. Teorem Emmi Noether daje vezu kontinuiranih simetrija Lagrangiana
(akcije) fizikalnog sustava i njegovih oCuvanih veliina originalno je dokazan upravo u teoriji
polja. lako vrijedi i za sustave Cestica, Noether teorem ima najveCi znaCaj u klasic¢noj i
naroCito, u kvantnoj teoriji polja. Veza simetrija teorije polja i zakona oCuvanja omogucuje
odabir simetricnog Lagrangiana relativistiCke kvantne teorije polja koji osigurava valjanost
eksperimentalno otkrivenih zakoni oCuvanja.

Noether teorem tvrdi da za svaku grupu kontinuiranih transformacija koje ostavljaju
invarijantnim (nepromjenjenog oblika) gusto¢u Lagrangiana L teorije polja mora postojati
jedna oCuvana (bez divergencije, tj. bez izvora) 4-struja Ju(X) ,

SL=0 < 0"3,=0, (7.45)

takva da je ukupni "naboj“ Q koji je volumni integral vremenske komponente struje Jo(X)

QM) = [ d*x3,(%), (7.46)

ocCuvana veliCina, tj. vrijedi
2qM=0 (7.47)
T : :

Najopcenitija formulacija Noether teorema odnosi se na invarijantnost akcije (djelovanja)
sustava, koja je ekvivalentna gornjoj formulaciji ako dozvolimo da promjena gustoce
Lagrangiana bude totalna derivacija (4-divergencija).

Jednostavnosti radi dokaz izvedimo za slucaj translatorne invarijantnosti teorije polja.
Translacije su transformacije kojima se prelazi u inercijalni sustav referencije Cije ishodiste je
u nekoj drugoj toCci prostor-vremena. Trivijalno se vidi da translacije tvore kontinuiranu
grupu transformacija. Lagrangian je invarijantan pri translacijama ako ne zavisi eksplicitno od
koordinata x*, ve¢ samo implicitno preko zavisnosti polja ¢(x) i njegovih prvih parcijalnih
derivacija 0"¢(x). Dovoljno je razmatrati samo infinitezimalne translacije, jer grupoidnost
osigurava da teorem onda vrijedi i za sve konaCne prostorno-vremenske translacije. Pri
infinitezimalnoj translaciji prostorno-vremenske koordinate se transformiraju prema

xH o xH = xt+ gt (7.48)
a promjena Lagrangiana do na prvi red po konstantnim infinitezimalnim veli¢inama &" je

cL
SL=L'—L=g'—=¢"d,L. (7.49)

oxH
S druge strane, kako L ne zavisi eksplicitno od x*, promjena Lagrangiana je i

8L _ GL

L= —8¢p+———
5620 369

5(8"9) , (7.50)

Lt
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gdje je varijacija polja ¢(x)

d
b = dixts) — d(x)=¢" ¢ (7.51)

Fxv

Iskoristimo li Lagrangeovu jednadzu (7.37) da zamijenimo :—;= a* ar:ip}

izraz (7.50) postaje

EHE—L=(31 o )a¢+ oL 5(56) = o o .5¢) (7.52)
oxt d(a*¢) c(c"¢) ’ a(ave) T/ o

gdje smo iskoristili (7.49) i u zadnjem ¢lanu promjenili redosled deriviranja 6" (8¢) = 8(6" ¢).
Koristeci (7.51), zadnji izraz moZemo prepisati u sugestivnom obliku

0= au{ ~ gL+ al,q;} £, (7.53)

a(a+ o)

Sto vrijedi za svaku infinitezimalnu translaciju za €' samo ako vrijedi zakon oCuvanja tenzora
energije-impulsa 7,..(X)

OMTw(x) =0, (7.54)
koji je po definiciji

I.,=—g,L+

v

(") d,d. (7.53)

Ime koje se daje veliCini 7,.(X) — tenzor energije-impulsa, daje naslutiti da njegove
komponente imaju veze sa energijom i impulsom polja ¢(x). Izraz (7.55) omogucuje da se
komponente T7,.(x) lako izraCunaju parcijalnim deriviranjem Lagrangiana polja. Naravno,
treba joS pokazati da identifikacija (naziv) komponenti tenzora 7,,(X) sa raznim veliCinama
kojima se opisuje polje ¢(x) zaista ima fizikalnog smisla.

Izraz (7.54) je dokaz da:

ako je Lagrangian neke teorije polja L = L(¢, ¢"¢) invarijantan pri prostorno-vremenskim
translacijama (ne zavisi eksplicitno od koordinata x" ) tada je 4-divergencija tenzora energije-
impulsa 7,,,(X) polja ¢(x) jednaka nuli. To je lokalni (koji vrijedi u svakoj tocci x) oblik zakona
oCuvanja energije i impulsa za polje ¢(x). Pojednostavljeno, posto je 0" T\ (X) = 0 u svakoj
toCci prostor-vremena, tenzor 7,,(X) nema izvora (ni ponora) ni u jednoj tocci x, pa je svuda (i
uvijek) oCuvan.

Izraz (7.54) je specijalni sluCaj izraza (7.45). U sluCaju invarijantnosti Lagrangiana pri
translacijama lokalno oCuvana veliCina je tenzor drugog reda 7,.,(X), pa za polje ¢(x) postoje 4
ocCuvane struje, po jedna za nezavisne translacije duz svake od Cetri osi prostorno-vremenskog
koordinatnog sustava. Te 4 konstante gibanja (za n = 0), koje su 4 globalno oCuvane fizikalne
veliCine, medusobno razlikuje indeks v. U skladu s (7.46) Cetri oCuvana ukupna ,,naboja“ polja

d(x) su
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; [ e -
Pi)y=|dxTy, = | dx|—=2c¢ —g,. L[|, 1.56
1.': ) J. X lgy J. X|: 8[Eu¢) o, ¢' gg,'. ( )

koje za v = 0 identificiramo s energijom i tri prostorne komponente (v = 1,2,3) impulsa polja
o(x). Cetri komponente To.(x) [prvi redak njegove matricne reprezentacije] tenzora T,(X)
energije-impulsa onda predstavljaju gustoce energije-impulsa polja ¢(x), 5to pojaSnjava naziv
tenzora.

Treba joS dokazati da, u skladu sa (7.47), zaista vrijede Cetri (globalna) zakona oCuvanja koji
su zakon ocCuvanja energije (v = 0) i tri zakona oCuvanja pojedinih komponenti ukupnog
impulsa (v = 1,2,3) polja ¢(x), tj. da vrijedi

dP, (t)
=0
dt

(1.57)

Dokaz je elementarna primjena teorema o divergenciji (Gauss-ovog teorema). Lokalni oblik
zakona oCuvanja energije-impulsa (7.54) mozemo napisati u obliku

&'r, +&T,=0. (7.58)

Ako integriramo gornji izraz po nekom regionu prostora Q na cijem rubu polje ¢(x) pada u
nulu, i u prvom &lanu zamjenimo redoslijed integracije po d°x i derivacije po x° odmah
dobijamo

d ] 1 Mk _
0=—20= g f d’x T, = — f &x T, = -9 dsiTy, . (7.59)

gdje je zadnji Clan porsinski integral (integral po ds¥) po rubu regiona Q. P, je ukupna
energija-impuls polja ¢(x) u regionu Q.

(7.59) je

éT,, &Ty, &T,, éTs, &Ty, _
0=08"T, =—2 4y Ty v _Wyg.F (7.60)

c &t ox By oz c &t

gdje su tri prostorne komponente Ti,, koje se nazivaju strujama, oznaCene kao 3-vektor
T, = (Ty,.T.,, T3, ). Takvih 3-vektoraima 4, zav=0,1,2,3.

Jednadzbe oblika (7.60) se nazivaju jednadzbama kontinuiteta (ima ih 4) i fizikalnu
predstavljaju lokalne (u toCci x) zakone oCuvanja po analogiji sa lokalnim oblikom zakona
ocCuvanja elektricnog naboja u elektrodinamici

—4+Vi=0, {7.61)

gdje p(x) gustoca naboja, a JT[x] gustoca struja. Za jednu nabijenu Cesticu je JT= p? .
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Opravdanost naziva vidimo integriramo li (7.60) po nekom regionu prostora Q na Cijem rubu

je polje ¢(x) [pa, onda i sve komponente 7,,(x)] nula. Ako derivaciju po vremenu izvucemo
ispred integrala, dobijamo

u—fdﬂ aT“V+fdﬂvf—aP*'+§d* 7 (7.62)
B o ar * vocat 2ty 1he
g,
&, [ . - )
—C&=§dsg-n, (7.63)

gdje je Py(t) ukupna vrijednost v-te oCuvane veliCina (energija za v = 0, k-ta komponenta
impulsa za k = 1,2,3) u regionu €, a ﬁ.je struja te oCuvane veliCine koja istjeCe kroz grani¢nu
povrsine Sq regiona Q, kao na Slici 50. Za v = 0, izraz (7.63) pokazuje da smanjenje ukupne
energije polja u regionu prostora QQ mora biti jednako struji (intenzitetu) energije polja koja
istiCe kroz grani¢nu povrsinu regiona Q — Sto je zakon oCuvanja energije polja ¢(x).

=
dSﬂ

Nl

T,(x) — struja otuvane veli¢ine P, koja isti¢e iz regiona Qutotci x
njegove granitne povriine 5,

Slika 50.

Na primjeru prostorno-vremenskih translacija dokazali smo Noether teorem u teoriji polja.
Zakoni oCuvanja energije i impulsa za polje ¢(x) mogu se razumjeti kao posljedica Cinjenice
da Lagrangian tog polja nije eksplicitna funkcija koordinata x* (i obrnuto).
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Polje ¢(x) je kontinuuirana funkcija i postoji u svim tockama (nekog regiona) prostor-
vremena, kao elektri¢no polje ili magnetsko polje, na primjer. Onda Ce i sve veliine kojima
opisujemo fiziku nekog sustava biti distribuirane kao kontinuirane funkcije po prostorno-
vremenskim tockama i njihova vrijednost u pojedinoj tocci x je gustoca te fizikalne veliCine.

Kako je goo = 1, prema (7.55) ili (7.56) gustoca energije polja ¢(x) je

Top = —EL gyt — L {7.64)
-~y — L, 1B
o 8[8%} ’
a, ukupna energija je
E=F = J.dax Tyq - {7.63)

Analogno mehanici sustava Cestica i Hamiltonova formulacija se moze proSiriti na teoriju
polja. Za svako polje ¢pa(X) u teoriji, definira se pridruzeni moment wa(X)

alL dL
T, = = —,
L a(@%,) o,

(7.66)

i polje se onda opisuje (gustocom) Hamiltoniana H koji je po definiciji
H— Z mad, — L. (1.67)
A

Ukupni Hamiltonian je H = [d®x H. lzraz (7.64) za gustoéu energije polja je upravo gustoéa
Hamiltoniana Too = H, pa je Hamiltonian ukupna energija polja H = E, kao Sto i treba biti za
svaki konzervativni sustav. Ovo je indikacija da smo dobro identificirali Tyo(x) kao gustocu
energije polja. Lako je vidjeti da je za Lagrangian jednodimenzionog elasticnog kristala (7.8)
(gustoca) Hamiltoniana Too = H zaista zbroj gustoca KinetiCke i potencijalne energije polja

1 .3 1 80
+ ¢),

T =H= EM’ EE - (7.68)
a, isto vrijedi i za skalarno polje ¢(x) Ciji Lagrangian je (7.31),
Too =H =%Ea”¢]2+§ta‘mfa¢] +§mz¢r. (7.69)
Lokalni odlik zakona oCuvanja energije za polje ¢(x) je (7.58) zav =0, tj.
Ty = Ty =-V-Tj=-T0_Tn_ % (7.70)

dx By gz *

pokazuje da je vremenska promjena gustoCe energije polja u nekoj toCci jednaka zbroju tri
komponente gustoce struje energije koja otiCe iz te toCke (—% je gustoca struje energije
koja teCe duz y-osi).
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Na primjer, lako se vidi da je za jednodimenzioni kristal Ty, = —|J.H$% , Sto je brzina toka

gustoce energije duz x-osi, jer je prema (7.6) i (7.7) sila na Cesticu kristala E % :

Potpuno analogno, zbog goi = 0, prema (7.56), tri komponente gustoce impulsa 7oi(X)
polja ¢(x) su
oL _
To = o Gid=mTadd, (7.71)

(")

pa je i-ta komponenta ukupnog impulsa polja Pi(t) = [ d® Toi(x). Tri veli€ine Tii(X) su
komponente gustoce struja i-te komponente impulsa polja.

Identificirali smo fizikalni smisao svih 16 komponenti 7,.(X) tenzora energije-impulsa
(7.55) polja ¢(x) opisanog Lagrangianom L = L(¢,8"9) i to:

Too(X) = H — gustoca energije polja = ﬁ , Toi(X) — gustoca i-te komponente
. dp
impulsa = -
Tio(X) — k-ta komponenta gustoce struje Tii(X) — k-ta komponenta gustoce struje
energije i-te komponente impulsa

Ocigledno je da komponente tenzora energije-impulsa, tj. 16 veliCina 7,,,(x) kompletno opisuju
gustocu i tok energije i impulsa polja ¢(x) u svim toCkama prostor-vremena x. [Naziv tenzor
energije-impulsa, a ne tenzor energije i impulsa, dolazi iz relativistiCke fizike koja ujedinjuje
energiju E i impuls p u jedan 4-vektor p* = (E,p) u prostoru M*, analogan sa x* = (tr). U
prostoru M* je T,.(x) stvarno tenzor drugog reda].

Na analogan, ali matematicki kompliciraniji, naCin moze se pokazati veza prostornih
rotacija i zakona oCuvanja angularnog momenta. Rezultat je da za svako polje postoji
antisimetricni tenzor drugog reda Mij(x) koji je gustoca angularnog momenta polja

Mij = - (XiTjo - XjTio) , (7.72)

tako da je ukupni angularni moment M;j(t) polja ¢(x) volumni integral M;j; = Id3xMij(x). Zakon

oCuvanja angularnog momenta vrijedi za svako polje Ciji je tenzor (7.55) energije-impulsa
simetrican, Sto je skoro uvijek slucaj.
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7.5 Jednadzbe gibanja u mehanici kontinuuma

U mehanici kontinuuma se prave modeli za opis fizike razliCitih materijalnih tijela kao
elasticnih ili plastiCnih Cvrstih tijeka, raznih tekuéina i plinova, itd. Gustoca tijela moze

varirati u prostoru i vremenu i opisje se skalarnim poljem p(x). Opterecenjem takvih
deformabilnih tijela smatramo djelovanje drugih tijela ili ostalog dijela kontinuuma.
Opterecenja mogu biti povrsinska, ako sile djeluju samo na spoljaSnju povrSinu ili volumna,
ako sile djeluju na sve djelove tijela. Gustoca Tf(x) volumnih sila koje djeluju na bilo koju
toCku unutar deformabilnog tijela definira se kao

. dF AF
f=—= lim —,
dV  av— oAV
gdje je dV = d®x element volumena tijela. Ako element unutarnjih (koje stvaraju drugi djelovi
istog tijela) sila dF djeluje na element povrSine ds s centrom u toCci x unutar deformabilnog
tijela, vektor naprezanja (napona) P(x) u toci x materijala definira se kao
3 dF
S ds’
Ako je fi jedinicni vektor normale na element povrsine ds u tolci x, tj. ds = fi ds , vektor

naprezanja Pu opc¢em slucaju tvori kut a s jedini¢nim vektorom elementa povrSine #i, kao na
Slici 51.

Pn

P,= |P‘| coso, Pi= |P‘| sin o

Slika 51.

Okomita komponeneta P, naprezanja (normal stress) uzrokuje sile tlaka, a tangencijalna
komponenta (shearnig stress) P; uzrokuje sile smicanja na element povrsine.
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U mehanici kontinuuma se devet prostornih kompomenti gustoce struja impulsa 7i;j(x)
tenzora energije-impulsa [9 komponenti 3-dimentionog tenzora] nazivaju stres tenzor (tenzor
naprezanja). Stres tenzor potpuno karakterizira svako deformabilno tijelo. Komponente stres
tenzora su naprezanja koja mjere komponente unutarnjih sila tlaka i smicanja po jedinici
povrsSine koje djeluju na bilo koji element povrSine unutar deformabilnog tijela.

Ako na bilo koji infinitezimalni element povrsine dz= deformabilnog tijela djeluje element
sile dF vrijedi
dF =T -ds, (7.73)

gdje je T(x) stres tenzor. Gornju tenzorsku jednadzbu lak3e je analizirati ako je prepiSemo
pomocu komponenti. Ako su komponente elementa sile dF = dF; %, = idF, + j dF, + kdF;,
tada (7.73) znacCi

dFi = Tjids' = Tyids® + Toids® + Tsids°. (7.74)

Zamislimo infinitezimalni element materijala kao paralelopiped volumena d°x = dxdydz &ije
su strane paralelne koordinatnim plohama kao na Slici 52.

Tio(y + dy)

i T13(2)
T11(X) " Tu(+dx)

dy e

dx

Slika 52.
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Na sredini svake od 6 strana elementarnog paralelopipeda predstavljene su vrijednosti x-
komponenti odgovarajucih gustoa struja impulsa koje stvaraju sile tlaka i smicanja na
volumni element deformabilnog tijela unutar paralelopipeda. Ukupna sila na element
volumena dxdydz zavisi od vrijednosti povrSinskih sila na sve strane paralelopipeda. X-
komponenta sila tlaka na strane paralelopipeda paralelne yz-ravnini je

oT,4 S
[Ty1(x 1 dx) Tyy(x)]dydz = 3 dzdydz, (7.75)
dok je x-komponenta sila smicanja na strane paralelne xz-ravnini
aTlE -
[Ty (y + dy) — Typ(v)] dxdz = ﬁd?{d}’dz; (1.76)
a, X-komponenta sila smicanja na strane paralelne xy-ravnini je
9Ty _
[Ty3(z + dz) — Ty5(z)] dxdy = a—dxd}rdz. (1.77)
z

X-komponenta ukupne povrSinske sile na svih 6 strana paralelopipeda po jedinici volumena
jednaka je

g1y, g1y, dfyg a1y, a1y dlgy K
- = - =g, =(V-T"),;, 778
dx + dy + dz dx - dy * dz i = ( )1 (.78)

gdje je T* transponirani stres tenzor (7*;; = Tji ), a divergencija stres tenzora je
v-T = (a1,) & (7.79)

U opcem slucaju na elementarni paralelopiped moZe djelovati joS i volumna sila (kao teZina,
na primjer) gustoce f ( na element mase dm = pd*x djeluje element sile dF = f dx, gdje je p
gustoca tijela).

Il Newtonov zakon kaze da je x-komponenta ukupne sile jednaka prvoj vremenskoj
derivaciji x-komponente impulsa, pa za element d*x volumena deformabilnog tijela dobijamo
jednadzbu gibanja

ory, ATy aT: dv
'WE ( 11 11 31) QB — * Qox,
o Doy ) TP O
tj.
£+ (veT). = p 7.80
x = P dt * I:.l_ ]

Sto se moze zapisati u obliku parcijalne diferencijalne tenzorske jednadzbe koja vrijedi u
svakom inercijalnom sustavu referencije

f+v.-T =¢v. (7.81)

195



Na primjer, u prvoj aproksimaciji voda je idealna tekucina. Za takav materijal gustoca je
konstantna (nestlaciva tekucina) i stres tenzor je jednostavno

o 0 0
T = [EI P III] .
b 0 p
U takvoj tekucini je prema (7.74)
dF, =p §; ds' =pds;.

Sto znaCi da je vektor naprezanja (napona) okomit na svaku povrSinu tekuéine P(x) = p fi , tj.
unutar idealne teku¢ine nema sila smicanja.

Iz ovih naznaka i primjera se vidi da se mehanika sustava Cestica moze proSiriti i na
mehaniku kontinuuma, tj. klasi¢nu teoriju polja. Detaljnije razmatranje tih teorija prelazi okvire
ovog kolegija.

196



Popis rjeSenih primjera:

2. Lagrangeov formalizam

Primjer 1. Gibanje Cestice po sferi radijusa R.

Primjer 2. Gibanje dviju Cestica spojenih krutim Stapom po horizontalnoj podlozi.
Primjer 3. Kotrljanje diska radijusa R bez klizanja po horizontalnoj podlozi.
Primjer 4. Lorentzova sila

Primjer 5. Lagrangeovi multiplikatori

Primjer 6. Ekvivalentnost Lagrangeove i Newtonove formulacije mehanike.
Primjer 7. Matematicko njihalo

Primjer 8. Cikloidno njihalo

3. Hamiltonov formalizam

Primjer 1. Brahistohrona krivulja (grcki: brachys — kratak; chronos — vrijeme, trajanje)
Primjer 2. Hamiltonove jednadzbe za Cesticu na koju djeluje konzervativna sila.
Primjer 3. Hamiltonian linearnog harmonickog oscilatora.

Primjer 4. Hamiltonian Cestice u elektromagnetskom polju.

Primjer 5. Kanonske transformacije

Primjer 6. Poissonove zagrade komponenti angularnog momenta.

Primjer 7. Hamilton-Jacobieva jednadzba i kvantna mehanika.

Str. 38
Str. 39
Str. 41
Str. 46
Str. 47
Str. 49
Str. 49
Str. 53

Str. 63
Str. 72
Str. 72
Str. 73
Str. 79
Str. 82
Str. 85

Primjer 8. Hamilton-Jacobieva jednadzba za slobodnu Cesticu i jednodimenzioni LHO. Str. 85

4. Centralne sile
Primjer 1. Elasticno rasprsenje krutih kugli.

Primjer 2. Rutherfordovo rasprsenje u pozadinsku hemisferu.

5. Gibanje krutog tijela

Primjer 1. Tenzor inercije homogenog Supljeg valjka.

Primjer 2. Tenzor inercije dvije identicne homogene slepljenje kugle.
Primjer 3. Fizikalno njihalo

Primjer 4. Dijagonalizacija tenzora inercije.

197

Str. 113
Str. 118

Str. 126
Str. 127
Str. 128
Str. 129



Primjer 5. Kotrljanje homogenog Supljeg valjka.
Primjer 6. Slobodno gibanje simetricnog zvrka.

Primjer 7. Slobodno gibanje simetricnog zvrka oko jedne fiksne tocke.

Primjer 8. Gibanje teSkog simetricnog zvrka oko jedne fiksne toCke.

6. Male oscilacije
Primjer 1. Svojstveni problem nedegerirane matrice.

Primjer 2. Svojstveni problem degenerirane matrice.

198

Str.
Str.
Str.
Str.

Str.
Str.

138
139
140
142

149
151



10.

11.

12.

13.

Literatura

Finkelstein R. J., Nonrelativistic mechanics, W. A. Benjamin, 1973

Goldstein H., Poole C. & Safko J., Classical Mechanics, 3rd edition, Benjamin
Cummings, 2002.

Halliday D. & Resnick R., Physics, 6th edition, John Wiley & Sons, 2001.
Jackson J. D., Classical Electrodynamics, 3rd edition, John Wiley & Sons, 1998.
Landau L. D. & Lifshitz E. M., Mechanics, 3th edition, Pergamon Press , 1976.
Musicki B., Teorijska mehanika, Naucna kniga, 1980.

Rindler W., Introduction to Special Relativity, Oxword University Press, 1982.
Scheck F., Mechanics, Springer-Verlag, 1990.

Supek 1., Teorijska fizika i struktura materije, 6. izdanje, Skolska knjiga, 1992.

Starzhinskii V. M., An Advanced Course of Theoretical Mechanics, Mir Publishers
1982.

Tipler P. A. & Llewellyn R. A., Modern Physics, 4th edition, W. H. Freeman and Co.,
2003.

Wachter A. & Hoeber H., Compendium of Theoretical Physics, Springer, 2006.

Alfirevi¢ I., Uvod u tenzore i mehaniku kontinuuma, Golden marketing, 2003.

199



