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Obveze:

e predavanja (> 70%)
e vjezbe (> 70%)

Provjere znanja:

@ dva kolokvija:

- oba pozitivna
- zadaci (> 50%)

@ ispit:

- pismeni i usmeni.
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@ Algebra je jedna od osnovnih grana matematike. Ona se bavi
algebarskim operacijama, tj. procuvanjem algebarskih struktura.
Pritom, priroda samih elemenata skupa na kojemu se izvode
spomenute algebarske operacije nije od primarne vaZnosti.

@ Primarni je cilj prou¢avanje tih algebarskih operacija.

@ Imamo dvije vrste algebarskih operacija, tzv. unutarnja mnoZenja i
vanjska mnozenja.

Definicija (0.1)

Neka je S neki neprazan skup. Svako preslikavanje u: S xS — S,
(x,y) €S5xS — u(x,y):=xy €S

nazivamo unutarnje mnoZenje (ili binarna operacija) na S.
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Definicija (0.1 - nastavak)

Neka je S neki neprazan skup i Q) neki drugi neprazan skup. Svako
preslikavanje v : A x S — S,

(,x) QxS — v(a,x):=ay €S

nazivamo vanjsko mnoZenje na S elementima iz Q).

Definicija (0.2)

Neka je S neki neprazan skup. Algebarska struktura na S je skup S
zajedno sa barem jednim unutarnjim mnoZenjem i/ili bar jednim vanjskim
mnoZzenjem koja zadovaoljavaju (neki) skup aksioma mnoZzenja.
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Najvazniji reprezentanti algebarskih struktura:

a) Strukture s unutarnjim mnoZenjem/mnoZenjima:

@ Grupe (1 unutarnje mnoZenje);

@ Prsteni, polja (2 unutarnja mnoZenja).
b) Strukture s barem jednim unutarnjim mnoZenjem i barem jednim
vanjskim mnoZenjem:

@ Vektorski prostori (1 unutarnje mnoZenje i 1 vanjsko mnoZenje);

@ Algebre (2 unutarnja mnoZzenja i 1 vanjsko mnozenje);
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Definicija (0.3)
Relacija p na skupu S je svaki podskup Kartezijevog produkta

S x S.Neka je p C S x S relacija na S. Ako je (a, b) € p kazemo da je "a
u relaciji p sa b" i piSemo ap b.

Posebna svojstva relacija:

@ (VaeS) (apa) (refleksivnost);

Q@ (Va,be S) (apb=> bpa) (simetri€nost);

© (Va,be S) (apb ibpa= a=b) (antisimetri¢nost);

Q (Va,b,ce€S) (apbibpc = apc) (tranzitivnost).
Ako relacija p ima svojstva 1., 2. i 4. kazemo da je p relacija
ekvivalencije na S i obi¢no je oznatujemo s "~".
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Neka je ~ relacija ekvivalencije na Siac€ S.

Definiramo klasu ekvivalencije elementa a po relaciji ~, u oznaci [a], sa
[a) ={xeS|x~a}.

Otito je [a] # @ i vrijedi:

Teorem (0.1)

Neka su a i b proizvoljni elementi iz S. Tada je [a] N [b] = @ ili [a] = [b].

Dokaz:

Dakle, relacija ekvivalencije na nekom skupu odreduje particiju tog skupa
na disjunktne klase ekvivalencije.
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Definicija (0.4)

Skup svih klasa ekvivalencije skupa S po relaciji ekvivalencije ~
oznatujemo sa S/ ~ i nazivamo kvocijentni skup (skupa S po ~).
Preslikavanje

qg:5S— S/~

definirano sa
q(a) = [a]

naziva se kvocijentno preslikavanje. To preslikavanje je surjektivno.
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Primjer (0.1)

Neka je S = Z i m € IN. Definirajmo relaciju ~, na Z (kongruencija
modulo m). Za a, b € Z definiramo

ar~mb <= ml|a—b (jos piSemoia= b(modm)).
Ovo je relacija ekvivalencije i
Z/ ~m={[0], [1]. o [m—1]}

Npr.
Z/ ~={[0], [1]}

Z=[0]ull]={.,—4-20 2 4.}U{., -3 -1,1, 3.},
Kvocijentno preslikavanje q : Z. — Z./ ~ je dano sa

g(£2n) = [£2n] =[0] i q(£(@n+1))=[E@n+1)]=[1].
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Osnovne algbarske strukture

0.1 Binarna operacija. Grupoid. Polugrupa. Monoid. Grupa.

Definition (0.5)

Neka je G neprazni skup. Binarna operacija (ili unutarnje mnozenje) na
skupu G je svako preslikavanje 8 : G Xx G — G. Dakle, binarna operacija
svakom uredenom paru (a, b) € G x G pridruZuje to¢no jedan element

c=0(ab) eG

koji nazivamo rezultat binarne operacije na paru (a, b).

Definicija (0.6)
Binarnom operacijom 6 na nepraznom skupu G zadana je algebarska

struktura koju nazivamo grupoid. Dakle, grupoid je uredeni par (G, 0)
koji se sastoji od nepraznog skupa G i binarne operacije 6.

\
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Primjer (0.2)
1. Neka je G =N, Z, Q, R, C a binarana operacija definirana kao

6(a,b) =a+b

standardno zbrajanje.

Svi ovi skupovi su uz ovu binarnu operaciju grupoidi: (IN, +),
(Z,+). (Q+), (R, +), (C+).

2. Sli¢éno, skupovi N, Z, Q, R, C su grupoidi su i uz binarnu operaciju
standardnog mnoZenja

6(a, b) = a-b.

Uotimo: npr. (N, +) i (N, -) su razli¢iti grupoidi.
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Primjer (0.2 - nastavak)
3. Neka je S bilo koji skup i F (S) = {f|f:S — S} :=S° (sva

preslikavanja iz S u S). Na skupu S° promatramo binarnu operaciju:

0(f.g) =gof

danu sa
(gof)(x)=g(f(x)) zasvakix€S.

Onda je (S°,0) grupoid.

Napomena

| \

Umjesto funkcijske vrijednosti 6(a, b), rezultat binarne operacije na paru
(a, b) obitno pisemo

at+b, a-b, aob, axb,....

a u apstratktnim razmatranjima obi¢no identificiramo

6(a, b) =a- b= ab.
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Definicija (0.7)

Neka je (G, -) grupoid i a,b € S. Ako je ab = ba onda kaZzemo da a i b
komutiraju. Nadalje, ako vrijedi

ab=ba zasvea be G,

onda kazemo da je binarna operacija komutativna, tj. da je (G,-)
komutativan /i Abelov grupoid.

Primjer (0.3)

° Grupoidi (N, +), (N,-), (Z,+), (Z,), (Q.+). (Q.-), (R, +),
(R,-), (C,+), (C,) (uz standardno zbrajanje i mnoZenje) su
komutativni grupoidi;

e Grupoid (55, o) (u Primjeru 0.2, 3. ) nije komutativan.
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Definicija (0.8)

Neka je (G, -) grupoid i A C G. Kazemo da je skup A grupoid s obzirom
na operaciju - naslijedenu iz G ako za sve a, b € A vrijedi a- b € A.

Jos kazemo da je A zatvoren s obzirom na operaciju -, odnosno da je
(A, -) podgrupoid od (G, -).

Primjer (0.4)

o Kako je (Z,+) grupoid i N C Z, tada (IN, +) mozemo smatrati
grupoidom s obzirom na operaciju + naslijedenu iz Z., tj.
podgrupoidom od (Z, +) .

e Kako je (R,-) grupoid i Q C R, tada (Q,-) mozemo smatrati da je
grupoidom s obzirom na operaciju - naslijedenu iz R, tj.
podgrupoidom od (R, -) .

.
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Definicija (0.9)

Polugrupa je grupoid (G, -) kod kojeg je operacija - asocijativna, tj.
vrijedi:

a-(b-c)=(a-b)-c zasvea,b,ceG.

| A\

Napomena

a) Iz zakona asocijacije slijedi
a(bc) = (ab) c:= abc zasvea, b, ceG.
Ovo svojstvo vrijedi i za vise od tri faktora. Npr.
(ab) cd = a(bc) d := ab(cd) := abcd za sve a, b, c,d € G.
b) U polugrupi (G, -) ima smisla pojam potencije. Definiramo:

al := a, a%:= aa iinduktivho a"T! := a"a zanc IN.

Vrijedi a™ - a" = a™t" | (a™)" = a™" za sve m,n € IN.

N
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Primjer (0.5)
® Grupoidi (N, +), (N,-), (Z,+), (Z,), (Q.+), (Q.-), (R, +),
(R,-), (C,+), (C,) (uz standardno zbrajanje i mnoZenje) su
(komutativne) polugrupe;
o Grupoid (55, O) (u Primjeru 0.2, 3. ) je (nekomutativna) polugrupa.

Definicija (0.10)
Monoid je polugrupa (G, -) u kojoj postoji element e € G takav da vrijedi:

ea=ae=a, zasveacQG.

Element e nazivamo jedinica ili neutralni element i/i jedini¢ni element.
Ako je binarna operacija dodatno i komutativna onda govorimo o
komutativnom monoidu

Napomena

Svaki monoid ima to¢no jedan jedini¢ni element.
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Primjer (0.6)

o U polugrupi (N, +) nema neutralnog elementa, dok je u (IN, -) to
broj 1, pa je (N, ) (komutativni) monoid.
Polugrupe (Z,+), (Q,+), (R, +), (C,+) imaju neutralni e = 0,
pa su to (komutativni) monoidi. Sli¢no, (Z,-), (Q,-), (R,-), (C,-)
su (komutativni) monoidi s neutralnim elementom e = 1,

o Polugrupa (S°,0) (u Primjeru 0.2, 3. ) ima neutralni element i to je
preslikavanje e : S — S, definirano sa e (x) = x za sve x € S.
Dakle, (S°,0) je (nekomutativni) monoid.

.

Definicija (0.11)
Grupa je monoid (G, -) kod kojeg za svaki a € G postoji jedinstven
a~! € G sa svojstvom

Element a~! nazivamo inverz od a.

.
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Alternativno:
Definicija (0.11-a)

Uredeni par (G, ), gdje je G skup, a - binarna operacija na G, je grupa
ako su ispunjeni sljedeéi uvjeti:

i) za sve a, b € G vrijedi ab € G; (grupoidnost)

ii) za sve a, b, c € G vrijedi a(bc) = (ab) c; (asocijativnost)

iii) postoji jedini¢ni element e, tj. postoji element za kojeg vrijedi
ea = ae = a za sve a € G (postojanje jedini¢nog elementa);

iv) za svaki a € G postoji inverzni element a~1, tj. element za kojeg
vrijedi da je aa—' = a~'a = e (postojanje inverza);
Grupa (G, -) je komutativna ili Abelova grupa ako dodatno vrijedi:
ab = ba za svaki izbor a,b € G.

Napomena

Inverzni1 element a~! od a u grupi G je jedinstven za svaki a € G i vrijedi
(@) =
a = a.
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Primjer (0.7)

e (Z,+) je komutativna grupa. Neutralni element je 0, dok je —a
inverz od a, jer vrijedi a+ (—a) = 0 za svaki a € Z.

Slieno, (Q,+), (R,+), (C,+) su komutativne grupe. Napomena:
Dakle, (standardno) oduzimanje je zbrajanje sa suprotnim elementom:
a+(—b):=a—b;

o (RN {0},") je komutativna grupa. Neutralni element je 1, dok je
a~linverz od a, jer vrijedi a-a~! =1 za svaki a € R\ {0} := R*.
Sli¢no, (QN\ {0}, ), (C\ {0}, ) su komutativne grupe.

Zasto (R,-), (Q, ), (C, ") nisu grupe?

o Nekomutativni monoid (55, o) nije grupa. U tom monoidu
invertibilna su samo ona preslikavanja koja su bijekcije. Naime, jedino
za bijekciju f : S — S postoji inverzno preslikavanje

1.5 — 5,

tj. ono za koje je vrijedi fof! = flof =e.
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Primjer (0.7 - nastavak)

Neka je
B(S) = {f € S°|f je bijekcija} C S°.

Tada je B (S) s obzirom na operaciju komponiranja o naslijedenu iz S,
(tj. (B(S),0)) (nekomutativna) grupa. Tu grupu nazivamo grupom
permutacija od S.

o SkupZ, ={0,1,....,m—1}, m € N, uz zbrajanje mod m, je
Abelova grupa (Zm,+m). Npr. za m =6, imamo
Zes ={0,1,2,3,4,5}. Neutralni element je O i

3465 = 5+63=2
2464 = 0= —2=4

Skup Zy, ={1,...,m—1}, m € N, uz mnoZenje mod m, je Abelova
grupa (Zn, -m) ako i samo ako je m prost. Inate je komutativni
monoid.
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Napomena

o Apstraktnu grupu (G, -) (neprecizno) nazivamo "multiplikativna"
grupa, a binarnu operaciju - "mnozenje".

@ U Abelovoj grupi binarnu operaciju obi¢no zapisujemo aditivno, tj.
ako grupu zadamo sa (G, +) onda je nazivamo "aditivna" grupa i
podrazumijevamo da je Abelova. Neutralni element aditivne grupe
nazivamo nula (i oznatavamo sa 0), a inverzni element od a
oznatavamo sa —a (umjesto a~') i nazivamo suprotni element.

Propozicija (0.1)

Neka je (G, ) grupa.
i) (invertiranje produkta ) Za sve a, b € G vrijedi
(ab) ' =btal.
it) (pravilo skra¢ivanja ) Za sve a, b, c € G vrijedi
ac = bc <= a=b;

ca = ¢cb < a=b.
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Napomena

Ako je n prirodan broj onda se u grupi (G, ) definira potencija elementa
a€Gsaa":=a-..-aa "= (a1, =

A,

Propozicija (0.2)

U svakoj grupi (G, -) vrijede sljede¢a pravila potenciranja za sve a € G i
m,n € Z.

i) a"a" = a"a™ = g™t ",
i) (a™)" =
iii) ako je grupa komutativna, onda za sve a, b € G vrijedi (ab)" = a"b".

Za nekomutativne grupe tvrdnja iii) op&enito ne vrijedi. Isto tako iz
svojstva i) slijedi- a=" = (a") " .

N
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Napomena

@ Potenciji a" u multiplikativnoj grupi odgovara u aditivnoj:
na:=a+ ..+ a

o Potenciji a~" u multiplikativnoj grupi odgovara u aditivnoj:
(—=n)a:=n(—a) =—(na);

e Potenciji a% = e u multiplikativnoj grupi odgovara u aditivnoj:
0a := 0 (oprez!);

Sada Propozicija 0.2 za aditivnu grupu glasi:

Propozicija (0.2")
i) ma+na=(m+n)a;
ii) m(na) = (mn) a;
iii) n(a+ b) = na+ nb (ako je (G, +) komutativna).
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Definicija (0.12)

Ako je grupa (G, -) konalna, tj. ako skup G ima konatno elemenata, onda
broj elemenata od G nazivamo red grupe i oznatavamo sa |G| .
Prema redu grupe dijelimo na konacne i beskonacne .

Definicija (0.13)
Neka je (G, -) grupa i neka je H C G neprazan podkup. Kazemo da je H
podgrupa grupe G ako je i sama grupa s obzirom na binarnu operaciju -
naslijedenu iz G. Pisemo H < G. Ako je H C G pisemo H < G.

Svaka grupa ima dvije trivijalne podgrupe: jedini¢nu podgrupu {e} i
podgrupu G.

\

Propozicija (0.3)
Neka je (G, -) grupa i H neprazan podskup od G.

i) H je podgrupa od G onda i samo onda ako za sve a, b € H vrijedi
ab~! € H;
ii) Presjek dviju ili viSe podgrupa od G je opet podgrupa od G.
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Napomena

Svojstvo i) iz Propozicije 0.3 za aditivne grupe glasi:
Neka je (G, +) grupa. H je podgrupa od G onda i samo onda ako za sve
a,be H vrijedia—b e H.

Napomena

Neka je grupa (G,-) i a € G, a # e. Ako za neki prirodan broj n vrijedi
a" = e, onda najmanji takav n nazivamo red elementa a. Ako takav n ne
postoji kazemo da je element a beskonacnog reda.

| \

v

Teorem (0.1 - Lagrange)
Neka je H < G i grupa G konaina.
i) Red podgrupe |H| je djelitelj od |G| ;
ii) Za svaki a € G, red od a je djelitelj od |G]|.

4
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Neka je (G, -) komutativna grupa i H < G. Tada na skupu G moZemo
definirati relaciju ~ stavljaju¢i za a, b € G

a~b < ab leH.

Relacija ~ je relacija ekvivalencije. Dakle, relacija ~ dijeli elemente od G
u disjunktne skupove, tj. klase ekvivalencije u odnosu na ~ . Neka je za
acGsa

[a] ={x€ G|x~a}.

oznacena klasa ekvivalencije generirana sa a. Tada je
[a] =aH ={ay|y e H}.
Kvocijentni skup G/ ~ oznaéujemo sa
G/H={aH|ae H}.
Ovaj skup, uz prirodno mnoZenje klasa kao binarnom operacijom
3] [b) = (aH) (bH) = (ab) H

je grupa koju nazivamo kvocijentna grupa (komutativne) grupe G po
podgrupi H.
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Uz kvocijentnu grupu G/ H prirodno povezujemo preslikavanje:
p:G— G/H

definirano sa

koje nazivamo prirodna projekcija grupe G na kvocijentnu grupu G/H.

Napomena

Ako je komutativna grupa zapisana aditivno (G, +), onda imamo zapis:
a~b < a—becH.
[a]=a+H={a+ylyeH} i G/H={a+H|acH}
[a)+[p]=(a+H)+(b+H)=(a+bH
p:G— G/H, p(a)=[a=a+H
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Primjer (0.8)

Neka je (G,+) = (Z,+), me NiH=mZ ={mk|lke Z} C Z.

Tada je mZ < Z, a kvocijentna grupa
Z/mZ={k||keZ}={k+mZ| kecZ}

olito ima m elemenata (razli¢itih klasa): [0], [1],...,[m — 1]. Prema tome
to je grupa reda m. Ovu grupu nazivamo grupom klasa ostataka
modulo m. Prirodna projekcija je dana sa

p:Z—Z/mZ, p(k)=Ikl=k+mZ.

Imamo:
grupe C monoidi C polugrupe C grupoidi.
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0.2 Homomorfizmi i izomorfizmi grupa
Definicija (0.14)

Neka su (G,-g) i (H, ) grupe. Preslikavanje f : G — H je
homomorfzam grupa ako je ispunjeno:

f(a-gb)="(a) -y rf(b)

za svaki izbor a, b € G.

4

Primjer (0.9)

i) Nekasu (G,-g) i (H, y) grupe i e jedinica u H. Tada je
preslikavanje f : G — H dano sa

f(a)=e zasveacG,

homomorfizam. Takav f se naziva trivijalni i/i nul-homomorfizam;

v

Borka Jadrijevié ()




Primjer (0.9 - nastavak)

ii) Neka je (H,-) grupa i neka je G < H. Tada je inkluzija i : G — H,
dana sa

i(a) =a zasveac G,

homomorfizam. Posebno, identiteta i : H — H je homomorfizam.
iii) Nekaje (G,-¢g) = (R, +)i(H,-y)=(R*-)if:R— R* dano sa

f(x)=¢€" zasvex eR.
Tada je f homomorfizam jer je

fx+y)=et =e"-e&=f(x) f(y)

zasve x,y € R.
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Propozicija (0.4)
Ako je f : G — H homomorfizam grupa onda vrijedi:

i) Ako je e1 jedinica u G, onda je f (e1) = e jedinica u H;

i) (f(a) " =f(a).

.

Propozicija (0.5)
Neka je f : G — H homomorfizam grupa.

i) Skup
J(f) =Ker(f):=={ae G:f(a)=¢e}

Jje podgrupa grupe G i naziva se jezgra homomorfizma f;

ii) Slika homomorfizma f
S(f)=Im(f):={yeH:(JacG) y="1(a)}

je podgrupa grupe H.

N
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Definicija (0.15)

Neka je f : G — H homomorfizam grupa.

@ Ako je homomorfizam f surjekcija onda ga nazivamo epimorfizam.
e Ako je homomorfizam f injekcija onda ga nazivamo monomorfizam.

o Ako je homomorfizam f bijekcija onda ga nazivamo izomorfizam
grupa. U tom sluaju kaZemo da je grupa G izomorfna grupi H i
pisemo G ~ H.

@ Homomorfzam ¢ : G — G se naziva endomorfzam grupe G.
Bijektivni endomorfzam se naziva automorfzam .

Napomena

Monomorfizam f : G — H nazivamo jos i ulaganje G u H, jer je

G~S(f)<H.
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Propozicija (0.6)

Neka je f : G — H homomorfizam grupa.
i) f je epimorfizmi grupa ako i samo ako je S (f) = H.

ii) f je monomorfizam grupa ako i samo ako je J (f) = {eg}.

| \

Napomena
Da bi pokazali da je f : G — H izomorfizam grupa treba pokazati:

@ f je homomorfizam,
Q J(f):={ec};
© f je surjekcija, tj. S(f) =H.
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Propozicija (0.7)

i) Akosuf:G — Hig:H — K homomorfizmi (izomomorfizmi)
grupa, onda je i go f : G — K homomorfizam (izomomorfizam)
grupa.

ii) Ako je f: G — H izomomorfizam grupa, onda je i f': H — G
izomomorfizam grupa.

Korolar (0.1)

Relacija ~ izomorfnosti medu grupama je relacija ekvivalencije.

Napomena

o Duvije grupe G i H su izomorfne ako postoji barem jedan izomorfizam
f:G— H.

o Grupe G i H koje su medusobno izomorfne s motrista teorije grupa ne
razlikujemo, tj. smatramo da su jednake.
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Napomena (- nastavak)

Poistovjetivanje realizira izomomorfizam f : G — H.:

© (G| = |H]| (f je bijekcija);

@ mnozi se na isti nacin: mnoZenju a-¢ b u G odgovara mnozenje
f(a)-yf(b) uH (ako su G i H konatne, tablica mnoZzenja je ista).

Primjer (0.10)
1. Neka je (H,-) grupa i neka je G < H. Tada je inkluzijai: G — H,
monomorfizam. Posebno, identiteta i : H — H je izomomorfizam;
2. Za svakim € N, skup Z, = {0,1,...,m — 1} uz zbrajanje mod m,
je Abelova grupa. Tada je grupa Z.,, izomorfna kvocijentnoj grupi
7./ mZ. )
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Primjer (0.10 - nastavak)
3. Nekaje (G,-¢)=(R,+)i(H,-y) = (R*,:)if:R — R* dano sa

f(x)=¢€" zasvexeR,
Tada je f monomorfizam jer je
J(f)={0}.

Uotimo: f nije epimorfizam (pa onda ni izomorfizam) jer je

S(f)=R" = (0,c0) £ R".
Ako promijenimo (suzimo) kodomenu, tj. uzmemo (H,-y) = (R, )
(podgrupa od (R*,-)), f postaje epimorfizam tj. izomorfizam.
Inverzno preslikavanje f~1: Rt — R, dano sa

f1(x) =Inx zasvex € R,

Jje, po Propoziciji 0.7, ii), takoder izomorfizam grupa (R*,-) i (R, +).
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0.3 Prsten. Polje.
Definicija (0.16)

Uredenu trojku (P, +, ) koja se sastoji od nepraznog skupa P i dvije
binarne operacije "+ " i "-" nazivamo prstenom ako je ispunjeno:

@ (P,+) je Abelova grupa;

@ (a-b)-c=a-(b-c), za svaki izbor a, b, c € P (asocijativnost);

Q@ a-(b+c)=1(a-b)+(a-c), za svaki izbor a, b, c € P (lijeva
distributivnost);

Q (a+b)-c=(a-c)+(b-c), za svaki izbor a, b, c € P (desna
distributivnost);
Prsten (P, +, -) je komutativan ako dodatno vrijedi:

© a-b=b-a, za svaki izbor a,b € P.

(P,+,-) je prsten s jedinicom ako postoji element 1p € P takav da
vrijedi 1p -a = a-1p = a, za svaki izbor a € P.
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Napomena

e S 0p oznatavamo neutralni element grupe (P,+), as —a
oznatujemo inverzni (suprotni) element od a u (P, +).

e Ako je u prstenu s jedinicom 1p = Op, tada je P = {0p} trivijalni
prsten.

@ Dogovorno je - "jacte" od + po snazi vezivanja. Npr. imamo

ab+ac:=(a-b)+(a-c), ane a-(b+a)-c.

N

Primjer (0.11)
1. Skupovi P =7, Q, R, C, uz standardno zbrajanje i mnoZenje, su
prstenovi i to komutativni prstenovi s jedinicom;
2. Za svakim € N, skup Z, ={0,1,....m — 1} uz zbrajanje i
mnozenje mod m, je komutativni prsten s jedinicom kojeg nazivamo
prsten cijelih brojeva modulo m.

.
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Primjer (0.11 - nastavak)
3. Neka je S bilo koji neprazni skup i

F=R®> = {f|f: S — R}
(sve realne funkcije definirane na S). Onda je uz operacije
(F+g)(x):=Ff(x)+g(x) i (f-g)(x):=1Ff(x)-g(x) za sve x €|S

F komutativni prsten s jedinicom, gdje je jedinica konstantna funkcija
e:S— R danasae(x)=1zasvex €S. Nula uovom prstenu je
konstantna funkcija n: S — R danasan(x) =0 zasvex € S.
Ovaj prsten nazivamo prsten realnih funkcija na skupu S ;

4. Neka je P skup svih polinoma u jednoj varijabli x s realnim (ili
kompleksnim) koeficijentima. Onda je P uz standardno zbrajanje i
mnoZenje polinoma prsten s jedinicom, tzv. prsten polinoma.
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Propozicija (0.8)

U svakom prstenu P vrijedi:
Q@ 0:-a=2a-0=0 zasvakia e P;
Q a(—b)=(—a)b=—abzasveabeP;
Q (—a)(—b)=abzasvea bc P,

Iz Propozicije 0.8, i) slijedi:
Korolar (0.2)

Ako je P prsten s jedinicom i ima barem dva elementa (tj. nije
nul-prsten), onda je 0 # 1.

Definicija (0.17)
Za element a € P prstena s jedinicom (P, +, ) kazemo da je invertibilan
s lijeva (s desna) ako postoji b € P takav da je ba=1 (ab=1). Za
element koji je invertibilan s lijeva i s desna kazemo da je invertibilan .
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Napomena

Svi invertibilni elementi u prstenu s jedinicom (P, +, ) tvore grupu u
odnosu na mnozenje.

Definicija (0.18)

Komutativni prsten s jedinicom F u kojem je skup F* = F\ {0} grupa s
obzirom na mnozenje nazivamo polje.

| A

Napomena

Dakle, polje je integralana domena u kojoj svaki element # 0 ima
multiplikativni inverz.

.

Imamo:
polja C komutativni prstenovi C prstenovi
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Primjer (0.12)

1. Skupovi Q, R, C, uz standardno zbrajanje i mnozenje, su polja;

2. Skup Z uz standardno zbrajanje i mnozenje, nije polje jer elementi
razli¢iti od £1 nemaju multiplikativan inverz.;

3. Skup Z,, = {0,1,...,m—1}, m € N, uz zbrajanje i mnoZenje
mod m, je polje ako i samo ako je m prost broj.
Npr. za m = 6 (slozen), prsten Zs = {0,1,2,3,4,5} nije polje jer svi
elementi razli¢iti od nule nemaju multiplikativni inverz. Npr. 2, 3 i 4
nemaju multiplikativni inverz dok 1 i 5 imaju:

1-1 = 1-1=1=—11=1
5.5 = 5.5=1=—=51=5

Npr. za m =5 (prost), prsten Zs = {0,1,2,3,4} je polje jer svi
elementi razli¢iti od nule imaju multiplikativni inverz.
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Primjer (0.12 - nastavak)

Imamo:

2.3 = 3.2=1=—21=331=2
1-1 = 1-1=1=11=1
4.4 = 4.4=1=—4"1=14

.

Definicija (0.19)

Za S kazemo da je potprsten prstena (P, +,-) ako je S C P i S je prsten
s obzirom na operacije naslijedene iz P.

| A\

Napomena

Svaki prsten (P, +, ) ima dva trivijalna potprstena: potprsten {0} i
potprsten P.

.
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Propozicija (0.9)

Neka je (P, +,-) prsten i A neprazan podskup od P.

i) A je potprsten od P onda i samo onda ako za sve a, b € H vrijedi
a—beAiabeA

it) Presjek dviju ili viSe potprstena od P je opet potprsten od P.

| A\

Napomena

@ Iz Propozicije 0.9, i) vidimo da je neprazan podskup A C P potprsten
prstena P ako i samo ako je podgrupa aditivne grupe od P (tj. od
(P,+)) i ako je A zatvoren s obzirom na mnoZenje.

e Na analogan nacin se definira pojam potpolja.

A\
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Primjer (0.13)
@ Kako jeZ C Q C R C C, uz standardno zbrajanje i mnoZenje, Q i R
su potpolja od C. Isto tako Q je potpolje od IR, ali Z. nije potpolje od

Q (ni od R ni od C) nego potprsten od Q, R odnosno C;

o (Z,+,-) je komutativan prsten s jednicom. Neka je m € IN i
mZ = {mk |k € Z} . Tada je mZ potprsten od Z.

0.4 Homomorfizmi i izomorfizmi prstenova (polja)

Definicija (0.20)
Neka su (P,+p,-p) i (S,+s,s) dva prstena. Preslikavanje f : P — S
nazivamo homomorfizam prstenova ako za sve a, b € P vrijedi

flatpb)=f(a)+sf(b) i f(a-pb)=r(a)sf(b).
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Napomena

Buduéi je f : P — S i homomorfizam Abelovih grupa (P, +p) i (S,+5s)
onda je
f(0p)=0s i f(—a)=—f(a).

Definicija (0.21)

Neka je f : P — S homomorfizam prstenova.

o Ako je f : P — S bijekcija onda f nazivamo izomomorfizam
prstenova i pisemo P ~ S;

@ Ako je f : P — S surjekcija onda f nazivamo epimomorfizam
prstenova ;

e Ako je f : P — S injekcija onda f nazivamo monomorfizam
prstenova ;

@ Izmomorfizam f : P — P nazivamo automorfizam prstena P.

.
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Napomena

Na analogan nacin se definiraju pojmovi: homomorfizam, izomorfizam,
epimorfizam, monomorfizam, automorfizma polja.

Propozicija (0.10)

Relacija ~ izomorfnosti medu prstenovima je relacija ekvivalencije.

Propozicija (0.11)

Neka su prstenovi P i S izomorfni, tj. neka postoji izomorfizam prstenova
f: P — S. Tada vrijedi:

i) Ako je 1p jedinica u P, onda je f (1p) = 1s jedinica u S;
ii) Ako je P komutativan prsten, onda je i S komutativan prsten;

iii) Ako je P polje, onda je i S polje i vrijedi f (a=!) = f (a)_l za svaki
aeP,a#0.
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Primjer (0.14)

(Z,+,-) je komutativan prsten s jednicom. Tada je mZ = {mk |k € Z}
potprsten od Z. za svaki m € IN, pa je

Z/mZ={k||keZ}={k+mZ| kecZ}
kvocijentna grupa grupe (Z,+) po podgrupi (mZ,+). Zelimo Z./ mZ.
organizirati u prsten. Kako je ax € mZ. za svaki a € mZ i za svaki x € Z
(mZ je ideal od Z.!), tada je dobro definiramo mnoZenje klasa sa
(x+mZ)-(y+mZ) := xy + mZ.
Sada je, uz binarne operacije zbrajanja i mnoZenja dane sa

(k+mZ)+ (I+mZ) = (k+1)+mZ,

(k+mZ)-(I+mZ) = kl+mZ,

(Z/mZ,+,-) je komutativan prsten s jednicom 1+ mZ.
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Primjer (0.15 - nastavak)

(Zm,+,") i (Z/mZ,+,-) su komutativni prstenovi s jednicom.
Preslikavanje dano sa

f:Zy— Z/mZ danosa f(a)=a+mZ
je izomorfizam prstenova, tj. Z.,, ~ Z./ mZ.. Ako je m = p prost broj, tada
suZy i Z/mZ polja pa je to izomorfizam polja.Npr. Zs = {0,1,2,3,4}
je polje jer svi elementi razli¢iti od nule imaju multiplikativni inverz:

171=1,21=3 31=2 41=4

Isto tako Z./5Z. je polje jer svi elementi razli¢iti od nule imaju
multiplikativni inverz:

(2+5Z)-(3+5Z) = (3+5Z)- (2+5Z) =6 +5Z = 1+5Z

— 3+5Z) ' =2+45Z i (2+52) ' =3+5Z

Borka Jadrijevié ()



Primjer (0.15 - nastavak)

Sli¢no:
(1+52)-(14+5Z) = 14+5Z—=— (14+5Z) " =1+5Z
(445Z)- (4+5Z) = 16+5Z=1+5Z—=— (4+5Z) ' =4+5Z

Neka je f : Zs — Z./5Z dano sa
f(a) = a+5Z.
Tada je f izomorfizam polja. Imamo npr.
f(0) = 0+5Z=5Z (f(0p)=0s)
f(l) = 1+45Z (f(1p)=1s)

f(31) = f2)=2+5Z=(3+52)" ' =f(@3)""
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