
6. Vektori

� Realni �zikalni svijet:

� neke veli�cine opisuju se jednim (realnim) brojem -
skalarom (te�ina, duljina,...);

� neke veli�cine se ne mogu opisati samo jednim
(realnim) brojem - opisujemo ih vektorima (sila,
brzina,...).

� Pretpostavka: intuitivno jasan pojam trodimenzion-
alnog (Euklidskog) prostora E3.

� Oznake:

� to�cke: A, B,M , N , P ,...T ;

� du�ine: AB,MN , ...;

� udaljenosti - duljine du�ina: d (A;B) ili jABj, ....



Usmjerene du�ine i vektori

De�nicija 6.1

� Usmjerena du�ina �!AB je du�ina kojoj se zna
po�cetna to�cka (hvati�te) A i zavr�na to�cka B, tj.
(A;B) :=

�!
AB;

� Za dvije usmjerene du�ine �!AB i
���!
A1B1 ka�emo da

su ekvivalentne ako postoji translacija koja pre-
vodi jednu u drugu, tj. ako je �cetverokut ABA1B1
paralelogram (du�ine AB1 i A1B imaju zajedni�cko
polovi�te). Pi�emo

�!
AB � ���!A1B1;

� Sve med̄usobno ekvivalentne usmjerene du�ine
tvore klasu koju nazivamo vektor;

� Pojedinu usmjerenu du�inu iz svake klase nazivamo
predstavnikom te klase;

Vektore ozna�cavamo:
~a =

h�!
AB

i
;

gdje je
�!
AB neki predstavnik dane klase - vektora

(ka�emo da je vektor "sveden" na po�cetak A).



Geometrijski, vektor ~a =
h�!
AB

i
, u ravnini ili prostoru,

odred̄en je s tri podatka:

� nosa�cem - pravac (odred̄en to�ckama A i B);

� orijentacijom na tom pravcu (od A prema B);
� duljinom ili normom j~aj = d (A;B) ;

Nosa�c + orijentacija = smjer.

Usmjerene du�ine koje le�e na paralelnim pravcima
i imaju istu orijentaciju i jednaku duljinu de�niraju isti
vektor.

Neprecizna oznaka za vektor: ~a =
�!
AB:

Skup svih vektora ozna�cavamo sa V (vektore u
ravnini sa V 2; a vektore u prostoru sa V 3):

Neka je O istaknuta (�cvrsta to�cka) u prostoru. Za
svaki vektor ~a moguće je odabrati njegovog pred-
stavnika, tako da mu po�cetna to�cka bude O.

Vektor (usmjerenu du�inu)
�!
OT nazivamo radijus-vektor

ili vektor polo�aja to�cke T: Ozna�cimo sa V0 skup svih
radijus-vektora s po�cetkom u O:



De�nicija 6.2

� Za dva vektora ~a =
h�!
OA

i
i ~b =

h��!
OB

i
ka�emo da

su kolinearna ako to�cke O; A, B pripadaju istom
pravcu.

� Vektori ~a =
h�!
OA

i
i ~b =

h��!
OB

i
imaju istu orjentaciju

ako se to�cke A i B nalaze s iste strane to�cke O; a
imaju razli�citu orjentaciju ako se to�cke A i B nalaze
s razli�citih strana to�cke O:

Nul-vektor ~0 je vektor duline 0: Dakle,
���~0��� = 0:

(Nema smisla govoriti o smjeru. Vrijedi: ~0 =
h�!
AA
i
;

8A 2 E3)

Jedini�cni vektor ~e je vektor duline 1: Dakle, j~ej = 1:

Suprotni vektor vektora ~a je vektor �~a koji ima isti
pravac i duljinu kao vektor ~a , ali suprotnu orijentaciju
od ~a: Dakle, ako je ~a =

h�!
AB

i
; onda je �~a =

h�!
BA

i
:



Operacije s vektorima

De�nicija 6.3

Neka su ~a =
h�!
AB

i
i ~b =

h��!
BC

i
vektori. Zbroj vektora

~a i ~b je vektor

~c = ~a +~b =
h�!
AB

i
+
h��!
BC

i
=
h�!
AC

i
(pravilo trokuta) ili ako je ~a =

h�!
OA

i
i ~b =

h��!
OB

i
onda

je
~c = ~a +~b =

h�!
OC

i
;

gdje je C �cetvrti vrh paralelograma de�niranog
to�ckama O, A, B (pravilo paralelograma).

Poopćenje:

~a1+~a2+:::+~an =
h���!
A0A1

i
+
h���!
A1A2

i
+:::+

h����!
An�1An

i
=
h���!
A0An

i
Svojstva:

Neka su ~a, ~b i ~c vektori, tada vrijedi.

�
�
~a +~b

�
+~c = ~a+

�
~b + ~c

�
(svojstvo asocijativnosti);

� ~a +~0 = ~0 + ~a;
� ~a + (�~a) = �~a + ~a = ~0;
� ~a +~b = ~b + ~a (svojstvo komutativnosti):



De�niramo oduzimanje vektora kao

~a�~b =: ~a +
�
�~b
�
;

ili ako je ~a =
h�!
OA

i
i ~b =

h��!
OB

i
onda je

~a�~b =
h�!
BA

i
:

De�nicija 6.4
Neka je ~a vektor i � 2 R: Produkt skalara � i vektora ~a
je vektor ~c = �~a zadan sa:

� j�~aj = j�j j~aj ;
� vektori ~a i �~a su kolinearni;
� ako je � > 0 onda ~a i �~a imaju istu orijentaciju, a
ako je � < 0 onda ~a i �~a imaju suprotnu orijentaciju.
(Za � = 0 je j�~aj = 0; pa je �~a nul-vektor).

Svojstva:

Neka su ~a, ~b vektori i �; � 2 R skalari, tada vrijedi.

� �
�
~a +~b

�
= �~a + �~b;

� (� + �)~a = �~a + �~a;
� (��)~a = � (�~a) ;



Specijalno vrijedi:

� 1 � ~a = ~a;
� �1 � ~a = �~a;
� � �~0 = ~0; za svaki � 2 R;
� ako je ~a 6= ~0 () j~aj 6= 0) onda je 1

j~aj � ~a =:
~a
j~aj = ~e

jedini�cni vektor.

Koordinatizacija

- olak�ava baratanje s vektorima.

Koordinatizacija pravca

� Odaberemo (brojevni) pravac p;
� to�cku kojoj je pridru�ena 0 ozna�cimo sa O; a to�cku
kojoj je pridru�ena 1 ozna�cimo sa I ;

Vektor~i =
�!
OI je jedini�cni vektor (

����!OI���= d (O; I) = 1).
Tako smo na pravcu p zadali koordinatni sustav

�
0;~i
�
:

Svakoj to�cki T 2 p je jednozna�cno pridru�en realni
broj x (apscisa) i vektor

�!
OT . Vrijedi:

~a =
�!
OT = x � �!OI = x �~i =: [x] =: fxg

(iz svojstava mno�enja vektora sa skalarom).



Za to�cke T; S 2 p i �; � 2 R vrijedi

�
�!
OT + �

�!
OS = �

�
x2 �~i

�
+ �

�
x2 �~i

�
=

= [�x2 + �x2] = f�x2 + �x2g :

(svedeno na operacije s brojevima).

Koordinatizacija ravnine

� Odaberemo dva okomita (brojevna) pravaca p i q
koji se sijeku u to�cki O (i le�e u ravnini �);

� na pravcu p zadajmo koordinatni sustav
�
0;~i
�
; a

na pravcu q zadajmo koordinatni sustav
�
0;~j
�
tako

da je

~i =
�!
OI; ~j =

�!
OJ;

���~i��� = ���~j��� = 1;
i tako da to�cka I; rotacijom za �

2 u pozitivnom
smjeru, prelazi u to�cku J:

S ovim smo u ravnini � zadali desni pravokutni
koordinatni sustav

�
0;~i;~j

�
:



Svakoj to�cki T 2 � je jednozna�cno pridru�en ured̄eni
par realnih brojeva (x; y) i vektor

�!
OT . Vrijedi:

~a =
�!
OT = x~i + y~j =:

�
x
y

�
=: fx; yg

(iz svojstava zbrajanja vektora i mno�enja sa
skalarom).

Nazivi:

� pravac p: os apscisa ili x�os;
� pravac q: os ordinata ili y�os;
� x i y - koordinate to�cke T ; x je apscisa, a y je
ordinata;

� x i y - skalarne komponente radijus vektora �!OT ;

� x~i i y~j - vektorske komponente radijus vektora �!OT ;

Za to�cke T; S 2 � i �; � 2 R vrijedi

�
�!
OT + �

�!
OS = �

�
x1
y1

�
+ �

�
x2
y2

�
=

=

�
�x1 + �x2
�y1 + �y2

�
= f�x2 + �x2; �y2 + �y2g :

(svedeno na operacije s matricama).



Koordinatizacija prostora

� Odaberemo u prostoru E3 tri med̄usobno okomita
(brojevna) pravaca p, q i r koji se svi sijeku u to�cki
O;

� u ravnini � odred̄enoj s pravcima p i q zadamo
desni pravokutni koordinatni sustav

�
0;~i;~j

�
na prije

opisani na�cin;

� na pravcu r zadajmo koordinatni sustav
�
0; ~k
�
; tako

da vektori~i;~j i ~k zadovoljavaju pravilo desnog vijka.

S ovim smo u prostoru E3 zadali desni pravokutni
koordinatni sustav

�
0;~i;~j;~k

�
i pri tome vrijedi

~i =
�!
OI; ~j =

�!
OJ; ~k =

��!
OK;

���~i��� = ���~j��� = ���~k��� = 1:
Svakoj to�cki T 2 E3 je jednozna�cno pridru�ena
ured̄ena trojka realnih brojeva (x; y; z) i vektor

�!
OT .

Vrijedi:

~a =
�!
OT = x~i + y~j + z~k =:

24 xy
z

35 =: fx; y; zg
(iz zbrajanja vektora i mno�enja sa skalarom).



Nazivi:

� pravac p: os apscisa ili x�os;

� pravac q: os ordinata ili y�os;

� pravac r: os aplikata ili z�os;

� x, y; z - koordinate to�cke T ; x je apscisa, y je
ordinata, a z aplikata;

� x, y; z - skalarne komponente radijus vektora �!OT ;

� x~i, y~j, z~k - vektorske komponente radijus vektora
�!
OT ;

� prostor E3 je podijeljen u 8 oktanata

Za to�cke T; S 2 E3 i �; � 2 R vrijedi

�
�!
OT + �

�!
OS+ = �

24 x1y1
z1

35 + �
24 x2y2
z2

35 =
=

24 �x1 + �x2�y1 + �y2
�z1 + �z2

35 = f�x2 + �x2; �y2 + �y2; �z1 + �z2g :
(svedeno na operacije s matricama).



Neka je u koordinatnom sustavu
�
0;~i;~j;~k

�
zadan

vektor ~a = fx; y; zg tada je:

� duljina ili norma vektora ~a = �!OT

j~aj =
����!OT ��� =px2 + y2 + z2

(vidi se geometrijski:
����!OT ��� = d (O; T )):

� ako je ~a 6= ~0; tada je pripadni jedini�cni vektor

~a0 =
1

j~aj � ~a =
~a

j~aj =
x~i + y~j + z~kp
x2 + y2 + z2

( j~a0j =
��� 1j~aj � ~a��� = 1

j~aj � j~aj = 1):

Linearna nezavisnost

Neka su ~a1, ~a2,...,~ak vektori u prostoru E3 i �1;
�2; :::;�k 2 R. Vektor

~a=�1~a1 + �2~a2 + ::: + �k~ak

nazivamo linearna kombinacija vektora ~a1, ~a2,...,~ak:



De�nicija 6.5 Za vektore ~a1, ~a2,...,~ak ka�emo da su
linearno nezavisni ako za sve �1; �2; :::;�k 2 R

�1~a1 + �2~a2 + ::: + �k~ak = ~0 =) �1=�2 = ::: =�k = 0:

U protivnom ka�emo da su vektori ~a1, ~a2,...,~ak
linearno zavisni .

Odnosno, za vektore ~a1, ~a2,...,~ak ka�emo da su lin-
earno zavisni ako postoje skalari �1; �2; :::;�k 2 R; od
kojih je barem jedan razli�cit od nule, takvi da je

�1~a1 + �2~a2 + ::: + �k~ak = ~0:

Ako su vektori ~a1, ~a2,...,~ak linearno zavisni, onda
barem jedan od njih mo�emo izraziti kao linearnu
kombinaciju ostalih, i obratno, ako se barem jedan od
vektora ~a1, ~a2,...,~ak mo�e izraziti kao linearna kom-
binacija ostalih, onda su vektori ~a1, ~a2,...,~ak linearno
zavisni.

Ako su vektori ~a1 = fx1; y1; z1g ; :::; ~ak = fxk; yk; zkg
zadani u koordinatnom sustavu

�
0;~i;~j;~k

�
tada je ni-

jhova linearna nezavisnost ekvivalentna s linearnom
nezavisno�ći stupaca matrice



24 x1 x2 � � � xky1 y2 � � � yk
z1 z2 � � � zk

35
Uo�cimo:

� svaka dva kolinearna vektora su linearno zavisna;
� svaka tri komplanarna vektora su linearno zavisna;
� svaka �cetiri vektora u prostoru su linearno zavisna;
� svaka dva nekolinearna vektora su linearno nezav-
isna;

� svaka tri nekomplanarna vektora su linearno neza-
visna.

Svaka tri linearno nezavisna ~a,~b ,~c vektora u prostoru
E3 �cine bazu prostora E3:

Dakle, svaki vektor ~d u prostoru E3 mo�emo na jedin-
stven na�cin izraziti kao linearnu kombinaciju vektora
baze ~a, ~b , ~c:

Napomena: Iz predhodnog zaklju�cujemo da svaka tri
nekomplanarna vektora ~a, ~b ,~c vektora u prostoru E3
�cine bazu prostora E3:


