Definicija 6.6 Kut izmedu vektora a = [O—fl} i
b= {O—Bﬂ je (manji) kut izmedu usmjerenih duzina
OAiOB, .

o=« (@, V)= 4(04,0B), 0<p<n

Definicija 6.7 Neka su dani vektori a | b i neka je
— —

0 =4 (7, b ) . Skalarni umnoZak vektora @i b je re-

alan broj (skalar)

a - b =|7|-‘?‘ £ COS .

Napomena: Ako je @ = 0 ili b= 0, onda =4 ( ,?)
nije definiran, pa definiramo

a - Z} =: 0.
Svojstva:
Neka su a, 5 c vektorii A € R, tada vrijedi:
— — R -, . = —
S1. =0 & a=0iib=0iliad Lb(p=73),

S3. \ (7 : 7) = (\@) - b= ()\7) . (homogenost)
s

= b - a; (komutativnost)



S5. 7 - (7 + 5) _ 4 b +7a - (distributivnost)

Primjer Nekaje |@|=1,| b | =2ia L bizradunajte

:27-3?+27-27+(—7)-37+( 7) 0] 9352
= 6-124+0—2-22= -2

Projekcija vektora na vektor

— - — —

Neka su dani vektori a = {OA} #01b= [OB] . Neka
je tocka B’ ortogonalna projekcija toCke B na pravac
odreden tockama 0 i A. Tada vektor

—

{OB']—‘Z)‘ oS © - b|-cosp-dy

a ‘ —

Jal

nazivamo vektorska projekcija vektora b na vektor G.
Skalar

- —
775(6)2652‘6‘@08@0

nazivamo skalarna projekcija vektora b na vektor .
Vrijedi: @ - b = | @] - by = ‘ b|-a5




U pravokutnom koordinatnom sustavu (O,Z }', IZ) 1Z
definicije skalarnog umnoska, slijedi:
ii=j-1=k-k=1, (1.1)
i j=jk=k-i=02% J.i=k-j=i-j=0.

— — - —
Za vektore'a’ = a,i+a,j+aki b

— 7 - - - - - -
- b = (axz+ay] +azl<;) : (bxz+byj +bzk)

a
— (lxbaﬂ?‘ i+ axbyf- ;'4— e azbylg - f+ azbzlg- k=
= ...(11112... = azb; + a,b, + a.b,

Specijalno vrijedi:

— — 92 2 2 =2
=a,+a,+a;,=|dal|.

a - a

Kut izmedu vektora a i b se racuna pomocu

4(—> ?) T
COSQO = COS a, = —
@ |

a.b, + ayb, + a.b,
a§+a§+a§-\/b§+b§+b§

.. .(Svojstva)



Prikloni kutevi o, 3, v vektora @ = a,i + a,j + a.k # 0
su kutevi koje taj vektor zatvara s vektorima ff, j | k,
redom. Bududi je

£ (7,5) _ 4 (50,5) |

onda je
—
— a - 1 Ay
cosa=cosk | a, 1 )= — =
— : 2 4 2 2
| d’| ’z‘ az +a; + a;
Sli¢no,
@] a
cos 3 = cos £ (7,]’) = = Y :
— =2
1’| - | az + az + a2
H —
., - a -k a,
cosy=cos4d | a,k) = o :
a’| - |k a; + a; + a2




Definicija 6.8 Neka su dani vektori @ i b i neka je
—_—> —
0 =4 (7, b) . Vektorski umnoZzak vektora a i b je

vektor @ x b sa svojstvima:

b
3. Trojka (7, b, @ x ) gini desni koordinatni
sustav.

. = prgi — — —
Napomena: Akojea = 0ilib =0,onda ¢ = £ (a,b)
nije definiran, pa definiramo

— — —

a X b =:0.

Geometrijska interpretacija: Norma vektora @ x ?
je jednaka povrsini paralelograma P,,, sto ga defini-
raju vektori a i b.

|7 x 7‘ — 7] m sing = @] - vz = Py,

gdje je vz = ‘7‘ . sin @ visina na stranicu (vektor) @ .



Svojstva: Neka su a, 5, c vektorii A € R, tada vrijedi:

— —

—0 < a=0ilib=0ilidib su kolinearni

<

N

]

X

|

|

|
VRS

— N i .
b X a) (antikomutativnost);

— (A?) (homogenost);

a X
%
b

2|

X ¢+ b x ¢ (distributivnost).

Specijalno vrijedi:

V1. @ x @ =0 za svaki vektor a:
)

. . . — — . g v
Primjer Neka je |a'| = 1,| b ’ = 2ia L b. lzraCuna-

jte povrsinu para_l>elograma P sto ga definiraju vektori

27— bid+b.



70

:‘3(7x?)|:3|3|.|? SinS=3:1:2:1=6

Ql

U koordinatnom sustavu (O, 7, ,E), iz definicije vek-

torskog umnoska, slijedi:

IXi=]xj=kxk=0,
ixj=k 2 jxi=—k
Ixk =12 kExj=—i
Exi=j]2ixk=—j

— — - — — - —
Za vektore @ = a,i+a,j+aki b =bi+b,5+b.kje

H —

@ x b = (i 0y + a:k) x (b + byf + bk = - ovopva.

= axbjx Z—I— axby;x f—l— .+ azbylg X ;—l— azble X E —

—

— (aybz T azby) ;_ (azlsz - asz)j‘l_ (ag;by — aybx) ]{ =
i ]k
= |Gz Ay A

by by b.

UoCimo: Iz svojstava determinante = svoj.: V1., V2., V3. (nije dokaz).




—

Definicija 6.9 Neka su dani vektori @, b i .
MjeSoviti umnozak vektora a, b i ¢ je umnozak

(skalar) oblika:
— - —
(a X b) . C

Oznaka: (7 X 7) . C=: [&’, 5,8} .

Geometrijska interpretacija: Vektori a, bic definiraju
paralelopiped (volumena V). Ako je

v=4(dx b, 7),
onda je visina paralelopipeda na bazu (paralelogram)

definiran vektorima @ i b jednaka v = =+ |c] - cos ).
Sada je

(ﬁx?)-é

Uocimo:

|7>< b‘ c]-cosp = Py (xv) = £V

RN - = - prdi g = o — i N
o(a X b)-C—O S a=0ilib=0ilic=0ilia,bic
su komplanarni (¢ = 3);

o(a X b) cZOéwe[O,g];



—

U koordinatnom sustavu (O,Z, ]’, k) za vektore@

e e = e e =L - e e
= qzitayj+ask, b =0,1+b,j+b.k1 ¢ = cyitcyj+c.k
vrijedi:

. ik
= 7 —_— — - - —

[a,b,c]:<a><b)-c: ay Gy Q; -(cxz+cy]+czk):
b, b, b,

[(aybz—azby) i— (azb.—a.b,) j+ (azby—ayb,) E} : (cxfnt cy;’+ c,

Ay CLy a.,
— ...(svojstva skal. umn.)... — bx by bz

Cr Cy C

|z svojstava determinanti imamo

a; a, a, Cr Cy C b, b, b,
by b, b, |=1|a, a, a,|=|c; ¢, ¢ |,
Cy Cy C b, b, b, a; a, a,

tj. (ciklickom zamjenom) imamo

5,5,5}:[5,5,19}:[5,5,5] (1)

Bududi je (7 x ?) 2 _ (? x 7) . imamo



Napomena: Svojstva (1) i (2) vrijede i ako vektori nisu

zadani u koordinatnom sustavu (O, f, f, E) :

Budu0| da svaka tri nekomplanarna (ne-nul) vektora
d, b, u prostoru E? &ine bazu prostora E3 (@, b ,@ su
linearno nezavisni), onda vrijedi:

i, b, ¢ jebazaE® < [6,5,5] £ ()
Ako je

—

[6, 5,5] > (0 = a,b,c cine desni koordinatni sustav,

a ako je

—

[6, 5,8} <0 = a,b,c¢ine lijevi koordinatni sustav.

Ako vektor d u prostoru E° Ze limo izraziti kao linearnu
kombinaciju vektora baze a, b,C , a vektori su zadani
0,1,

u koordinatnom sustavu ( ] /Z) onda je



d=ad+pb+~¢ = dyi+dyj +d.k =
e (a$5+ anyr aZE) +/3 (bx’7+ by;’ + bzlg) +7y (CJJr cy;’ + CZE)

= dyi+dy) +dk=
(aa,+0b,+vc,) i+ (o, +Bb,+c,) i+ (aa.48b,47c.) k

Az~ bazﬁ + Cpy = d:c
= ay,a + b8+ ¢,y = d, (3)
a,0 + bzﬁ +Cy = d,z

Sustav (3) je Cramerov sustav koji uvijek ima jedin-
stveno rieSenje («, 5, 7) (stupci matrice sustava A su
linearno nezavisni = rang(A) = 3 = A regularna).

Prlmjer Pokazite da vektori qd=1-+ ], b =i+ k
C = J+ k Cine bazu prostora E3 i prikaZite vektor
d= +] + k kao linearnu kombinaciju vektora a, b, C.

—

G.b.¢je baza B & [5,5,5} £

110
[5,5,5} —101|=-2+40 = & b, 7je baza.
011




—

d = ad+ Bb+~¢ =

a+p=1

111
CV—F”)/:l :)(057677): 57575 —
Bty =

1 - 1

i=tailpyls
2a+2+20

Definicija 6.9 Neka su dani vektori @, b |
Vektorsko- vektorski umnozak vektora a, b i
umnozak (vektor) oblika:

(7><?)><5.

C.
c je

Uocimo:

1.0 % b je okomit na ravninu razapetu s @ i b
2. (7 X ?) « @je okomitna @ x b .

)

Zakljuéak: (7 X ?) x ¢ leZi u ravnini razapetoj s @
R — — = v . . .
i b. Dakle, (a X b) X ¢ se moze prikazati kao lin-

earna kombinacija vektora a | b. Vrijedi:

(7 x ?) xé=(a - a?—@ - 5) T (=T N D)



Uocimo: Buduci je

7><<7><E’) Q—(?xé’)xﬁz(é’-?)?—(?-?)é’,

onda je, opcenito,

(jer vektor @ x (

i D).



7. Analiticka geometrija prostora

Neka je (O,Z 7, E) pravokutan koordinatni sustav u

prostoru E?. Svaka to¢ka 7' u prostoru jednoznaéno
je odredena koordinatama (x,y, z) , koje su ujedno
—>

skalarne komponente radijus-vektora O1'.

— 5 5 -
T(x,y,2) < OT=xi+yj+zk

Udaljenost dviju tocaka

Neka su T3 (371, U1, 21) ME (I‘Q,yg, 22) dVije tocke u
prostoru E?. Tada je

—
d(T), T) = ‘TJ’Q‘ |

Bududi je

— — —

T\Ty = OTy—OT, = (9 — x1) i+(yo — y1) j+(20 — 21) K,

onda je

—
d (T, Ty) = ‘T1T2| = \/(372 —z1)" + (2 — 1)+ (22— 21)",



Ravnina

Svaka ravnina II u prostoru E? jednoznacno je
odredena:
e ili s tri toCke koje sve ne leze na istom pravcu;

e ili s pravcem i jednom tockom koja ne lezi na tom
pravcu;

e ili s dva razliCita pravca;

e ili toCkom 77 € II i vektorom 72 okomitim na ravninu II.

Napomena: Vektor 77 je okomit na ravninu II, ako
je okomit na svaki vektor iz te ravnine. Vektor n
nazivamo _normala ravnine II.

Dakle, nekaje 77 € I1in nor_m)ala ravnine Il i neka je
T € II, T +# T7.Tada vektor 11T lezi u 11, pa je

7Ll TT.
Buduci je \ \ \
T =0T —-0T,=7—7,
onda je

sto je vektorska jednadzba ravnine II.




Neka je (O,Z f', E) pravokutan koordinatni sustav

u prostoru E° i neka je T (z1,y1,21), T (z,y, 2),
ii = Ai + Bj + Ck, onda je

(A;—l— B;—l— CE) : [(56—5131)’74— (y—y1)5+(z—zl)lg =0
:>A(:1:—:1:1)+B(y—y1)+0(z—21)ZO- (4)

Jednadzba (4) se naziva jednadzba ravnine kroz toCku
Ty (w1, y1,21) -

|z (4) dobivamo

Az + By + Cz + (—Ax; — By — Cz) = 0.
D
Jednadzba

Ar+ By+Cz+ D = 0. (5)

se naziva opca jednadzba ravnine.

Napomena: Normalu ravnine 77 odreduje samo
pravac (nosac), tj. ravnina se ne mijenja ako normali
n promijenimo duljinu i orijetaciju.




Primjer Nadite jednadzbu ravnine II kOja proIaZ|
toCkom 7' (1,—2,1) i Cijaje normalan = —i + j + 4k,

| nacin: 1z jednadzbe (4) dobivamo

—1-(z—1)+1-(y—(=2)+4(z2—-1)=0 =
IL...—x4+y+42—-1=0
Il nacin: Iz jednadzbe (5) dobivamo
—1l-x2+1-y4+4-24+D =0
Tell = -1-14+1(-2)4+4-1+D=0 = D=-1 =

Il..—x+y+42—-1=0

Jednadzba ravnine zadane s tri tocke

Neka su 73 <£Ifl, Y1, 21> 1o (SCQ, Y2, ZQ) , 13 (333, Y3, 23) tri
toke u prostoru E?, koje sve ne leze na istom pravcu
(nekolinearne tocke). Te tri toCke odreduju ravninu II.
Neka je T' (z,y, z) € Il, T # Ty, T;, Ts. Buduci su vek-
tori

T, TiTo, TiT}

komplanarni (svi leze u II), onda je mjesSoviti produkt



0.

[ﬂﬂiﬁiﬂﬁ}

Buduci je

; -

. . . .
T1T2 = (.I'Q — .1'1) 1+ (y2 — yl)] + (22 — Zl) k,
p— - - -
Ty = (x3—x1) 1+ (y3 —y1) J + (23 — 21) K,

onda je
L—T1 Y —Y =21
To—T1 Yo—Y; 22—21 |=0.
L3—T1 Y3—Y1 <3—~*1

(6)

[ﬂﬁfﬁ&ﬂﬁ]

Jednadzba (6) se naziva jednadzba ravnine kroz tri toCke.

Primjer Nadite jednadzbu ravnine II koja prolazi
toCkama T} (1,0,0), 75 (0,2,0), 75 (0,0, —1).
|z jednadzbe (6) dobivamo

r—1y—0 2—-0
0—12—-0 0-0 |=0
0—10—-0 —-1-0




Razvojem determinante dobivamo opci oblik jed-
nadzbe ravnine 11

... —2x—y+224+2=0.

Segmentni oblik jednadzbe ravnine

Neka je
Arx+ By+Cz+ D = 0. (5)

opCi oblik jednadzbe ravnine I1. Ako je D = 0 dijeljen-
jem jednadzbe (5) s —D dobivamo jednadzbu oblika

M. =+2+2=1. 7)

p q T
Jednadzba (7) se naziva segmentni oblik jednadzbe ravnine.

Napomena: p, g, » su odresci ravnine II na koordinat-
nim osima z, vy, z, redom, {j. koordinatne osi z, vy, z,
probadaju ravninu u to¢kama 77 (p,0,0), T5(0, ¢, 0),
T5(0,0,7), redom.

UocCimo: Ako ravnina prolazi ishodiStem onda je
D=0A-0+4B-0+4C-0+D=0= D =0), pane
postoji segmentni oblik ravnine.




Primjer

1. Ravninu II zadanu jednadzbom —2x —y+2z+2 =0
napisite u segmentnom obliku.

oy 422 42=0 [ (-2) = %+%+i1: 1.
Koordinatne osi x, y, z, probadaju (sijeku) ravninu
[T u toCkama T} (1,0,0), 7T5(0,2,0), T5(0,0, —1),
redom.

2. Ravninu IT zadanu jednadzbom —z +2y +2 =0
napisite u segmentnom obliku.
x4 2=0 /:(=2) = g+%: 1.
Koordinatne osi z, y, probadaju (sijeku) ravninu II
u tockama 77 (2,0,0), T3 (0, —1,0) , redom.
Uocimo: ravnina II ne sijeCe os z.



Pravac
Svaki pravac p u prostoru E? jednoznacno je odreden:

e ili s dvije razliCite tocCke,

e ili toCkom 1} € p i vektorom s's nosacem p.

Napomena: Vektor s nazivamo vektor smjera pravca.

Dakle, neka je T, € p | §vekto§>mjera pravca p |
neka je T' € p. Tada su vektori TyT' i s kolinearni, pa
postoji ¢t € R tako da je

ToT = t5.
Buduci je \ \ \
TvT =0T — OTy =7 — 7,
onda je

F—i =15 = 7= +1t5 (8)

sto je vektorska jednadzba pravca.




Neka je (O,Z f', E) pravokutan koordinatni sustav

u prostoru E® i neka je Tj (zo, %0, 20), T (z,y, 2),
§=1li+mj +nk, onda

—

r=ry+ts =

2+ yj + 2k = zol + yoj + 2ok + t (lﬂ mj + nE) =

—

v+ )+ 2k = (xo+t) 1 + (yo +tm) ] + (20 + tn) k

x = x9+ tl
= Q¢ Y=Y +itm 9)
z=2z)+1tn

Jednadzba (9) se naziva parametarski oblik jednadzbe pravca

Napomena: svakoj vrijednosti parametrat € R u (9)
odgovara jedna toCka pravca.

Eliminacijom parametra ¢ iz jednadzbi (9) (npr.

t = =) dobivamo

T — X Y —Y Z— 20
— — 10
[ m n (10)

Jednadzba (9) se naziva kanonski oblik jednadzbe pravca.




Primjer Nadite pravac kOjI proIaZ| tockom Tj (1, —3,0)
i ima vektor smjera s = 2% — k.

Parametarski oblik jednadzbe pravca:

r =14 2t,
p... Yy = —3,
z = —1.

Eliminacijom parametra ¢ dobivamo

r—1 y—(=3) =z

D.... 5= 0 =

Uocimo: &= ( v==3) je samo formalni zapis.

Jednadzba pravca zadanog s dvije toCke

Neka su 7} <£U1, U1, Zl> ; 15 (332, Y2, Zg) dvije razliCite

toGke u prostoru E*. Te dvije to¢ke odreduju pravac

p. Buduéi su 17, 15 € p, vektor 1775 ima nosac p,
tj. vektor s = 1115 je vektor smjera pravca p. Buduci je

-

. 3} B
§=NTy= (o —x1)i+ (Y2 —y1)J + (22 — 21) k,



r=ux1+ (ro — x1) 1,
p..X y=wmn+@y—y)t, , teR,
z2=2z1+ (20— 21)t,
i
$—$1:?J—yl 2 —Z

To — Tq Yo — Y1 29 — 21

jednadzba pravca zadanog s dvije toCke.

p.

Medusobni polozaj pravca i ravnine

Pravac kao presjek dvije ravnine

Neka su zadane dvije ravnine

I, ... Aix+Biy+Ciz+ Dy = 0,
H2 ....A2x+Bgy+ng+D2 = 0.

Zelimo znati kakav je medusobni poloZaj ravnina.
Imamo tri mogucnosti:

1. Iy i I, se sijeku u pravcu p (Il N Il = p);

2.1, i I1, su paralelne (IT; || I1,);

3. Iy i I se podudarju (IT; = I15).



Analizom sustava

Aix+Biy+Ciz+ Dy = 0,
Aox 4+ Boy + Cyz + Dy 0,

dobivamo ogovor na gornje pitanje. Promatramo
proSirenu matricu sustava

Al Bl Cl _Dl /
As By (O —D2] ~ [Ar b

Buduci je broj nepoznanica n = 3, imamo tri
mogucnosti:

Ap:[A\b]:[

1. ako je rang (A) = rang(A,) = 2 = imamo
jednoparametarsko rjeSenje = I1; i 115 se sijeku u
pravcu p (parametarska jednadzba);

2. ako je rang (A) = 1irang(4,) = 2 = nema
rieSenja = I1; i I1, su paralelne (ﬁ—; = o= % # BY);
3. ako je rang (A) = rang(A,) = 1 = imamo

dvoparametarsko rjeSenje = I1; i II, se podudarju
(é _ B _ G _ &)
AQ_BQ_CQ_DQ7



Primjer Nadite paramerarsku jednadzbu pravca p
zadanog kao presjek ravnina

r+y—z+1=0,
P“Ya+2y+24+2=0"

Promatramo prosirenu matricu gornjeg sustava

11 —-1]-1 10 =310
(17 3o

,
121 | =2 0 1 2-4]”MM5

BuducCi je n = 3, rang (A) = rang (4,) = 2, onda
imamo jednoparametarsko rjeSenje

z=t, x=3t, y=—1—2t, teR
1
x = 3t,

pody=—1-9 ,teR, ilip..>= _Z
3 1
z =1,




Kut izmedu dvije ravnine

Neka su zadane dvije ravnine II; i II, s normalama 1,
| 779, redom. Kut izmedu ravnina

p = £ (111, II)
definiramo na sljedeci nacCin:

o Akoje IT; || Iy ili I1; = I, onda je ¢ = 0

e Ako je II; N II, = p pravac, onda kroz bilo koju
toCku 17 pravca p poloZzimo ravninu II okomitu na p.
Ravnina II sijeCe ravnine II; i II; u pravcima p; i po,
redom. Definiramo

p =: £ (p1,p2)

(vidjeti sliku u dodatku). Medutim, vrijedi

£ (p1;p2) =4 (771, ﬁQ)

( pr1lmiy i palile = AL (p1,p2) = £ (71,72)), pa
uzimamo

QO = 4 <H1, Hg) = 4 (ﬁl, ﬁg) .
Kut racunamo na nacin

n - Mo

RN



|I| ako su normale n1 = Ayi + Blj + Clk |
AQZ -+ BQ] + Cgk

A1As + B1By + C105
VA?+ B+ C? /A3 + B2 + (3

COS (p =

Specijalni sluCajevi:

e Ako je I1; || Ty ili IT; = I1; onda je 77, = A, 1j. vrijedi
A _ B _ G
Ay By Oy

e Ako je II; L Il; onda je cosp = cos5 = 0, pa je

n1 - no = 0, tj. vrijedi

A1As + B1By + C1Cy = 0.



Kut izmedu pravca i ravnine

Neka su zadana ravnina II s normalom 77 i pravac p s
vektorom smjera s. Kut izmedu pravca i ravnine

Y =4 (11, p)

definiramo na sljedeci nacin: Ako je pravac p’ projek-
cija pravca p u ravninu II onda definiramo

V= L(p, ), 0Sv<

To je najmaniji kut Sto ga vektor smjera s pravca p
zatvara s nekim vektorom u ravnini II (vidjeti sliku u
dodatku). Buduci je

S — v =4( 3)
onda je
n-Ss
il - 5]

ili, akoje i = Ai+ Bj + Cki§=1li+mj + nk

sin ¢ = cos (g —@b) —

Al+Bm+Cn
VA2 + B2+ C2 V2 +m2+n?

siny =




UocCimo: Ako je p L II onda je projekcija pravca p u

ravninu II to¢ka, pa definiramo:
T

p LIl = ¢ =L(II, p)::g.

Specijalni slucajevi:

e Ako je p || I, onda je ¥ = 0, pa je £ (77, 5) = 7, 1.
vrijedi 7 - 5= 0 li
Al+ Bm + Cn = 0.

e Akojep L Il,ondaje y = 7, paje £(7, 5) = 0,
ti.onda su n i s kolinearni, tj. vrijedi n = As'ili

A4_B_C

[ m n

Primjer Nadite toCku u kojoj pravac

r—1 y+1
1 -1

z
p.... 7

probada ravninu

[l...—2x+2y —22—-1=0,
te kut izmedu I1 i p.



Parametarska jednadzba pravca je

r=1+1,

p...{ y=—1-—1,
z =1,

UvrStavanjem u jednadzbu ravnine dobivamo

5
“2(t+ 1) +2(-1 1) =2 -1=0 = t=—.

Dakle, za vrijednost parametra ¢t = —%, dobivamo

tocku

u Kojoj pravc p probada ravninu
Buducije@=—2i+2j —2kis=1i—j+k,ondaje
n = —28,

pa su n i s kolinearni ( ¢

s)h Y. p LIL



