
De�nicija 6.6 Kut izmed̄u vektora ~a =
h�!
OA

i
i

~b =
h��!
OB

i
je (manji) kut izmed̄u usmjerenih du�ina

�!
OA i

��!
OB; tj.

' = ]
��!a ;�!b � =: ]��!OA;��!OB� ; 0 � ' � �

De�nicija 6.7 Neka su dani vektori ~a i ~b i neka je
' = ]

��!a ;�!b � : Skalarni umno�ak vektora ~a i ~b je re-
alan broj (skalar)

�!a � �!b = j�!a j �
����!b ��� � cos':

Napomena: Ako je ~a = ~0 ili~b = ~0; onda ' = ]
��!a ;�!b �

nije de�niran, pa de�niramo
�!a � �!b =: 0:

Svojstva:
Neka su ~a, ~b; ~c vektori i � 2 R, tada vrijedi:

S1. �!a � �!b = 0 , ~a = ~0 ili ~b = ~0 ili ~a ? ~b (' = �
2);

S2. �!a � �!a = j�!a j2 ;

S3. �
��!a � �!b � = (�~a) � �!b = ~a � ���!b � ; (homogenost)

S4. �!a � �!b = �!b � �!a ; (komutativnost)



S5. �!a �
��!
b + ~c

�
= �!a � �!b +�!a � �!c ; (distributivnost)

Primjer Neka je j�!a j = 1;
����!b ��� = 2 i ~a ? ~b izra�cunajte�

2�!a ��!b
�
�
�
3�!a + 2�!b

�
S5:
=

= 2�!a � 3�!a + 2�!a � 2�!b +
�
��!b

�
� 3�!a +

�
��!b

�
� 2�!b S3:;S2:

=

= 6 j�!a j2 +�!a � �!b � 2
����!b ���2 S1:= 6 � 12 + 0� 2 � 22 = �2

Projekcija vektora na vektor

Neka su dani vektori ~a =
h�!
OA

i
6= ~0 i~b =

h��!
OB

i
. Neka

je to�cka B0 ortogonalna projekcija to�cke B na pravac
odred̄en to�ckama 0 i A. Tada vektor

~b~a =
h��!
OB0

i
=
����!b ��� � cos' � ~aj~aj = ����!b ��� � cos' � ~a0

nazivamo vektorska projekcija vektora ~b na vektor ~a.
Skalar

�~a

�
~b
�
= b~a =

����!b ��� � cos'
nazivamo skalarna projekcija vektora ~b na vektor ~a.
Vrijedi: �!a � �!b = j�!a j � b~a =

����!b ��� � a~b:



U pravokutnom koordinatnom sustavu
�
0;~i;~j;~k

�
, iz

de�nicije skalarnog umno�ka, slijedi:

~i �~i = ~j �~j = ~k � ~k = 1; (1.1)

~i �~j = ~j � ~k = ~k �~i = 0 S4:) ~j �~i = ~k �~j =~i �~j = 0:
(1.2)

Za vektore�!a = ax~i+ ay~j+ az~k i
�!
b = bx~i+ by~j+ bz~k je

�!a � �!b =
�
ax~i + ay~j + az~k

�
�
�
bx~i + by~j + bz~k

�
= ...(svojstva)

= axbx~i �~i + axby~i �~j + ::: + azby~k �~j + azbz~k � ~k =

= :::(1.1 i 1.2)... = axbx + ayby + azbz

Specijalno vrijedi:

�!a � �!a = a2x + a
2
y + a

2
z = j�!a j

2
:

Kut izmed̄u vektora ~a i ~b se ra�cuna pomoću

cos' = cos]
��!a ;�!b � = �!a � �!b

j�!a j �
����!b ��� =

=
axbx + ayby + azbzq

a2x + a
2
y + a

2
z �
q
b2x + b

2
y + b

2
z



Prikloni kutevi �; �;  vektora ~a = ax~i + ay~j + az~k 6= ~0
su kutevi koje taj vektor zatvara s vektorima ~i; ~j i ~k;
redom. Budući je

]
��!a ;~i� = ]�~a0;~i� ;

onda je

cos� = cos]
��!a ;�!i � = �!a � �!i

j�!a j �
����!i ��� = axq

a2x + a
2
y + a

2
z

:

Sli�cno,

cos � = cos]
��!a ;~j� = �!a �~j

j�!a j �
���~j��� = ayq

a2x + a
2
y + a

2
z

;

cos  = cos]
��!a ;~k� = �!a � ~k

j�!a j �
���~k��� = azq

a2x + a
2
y + a

2
z

:



De�nicija 6.8 Neka su dani vektori ~a i ~b i neka je
' = ]

��!a ;�!b � : Vektorski umno�ak vektora ~a i ~b je
vektor ~a�~b sa svojstvima:

1.
����!a ��!b ��� = j�!a j � ����!b ��� � sin';

2.
��!a ��!b � ? ~b i

��!a ��!b � ? �!a ;

3. Trojka
��!a ; ~b; �!a ��!b � �cini desni koordinatni

sustav:

Napomena: Ako je ~a = ~0 ili~b = ~0; onda ' = ]
��!a ;�!b �

nije de�niran, pa de�niramo

�!a ��!b =: ~0:

Geometrijska interpretacija: Norma vektora �!a � �!b
je jednaka povr�ini paralelograma Ppg; �to ga de�ni-
raju vektori ~a i ~b:����!a ��!b ��� = j�!a j � ����!b ��� � sin' = j�!a j � v~a = Ppg;

gdje je v~a =
����!b ��� � sin' visina na stranicu (vektor) �!a :



Svojstva: Neka su ~a, ~b; ~c vektori i � 2 R, tada vrijedi:

V1. �!a � �!b = ~0 , ~a = ~0 ili ~b = ~0 ili ~a i ~b su kolinearni
(' = 0);

V2. �!a ��!b = �
��!
b ��!a

�
(antikomutativnost);

V3. �
��!a ��!b � = (�~a)��!b = ~a����!b � (homogenost);

V4.
��!a +�!b ���!c = �!a ��!c +�!b ��!c ; (distributivnost):

Specijalno vrijedi:

V1'. �!a ��!a = ~0 za svaki vektor �!a ;

Primjer Neka je j�!a j = 1;
����!b ��� = 2 i ~a ? ~b: Izra�cuna-

jte povr�inu paralelograma P �to ga de�niraju vektori
2�!a ��!b i �!a +�!b :�

2�!a ��!b
�
�
��!a +�!b � V 4:

=

= 2�!a ��!a + 2�!a ��!b +
�
��!b

�
��!a +

�
��!b

�
��!b =

V 2:;V 10:;V 3:
= ~0 + 2

��!a ��!b � + ��!a ��!b � +~0 = 3��!a ��!b �
Sada je P =

����2�!a ��!b ����!a +�!b ����, tj.



P =
���3��!a ��!b ���� = 3 j�!a j � ����!b ��� � sin �

2
= 3 � 1 � 2 � 1 = 6

U koordinatnom sustavu
�
0;~i;~j;~k

�
, iz de�nicije vek-

torskog umno�ka, slijedi:

~i�~i = ~j �~j = ~k � ~k = ~0;

~i�~j = ~k
V 2:) ~j �~i = �~k

~j � ~k = ~i
V 2:) ~k �~j = �~i

~k �~i = ~j
V 2:) ~i� ~k = �~j

Za vektore�!a = ax~i+ ay~j+ az~k i
�!
b = bx~i+ by~j+ bz~k je

�!a ��!b =
�
ax~i + ay~j + az~k

�
�
�
bx~i + by~j + bz~k

�
= ...(svojstva)...

= axbx~i�~i + axby~i�~j + ::: + azby~k �~j + azbz~k � ~k =

= (aybz � azby)~i� (axbz � azbx)~j + (axby � aybx)~k =

=

������
~i ~j ~k
ax ay az
bx by bz

������ :
Uo�cimo: Iz svojstava determinante) svoj.: V1., V2., V3. (nije dokaz).



De�nicija 6.9 Neka su dani vektori ~a, ~b i ~c.
Mje�oviti umno�ak vektora ~a, ~b i ~c je umno�ak
(skalar) oblika: ��!a ��!b � � ~c
Oznaka:

��!a ��!b � � ~c =: h~a;~b;~ci :
Geometrijska interpretacija: Vektori ~a, ~b i ~c de�niraju
paralelopiped (volumena V ): Ako je

 = ]
��!a ��!b ; �!c � ;

onda je visina paralelopipeda na bazu (paralelogram)
de�niran vektorima ~a i ~b jednaka v = � j~cj � cos .
Sada je��!a ��!b � �~c = ����!a ��!b ��� � j~cj � cos = Ppg � (�v) = �V

Uo�cimo:

�
��!a ��!b � �~c = 0 , ~a = ~0 ili~b = ~0 ili ~c = ~0 ili ~a,~b i ~c
su komplanarni ( = �

2);

�
��!a ��!b � � ~c � 0 )  2

�
0; �2
�
;



U koordinatnom sustavu
�
0;~i;~j;~k

�
za vektore�!a

= ax~i+ay~j+az~k,
�!
b = bx~i+by~j+bz~k i�!c = cx~i+cy~j+cz~k

vrijedi:

h
~a;~b;~c

i
=
��!a ��!b � �~c =

������
~i ~j ~k
ax ay az
bx by bz

������ �
�
cx~i + cy~j + cz~k

�
=

h
(aybz�azby)~i� (axbz�azbx)~j+ (axby�aybx)~k

i
�
�
cx~i + cy~j + cz~k

�

= ...(svojstva skal. umn.)... =

������
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

������ :
Iz svojstava determinanti imamo������

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

������ =
������
cx cy cz
ax ay az
bx by bz

������ =
������
bx by bz
cx cy cz
ax ay az

������ ;
tj. (cikli�ckom zamjenom) imamoh

~a;~b;~c
i
=
h
~c;~a;~b

i
=
h
~b;~c;~a

i
: (1)

Budući je
��!a ��!b � � ~c V 2:= �

��!
b ��!a

�
� ~c imamo



h
~a;~b;~c

i
= �

h
~b;~a;~c

i
;

pa jeh
~a;~b;~c

i
= �

h
~b;~a;~c

i
= �

h
~a;~c;~b

i
= �

h
~c;~b;~a

i
: (2)

Napomena: Svojstva (1) i (2) vrijede i ako vektori nisu
zadani u koordinatnom sustavu

�
0;~i;~j;~k

�
:

Budući da svaka tri nekomplanarna (ne-nul) vektora
~a, ~b ,~c u prostoru E3 �cine bazu prostora E3 (~a, ~b ,~c su
linearno nezavisni); onda vrijedi:

~a; ~b; ~c je baza E3 ,
h
~a;~b;~c

i
6= 0

Ako jeh
~a;~b;~c

i
> 0 ) ~a;~b;~c �cine desni koordinatni sustav,

a ako jeh
~a;~b;~c

i
< 0 ) ~a;~b;~c �cine lijevi koordinatni sustav.

Ako vektor ~d u prostoru E3 �elimo izraziti kao linearnu
kombinaciju vektora baze ~a, ~b ,~c; a vektori su zadani
u koordinatnom sustavu

�
0;~i;~j;~k

�
; onda je



~d = �~a + �~b + ~c ) dx~i + dy~j + dz~k =

�
�
ax~i + ay~j + az~k

�
+�
�
bx~i + by~j + bz~k

�
+
�
cx~i + cy~j + cz~k

�
) dx~i + dy~j + dz~k =

(�ax+�bx+cx)~i+
�
�ay+�by+cy

�
~j+ (�az+�bz+cz)~k

)

8<: ax� + bx� + cx = dx
ay� + by� + cy = dy
az� + bz� + cz = dz

(3)

Sustav (3) je Cramerov sustav koji uvijek ima jedin-
stveno rje�enje (�; �; ) (stupci matrice sustava A su
linearno nezavisni) rang(A) = 3) A regularna).

Primjer Poka�ite da vektori ~a = ~i + ~j; ~b = ~i + ~k;
~c = ~j + ~k �cine bazu prostora E3 i prika�ite vektor
~d =~i +~j + ~k kao linearnu kombinaciju vektora ~a, ~b, ~c:

~a;~b;~c je baza E3 ,
h
~a;~b;~c

i
6= 0

h
~a;~b;~c

i
=

������
1 1 0
1 0 1
0 1 1

������ = �2 6= 0 ) ~a; ~b; ~c je baza.



~d = �~a + �~b + ~c )

� + � = 1
� +  = 1
� +  = 1

9=; =) (�; �; ) =

�
1

2
;
1

2
;
1

2

�
=)

~d =
1

2
~a +

1

2
~b +

1

2
~c

De�nicija 6.9 Neka su dani vektori ~a, ~b i ~c.
Vektorsko- vektorski umno�ak vektora ~a, ~b i ~c je
umno�ak (vektor) oblika:��!a ��!b �� ~c:
Uo�cimo:

1. �!a ��!b je okomit na ravninu razapetu s �!a i�!b ;

2.
��!a ��!b �� ~c je okomit na �!a ��!b ;

Zaklju�cak:
��!a ��!b �� ~c le�i u ravnini razapetoj s �!a

i
�!
b : Dakle,

��!a ��!b � � ~c se mo�e prikazati kao lin-
earna kombinacija vektora ~a i ~b: Vrijedi:��!a ��!b ��~c = (�!a � ~c)�!b ���!b � ~c��!a (= �1

�!a +�2
�!
b )



Uo�cimo: Budući je

�!a �
��!
b � ~c

�
V 2
= �

��!
b � ~c

�
��!a = (~c � �!a )�!b �

��!
b � �!a

�
~c;

onda je, općenito,��!a ��!b �� ~c 6= �!a � ��!b � ~c�
(jer vektor �!a �

��!
b � ~c

�
le�i u ravnini razapetoj s ~c

i
�!
b ):



7. Analiti �cka geometrija prostora

Neka je
�
0;~i;~j;~k

�
pravokutan koordinatni sustav u

prostoru E3: Svaka to�cka T u prostoru jednozna�cno
je odred̄ena koordinatama (x; y; z) ; koje su ujedno
skalarne komponente radijus-vektora

�!
OT:

T (x; y; z) , �!
OT = x~i + y~j + z~k

Udaljenost dviju to�caka

Neka su T1 (x1; y1; z1) i T2 (x2; y2; z2) dvije to�cke u
prostoru E3: Tada je

d (T1; T2) =
�����!T1T2��� :

Budući je
��!
T1T2 =

��!
OT2�

��!
OT1 = (x2 � x1)~i+(y2 � y1)~j+(z2 � z1)~k;

onda je

d (T1; T2) =
�����!T1T2��� =q(x2 � x1)

2 + (y2 � y1)
2 + (z2 � z1)

2:



Ravnina

Svaka ravnina � u prostoru E3 jednozna�cno je
odred̄ena:

� ili s tri to�cke koje sve ne le�e na istom pravcu;
� ili s pravcem i jednom to�ckom koja ne le�i na tom
pravcu;

� ili s dva razli�cita pravca;
� ili to�ckom T1 2 � i vektorom ~n okomitim na ravninu �:

Napomena: Vektor ~n je okomit na ravninu �; ako
je okomit na svaki vektor iz te ravnine. Vektor ~n
nazivamo normala ravnine �:

Dakle, neka je T1 2 � i ~n normala ravnine � i neka je
T 2 �; T 6= T1:Tada vektor

��!
T1T le�i u �; pa je

~n ? ��!
T1T :

Budući je
��!
T1T =

�!
OT ���!OT1 = ~r � ~r1;

onda je
~n � (~r � ~r1) = 0

�to je vektorska jednad�ba ravnine �:



Neka je
�
0;~i;~j;~k

�
pravokutan koordinatni sustav

u prostoru E3 i neka je T1 (x1; y1; z1), T (x; y; z),
~n = A~i +B~j + C~k; onda je

~n � (~r � ~r1) = 0 )�
A~i +B~j + C~k

�
�
h
(x� x1)~i + (y � y1)~j + (z � z1)~k

i
= 0

) A (x� x1) +B (y � y1) + C (z � z1) = 0: (4)

Jednad�ba (4) se naziva jednad�ba ravnine kroz to�cku
T1 (x1; y1; z1) :

Iz (4) dobivamo

Ax +By + Cz + (�Ax1 �By1 � Cz1)| {z }
D

= 0:

Jednad�ba

Ax +By + Cz +D = 0: (5)

se naziva opća jednad�ba ravnine.

Napomena: Normalu ravnine ~n odred̄uje samo
pravac (nosa�c), tj. ravnina se ne mijenja ako normali
~n promijenimo duljinu i orijetaciju.



Primjer Nad̄ite jednad�bu ravnine � koja prolazi
to�ckom T (1;�2; 1) i �cija je normala ~n = �~i +~j + 4~k:

I na�cin: Iz jednad�be (4) dobivamo

�1 � (x� 1) + 1 � (y � (�2)) + 4 (z � 1) = 0 )

�::::� x + y + 4z � 1 = 0

II na�cin: Iz jednad�be (5) dobivamo

�1 � x + 1 � y + 4 � z +D = 0

T 2 � ) �1 � 1 + 1� (�2)+4 � 1 +D = 0 ) D = �1 )

�::::� x + y + 4z � 1 = 0

Jednad�ba ravnine zadane s tri to�cke

Neka su T1 (x1; y1; z1) ; T2 (x2; y2; z2) ; T3 (x3; y3; z3) tri
to�cke u prostoru E3; koje sve ne le�e na istom pravcu
(nekolinearne to�cke). Te tri to�cke odred̄uju ravninu �:
Neka je T (x; y; z) 2 �; T 6= T1; T2; T3: Budući su vek-
tori

��!
T1T ;

��!
T1T2;

��!
T1T3

komplanarni (svi le�e u �), onda je mje�oviti produkt



h��!
T1T ;

��!
T1T2;

��!
T1T3

i
= 0:

Budući je

��!
T1T = (x� x1)~i + (y � y1)~j + (z � z1)~k;

��!
T1T2 = (x2 � x1)~i + (y2 � y1)~j + (z2 � z1)~k;

��!
T1T2 = (x3 � x1)~i + (y3 � y1)~j + (z3 � z1)~k;

onda jeh��!
T1T ;

��!
T1T2;

��!
T1T3

i
=

������
x� x1 y � y1 z � z1
x2�x1 y2�y1 z2�z1
x3�x1 y3�y1 z3�z1

������= 0:
(6)

Jednad�ba (6) se naziva jednad�ba ravnine kroz tri to�cke.

Primjer Nad̄ite jednad�bu ravnine � koja prolazi
to�ckama T1 (1; 0; 0) ; T2 (0; 2; 0) ; T3 (0; 0;�1) :
Iz jednad�be (6) dobivamo������

x� 1 y � 0 z � 0
0� 1 2� 0 0� 0
0� 1 0� 0 �1� 0

������ = 0



Razvojem determinante dobivamo opći oblik jed-
nad�be ravnine �

� :::: � 2x� y + 2z + 2 = 0:

Segmentni oblik jednad�be ravnine

Neka je

Ax +By + Cz +D = 0: (5)

opći oblik jednad�be ravnine �: Ako je D 6= 0 dijeljen-
jem jednad�be (5) s �D dobivamo jednad�bu oblika

� ::::
x

p
+
y

q
+
z

r
= 1: (7)

Jednad�ba (7) se naziva segmentni oblik jednad�be ravnine.

Napomena: p; q; r su odresci ravnine � na koordinat-
nim osima x, y, z; redom, tj. koordinatne osi x, y, z;
probadaju ravninu u to�ckama T1 (p; 0; 0) ; T2 (0; q; 0) ;
T3 (0; 0; r) ; redom.

Uo�cimo: Ako ravnina prolazi ishodi�tem onda je
D = 0 (A � 0 + B � 0 + C � 0 +D = 0) D = 0); pa ne
postoji segmentni oblik ravnine.



Primjer

1. Ravninu � zadanu jednad�bom�2x�y+2z+2 = 0
napi�ite u segmentnom obliku.

�2x� y + 2z + 2 = 0 = : (�2) =) x

1
+
y

2
+

z

�1 = 1:

Koordinatne osi x, y, z; probadaju (sijeku) ravninu
� u to�ckama T1 (1; 0; 0) ; T2 (0; 2; 0) ; T3 (0; 0;�1) ;
redom.

2. Ravninu � zadanu jednad�bom �x + 2y + 2 = 0
napi�ite u segmentnom obliku.

�x + 2y + 2 = 0 = : (�2) =) x

2
+

y

�1 = 1:

Koordinatne osi x, y; probadaju (sijeku) ravninu �
u to�ckama T1 (2; 0; 0) ; T2 (0;�1; 0) ; redom.
Uo�cimo: ravnina � ne sije�ce os z.



Pravac

Svaki pravac p u prostoru E3 jednozna�cno je odred̄en:

� ili s dvije razli�cite to�cke,
� ili to�ckom T1 2 p i vektorom ~s s nosa�cem p:

Napomena: Vektor ~s nazivamo vektor smjera pravca.

Dakle, neka je T0 2 p i ~s vektor smjera pravca p i
neka je T 2 p: Tada su vektori

��!
T0T i ~s kolinearni, pa

postoji t 2 R tako da je
��!
T0T = t~s:

Budući je
��!
T0T =

�!
OT ���!OT0 = ~r � ~r0;

onda je
~r � ~r0 = t~s ) ~r = ~r0 + t~s (8)

�to je vektorska jednad�ba pravca.



Neka je
�
0;~i;~j;~k

�
pravokutan koordinatni sustav

u prostoru E3 i neka je T0 (x0; y0; z0), T (x; y; z),
~s = l~i +m~j + n~k; onda

~r = ~r0 + t~s )

x~i + y~j + z~k = x0~i + y0~j + z0~k + t
�
l~i +m~j + n~k

�
)

x~i + y~j + z~k = (x0 + tl)~i + (y0 + tm)~j + (z0 + tn)~k

)

8<: x = x0 + tl
y = y0 + tm
z = z0 + tn

(9)

Jednad�ba (9) se naziva parametarski oblik jednad�be pravca.

Napomena: svakoj vrijednosti parametra t 2 R u (9)
odgovara jedna to�cka pravca.

Eliminacijom parametra t iz jednad�bi (9) (npr.
t = x�x0

l ) dobivamo

x� x0
l

=
y � y0
m

=
z � z0
n

(10)

Jednad�ba (9) se naziva kanonski oblik jednad�be pravca.



Primjer Nad̄ite pravac koji prolazi to�ckom T0 (1;�3; 0)
i ima vektor smjera ~s = 2~i� ~k.

Parametarski oblik jednad�be pravca:

p:::

8<: x = 1 + 2t;
y = �3;
z = �t:

Eliminacijom parametra t dobivamo

p::::
x� 1
2

=
y � (�3)

0
=

z

�1
Uo�cimo: y�(�3)0 je samo formalni zapis.

Jednad�ba pravca zadanog s dvije to�cke

Neka su T1 (x1; y1; z1) ; T2 (x2; y2; z2) dvije razli�cite
to�cke u prostoru E3: Te dvije to�cke odred̄uju pravac
p: Budući su T1; T2 2 p, vektor

��!
T1T2 ima nosa�c p,

tj. vektor ~s =
��!
T1T2 je vektor smjera pravca p: Budući je

~s =
��!
T1T2 = (x2 � x1)~i + (y2 � y1)~j + (z2 � z1)~k;

onda je



p:::

8<: x = x1 + (x2 � x1) t;
y = y1 + (y2 � y1) t;
z = z1 + (z2 � z1) t;

, t 2 R;

ili
p:::

x� x1
x2 � x1

=
y � y1
y2 � y1

=
z � z1
z2 � z1

jednad�ba pravca zadanog s dvije to�cke.

Med̄usobni polo�aj pravca i ravnine

Pravac kao presjek dvije ravnine

Neka su zadane dvije ravnine

�1 ::::A1x +B1y + C1z +D1 = 0;

�2 ::::A2x +B2y + C2z +D2 = 0:

�elimo znati kakav je med̄usobni polo�aj ravnina.
Imamo tri mogućnosti:

1. �1 i �2 se sijeku u pravcu p (�1 \ �2 = p);

2. �1 i �2 su paralelne (�1 k �2);
3. �1 i �2 se podudarju (�1 � �2):



Analizom sustava

A1x +B1y + C1z +D1 = 0;

A2x +B2y + C2z +D2 = 0;

dobivamo ogovor na gornje pitanje. Promatramo
pro�irenu matricu sustava

Ap = [A jb] =
�
A1 B1 C1
A2 B2 C2

���� �D1

�D2

�
� [AR jb0 ] :

Budući je broj nepoznanica n = 3, imamo tri
mogućnosti:

1. ako je rang (A) = rang (Ap) = 2 ) imamo
jednoparametarsko rje�enje ) �1 i �2 se sijeku u
pravcu p (parametarska jednad�ba);

2. ako je rang (A) = 1 i rang (Ap) = 2 ) nema
rje�enja) �1 i �2 su paralelne (A1A2 =

B1
B2
= C1

C2
6= D1

D2
);

3. ako je rang (A) = rang (Ap) = 1 ) imamo
dvoparametarsko rje�enje) �1 i �2 se podudarju
(A1A2 =

B1
B2
= C1

C2
= D1

D2
);



Primjer Nad̄ite paramerarsku jednad�bu pravca p
zadanog kao presjek ravnina

p:::

�
x + y � z + 1 = 0;
x + 2y + z + 2 = 0

:

Promatramo pro�irenu matricu gornjeg sustava

Ap= [A jb] =
�
1 1 �1
1 2 1

���� �1�2
�
� ::: �

�
1 0 �3
0 1 2

���� 0�1
�
� [AR jb0 ]

Budući je n = 3; rang (A) = rang (Ap) = 2; onda
imamo jednoparametarsko rje�enje

z = t; x = 3t; y = �1� 2t, t 2 R

ili

p:::

8<: x = 3t;
y = �1� 2t;

z = t;
, t 2 R; ili p::::x

3
=
y � (�1)
�2 =

z

1
:



Kut izmed̄u dvije ravnine

Neka su zadane dvije ravnine �1 i �2 s normalama ~n1
i ~n2, redom. Kut izmed̄u ravnina

' = ] (�1;�2)

de�niramo na sljedeći na�cin:

� Ako je �1 k �2 ili �1 � �2 onda je ' = 0;
� Ako je �1 \ �2 = p pravac, onda kroz bilo koju
to�cku T1 pravca p polo�imo ravninu � okomitu na p:
Ravnina � sije�ce ravnine �1 i �2 u pravcima p1 i p2,
redom. De�niramo

' =: ] (p1; p2)

(vidjeti sliku u dodatku). Med̄utim, vrijedi

] (p1; p2) = ] (~n1; ~n2)

( p1?~n1 i p2?~n2 ) ] (p1; p2) = ] (~n1; ~n2)), pa
uzimamo

' = ] (�1;�2) = ] (~n1; ~n2) :

Kut ra�cunamo na na�cin

cos' =
~n1 � ~n2
j~n1j � j~n2j



ili, ako su normale ~n1 = A1~i + B1~j + C1~k i
~n2 = A2~i +B2~j + C2~k

cos' =
A1A2 +B1B2 + C1C2p

A21 +B
2
1 + C

2
1 �
p
A22 +B

2
2 + C

2
2

Specijalni slu�cajevi:

� Ako je �1 k �2 ili �1 � �2 onda je ~n1 = �~n2; tj. vrijedi

A1
A2
=
B1
B2
=
C1
C2
:

� Ako je �1 ? �2 onda je cos' = cos �2 = 0; pa je
~n1 � ~n2 = 0; tj. vrijedi

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0:



Kut izmed̄u pravca i ravnine

Neka su zadana ravnina � s normalom ~n i pravac p s
vektorom smjera ~s: Kut izmed̄u pravca i ravnine

 = ] (�; p)

de�niramo na sljedeći na�cin: Ako je pravac p0 projek-
cija pravca p u ravninu � onda de�niramo

 =: ] (p; p0) ; 0 �  <
�

2
:

To je najmanji kut �to ga vektor smjera ~s pravca p
zatvara s nekim vektorom u ravnini � (vidjeti sliku u
dodatku). Budući je

�

2
�  = ] (~n; ~s)

onda je

sin = cos
��
2
�  

�
=

~n � ~s
j~nj � j~sj

ili, ako je ~n = A~i +B~j + C~k i ~s = l~i +m~j + n~k

sin =
Al +Bm + Cnp

A2 +B2 + C2 �
p
l2 +m2 + n2

:



Uo�cimo: Ako je p ? � onda je projekcija pravca p u
ravninu � to�cka, pa de�niramo:

p ? � )  = ] (�; p) =: �
2
:

Specijalni slu�cajevi:

� Ako je p k �; onda je  = 0, pa je ] (~n; ~s) = �
2 ; tj.

vrijedi ~n � ~s = 0 ili

Al +Bm + Cn = 0:

� Ako je p ? �; onda je  = �
2 , pa je ] (~n; ~s) = 0;

tj.onda su ~n i ~s kolinearni, tj. vrijedi ~n = �~s ili

A

l
=
B

m
=
C

n
:

Primjer Nad̄ite to�cku u kojoj pravac

p::::
x� 1
1

=
y + 1

�1 =
z

1
probada ravninu

�::::� 2x + 2y � 2z � 1 = 0;
te kut izmed̄u � i p:



Parametarska jednad�ba pravca je

p:::

8<: x = 1 + t;
y = �1� t;
z = t;

Uvr�tavanjem u jednad�bu ravnine dobivamo

�2 (t + 1) + 2 (�1� t)� 2t� 1 = 0 ) t = �5
6
:

Dakle, za vrijednost parametra t = �56; dobivamo
to�cku

P

�
1

6
;�1
6
;�5
6

�
u kojoj pravc p probada ravninu �:

Budući je ~n = �2~i + 2~j � 2~k i ~s =~i�~j + ~k; onda je

~n = �2~s;

pa su ~n i ~s kolinearni (  = �
2), tj. p ? �.


