2. MATRICE | DETERMINANTE

e Matrice (pravokutne sheme brojeva) susrecemo
kod raznih problema u matematici, ali i u kemiji,
fizici, ekonomiji..., jer se s njima relativho jednos-
tavno racuna;

e Pojam matrice je, neovisno o primjenama, uve-

den potkraj 19. st., a povezuje se s imenima J.J.
Sylvester-a i A. Cayley-a;

2.1 Definicija matrice

Definicija 2.1 Neka je F' bilo koje polje koje
cemo nazivati osnovno polje, a njegove elemente
skalarima. Neka su m,n € N i

Dypn=A41,2,...m} x{1,2,...,n}.
Svako preslikavanje
A: Dy, — F.

nazivamo matrica tipa (m,n) nad poljem F'. Vrijed-
nost funkcije A na mjestu (tocki) (¢, k) oznacavamo sa

A(’L,k) = q; € F.



Buduci je domena D,, ,, konacna (ima mn eleme-
nata), tradicionalan zapis matrice je
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U teoretskim razmatranjima, kad je poznata domena,
kraca oznaka je

] il (i) il o]

Skalare o, 2 = 1,2,..m ik = 1,2,...,n, nazivamo
matricnim elementima, a «;;,, u kracem zapisu,
nazivamo reprezentant matrice.

Uredenu n—torku
(042'17 2, ---Oém)
nazivamo ;—ti redak matrice A, a uredenu m—torku

(Oém, a2, ---Oémk)

nazivamo k—ti stupac matrice A.



Dakle, matrica tipa (m, n) ima m redaka i n stupaca,
| kKazemo da se element «;; nalazi na presjeku :—tog
retka i k—tog stupaca.

Matrica Ciji su svi elementi «;;, = 0 naziva se nulma-
trica tipa (m, n). Oznaka:

(00 --- 0
_00... 0_

Ako je m = 1, tj. ako je matrica tipa (1,n), {j.
[0411, 12, ---Oé1n] ;

onda kazemo da je matrica retcana ili matrica redak.

Ako je n = 1, tj. ako je matrica tipa (m, 1), {j.

11
21

Om1

onda kazemo da je matrica stupcana ili matrica
stupac.



Ako je m = n, tj. ako je matrica A tipa (n,n), onda
govorimo o kvadratnoj matrici reda n.
Uredena n—torku

(0411, (22, ---Oénn)

kvadratne matrice reda n nazivamo glavna dijago-
nala matrice A, uredenu n—torku

<a1np 2p—2, ...0p 1)

nazivamo sporedna dijagonala kvadratne matrice A
reda n.

Sumu elemenata na glavnoj dijagonali
n

tr A = Z 077
1=1

nazivamo trag kvadratne matrice A.

Jediniéna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi
elementi van glavne dijagonale jednaki 0, a na dijag-
onali jednaki 1, tj, kvadratna matrica s elementima
o;j = 0; ; (Kroneckerov simbol). Oznaka:

10 --- 0]
01 --- 0




Kako su matrice funkcije, dvije matrice A = |« i
B = |B;.] nad istim poljem F’ su jednake, Sto piSemo
A=8B,

ako su istog tipa (imaju istu domenu) i ako je o, = 5,
zasve:1=1,2,.mik=12 ..n.

Primjer 1 Matrice

1 4]

A=|-25 iB:[_12§]
3 2

nisu jednake jer nisu istog tipa.

Matricom A = [«ay] tipa (m,n) jednoznacno je
odredena matrica B = |3, tipa (n, m) definirana s

5@' =

zasvaki: = 1,2,..mik = 1,2,...,n. Tu matricu
nazivamo transponirana matrica matrice A i oz-
naujemo s A’ (ili A").

Uocimo:

e Po definiciji, transponiranu matricu A’, dobivamo iz
polazne matrice A zamjenom stupaca s retcima, {;.
i—ti stupac od A’ podudara se s i—tim retkom od
A,zasvakii =1,2,...m.



Ocito je

(AT) = A
Primjer 2
1 23 14 T 1L 2
_ T _ T _
A[456]:>A§2 :>(A)_[45

e Transponirana matrica kvadratne matrice je opet
kvadratna matrica istog reda.

Primjer 3

12 r |1 4
A_[4_5] = A _[2_5].

Skup svih matrica tipa (m,n) nad poljem F oz-
nacimo sa M, (F) (kraée M,,.,), a svih kvadratnih
matrica reda n nad poljiem F' oznacimo sa M, (F)
(kraceM,,). Sada cemo na tim skupovima definirati
standardne algebarske strukture.

3
§

|



2.2 Linearni prostor M,, ,,

Neka su A = |oy] | B = |3;;] matrice istog tipa, tj.
neka su A, B € M,,,. Zbroj matrica (funkcija!) A i
B je matrica C = |,,| koja je istog tipa kao matrice A
| B, gdje je
Yik = Qi + Bk
zasve:1=1,2,..mik=1,2..,n. Pisemo:
C=A+B.

Primjer 4
12—1+—1—21_000
30 =2 -3 0 2| 000"

Propozicija 2.1 Skup M,, , je u odnosu na zbrajanje
matrica Abelova grupa.

Dokaz:

Za )\ € F'ibilo koju matricu A € M,,,,,, A = |a]
definiramo produkt te matrice sa skalarom )\ kao
matricu C' = [v,,] istog tipa kao matrica A, tako da je
Vik = A,
zasver1=1,2,..mik=12,..,n.PisSemo C = \A.



Primjer 5

Svojstva:

Za svakiizbor A, i skalara iz F'i matrica A, B € M, ,
vrijedi (dokazati sami!):

1. A (pA) = (Ap) 4;

2. 14 = A
3.\(A+ B) = M + \B,
4. (A4 p) A= A+ pA,

Teorem 2.1 Skup M,, ,, je u odnosu na zbrajanje ma-
trica i mnozenja sa skalarom linearni prostor nad F' i

dim M, ,, = m - n.
Dokaz:

Uocimo:

e Po Korolaru 1.5 je
Mpn & F™ i M, = F"



Specijalno,

M =EF
tj. matrice prvog reda su skalari (uz identifikaciju
o] = an).

2.3 Mnozenje matrica. Algebra M,,

e Neka je linearni operator f : U — V i neka su
A ={ay,...,a,} i B = {by,...,b,} baze linearnih
prostora U i V, redom. Kako je (po Teoremu 1.1)
svaki linearni operator jednoznacno zadan svojim
djelovanjem na bazi A

f (CLk) — Zaikbia VEk = 17 ceey 1T,
1=1

onda je linearni operator f jednoznacno zadan
skalarima o, € F, tj. matricom

11 g - Oy
g1 (g -+ Qgp
| Om1 Om2 = Oypp

e MnoZenje matrica definirat Cemo tako da odgovara
produktu (kompoziciji) lineranih operatora.



Za ureden par matrica (A, B) kazemo da je ulanéan
ako matrica A ima onoliko stupaca koliko B ima
redaka. Na primjer, A i B su ulanCane matrice ako je
A tipa (m, p) a B tipa (p, n).

Uocimo:

e Dvije kvadratne matrice istog reda su uvijek
ulancane;

e Ako je ureden par matrica (A, B) ulan¢an, ne slijedi
da je i ureden par (B, A) ulan¢an (osim ako je
m = n);

Definicija 2.2 Neka su A = |o;;| tipa (m,p) i B = [5;]
tipa (p,n) ulan€ane matrice nad istim poljem F.
Tada je umnozak (produkt) matrica A i B matrica
C = |y tipa (m,n), gdje je

p
Yir = Y iiBjr = aiBuy, + @By + .+ @ipfy
j=1

zasvei=1,2,..mik=1,2..,n. PiSemo C = AB.

Zakljucak: Mnozenje matrica je preslikavanje (oper-
ator)

Mnp X My — M.



Uocimo:

e Opcenito matrice istog tipa se ne mogu mnoziti.

To je moguce onda i samo onda ako su kvadratne
istog reda;

e Mnozenje matrica nije komutativno jer:

ako je AB definirano, ne mora biti definirano i B A,;

ako je definirano AB i BA, to ne moraju biti matrice
istog tipa;

ako je definirano AB i BA i ako su to matrice istog
tipa (reda), opcetito je AB # BA;

specijalno, ako je AB = BA, onda kazemo da A i
B komutiraju.

Primjer 6
e Ako je
[0 1 00
A__OO |B_[01]:>
(0 1 00
AB = 00 i BA:[OO] = AB + BA



e Ako je
12 . 2 0

A= 3] e [a]

2 4

AB:BA:[68

] = A1 B komutiraju.

Propozicija 2.2 MnoZenje matrica je asocijativno, ;.
vrijedi
A(BC)=(AB)C,

kad god su ti produkti definirani.
Dokaz:

Propozicija 2.3 Mnozenje matrica je
kvaziasocijativno, tj. vrijedi
AMAB)=(M)B=A(\B), Ve F;
distributivho prema zbrajanju, tj. vrijedi
(A+ B)C = AC + BC
A(B+(C) = AB+ AC

kad god su ti produkti definirani.
Dokaz:

Napomena: Moze se pokazati da za transponiranje
vrijedi (AB)" = BT AT (sami dokazati!).




Bududi je:
e M, svih kvadratnih matrica reda n vektorski prostor
nad poljem F' (Teorem 2.1);

e matrice iz M,, se mogu mnoziti i umnozak je opet
iz M,,, dakle dobro je definirana binarna operacija

" Mn X Mn — Mn
na skupu M,,;:

e operacija mnozenja ima svojstva i) i ii) iz Propozicije
2.3,

onda M, ima strukturu algebre nad poljem F.

Uocimo: Mnozenje u algebri M,,:
e je asocijativno (Propozicija 2.2);

e operacija mnozenja ima jedinicu (jediniCna matrica
E € M,) jer vrijedi
AE = FEA= A,
zasvaki A € M,;

e operacija mnozenja nije komutativha (osim za
n = 1).

Zaklju€ak: Linearni prostor M,, (n > 1) nad poljem
F' s obzirom na mnozenje matrica, je asocijativnha,
nekomutativna algebra s jedinicom nad poljem F'.




2.4 Regularne matrice. Op¢a linerana grupa

Promotrimo strukturu (M,,,-). To je nekomutativan
monoid, a u toj strukturi moze se uvesti pojam in-
verznog elementa.

Definicija 2.3 Neka je A € M,,. Za matricu A kazemo
da je regularna (invertibilna) ako postoji matrica X
za koju vrijedi

AX =XA=F.

Buduci da je matrica X jedinstvena (jer ako inverz u
monoidu postoji, onda je jedinstven), uvodimo oznaku

X =A"
i matricu A~ nazivamo inverzna martica ili inverz
matrice A.

Za matricu A kazemo da je singularna ukoliko nije
regularna.

Buduc¢i da skup svih invertibilnih elemenata u
monoidu Cini grupu vrijedi:

Teorem 2.2 Skup svih regularnih matrica reda n nad
poliem F' Cini, u odnosu na mnozenje, (nekomuta-
tivnu) grupu.

Napomena: Dokaz ovog teorema se moze provesti i
direktno u ovom specijalnom slucaju.




Grupu svih regularnin matrica reda n nad poljem F
obi¢no oznacCujemo sa

GL(n, F)
| nazivamo op¢a linearna grupa (matrica reda n nad
poliem F).

Definicija 2.4 Neka je A € M,,. Za matricu A kazemo
da je ortogonalna ako vrijedi

AAT=ATA=E.

Uocimo: Iz Definicije 2.3 slijedi da je svaka ortogo-
nalna matrica regularana i da je

At=A"

Dakle, alternativna definicija je: A € M,, je ortogo-
nalna matrica ako je A~! = A”.

Primjer 7 Nekajezaa € R

SIN(x COS SIN @ — COS (v

— COS (¢ SIn « coS(x SIn «
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] = FE = A je ortogonalna.



Teorem 2.3 Skup svih ortogonalnih matrica reda n
nad poljem F €ini, podgrupu od GL (n, F)).

Dokaz:

Grupu svih ortogonalnih matrica reda n nad poljem
F' obicno oznacujemo sa

O (n, F)
i nazivamo ortogonalna grupa (matrica reda n nad
poliem F).

Struktura ortogonalne matrice:

Propozicija 2.4 Neka je A = |«;;] ortogonalna ma-
trica. Onda je

n

E Qij QU = Oif
j=1

n

E i, = Oif
j=1

zasve:1=1,2,..nik=12,..n.

Dokaz:



UocCimo: Ako je A = |«;;] ortogonalna matrica, iz
Propozicije 2.4 slijedi:

eZai=%Fkje

> aj=1
j=1
(suma kvadata elemenata nekog retka je 1);

eZai #kije
Z aijakj =0
7=1

(suma produkata odgovarajucih elemenata dva
razliCita retka (skalarni produkt) je 0);

e Analogno vrijedi | za stupce;

e /bog ovoga kazemo da retci (stupci) u ortogonalnoj
matrici ¢ine ortonormirani sustav (analog. sa 1/?).

Obrat Propozicije 2.4:

Propozicija 2.5 Neka je A = |«;;| kvadratna matrica
kojoj retci i stupci Cine ortonormirani sustav. Onda je
A ortogonalna matrica.

Dokaz:




2.5 Rang matrice

Svakoj matrici

11 Q1 - U
o1 gy -+ (Oap
A — : : : ) (1)
| Om1 Om2 - Gmqn

pridruzit Cemo nenegativan cijeli broj, njezin rang, koji
govori o stupnju "nedegeneriranosti" te matrice.

Promotrimo linearan prostor

f'&l' )
0%
\_am_ J

(vektori su stupci). Ovaj prostor je izomorfan sa
M1 = F™idimenzije je

dim M, 1 = m.



Matrici A € M,,,, danoj s (1), pridruzimo stupCane
matrice

A1k

ok
Sk: : ; ]C:L...,n,

Ak

odredene stupcima matrice A. Na taj nacin je matrici
A pridruzen jednoznaéno odreden n—clani skup stu-
paca iz M,,

A—{S51,...,5.} C M.
To je tzv. stupCana reprezentacija matrice A.

Ako maksimalni linearno nezavisni podskup u
stupanoj reprezentaciji {51, ..., S, } ima r vektora
(stupaca), onda taj broj 7' (A) = r’ nazivamo rang po
stupcima matrice A.

Uocimo:
[ ]

r' (A) = dim [{ Sy, ..., S, }]

gdje je [{51, ..., S, }] potprostor od M,, ; razapet
vektorima (stupcima) Sy, ..., Sy;



e Ako je matrica A tipa (m,n) onda je

r'(A) < min{m,n}.

Analogno, promotrimo linearan prostor

/\/ll,n:{[oq g - an} :ozZ-GF}

(vektori su retci). Ovaj prostor je izomorfan sa
M, = F"idimenzije je dim M, , = n.

Matrici A € M,,,, danoj s (1), pridruzimo redCane
matrice

odredene retcima matrice A. Na taj nacin je matrici
A pridruzen jednoznacno odredena m—clani skup
redaka iz M, ,

Ar— {Rl, ey Rm} C Ml,n-

To je tzv. ret€ana reprezentacija matrice A.

Ako maksimalni linearno nezavisni podskup u
ret€anoj reprezentaciji { Ry, ..., R,,} ima r” vektora
(redaka), onda taj broj " (A) = " nazivamo rang po
retcima matrice A.



Analogno, vrijedi:

r" (A) = dim [{Ry, ..., Ry}

gdje je [{ Ry, ..., R, }] potprostor od M, ,, razapet
vektorima (stupcima) Ry, ..., R,;

e Ako je matrica A tipa (m,n) onda je

r" (A) < min{m,n} .

Moze se pokazati da je:

' (A)=7r"(A) =r,

pa broj r = r (A) nazivamo rang matrice A.

Posljedica:
e (A) <min{m,n};

e Matrica A i njoj transponirana matrica A’ imaju isti
rang, {j.

r(A)=r (AT) :



Primjer 8

1 3
r 2 0| | =2 jr(lég_f]):z
__1 1_
. — —
1 =2
rl| 2 —4 :1:>r([_12 _24 _21]):1
__1 2_

e  (0) = 0, gdje je O nulmatrica bilo kojeg tipa i to je
jedina ranga 0;

e  (E) = n, gdje je E jediniCna matrica reda n;



Efektivho raCunanje ranga

Elementarne transformacije nad matricom A:

1. Zamjena dva retka (stupca) matrice A;

2. Mnozenje nekog retaka (stupca) matrice A
skalarom razliCitim od 0;

3. Dodavanje nekog retka (stupca) matrice A nekom
drugom retku (stupcu) te matrice.

Neka su matrice A, B € M,,,, dvije matrice istog
tipa. Kazemo da je matrica A ekvivalentna matrici B
| piSemo
A~ B,
ako postoji konaCan niz matrica
A= A17 A27 ey Ak—l; Ak =B

sa svojstvom da se matrica A; dobiva primjenom
jedne od elementarnih transformacija na matricu
A;,_q1,zasvakii =2.3,... k.

Ocito je ~ realacija ekvivalencije na skupu M,,, ,,.

Propozicija 2.6 Ekvivalentne matrice imaju isti rang.

Dokaz: Bez dokaza.




Cilj: Matricu svesti na njoj ekvivalentnu kojoj je rang
evidentan.

Neka je r < m,n nenegativan cijeli broj, a D, = [«ay]
matrica tipa (m, n) kojoj su elementi dani sa

S 1, 1=k<r
*7 Y0, inate

tj. matrica oblika

- O =
- = O
. -

-

00 ---1---0

Ova matrica ima rang r i nazivamo je kanonska ma-
trica ranga r tipa (m,n) . OCito je Dy = O.

Teorem 2.4 Svaka matrica je ekvivalentna kanonskoj
matrici D, istog tipa, za neki r.

Dokaz: Bez dokaza.

Posljedica 2.1 Matrica A ima rang r ako i samo ako
je ekvivalentna kanonskoj matrici D, istog tipa.

Dokaz:



Primjer 9

. 24 3| 15117 1 21
1121 2 4 3

=20 r+117. 1 21 ~2Is+11s. 101
001 001
—1-Is+I1Is. 1 00| r11sssIIIs. 100 D
001 010 7*
— r(A) =2.

Uocimo:

e Rang ne ovisi 0 naCinu svodenja na kanonski oblik;
e Rang karakterizira ekvivalentne matrice.

Posljedica 2.2 Dvije matrice istog tipa su ekviva-
lentne ako i samo ako imaju isti rang.

Dokaz:
Zakljucak: Na skupu M,, ,, ima toCno k + 1 klasa

ekvivalencije, gdje je £ = min{m,n}, a klase su
reprezentirane kanonskim matricama D, D, ..., Dy.




2.6 Pojam determinante. Osnovna svojstva

e Determinanta je prvo u algebru uvedena kao sred-
stvo za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi;

e Danas detreminanta igra vaznu ulogu u teoriji

matrica. Pomocu nje dobivamo vazne informacije o
rangu i regularnosti dane matrice;

Prisjetimo se:

e Neka je S = {1,2,...,n}. Svaku bijekcijup: S — S
nazivamo permutacija od S. Oznaka

_( 1 2 .. n ),
P=\p) p@ .. p(n) )’
e Skup svih permutacija S,, od S Cini grupu s obzirom

na kompoziciju kao binarnu operaciju i ta grupa je
reda n!;

e Neka je p € §5,,. Inverzija u p je svaki sluCaj kada je
1 <j ip@)>p().

Ukupan broj inverzija u p oznacujemo sa I (p) i
definiramo



sign(p) = (—1)"%

kao parnost permutacije (p parna sign(p) = 1, p
neparna sign(p) = —1).

Definicija 2.5 Neka je A = [a;,] € M, (F) . Preslika-
vanje
det : M, (F) —» F

definirano sa

det A = Z (—1>I(p) Qip(1)X2p(2) * -+ * Cnp(n)

pES),

nazivamo determinantnom funkcijom, a njenu
vrijednost det A na matrici A nazivamo determinant-
nom matrice A (det A € F)).

Uocimo:

e Osnovni sumand

(=)' 1) 0p2) - Qi)

(ima ih n!) dobiva se od n elemenata, od kojih nikoja
dva nisu u istom retku i istom stupcu, a predznak
ovisi 0 parnosti permutacije p drugih indeksa.



UobiCajena oznaka za je

det A = |A| = |kl

ili krace
a11 Gp2 - Qg
21 (g -+ (9
det A= -
Am1 Am2 - Qmp

U ovoj oznaci, red determinante, elemente, retke,
stupce, dijagonale, definiramo analogno kao kod pri-
padne matrice.

|z definicije imamo:

e Zan = 1, tj. za matricu A = [ay1] imamo

detA = |0411‘ — (X171,

Zan=2imamo

11 (12

:—100404+—1lozoz°
o) = (1) anan + (<1) anan;




Zan = 3imamo

11 (r12 (13
g1 (X9 (X23 | =
31 (¥32 (¥33

= (—1)0 (110033 + (—1>1 1130032 + (—1)1 (1201 (V33
+ (—1)2 (12030031 + (—1)2 (1300210032 + (—1)3 (130920031 =
= (V11022(x33 — (¥11(x23(X392 — (X122 (X33

+r1o0r930i3] + (13ia1 (32 — (X13(¥92(X31.

lli lakSe pamtljivo, tzv. Sarrusovo pravilo

11 (19 13 | 11 Q19
o1 (¥99 (Xg3 | (o1 (M99 | =

31 (¥32 (33 | (x31 (32
= (¥11(¥92(¥33 + (X19(¥93(¥3] + (V13021 (V3]

—X13090(¥31 — (¥11(V23(N32 — (N12(X21(X33.

Uocimo:

e Efektivno raCunanje determinante, po definiciji, vec
zan > 3, je vrlo komplicirano (problem raste s n
-zan = 10 imamo 10! = 3,6 milijjuna osnovnih
sumanada);



e Pojednostavljenje: koristenjem nekih svojstava
determinante.

Propozicija 2.7 Neka je A =[] € M, (F) tada je

det A = Z (—1>I(Q) Oéq(l)lOéq(Q)Q * s Oéq(n)n

qESy
(u osnovnom sumandu su faktori svrstani po prirod-
nom poretku stupaca).

Dokaz:

Posljedica 2.3 Za svaki A = [a;,] € M, (F) je

det A = det A”.
Dokaz:

Propozicija 2.8 Ako je matrica B dobivena iz A zam-
jenom njezinih susjednih redaka (stupaca), onda je

det B = — det A.
Dokaz:

Posljedica 2.4 Ako je matrica B dobivena iz A zam-
jenom bilo koja dva redaka (stupaca), onda je

det B = — det A.
Dokaz:



Uocimo:

e Determinanta primjenom elementarne transforma-
cije 1. mijenja predznak.

Posljedica 2.5 Ako matrica A ima dva ista redaka
(stupaca), onda je

det A = 0.
Dokaz:

Propozicija 2.9 Ako je matrica B dobivena iz
A mnozZenjem jednog njezinog redaka (stupaca)
skalarom A € F', onda je

det B = Adet A.
Dokaz:

Uocimo:

e Determinanta primjenom elementarne transforma-
cije 2. promijeni se za faktor \.

Posljedica 2.6 Ako matrica A ima dva proporcionalna
retka (stupaca), onda je

det A = 0.
Dokaz:



Posljedica 2.7 Ako je A matricaredani A € I bilo
koji skalar tada je

det (AA) = A" det A.
Dokaz:

Propozicija 2.10 Neka su A = |a;], B = |8,
C' = |vy,,] matrice istog reda n, sa svojstvom

M- Qi + B, © =5
4 i = Big, 175

za odabrani s < nizasve k. Onda je
det C' = det A + det B.
Isto vrijedi | za odabrani stupac.

Dokaz:

Uocimo:

e Opcenito je
det (A + B) # det A 4 det B,

ali se det (A + B) moze prikazati kao suma 2"
determinanti.



Posljedica 2.8 Ako je matrica B dobivena iz A do-
davanjem nekog njezinog redaka (stupaca) nekom
drugom retku (supcu), onda je

det B = det A.
Dokaz:

Uocimo:

e Determinanta se, primjenom elementarne transfor-
macije 3., ne mijenja.

Posljedica 2.9

Ako se nekom retku (stupcu) matrice doda linearna
kombinacija ostalih redaka (stupaca), njezina se de-
terminanta ne mijenja.

Ako je neki redak (stupac) matrice linearna kombi-
nacija ostalih redaka (stupaca), njena determinanta
je jednaka nuli.

Dokaz:



2.7 Binet-Cauchyjev teorem.

Svojstva determinante
det \A = \N'det A
det (A+ B) # det A+ det B (opcCenito),
pokazuju da preslikavanje (funkcional)

det : M, (F) —» F

nije linearni funkcional na M, (F’). Ali ovo preslika-
vanje (funkcional) "poStuje mnozenje", tj. vrijedi:

Teorem 2.5 (Binet-Cauchy) Za svaki par matrica A,
B e M,, (F) vrijedi

det (AB) = det A - det B.
Dokaz:

Posljedica 2.10 Za svaki par matrica A, B € M,, (F)
vrijedi
det (AB) = det (BA)

Dokaz:




Propozicija 2.11 Ako je matrica ortogonalna, onda je

det A = +1.

Dokaz:

UocCimo: Obrat ove propozicije ne vrijedi. Npr. za

2 1
A-[11]
je det A = 1, ali A nije ortogonalna jer je joj retci
(stupci) ne Cine ortonormirani sustav.

2.8 Laplaceov razvoj determinante.

Determinantu reda 3 racunali smo pomocu determi-
nanti reda 2 na sljedeci naCin:

11 (12 (13
g1 (X9 (X923 | =
3] (32 (¥33

o1 (V93 21 (X929

+ «

31 (33 31 (x32

(razvoj po prvom retku). Generalizirajmo ovo:



Neka je A = |«,;;] kvadratna matrica reda n i

11 Q12 - Qqp
det A — o1 (g9 -+ oy _
Op1 Opg -+ Opp
I
— Z <_1> ) A1p(1)A2p(2) * -+ * Cnp(n) (1)
PES,

njena determinanta.

e |zdvojimo 7—ti redak
{041'17 Qj, * Oém} - (2)

e Svaki osnovni sumand u (1) sadrzi toCno jedan
element iz skupa (2);

e Element «;; sadrzZi to¢no (n — 1)! osnovnih
sumanada;

e |1zlu€¢imo element «;; iz tih (n — 1)! osnovnih
sumanada. U zagradi ostaje suma produkata od
n — 1 elementa dane determinante, od kojih niti
jedan nije iz :—tog retka i k—tog stupca. lzraz
u zagradi nazivamo algebarski komplement ili
kofaktor elementa «;;. kojeg oznaCujemo sa

Ak



e Primjer: Zan = 3 imamo

11 (12 (13
91 (g9 (X93 | =

3] (X¥32 (X33
= (¥11(920¥33 — (X11(V23(N32 — (X12(X21(X33
1900930031 + (X13(i91 (32 — (X13(¥92(X31.

|lzdvojimo prvi redak i element a13. Njegov alge-
barski komplement nalazimo na sljedeci nacin

(V1321 (X392 — (X13(k92(¥31 = (V13 (04210432 — 04220431) =

Az’k: = (k9139 — (X99(¥31

e Analogno vrijedi za fiksikrani odabrani k£—ti stupac;

e Kako je determinanta suma svih svojih osnovnih
sumanada, imamo:



Propozicija 2.12 (Laplace) Za matricu A = |« vri-
jedi:

1) det A=) «;jA;jzasvakii =1, ..., n;
j=1

2)det A=) ajpAjrzasvakik=1,....n.
j=1

KaZemo da je 1) razvoj det A po njenom ¢—to retku, a
2) razvoj det A po njenom k—tom stupcu.

Struktura algebarskih komplemenata A;;.:

e Neka je «;;, bilo koji element matrice A;

e UoCimo submatricu od A koja se dobije ispustanjem
1—tog retka i k—tog stupca iz A;

e Oznacimo njenu determinantu sa

@1 0 Q011 O1f+1 o Olp
a—l 1 o o o O{_]_ k—]_ O{—l k 1 o o o Oé_l
Az’k — det 1—1, 1—1, 1—1,k+ 1—1n
Qi1 o Q-1 Qyyik+1 - Qypin
| Qn1 o Q-1 Onky+1 t Qpp




Ovo je determinanta (n — 1)—reda, a nazivamo je
subdeterminanta ili minora matrice A odredena el-
ementom «;;..

Teorem 2.6 Za svakii, k=1, ...,n vrijedi
A = (=1 Ay

Dokaz: Bez dokaza.

|z Propozicije 2.12 i Teorema 2.6 slijedi: za matricu
A= [OAZ]{;] c Mn je:

1) det A = Zl <—1)Z+‘7 Oéz'inj za svaki 1 = L,....,n;
j:

2) det A= > (=1 a; A zasvakik =1, ..., n.
j=1

Primjer
a)
‘ 1 -3

w ‘ = (drugi redak) = (—1)2+1 2|3+ (_1)2+2 41

=(=1)-2-(=3)4+1-4-1=10



X 2 0
0 1| = (treéistupac) = (—1)""".0- ‘ |
1 0

9|7

I -1

-2 1

_|_<_1)2+3.1.| .

‘+<_1)3+3.0.'1 —1‘:

—0—-1-(1-2)+0=1.

Propozicija 2.13 Za matricu A = |« je, uz i # j,

Z Oéz']{;Ajk = 0.
k=1

Dokaz: Bez dokaza.

Posljedica 2.11 Za bilo koju matricu A = |« je

1) Z aikAjk — 52'3' det A;
k=1

2) Z @ikAjl — 5/4;[ det A.
1=1

Dokaz:



Neka je matrica A = |«a;] € M,,, a [A;;] matrica al-
gebarskih komplemenata matrice A. Transponiranu
matricu te matrice, tj. matricu

~

A=[Au]" = [An].

nazivamo adjunkta matrice A.

Propozicija 2.14 Za svaku matricu A € M,,
AA=AA=detA-E,

gdje je E jediniCha matrica reda n.

Dokaz:

Posljedica 2.12 Za svaku matricu A € M,, je

det A - det A = (det A)".
Dokaz:



2.9 Jos o rangu i inverzu matrice

Pomoc¢u determinante mozemo utvrditi je li matrica
regularna ili nije, te odrediti njezin rang, odnosno in-
verz ako je regularna.

Teorem 2.6 Matricu A € M, je regularna onda i
samo onda ako je det A # 0.

Dokaz:

Posljedica 2.13 Ako je A € M,, je regularna, njen in-
verz je dan formulom

A7l = (det A)7' 4,

gdje je A adjunkta matrice A.

Dokaz:

Posljedica 2.14 Neka je A € M,,. Onda je:

a)det A # 0 ako i samo ako skup njezinih stupaca
(redaka) linearno nezavisan;

b) det A = 0 ako i samo ako skup njezinih stupaca
(redaka) linearno zavisan.

Dokaz:




