
4. SUSTAVI LINEARNIH JEDNAD�BI

� Za odred̄ivanje ima li sustavi linearnih jednad�bi
rje�enje(a) i ako ima kako ga (ih) naći, va�nu ulogu
imaju linearni operatori, matrice i determinante.

3.1 Notacija i formulacija

Neka je F dano polje. Tada skup od m izraza oblika,
gdje je �ik 2 F , �i 2 F , i = 1; :::;m, j = 1; :::; n,

�11x1 + �12x2 + � � � + �1mxn = �1
�21x1 + �22x2 + � � � + �2mxn = �2... ... ... ...
�m1x1 + �m2x2 + � � � + �mnxn = �m

; (1)

nazivamo sustav od m linearnih jednad�bi sa n
nepoznanica x1; :::; xn nad poljem F . Skalare �ik
nazivamo koe�cijenti sustava, a skalare �1; :::�m
slobodni koe�cijenti. Kraći zapis sustava:

nX
k=1

�ikxk = �i; i = 1; ::;m (2)

Napomena: općenito je m 6= n:



Rje�enje sustava (1) je svaka ured̄ena n�torka
(
1; 
2; :::; 
n) 2 F n koja supstitucijom x1 =

1; :::; xn = 
n sve jednad�be u (1) prevodi u trivijalne
identitete u polju F .

Rje�iti sustav (1) zna�ci naći sva njegova rje�enja.

Sustavu (1) pridru�ujemo matrice

A =

2664
�11 �12 � � � �1n
�21 �22 � � � �2n
... ... ...
�m2 �m2 � � � �mn

3775 matrica sustava

X =

2664
x1
x2
...
xn

3775 stupa�cana matrica nepoznanica

B =

2664
�1
�2...
�m

3775 stupa�c. mat. slobodnih koe�cijenata

pa sustav (1) mo�emo zapisati kao matri�cnu jed-
nad�bu

AX = B; (3)
kod koje je X nepoznata matrica (Ovo slijedi iz
de�nicije mno�enja i jednakosti matrica).



Rje�enje matri�cne jednad�be (3) bit će stup�cana
matrica

C =

2664

1

2...

m

3775 (4)

za koju supstiticija X = C u (3) daje matri�cnu jed-
nakost

AC = B:

Uo�cimo: Sustav (1) je ekvivalentan s matri�cnom jed-
nad�bom (3) ( (1) , (3) ) u smislu da svako rje�enje
(
1; 
2; :::; 
n) 2 F n od (1) odred̄uje jedno rje�enje
(stup�canu matricu) C oblika (4); i obratno.

Sustavu (1) pridru�ujemo i pro�irenu matricu sustava

Ap = [A jB ] =

2664
�11 �12 � � � �1n �1
�21 �22 � � � �2n �2... ... ... ...
�m2 �m2 � � � �mn �m

3775 :



Primjer 1 Sustavu

2x1 � 3x2 � x3 = 1 (P1)
�x1 + 2x2 + 4x3 = 0

mo�emo pridru�iti tri matrice

A =

�
2 �3 �1
�1 2 4

�
matrica (koe�cijenata) sustava

X =

24 x1x2
x3

35 stupa�cana matrica nepoznanica

B =

�
1
0

�
stupa�cana matrica slobodnih koe�cijenata

Sada je

AX =

�
2x1 � 3x2 � x3
�x1 + 2x2 + 4x3

�
;

pa iz (P1) slijedi jednakost matrica
AX = B:

Sustavu pridru�ujemo i pro�irenu matricu sustava

Ap = [A jB ] =
�
2 �3 �1
�1 2 4

���� 10
�
:



Tri osnovna problema:

� Problem egzistencije rje�enja. Koji su nu�ni i
dovoljni uvjeti da bi sustav (1) imao barem jedno
rje�enje? Razlikujemo slu�cajeve:

� Sustav nema rje�enja. Tada ka�emo da je
nemoguć ili nerje�iv ili inkompatibilan.

� Sustav ima rje�enja. Tada ka�emo da je moguć
ili rje�iv ili kompatibilan.

� Problem strukture rje�enja. Ako je sustav rje�iv
razlikujemo slu�cajeve:

� Sustav ima to�cno jedno rje�enje (treba naći kriterij
za jedinstvenost);

� Sustav ima vi�e (beskona�cno) rje�enja (treba naći
koja su med̄u njima linearno nezavisna (interpre-
tirana kao vektori));

� Problem efektivnog rje�evanja sustava. Ako
je sustav rje�iv kako naći algoritam koji nam
omogućava nala�enje svih rje�enja.



Primjer 2
1. Sustav

x1 + 2x2 = 1

2x1 + 3x2 = �2

ima to�cno jedno rje�enje (x1; x2) = (�7; 4) : Ovaj
sustav (zamjenom: x1 7! x i x2 7! y) mo�emo
geometrijski interpretirati kao dva pravca u ravnini

p1 ::: x + 2y = 1

p2 ::: 2x + 3y = �2
koji se sijeku u to�cki (x; y) = (�7; 4) :

2. Sustav
x1 + 2x2 = 2

�2x1 � 4x2 = 1

nema rje�enja. Ovaj sustav (zamjenom: x1 7! x i
x2 7! y) mo�emo geometrijski interpretirati kao dva
paralelna pravca u ravnini

p1 ::: x + 2y = 1 =) y = �1
2
x +

1

2

p2 ::: � 2x� 4y = 1 =) y = �1
2
x� 1

4
(ne sijeku se)



3. Sustav
x1 + 3x2 = 5

�2x1 � 6x2 = �10

imama beskona�cno rje�enja danih sa x2 = t;
x1 = �3x2 + 5 = �3t + 5; t 2 R; tj.

(x1; x2) = (�3t + 5; t) ; t 2 R:

Ovaj sustav (zamjenom: x1 7! x i x2 7! y) mo�emo
geometrijski interpretirati kao dva pravca u ravnini
koji se podudaraju

p1 ::: x + 3y = 5 =) y = �1
3
x +

5

3

p2 ::: � 2x� 6y = �10 =) y = �1
3
x +

5

3
(pravci se sijeku u svim to�ckama - jednad�be
predstavljaju isti pravac).



3.2 Geometrijska interpretacija

Neka su U i V vektorski prostori nad poljem F di-
menzija n i m, redom, te neka su u U i V dane baze
(e) = fe1; :::; eng i (f ) = ff1; :::; fmg redom.
� Tada je matricom A = [�ij] tipa (m;n) jednozna�cno
odred̄en linearni operator

l : U ! V;

�ciji je matri�cni zapis u paru baza (e) i (f ) upravo
matrica A.

� Nadalje, matricom B = [�i] tipa (m; 1) jednozna�cno
je odred̄en vektor b 2 V �ciji je matri�cni zapis u bazi
(f ) upravo matrica B.

� Sada se problem rje�evanja sustava (1), (3) svodi
na problem nala�enja svih vektora x 2 U za koje je

l (x) = b: (5)
Naime, ako sa X ozna�cimo koordinatnu matricu
tra�enog vektora x u bazi (e), onda (5), matri�cno
mo�emo zapisati kao

AX = B: (3)
Dakle, problem nala�enja svih rje�enja sustava (1)
se svodi na nala�enje skupa

l�1(b) � U;
tj. praslika vektora b.



3.3 Egzistencije rje�enja.

Problem (sustav) (1) , (3) će imati rje�enje ako i
samo ako je

l�1(b) 6= ;;
tj. ako i samo ako je

b 2 Im l:
(uz oznake iz predhodnog paragrafa).

Kriterij na nivou matrica:

Teorem 4.1 (Kronecker-Cappelli) Sustav linearnih
jednad�bi je rje�iv ako i samo ako matrica tog sus-
tava i pro�irena matrica tog sustava imaju isti rang, tj.
ako je

r (Ap) = r (A) :

Dokaz:

Posljedica 4.1 Ako je rang matrice sustava jednak
broju jednad�bi, tj. ako je

r (A) = m;

onda je taj sustav sigurno rje�iv.
Dokaz:



Geometijska interpretacija Posljedice 4.1 :

r (A) = m ) r (l) = dim (Im l) = m = dimV

) l surjektivan ) l�1(b) 6= ;;
(uz oznake od prije).

3.4 Cramerov sustav

De�nicija 4.1 Za sustav linearnih jednad�bi
nP
k=1

�ikxk = �i; i = 1; :::;m; tj. (1), odnosno

matri�cnim zapisom AX = B ((3)) ka�emo da je
Cramerov, ako je ispunjeno:

i) m = n;

ii) r (A) = n:

Uo�cimo:

� Matrica Cramerovog sustava A je kvadratna
(m = n) i regularna (r (A) = n), pa joj je detA 6= 0;

� Po Posljedici 4.1, zbog r (A) = n (=broj jednad�bi),
Cramerov sustav je uvijek rije�iv.



Geometijska interpretacija:

Za pridru�eni linearni operator l : U ! V vrijedi:

� dimU = dimV = n;
� r (l) = n = dimV �to povla�ci da je l surjektivan.
Sada, po Teoremu o rangu i defektu, vrijedi
d (l) = dimU � r (l) = n� r (l) = n� n = 0;

pa je l i injektivan.

Dakle, l je izomor�zam vektorskih prostora U i V .
Prema tome, postoji jedinstven vektor c 2 U tako da je

l (c) = b;

ili na nivou matrica, matri�cna jednad�ba AX = B ima
jedinstveno rje�enje X = C.

Na taj na�ci smo dokazali:

Propozicija 4.1 Cramerov sustav uvijek ima jedno i
samo jedno rje�enje.



Efektivno rje�evanje Cramerovog sustava

Uvedimo oznake:
�

D = detA;

� Neka je Dk determinanta matrice koja se dobije
zamjenom k�tog stupca matrice A s matricom
slobodnih koe�cijenata B, tj.

Dk =

��������
�11 � � � �1 k�1 �1 �1 k+1 � � � �1n
�21 � � � �2 k�1 �2 �2 k+1 � � � �2n... ... ... ... ...
�n2 � � � �n k�1 �n �n k+1 � � � �nn

��������
Teorem 4.2 Jedinstveno rje�enje Cramerovog sus-
tava je dano sa C = [
k] ; gdje je


k = DkD
�1; k = 1; :::; n:

Dokaz:



3.5 Homogeni sustav

De�nicija 4.2 Za sustav linearnih jednad�bi (1)
ka�emo da je homogen ako su svi slobodni koe�ci-
jenti jednaki nula, tj. ako ima oblik

nX
k=1

�ikxk = 0; i = 1; ::;m;

odnosno matri�cnim zapisom AX = 0.

Uo�cimo:
� Homogeni sustav je uvijek rje�iv jer ima barem
trivijalno rje�enje

x1 = ::: = xn = 0; tj. X = O

� Interesira nas kada će sustav imati i netrivijalna
rje�enja.

Ako homogeni sustav ima i netrivijalna rje�enja, onda
će pridru�eni linearni operator l : U ! V imati netriv-
ijalnu jezgru Ker l:

Budući je Ker l < U i

dim (Ker l) = d (l) i r (l) = r(A)

onda je, po Teoremu o rangu i defektu

d (l) = dimU � r (l) = n� r(A):



Iz ovoga , o�cigledno slijedi:

Propozicija 4.2 Homogeni sustav uvijek ima:

i) samo trivijalno rje�enje ako i samo ako je r(A) = n;

ii) i netrivijalna rje�enja ako i samo ako je r(A) < n:

Posljedica 4.2 Homogeni sustav kod kojeg je broj
jednad�bi manji od broja nepoznanica, ima uvijek i
netrivijalna rje�enja.
Dokaz:

Posljedica 4.3 (Roucheov) Homogeni sustav kod
kojeg je broj jednad�bi podudara s brojem nepoznan-
ica ima uvijek netrivijalna rje�enja ako i samo ako je
detA = 0.
Dokaz:

Struktura rje�enja homogenog sustava:

Neka je

AX = 0 i r(A) < n: (6)

Budući je tada jezgra Ker l pridru�enog linearnog
operatora l : U ! V netrivijalni potprostor od U di-
menzije

d = n� r(A) > 0;



u tom potprostoru postoji d linearno nezavisnih vek-
tora npr. fc1; :::; cdg i svi ostali vektori iz Ker l su
linearna kombinacija ovih vektora.
Pridru�ene koordinatne matrice Ci vektora ci u
bazi (e) od U nazivamo fundamentalnim skupom
rje�enja sustava (6) :

Uo�cimo:
� Svaka od matrica Ci, i = 1; :::; d je rje�enje sus-
tava (6) i svako drugo rje�enje C od (6) se mo�e
prikazati u obliku

C = �1C1 + ::: + �dCd; �i 2 F; (7)

tj. kao linearna kombinacija fundamentalnih
rje�enja;

� Ako u (7) pustimo da svi �i poprimaju sve vrijednosti
u F , onda dobivamo sva moguća rje�enja sustava
(6) : Stoga, (7) nazivano opće rje�enje sustava (6).

Na taj na�ci smo dokazali:

Teorem 4.3 Homogeni sustav kod kojeg je d =
n� r(A) ima to�cno d fundamentalnih rje�enja. Svako
rje�enje tog sustava je linearna kombinacija funda-
mentalnih rje�enja.



3.6 Nehomogeni sustav

De�nicija 4.3 Za sustav linearnih jednad�bi
nX
k=1

�ikxk = �i; i = 1; ::;m; (2)

ka�emo da je nehomogen ako je barem jedan slo-
bodnih koe�cijenta razli�cit od nule.

Matri�cnim zapisom AX = B, gdje je B 6= O.
Sustav AX = O nazivamo homogen sustav
pridru�en sustavu (2).

Pretpostavimo da je sustav (2) rje�iv, tj. da vrijedi

r (Ap) = r (A) = r:

To zna�ci da za pridru�eni linearni operator l : U ! V
sustavu (2) (ili l (x) = b) vrijedi

b 2 Im l, tj. l�1 (b) 6= ;:

� Neka je c0 2 l�1 (b) bilo koji vektor, tj. vektor za koji
je l (c0) = b: Tada za svaki drugi vektor c 2 l�1 (b)
vrijedi

l (c� c0) = l (c)� l (c0) = b� b = �: (8)

Dakle, c� c0 2 Ker l; tj. c 2 c0 +Ker l; pa je
l�1 (b) � c0 +Ker l: (9)



� Obrnuto, neka je y 2 c0 + Ker l bilo koji vektor.
Tada postoji vektor y0 2 Ker l tako da je y = c0 + y0;
pa je

l (y) = l (c0 + y
0) = l (c0) + l (y

0) = b + � = b;

tj. y 2 l�1 (b) ; pa je
c0 +Ker l � l�1 (b) : (10)

Iz (9) i (10) imamo

c0 +Ker l = l
�1 (b) :

Na taj na�ci smo dokazali:

Propozicija 4.3 Skup l�1 (b) � U svih rje�enja
sustava l (x) = b je linearna mnogostrukost c0+Ker l
u prostoru U:



Matri�cna interpretacija strukture rje�enja
nehomogenog sustava:

Neka je C0 koordinatna matrica vektora c0 2 l�1 (b) :
tu matricu nazivamo partikularno rje�enje sustava
(2):

Ako je C koordinatna matrica bilo kojeg drugog vek-
tora c 2 l�1 (b) ; onda iz (8) slijedi

A (C � C0) = O;
pa je C�C0 rje�enje homogenog sustava pridru�enog
sustavu (2):

Na taj na�ci smo dokazali:
Propozicija 4.4 Razlika bilo koja dva rje�enja
nehomogenog sustava je rje�enje pridru�enog ho-
mogenog sustava.

Pretpostavimo da je fC1; :::; Cdg fundamentalni skup
rje�enja pridru�enog homogenog sustava, tada pos-
toje skalari �1; :::; �d 2 F; takvi da je

C � C0 = �1C1 + ::: + �dCd )

C = C0 + �1C1 + ::: + �dCd: (11)



Dakle, svako rje�enje C nehomogenog sustava (2),
za neki izbor skalara �i 2 F , mo�e se napisati u
obliku (11). Vrijedi i obrnuto, sa (11) je dano neko
rje�enje nehomogenog sustava (2):

U tom smislu (11) nazivamo općim rje�enjem neho-
mogenog sustava (2):

Na taj na�ci smo dokazali:

Teorem 4.4 Opće rje�enje nehomogenog sustava
jednako je sumi bilo kojeg partikularnog rje�enja
tog sustava i općeg rje�enja njemu pridru�enog ho-
mogenog sustava.

3.7 Gaussova metoda eliminacije

� Gaussova metoda eliminacije je algoritam za
efektivno rje�avanje sustava;

� Prednosti ove metode:
� daje odgovor je li sustav rje�iv ili ne;
� ako je sustav rje�iv, efektivno se mogu naći sva
rje�enja;

� laka primjena na ra�cunalima.



De�nicija 4.4 Za dva sustava linearnih jednad�bi nad
istim poljem F , s istim brojem nepoznanica (ali ne
nu�no s istim brojem jednad�bi) ka�emo da su ekvi-
valentna ako je svako rje�enje prvog sustava ujedno
rje�enje drugog sustava, i obrnuto.

De�nicija 4.5 Reći ćemo da smo nad sustavom
linearnih jednad�bi izvr�ili elementarnu transforma-
ciju ako smo izvr�ili jednu od sljedećih radnji:

i) zamijenili poredak dviju jednad�bi u sustavu;

ii) neku jednad�bu pomno�ili skalarom razli�citim od 0;

iii) jednu jednad�bu pribrojili drugoj.

Uo�cimo: Elementarne transformacije na sustavu
odgovaraju elementarnim transformacijama nad
retcima pro�irene matrice sustava Ap.

Propozicija 4.5 Ako se na sustavu linearnih jed-
nad�bi izvr�i kona�cni broj elementarnih transforma-
cija on prelazi u sebi ekvivalentan sustav.

Dokaz: Bez dokaza.



Na osnovi prethodnog imamo:

Propozicija 4.6 Dva su sustava linearnih jednad�bi
ekvivalentna ako i samo ako su pro�irene matrice
tih sustava ekvivalentne i to preko niza elementarnih
transformacija nad retcima.

Osnovna ideja Gaussova metoda eliminacije:

� zamjena polaznog sustava s njemu ekvivalentnim
iz kojeg se lako vidi je li sustav rje�iv ili ne, a ako
jest, lako se dobije njegovo rje�enje.

Postupak:

Sustavu
nX
k=1

�ikxk = �i; i = 1; ::;m (2)

pridru�imo pro�irenu matricu sustava

Ap = [A jB ] =

2664
�11 �12 � � � �1n
�21 �22 � � � �2n
... ... ...
�m2 �m2 � � � �mn

��������
�1
�2...
�m

3775
Nizom elementarnih transformacija nad retcima ma-
trice Ap = [A jb] i zamjenom prvih n stupaca matrice
A (zadnji ne diramo); cilj je doći do ekvivalentne ma-
trice oblika



Aps : : : s A0p=

266666666664

1 0 � � � � � � 0 �01r+1 � � � �01n
0 1 0 � � � 0 �02r+1 � � � �02n
0 0 . . .

...
...

...

...
... 1 0 ...

...

0 0 � � � 0 1 �0rr+1 � � � �0rn
0 0 � � � 0 0 � � � 0
...

...
...

...
...

0 0 � � � 0 0 � � � 0

����������������

�01
�02
...

...

�0r
�0r+1

...

�0m

377777777775
Matrica A0p = [A0 jB0 ] je pro�irena matrica sustava

x1+ +�01r+1xr+1+ � � � +�01nxn
x2+ +�02r+1xr+1+ � � � +�02nxn

...
...

...
...

xr+ �0rr+1xr+1+ � � � +�0rnxn
0
...

0

= �01
= �02

...

...

= �0r
= �0r+1

...

= �0m

koji je ekvivalentan polaznom do na, moguću, per-
mutaciju nepoznanica. Nadalje, iz na�cina kao je
dobiven A0p; vidimo da je A s A0, tj. r (A) = r (A0) :
Kako je o�cito r (A0) = r; imamo r (A) = r (A0) = r:
Ako je:
� barem jedan od �0r+1; :::; �

0
m razli�cit od 0; tada je

r (A) = r < r (Ap) = r + 1; pa sustav nije rje�iv.



� �0r+1 = ::: = �0m = 0; tada je
r (A) = r (A0) = r

�
A0p
�
= r (Ap) = r;

pa dobiveni sustav ima rje�enje i to:

� ako je r = n; imamo jedinstveno rje�enje dano sa

x1 = �
0
1

x2 = �
0
2...

xn = �
0
n

ili matri�cno X =

2664
�01
�02...
�0n

3775 ;
do na permutaciju nepoznanica.

� ako je r < n i d = n � r imamo d�parametarsko
rje�enje, a nepoznanice kojima pripadaju stupci
r + 1; :::; n su slobodni parametri . To rje�enje je
dano sa

x1 = �
0
1 � �01r+1t1 � :::� �01ntd

x2 = �
0
2 � �02r+1t1 � :::� �02ntd...

xr = �
0
n � �0rr+1t1 � :::� �0rntd

xr+1 = t1
...
xn = td

(12)

do na permutaciju nepoznanica.



Rje�enje (12) mo�emo zapisati i matri�cno u obliku

X =

26666664
x1
...

xr
xr+1

...

xn

37777775=
26666664
�01
...

�0r
0
...

0

37777775+t1
26666664
��01r+1

...

��0rr+1
1
...

0

37777775+::: + td
26666664
��01r+1

...

��0rr+1
0
...

1

37777775
= C0 + t1C1 + ::: + tdCd (13)

Ovdje je:

� C0 jedno partikularno rje�enje dobivenog
sustava (2) za izbor skalara t1 = ::: = td = 0;

� C1; :::; Cd su rje�enja homogenog sustava
pridru�enog dobivenom sustavu. Ova rje�enja
su linearno nezavisna jer je njihova matrica tipa
(n; d), d � n o�cito maksimalnog ranga d: Budući
da ih ima upravo d = n� r ona predstavljaju fun-
damentalan skup rje�enja homogenog sustava
pridru�enog dobivenom sustavu. Dakle, (13) je
tipa

X = C0 +H;

tj. suma jednog partikularnog rje�enja C0 do-
bivenog sustava i općeg rje�enja H homogenog
sustava pridru�enog dobivenom sustavu, pa je



to opće rje�enje dobivenog sustava, a onda i
polaznog (2).

Primjer: Zadani su sustavi:
1.

x1 + 2x2 + x3 = �2
2x1 + 4x2 + 3x3 = �3
x1 + x2 + x3 = 4

Gaussova metoda eliminacije:
Odgovarajuća pro�irena matrica sustava je

Ap = [AjB] =

24 1 2 12 4 3
1 1 1

������
�2
�3
4

35 �2�I r:+II r:s
�1�I r:+III r:

24 1 2 1
0 0 1
0 �1 0

������
�2
1
6

35
II r:� III r:s

24 1 2 1
0 �1 0
0 0 1

������
�2
6
1

35 2�II r+Ir:s
�1�II r

24 1 0 10 1 0
0 0 1

������
10
�6
1

35
�1�III r:+I rs

24 1 0 00 1 0
0 0 1

������
9
�6
1

35 = [A0jB0] = A0p
Dakle, ovdje jem = n = 3; te r (A) = r (Ap) = r = 3;
pa imamo jedinstveno rje�enje (x1; x2; x3) =
(9;�6; 1) :



2.
x1 + 2x2 + x3 = �2

2x1 + 4x2 + 3x3 = �3
2x1 + 4x2 + x3 = 0

Gaussova metoda eliminacije:
Odgovarajuća pro�irena matrica sustava je

Ap = [AjB] =

24 1 2 12 4 3
2 4 1

������
�2
�3
0

35 �2�I r:+II r:s
�2�I r:+III r:

24 1 2 1
0 0 1
0 0 �1

������
�2
1
4

35
II r:+III r:s

24 1 2 10 0 1
0 0 0

������
�2
1
5

35 �1�II r:+I rs

24 1 2 00 0 1
0 0 0

������
�3
1
5

35 =
II st:� III st:s

24 1 0 20 1 0
0 0 0

������
�3
1
5

35 = [A0jB0] = A0p
Dakle, ovdje je m = n = 3; te r (A) = 2; r (Ap) = 3;
pa sustav nema rje�enja.



3.
x1 + 2x2 + x3 = �2

2x1 + 4x2 + 3x3 = �3
2x1 + 4x2 + x3 = �5

Gaussova metoda eliminacije:
Odgovarajuća pro�irena matrica sustava je

Ap = [AjB] =

24 1 2 12 4 3
2 4 1

������
�2
�3
�5

35 �2�I r:+II r:s
�2�I r:+III r:

24 1 2 1
0 0 1
0 0 �1

������
�2
1
�1

35
II r:+III r:s

24 1 2 10 0 1
0 0 0

������
�2
1
0

35 II st:� III st:s

24 1 1 20 1 0
0 0 0

������
�2
1
0

35
�1�II r:+Ir:s

24 1 0 20 1 0
0 0 0

������
�3
1
0

35 = [A0jB0] = A0p
Dakle, ovdje je m = n = 3; te r (A) = r (Ap) = 2;
pa je d = 3 � 2 = 1 tj. imamo jednoparametarsko
rje�enje:



x1 + 2x2 = �3
x3 = 1
x2 = t

9=;)
x3 = 1
x2 = t

x1 = �3� 2x2 = �3� 2t

9=;
) (x1; x2; x3) = (�3� 2t; t; 1) ; t 2 R:

Matri�cno:

X =

24 x1x2
x3

35=
24 �30
1

35+t
24 �21
0

35 ; t 2 R:
3.7 Metoda redukcije na Cramerov sustav

Pretpostavimo da je sustav
nX
k=1

�ikxk = �i; i = 1; ::;m; (2)

rje�iv i neka je r (Ap) = r (A) = r.

Bez smanjenja općenitosti pretpostavimo da je da je
prvih r redaka i prvih r stupaca matrice Ap linearno
nezavisno (to se uvijek mo�e postići zamjenom jed-
nad�bi i permutacijom varijabla, ne dirajući zadnji
stupac).



Ovo upravo zna�ci da je kvadratna submatrica matrice
Ap reda r, koja se nalazi gornjem lijevom kutu ma-
trice Ap regularna, tj. da joj je determinanta razli�cita
od nule. Dakle,

Ap =

266664
�11 � � � �1r �1r+1 � � � �1n �1... . . . ... ...
�r1 � � � �rr �2r+1 � � � �2n �r... ... ... ... ...
�m1 �mr �mr+1 � � � �mn �m

377775 :

Tada prvih r jednad�bi nazivamo osnovnim jed-
nad�bama sustava (2), tj. sustav

�11x1 + + �1rxr + �1r+1xr+1 + + �1mxn = �1
...

...
...

...
...

�r1x1 + + �rrxr + �rr+1xr+1 + + �rmxn = �r

;

(14)

nazivamo osnovnim sustavom pridru�enim sus-
tavu (2): Nepoznanice x1; :::; xr nazivamo glavnim
nepoznanicama, a ostale slobodnima.

Propozicija 4.7 Sustav (2) je ekvivalentan pripad-
nom osnovnom sustavu (14).

Dokaz:



Dakle, da bi rije�ili sustav (2) dovoljno je rije�iti sus-
tav (14): Napi�emo ga u obliku

�11x1 + + �1rxr = �1 � �1r+1xr+1 � � �1mxn
...

...
...

...
...

�r1x1 + + �rrxr = �r � �rr+1xr+1 � � �rmxn

;

i shvatimo kao sustav s (glavnim) nepoznanicama
x1; :::; xr: Kako je, po pretpostavci,������

�11 � � � �1r
... . . . ...
�r1 � � � �rr

������ 6= 0:
to je Cramerov sustav za svaki izbor skalara
xr+1 = 
r+1; :::; xn = 
n:

Ako je jedinstveno rje�enje tog sustava x1 =

1; :::; xr = 
r; onda opće rje�enje polaznog su-
atava (2) ovisi o n� r = d slobodnih parametara.



Primjer: Zadan je sustav:

x1 + 2x2 + x3 = �2 (15)
�x1 � 2x2 + x3 = 4

2x1 + 4x2 + x3 = �5:

Odgovarajuća pro�irena matrica sustava je

Ap = [AjB] =

24 1 2 1
�1 �2 1
2 4 1

������
�2
4
�5

35
I r:+II r:s

�2�I r:+III r:

24 1 2 1
0 0 2
0 0 �1

������
�2
2
�1

35 1
2�II r:+III r:s

1
2�II r

24 1 2 10 0 1
0 0 0

������
�2
1
0

35
Dakle r (A) = r (Ap) = 2: Iz ovoga vidimo da je
jedna jednad�ba linearna kombinacija ostale dvije
(IIj: = 3 � Ij:�2 � IIIj:). Gornji sustav napi�imo (per-
mutirajući jednad�be i nepoznanice) u obliku

x1 + x3 + 2x2 = �2
2x1 + x3 + 4x2 = �5
�x1 + x3 � 2x2 = 4

Odgovarajuća pro�irena matrica sustava je



Ap = [AjB] =

24 1 1 2
2 1 4
�1 1 �2

������
�2
�5
4

35
koja u gornjem lijevom kutu ima regularnu kvadratnu
matricu reda 2:Osnovni sustav pridru�en sustavu (15)
je tada

x1 + x3 + 2x2 = �2; (16)
2x1 + x3 + 4x2 = �5;

a glavne nepoznanice x1 i x3, te x2 slobodni para-
metar. Sustav (16) zapi�imo kao

x1 + x3 = �2� 2x2;
2x1 + x3 = �5� 4x2:

Ovaj sustav ima rje�enja (D = �1, D1 = 2x2 + 3;
D2 = �1)

x1 = �2x2 � 3;
x3 = 1;

tj. rje�enje polaznog sustava (15) je dano sa



x1 = �2x2 � 3
x3 = 1
x2 = t

9=;)
x1 = �3� 2t
x2 = t
x3 = 1

9=;
) (x1; x2; x3) = (�3� 2t; t; 1) ; t 2 R:

Matri�cno:

X =

24 x1x2
x3

35=
24 �30
1

35+t
24 �21
0

35 ; t 2 R:
3.7 Matri �cne jednad�be

Linearne matri �cne jednad�be su jednad�be oblika

AX = B ili Y A = B (17)

gdje su A = [�ik] i B = [�ik] dane kvadratne matrice
reda n nad poljem F , a X = [xik] i Y = [yik] nepoz-
nate kvadratne matrice istog reda, koje treba odrediti.

Rje�enje ovakve matri�cne jednad�be je bilo koja ma-
trica C = [
ik] nad poljem F koja matri�cnu jednad�bu
prevodi u matri�cni identitet. Rje�iti matri�cnu jed-
nad�bu zna�ci naći sva njena rje�enja.



� Ako je A regularna matrica onda matri�cna jed-
nad�ba

AX = B (Y A = B)

ima jedinstveno rje�enje, i rje�enje je onda dano sa

X = A�1B ili (Y = BA�1):

� Ako je A singularna matrica onda se matri�cna
jednad�ba

AX = B (Y A = B)

svodi na rje�avanje sustava od n2 linearnih jed-
nad�bi i n2 nepoznanica. (ili na rje�avanje n
sustava od kojih svaki ima n linearnih jednad�bi i n
nepoznanica). Rje�avanjem sustava zaklju�cujemo
je li polazna jednad�ba nerje�iva ili ima beskona�cno
rje�enja.

Ako je
B =

h
b(1) b(2) � � � b(n)

i
i

X =
h
x(1) x(2) � � � x(n)

i
gdje su b(1),...,b(k); x(1),..., x(k) stupci matrice B
odnosno X; redom, onda matri�cna jednad�ba



AX = B ima oblikh
Ax(1) Ax(2) � � � Ax(n)

i
=
h
b(1) b(2) � � � b(n)

i
;

odnosno dobivamo n sustava koji imaju matri�cni zapis

Ax(1) = b(1)

Ax(2) = b(2) (18)
...

Ax(n) = b(n):

Svih n sustava ima istu matricu sustava, a to je
upravo matrica A: Sustave rje�avamo istovremeno
Gaussov metodom eliminacije. Formiramo matricu

[A j B ] =
h
A
���b(1) b(2) ... b(n)i :

Elementarnim transformacijama nad retcima gornje
matrice (i eventualnom permutacijom prvih n stu-
paca) dolazimo do oblika

[A j B ] � ::: � [A0 j B0 ] =
h
A0
���b0(1) b0(2) ... b0(n)i :

Sada, ovisno o obliku matrice A0 i vektora b(1),...,b(n);
za svaki sustav posebno odred̄ujemo rje�ivost,
odnosno tra�imo rje�enje.
Vrijedi: matri�cna jednad�ba AX = B je nerje�iva ako
i samo ako je barem jedan sustav u (18) nerje�iv.



Primjer: Zadana je matri�cna jednad�ba�
2 3
4 6

�
X =

�
1 2
2 4

�
:

Budući je

detA =

���� 2 34 6
���� = 0;

matri�cnu jednad�bu rje�avamo svod̄enjem na sustav.
Pretpostavimo da je

X =

�
x1 x2
x3 x4

�
:

Budući je

AX =

�
2 3
4 6

� �
x1 x2
x3 x4

�
=

�
2x1 + 3x3 2x2 + 3x4
4x1 + 6x3 4x2 + 6x4

�
;

onda je �
2x1 + 3x3 2x2 + 3x4
4x1 + 6x3 4x2 + 6x4

�
=

�
1 2
2 4

�
;

�to je ekvivalentno sustavu od 4 jednad�be s 4
nepoznanice

2x1 + 3x3 = 1

4x1 + 6x3 = 2

2x2 + 3x4 = 2

4x2 + 6x4 = 4

ili dvama sustavima od po dvije nepoznanice s istom



matricom sustava A :

2x1 + 3x3 = 1

4x1 + 6x3 = 2

i
2x2 + 3x4 = 2

4x2 + 6x4 = 4

Mo�emo ih rje�avati istovremeno:

[A j B ] =
�
2 3
4 6

���� 1 22 4
�

�2�I r:+II r:s
�
2 3
0 0

���� 1 20 0
�

1
2�I r:+II r:s

�
1 3
2

0 0

���� 12 10 0
�
:

Iz ovoga slijedi

x1 =
1
2 �

3
2x3

x3 = t
x2 = 1� 3

2x4
x4 = s

; t; s 2 R;

9>>=>>;)

x1 =
1
2 �

3
2t

x3 = t
x2 = 1� 3

2s
x4 = s

; t; s 2 R;

9>>=>>;
) X =

�
1
2 �

3
2t 1�

3
2s

t s

�
; t; s 2 R:


