
5. UNITARNI PROSTORI

5.1 Pojam unitarnog prostora i osnovna svojstva

De�nicija 5.1 Unitarni prostor je ured̄eni par (U; s) ;
koji se sastoji od vektorskog prostora U nad poljem
R ili C (zajedno ih ozna�cavamo F ) i preslikavanja
s : U � U �! F koje ima svojstva:

U1) Hermitska komutativnost

s (x; y) = s (y; x); 8x; y 2 U ;
U2) Aditivnost u odnosu na prvu vraijablu

s (x + y; z) = s (x; z) + s (y; z) ; 8x; y; z 2 U ;
U3) Homogenost u odnosu na prvu varijablu

s (�x; y) = �s (x; y) ; 8x; y 2 U; 8� 2 F ;
U4) Pozitivna de�nitnost

x 6= � ) s (x; x) > 0; 8x 2 U:

Preslikavanje s nazivamo skalarnim produktom i
ovisno o polju F; govorimo o realnom ili komplek-
snom unitarnom prostoru U:



Napomena:

� Skalarni produkt kraće ćemo ozna�cavati kao
s (x; y) = hx j yi ili s (x; y) = (x; y) ;

� Za F = R svojstvo U1) je prava komutativnost
U'1) hx j yi = hy j xi ;

Lako se vidi da skalarni produkt ima sljedeća svojstva:

1. Homogenost u odnosu na drugu varijablu:

hx j �yi = � hx j yi ; 8� 2 F; 8x; y 2 U;
Naime, vrijedi:

hx j �yi = h�y j xi = � hy j xi = �hy j xi = � hx j yi

2. Aditivnost u odnosu na drugu varijablu:

hx j y + zi = hx j yi + hx j zi ;8x; y; z 2 U
Naime, vrijedi:

hx j y + zi = hy + z j xi = hy j xi + hz j xi

= hy j xi + hz j xi = hx j yi + hx j zi :

3. Iz 1:i 2: slijedi:

hx j �y + �zi = � hx j yi+� hx j zi ; 8x; y; z 2 U; 8�; � 2 F:



4.
h� j xi = hy j �i = 0; 8x; y 2 U:

Naime, vrijedi: h� j xi = h0 � z j xi = 0 � hz j xi = 0:
5.

x = � , hx j xi = 0
Primjer
1. Neka su

x = (x1; :::xn) 2 Rn i y = (y1; :::yn) 2 Rn:
De�niramo

hx j yi =:
nP
i=1

xiyi 2 R:

Par (Rn; h j i) je standardni n-dimenzionalni
realni unitarni prostor (provjerite!) ili euklidski
prostor.

2. Neka su
x = (x1; :::; xn) 2 Cn i y = (y1; :::; yn) 2 Cn:

De�niramo
hx j yi =:

nP
i=1

xiyi 2 C:

Par (Cn; h j i) je standardni n-dimenzionalni
kompleksni unitarni prostor (provjerite!).



Uz de�niciju skalarnog produkta na Cn kao u prethod-
nom primjeru ne bi bilo moguće zadovoljiti uvjete
pozitivne de�nitnosti. Npr, za

x = (1; i) 2 C2;
imali bismo

x 6= (0; 0) = � i hx j xi = 1 + i2 = 0:
Za

x = (1; i; i) 2 C3
imali bi smo

hx j xi = 1 + i2 + i2 = �1:
De�nicija standardnog skalarnog produkta na Cn
osigurava

hx j xi =
nP
i=1

xixi =
nP
i=1

jxij2 � 0;

a jednakost se dobiva samo u slu�caju xi = 0; 8i; tj.
za x = �:

De�nicija 5.2 Za vektore x; y 2 U ka�emo da su
ortogonalni ako je hx j yi = 0: Za skup vektora
fx1; : : : ; xng � U ka�emo da je ortogonalan ako je
hxi j xji = 0; 8i; j; i 6= j:

Napomena: Jasno je da je nulvektor � 2 U ortogo-
nalan na svaki vektor iz U: Nadalje ćemo razumijevati
da ortogonalni skup vektora ne sadr�i nulvektor.



De�nicija 5.3 Neka je x 2 U: Nenegativan brojp
hx j xi nazivamo normom ili duljinom vektora x i

ozna�cavamo s kxk :

Propozicija 5.1 Preslikavanje k k : U �! R+ [ f0g
ima svojstva:

N1) kxk � 0; 8x 2 U ;

N2) kxk = 0, x = �;

N3) k�xk = j�j kxk ; 8x 2 U; 8� 2 F:

Dokaz:

De�nicija 5.4 Ka�emo da je skup vektora fx1; : : : ; xng �
U ortonormiran, ako vrijedi

hxi j xji = �ij =
�
1 za i = j
0 za i 6= j

Vektor x 2 U sa svojstvom kxk = 1 naziva se je-
dini �cni ili normirani vektor.

Propozicija 5.2 Ako je skup vektora fx1; : : : ; xng � U
ortogonalan, onda je taj skup linearno nezavisan u U .

Dokaz:

Napomena: Tvrdnja specijalno vrijedi i za ortonormi-
rani skup vektora iz U:



Specijalno, vektori

e1 = (1; 0; :::; 0) ; ; : : : ; en = (0; :::; 0; 1)

tvore ortonormiranu bazu u Rn i Cn (standardne
baze).

Teorem 5.1 U svakom n-dimenzionalnom unitarnom
prostoru U postoji ortonormirana baza.

Dokaz: Neka je fx1; : : : ; xng proizvoljna baza od U; tj.
skup od n linearno nezavisnih vektora.

Postupkom tzv. Gram-Schmidtove ortogonalizacije
moguće je od njega formirati ortonormirani skup vek-
tora fe1; : : : ; eng za koji vrijedi

[fe1; : : : ; eng] = [fx1; : : : ; xng] = U:

Skup fe1; : : : ; eng će biti tra�ena baza.

1. De�niramo
e1 =

x1
kx1k

(jedini�cni vektor))

) [e1] = [x1] (jer su vektori kolinearni).

2. Pretpostavimo da smo formirali ortonormiran
skup od k < n vektora fe1; : : : ; ekg sa svojstvom
[fe1; : : : ; ekg] = [fx1; : : : ; xkg] :



De�niramo

yk+1 = xk+1 + �1e1 + � � � + �kek; �j 2 F:

�elimo [fe1; : : : ; ek; yk+1g] = [fx1; : : : ; xk; xk+1g].
Odredimo �j; j = 1; : : : ; k iz uvjeta

yk+1 ? ej; j = 1; : : : ; k:
Imamo

0 = hyk+1 j eji = hxk+1 j eji + �j )

�j = �hxk+1 j eji ; j = 1; : : : ; k:
Dakle, vektor

yk+1 = xk+1 � hxk+1 j e1i e1 � � � � � hxk+1 j eki ek
ima svojstvo [e1; : : : ; ek; yk+1] = [x1; : : : ; xk; xk+1] i
yk+1 ? ej; = 1; : : : ; k:

3. Stavljamo
ek+1 =

yk+1
kyk+1k

:

4. Korake 3. i 4. ponavljamo dok kona�cno ne
de�niramo en: �



Ortonormirana baza je svojstvena unitarnom pros-
toru i u velikoj je upotrebi u teoriji unitarnih prostora.
Standardno se ozna�cava fe1; : : : ; eng : Ona pojed-
nostavnjuje:

1. Prikaz proizvoljnog vektora u bazi:

x 2 U; x =
nP
i=1

xiei
=jej>) xj=

D
x j ej

E
tj. x =

nP
i=1

hx j eii ei;

2. Prikaz skalarnog produkta:

hx j yi=
�

nP
i=1

xieij
nP
i=1

yiei

�
=

nP
i=1

xi

�
ei j

nP
i=1

yiei

�
=yi

=
nP
i=1

xiyi;

3. Prikaz norme vektora:

x =
nP
i=1

xiei ) kxk =
p
hx j xi 2)=

s
nP
i=1

xixi =

s
nP
i=1

jxij2:

De�nicija 5.4 Regularna kvadratna matrica A 2
Mn (C) je unitarna ako vrijedi

A�1 = A
0
= (ozn.) = A�,

tj.
AA� = A�A = E:



Teorem 5.2 Neka su (e) = fe1; :::; eng i (e0) =
fe01; :::; e0ng ortonormirane baze unitarnog prostora U:
Tada je matrica prijelaza Tee0 unitarna.
Dokaz:

Vrijedi i obrat ovog teorema:

Teorem 5.3 Neka je (e) = fe1; :::; eng ortonormirana
baza unitarnog prostora U i A unitarna matrica. Tada
je i fAe1; : : : ; ; Aeng ortonormirana baza od U:1

Dokaz: Lako se provjeri da u kona�cno dimenzional-
nom unitarnom prostoru U za svaku matricu A (reda
dimenzije prostora) vrijedi2

hAx j yi = hx j A�yi ; 8x; y 2 U: (1)

Ako matricuA poistovjetimo s operatorom l : U �! U
kojemu je pridru�ena, tada relacija (1) predstavlja
de�nicijsku relaciju linearnog operatora

1 Napomena 1: Ovdje matricu A poistovjećujemo s linearnim opreatorom l
: U ! U �ciji je matri�cni prikaz u bazi (e) upravo (unitarna) matrica A = [�ik] :

Uz ovu identi�kaciju je Aek = l (ek) =
nP
i=1

�ikei i Ax = l (x) = A
�

nP
k=1

xkek

�
=

nP
k=1

xk (Aek) =
nP
k=1

xk
nP
i=1

�ikei =
nP
i=1

�
nP
k=1

xk�ik

�
ei =

nP
i=1


iei:

2 Napomena 2: Ako je x =
nP
i=1

xiei i y =
nP
i=1

yiei tada je, uz identi�kaciju x = [xk]

i y = [yk] ; Ax = [�ik] [xk] =
�
nP
k=1

xk�ik

�
= [
i] ; pa je hAx j yi =

nP
j=1


j�yj:

Odavde se lako provjeri da je hx j A�yi = hAx j yi :



l� : U �! U

kojeg nazivamo (hermitski) adjungirani operator
operatora l: U na�em slu�caju iz (1) dobivamo

hAei j Aeji = hei j A�Aeji =

(A je unitarna) = hei j eji : �

Teorem 5.4 U unitarnom prostoru vrijedi nejednakost
Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog

jhx j yij � kxk kyk 8x; y 2 U:

Jednakost vrijedi ako i samo ako su x i y linearno za-
visni vektori.
Dokaz:

Teorem 5.5 U svakom unitarnom prostoru U vrijedi
N4) Nejednakost trokuta

kx + yk � kxk + kyk ; 8x; y 2 U;
i

j kxk � kyk j � kx� yk ; 8x; y 2 U:

Dokaz:



Vektorski prostor L na kojem je de�nirana funkcija

k k : L �! [0;1)

sa svojstvima N1) - N4) naziva se normirani vek-
torski prostor.
Iz provedenih razmatranja slijedi da je svaki unitarni
prostor ujedno i normiran uz de�niciju

kxk =
p
hx j xi, 8x 2 U:

Obrat, med̄utim, općenito ne vrijedi, tako da je klasa
normiranih vektorskih prostora �ira od klase unitarnih
vektorskih prostora. Vrijede inkluzije:

unitarni v.p. � normirani v.p. �

metri�cki prostori � topolo�ki prostori.

U normiranim vektorskim prostorima raspola�emo
pojmom "duljine" vektora.

Propozicija 5.3 (Pitagorin pou�cak) Za ortogonalni
skup vektora fx1; : : : ; xkg unitarnog prostora U vrijedi
poopćenje Pitagorinog pou�cka

kx1 + � � � + xkk2 = kx1k2 + � � � + kxkk2 :

Dokaz:



Vratimo se sada na nejednakost C-S-B

jhx j yij � kxk kyk
tj.

jhx j yij
kxk kyk � 1

za sve ne-nul vektore iz U: U realnom unitarnom
prostoru to zna�ci:

�1 � hx j yi
kxk kyk � 1

za sve nenul x; y 2 U; �to nas motivira za de�niciju
kuta izmed̄u dva vektora.

De�nicija 5.5 Neka su x; y 6= � elementi realnog uni-
tarnog prostora U: Kut izmed̄u ovih vektora, u oznaci
] (x; y) ; ] (x; y) 2 [0; �] de�niran je relacijom

cos (] (x; y)) = hx j yi
kxk kyk:

Ova de�nicija je kompatibilna s de�nicijom ortogonal-
nosti dva vektora

�
x ? y ) ] (x; y) = �

2

�
:



Za proizvoljni vektor x 6= � realnog unitarnog prostora
U ozna�cimo �i = ] (x; ei) ; gdje je (e) = fe1; :::; eng
ortonormirana baza od U: Tada, za x =

nP
i=1

xiei; imamo

cos (] (x; ei)) = cos�i =
hx j eii
kxk =

xi
kxk

�2

) cos2 �i =
x2i
kxk2

) cos2 �1 + � � � + cos2 �n =

=
1

kxk2
�
x21 + � � � + x2n

�
= 1;

�to je poopćenje poznate relacije iz geometrije na E3;
tj. klasi�cne algebre vektora (u pridru�enom) V 3:

De�nicija 5.6 Za unitarne prostore U i U 0 ka�emo
da su izomorfni ako postoji izomor�zam vektorskih
prostora l : U �! U 0 (regularni linearni operator) koji
�cuva skalarni produkt, tj. takav da vrijedi

hl (x) j l (y)i = hx j yi ; 8x; y 2 U: (2)

Linearni operator koji ima svojstvo (2) nazivamo uni-
tarnim operatorom ili izometrijom jer specijalno za
y = x imamo



hl (x) j l (x)i = hx j xi , kl (x)k2 = kxk2

, kl (x)k = kxk ; 8x 2 U:

(Unitarni operator �cuva normu.)

Teorem 5.6 Svaka dva n-dimenzionalna unitarna
prostora nad istim poljem su izomorfna.

Dokaz:

Korolar 5.1 Svaki n-dimenzionalni realni unitarni
prostor izomorfan je s Rn; a svaki n-dimenzinoalni
kompleksni unitarni prostor s Cn:

5.2 Ortogonalni komplement. Projektor

De�nicija 5.7 Neka je L 6= ; podskup unitarnog pros-
tora U: Skup

L? = fx 2 U : hx j yi = 0;8y 2 Lg

naziva se ortogonalni komplement skupa L:

Lako se poka�e da je L? < U (podprostor) bez obzira
�to se na L ne zahtijeva nikakva struktura.



Propozicija 5.4 Neka je U r < U podprostor uni-
tarnog prostora U dimenzije r: Tada je

U = U r � (U r)?
i

dim (U r)? = n� r:
Dokaz:

Na osnovi prethodne propozicije zaklju�cujemo da
svaki element x 2 U = U � (U r)? ima jedinstveni
prikaz oblika

x = x1 + x2; x1 2 U r; x2 2 (U r)? ;

pa je dobro de�niran operator P : U ! U r � U
relacijom
P (x) = P (x1 + x2) =: x1; 8 x1+x22 U; x12 U r; x22 (U r)

? :

Operator P nazivamo projektorom na podprostor U r:

Teorem 5.7 Projektor P na podprostor U r unitarnog
prostora U je linearno preslikavanje sa svojstvima
P 2 = P i

hP (x) j yi = hx j P (y)i ; 8x; y 2 U: (3)

Dokaz:

Linearni operator na unitarnom prostoru koji ima
svojstvo (3) naziva se hermitski.



Projektor je, dakle, hermitski operator, tj. linearni
operator koji se podudara sa svojim adjungiranim op-
eratorom (P = P �) : Projektor P : U ! U; gdje je U
realan unitarni prostor, ima i ova dva va�na svojstva:

P1)
hPx j xi = hx1 j x1 + x2i = hx1 j x1i

= hPx j Pxi � 0;8x 2 U ;
P2)

cos] (x; Px) = hx j Pxi
kxk kPxk

P1)
=

=
kPxk2

kxk kPxk =
kPxk
kxk � 0;8x 2 U n f�g ;

Propozicija 5.5 Neka su U1 i U2 potprostori unitarnog
prostora U: Tada vrijedi:

i)
�
U?1
�?
= U1;

ii) (U1 + U2)? = U?1 \ U?2 ;

ii) (U1 \ U2)? = U?1 + U?2 :

Dokaz:



5.3 Grammova determinanta

De�nicija 5.8 Neka su x1; : : : ; xk vektori unitarnog
prostora U: Tada matricu

G (x1; : : : ; xk) =

24 hx1 j x1i � � � hx1 j xki... ...
hxk j x1i � � � hxk j xki

35
nazivamo Grammovom matricom, a njenu de-
terminantu u oznaci � (x1; : : : ; xk) ; Gramovom
determinantom vektora x1; : : : ; xk:

Teorem 5.8 Vektori x1; : : : ; xk 2 U su linearno zav-
isni ako i samo ako je � (x1; : : : ; xk) = 0:

Dokaz:

Primjetimo da ovaj teorem daje broj�canu reprezentaciju
linearne zavisnosti vektora.

Teorem 5.9 Ako su x1; : : : ; xk 2 U; k � n; linearno
nezavisni vektori, onda je � (x1; : : : ; xk) > 0:

Dokaz:

Na osnovi prethodna dva teorema zaklju�cujemo
da je � (x1; : : : ; xk) � 0 za svaki izbor vektora
x1; : : : ; xk 2 U:



Gramova determinanta ima veliku ulogu u ra�cunanju
volumena konveksnih tijela.

5.4 Unitarni operatori

De�nicija 5.9 Neka je U unitarni prostor. Operator
l : U �! U nazivamo unitarnim operatorom ako je

hl (x) j l (y)i = hx j yi ; 8x; y 2 U: (4)

Unitarni operator na realnom unitarnom prostoru
naziva se ortogonalni operator.

Napomena: U gornjoj de�niciji smo izostavili uvjet lin-
earnosti jer to slijedi iz svojstva (2). Imamo:

Teorem 5.10 Unitarni operator l : U �! U je auto-
mor�zam.

Dokaz:

Propozicija 5.5 Skup svih unitarnih (ortogonalnih)
operatora na unitarnom prostoru U tvori grupu u
odnosu na kompoziciju, koju nazivamo unitarnom
(ortogonalnom) grupom i ozna�cavamo s U (U)
(O (U)) :
Dokaz:



Pridru�imo unitarnom operatoru l matricu A (e) u
nekoj ortonormiranoj bazi (e) = fe1; : : : ; eng od U

l (ek) =
nP
i=1

aikei; k = 1; : : : ; n )

A (e) =

24 a11 � � � a1n... ...
an1 � � � ann

35 ;
onda je ta matrica zapravo matrica prijelaza iz
ortonormirane baze fe1; : : : ; eng u ortonormiranu
bazu fl (e1) ; : : : ; l (en)g ; pa je, po Teoremu 5.2, ma-
trica A (e) unitarna ( A�1 = A�).

Obratno, ako je u ortogonalnoj bazi fe1; : : : ; eng od U
operatoru l pridru�ena unitarna matrica, onda je, po
Teoremu 5.3, fl (e1) ; : : : ; l (en)g ortonormirana baza
od U , �to povla�ci da l �cuva skalarni produkt, tj. uni-
taran je. Dakle, vrijedi

Teorem 5.11 Operator l : U �! U je unitaran ako i
samo ako u svakoj ortonormiranoj bazi (e) od U ima
unitarnu matricu A (e) ; tj. matricu za koju vrijedi

A�1 (e) = A� (e) = A (e)
T
:



Napomena: Skup svih unitarnih matrica reda n tvori
grupu U (n) u odnosu na mno�enje i ta grupa je
izomorfna s grupom U (U) unitarnih operatora na uni-
tarnom prostoru U dimenzije n.

Propozicija 5.5 Ako je l 2 U (U) ; onda je jdet lj = 1 i
j�j = 1 za svaku svojstvenu vrijednost � operatora l:

Dokaz:

U slu�caju realnog unitarnog prostora U i ortogonalnog
operatora l : U �! U; ovo zna�ci da je detA = �1 i
� = �1 za bilo koju svojstvenu vrijednost � operatora
l:

Propozicija 5.6 Svojstveni vektori unitarnog opera-
tora koji odgovaraju razli�citim svojstvenim vrijednos-
tima med̄usobno su ortogonalni.

Dokaz:

Napomena: Polje kompleksnih brojeva C je alge-
barski zatvoreno, pa unitaran operator koji djeluje na
kompleksnom unitarnom prostoru U uvijek će imati n
svojstvenih vrijednosti, gdje je n = dimU:

Vrijedi nadalje:



Teorem 5.12 Neka je U kompleksan unitaran prostor,
a l : U �! U unitaran operator. Tada l dopu�ta di-
jagonalizaciju, to�cnije, postoji ortonormirana baza od
U koja se sastoji od svojstvenih vektora operatora l u
kojoj l ima matri�cni zapis

A =

24 �1 0
. . .

0 �n

35 ;
gdje su �i; i = 1; :::; n svojstvene vrijednosti od l.



Teorem 5.13 Neka je realan unitaran prostor, a
l : U �! U ortogonalan operator. Tada postoji
ortonormirana baza od U u kojoj l ima matri�cni zapis

A =

26666666666664

I�1 . . . 0
I�j

1
. . .

1
�1

0 . . .
�1

37777777777775
; (4)

gdje je

I�i =

�
cos�i � sin�i
sin�i cos�i

�
; �i 2 h0; 2�inf�g ;8i = 1; : : : ; j:

A nazivamo kanonskim oblikom matrice ortogo-
nalnog operatora.

Uo�cimo: U (3) je moguće blokove�
�1 0
0 �1

�
uklju�citi u rotacijske blokove za � = �: Na taj se na�cin
u kanonskoj matrici ortogonalnog operatora �1 ne



pojavljuje ili se pojavljuje to�cno jednom.
U prvom slu�caju (tada je det l = detA = 1) djelovanje
operatora l mo�emo shvatiti kao niz istovremenih
rotacija u med̄usobno okomitim 2-dimenzionalnim
potprostorima od U; kombinirano s identitetom u
ostalim smjerovima. Tada operator l nazivamo
rotacijom.
U drugom slu�caju (tada je det l = detA = �1)
mo�emo pisati

A (e) =

2664
1 0
. . .

1
0 �1

3775

2666666666666664

I�i . . . 0
I�j

1
. . .

1
I�
. . .

0 I�
1

3777777777777775
;

(u drugoj matrici smo zamijenili zadnji (jedini) �1 s
1), �to zna�ci da se djelovanje operatora l mo�e sh-
vatiti kao kompozicija rotacije i simetrije (zrcaljenja)
u odnosu na podprostor [e1; : : : ; en�1] < U koja se u
danoj bazi opisuje s



[x1; : : : ; xn�1; xn]
T 7! [x1; : : : ; xn�1;�xn]T :

Tada operator l nazivamo simetrijom (zrcaljenjem).


