


4. VI�ESTRUKI INTEGRAL



4.1 Vi�estruki integral - de�nicija

Prisjetimo se: Neka je f neprekidna funkcija na seg-
mentu [a; b] i neka je segment [a; b] to�ckama x0 = a;
x1; :::; xn = b podijeljen na n jednakih djelova duljine
�x = b�a

n i neka je x�i 2 [xi�1; xi] :

Odred̄eni integral funkcije f od a do b de�niramo kao

bZ
a

f (x) dx = lim
n!1

nX
i=1

f (x�i )�x| {z }
Riemannova suma

Ukoliko je f (x) � 0; Riemannova suma
nP
i=1

f (x�i )�x

daje aproksimaciju povr�ine ravninskog lika ispod
krivulje y = f (x) za x 2 [a; b] ; sumom povr�ina

pravokutnika, a integral
bR
a

f (x) dx daje pravu povr�inu

tog lika.



Neka je f : K ! R funkcija de�nirana na zatvorenom
pravokutniku

K = [a; b]� [c; d] =
�
(x; y)2R2 j a � x � b; c � y � d

	
i neka je f (x; y) � 0; (x; y) 2 K: Graf Gf funkcije f je
ploha �cija je jednad�ba z = f (x; y): Ozna�cimo sa T
"pseudokvadar" odred̄en s pravokutnikom K i grafom
Gf funkcije f nad njim (Slika 1.), tj.

T =
�
(x; y; z) 2 R3 j (x; y) 2 K; 0 � z � f (x; y)

	
:

Izra�cunajmo volumen V tijela T:

b

d y

x

z

a c

z=f(x,y)

Slika 1.

Postupiti ćemo sli�cno izra�cunu povr�ine, ovdje upi-
sivajući kvadre koji će aproksimirati volumen odgo-
varajućeg pseudokvadra. Segment [a; b] podijelimo
diobenim to�ckama a = x0 < x1 < � � � < xm = b
na m podsegmenata [xi�1; xi] jednake duljine
4x = b�a

m : Segment [c; d] podijelimo diobenim
to�ckama c = y0 < y1 < � � � < yn = d na n podsegme-



nata [yj�1; yj] jednake duljine 4y = d�c
n :

Razdiobe segmenata [a; b] i [c; d] odred̄uju razdiobu
pravokutnika K na pravokutnike

Kij =
�
(x; y) 2 R2 j xi�1 � x � xi; yj�1 � y � yj

	
;

i = 1; � � � ;m; j = 1; � � � ; n; jednake povr�ine 4x4y:
U svakom pravokutniku Kij odaberimo to�cku (x�i ; y�j )
i volumen kvadra kojemu je baza pravokutnik Kij i
visina f (x�i ; y�j ) iznosi Vij = f (x�i ; y

�
j )4x4y: Taj vol-

umen mo�emo uzeti kao aproksimaciju volumena
pseudokvadra odred̄enog pravokutnikomKij i grafom
Gf funkcije f nad njim.

b

d y

x

z

xi1
xi

c
yj1 yj

(x*,y*)i j

K ij

a

z=f(x,y)

Slika 2.

Jasno je da tra�eni volumen V tijela T mo�emo
aproksimirati zbrojem svih ovako dobivenih Vij tj.

V �
mX
i=1

nX
j=1

f (x�i ; y
�
j )4x4y:



Dakako da će aproksimacija volumena V biti bolja
kada je razdioba pravokutnika K �nija, tj. kada sum i
n veći (Slika 2b.-dodatak), pa stoga mo�emo uzeti da
je

V = lim
m!1
n!1

mX
i=1

nX
j=1

f (x�i ; y
�
j )4x4y:

Limes ovakvoga tipa mo�emo promatrati i kada
funkcija f nije pozitivna.

De�nicija 4.1 Dvostruki integral funkcije f : K �!
R nad pravokutnikom K � R2 je broj

I = lim
m!1
n!1

mX
i=1

nX
j=1

f (x�i ; y
�
j )4x4y

(uz oznake od prije) ukoliko on postoji.

Uobi�cajena oznaka je

I =

ZZ
K

f (x; y)dxdy:

Napomena:

1. Suma
mP
i=1

nP
j=1

f (x�i ; y
�
j )4x4y naziva se Rieman-

novom sumom, a integral
RR

K f (x; y)dxdy Rieman-
novim integralom funkcije f nad K.



2. Limes iz De�nicije 4.1. uvijek postoji ukoliko
je funkcija f neprekidna. On postoji i za neke
prekidne funkcije.

Primjer Izra�cunati dvostruki integral

I =

ZZ
K

xydxdy;

gdje je K = f(x; y) j 0 � x � 1; 0 � y � 1g :

Podijelimo segment [0; 1] na x-osi na m-jednakih di-
jelova diobenim to�ckama

0 = x0 < x1 � � � < xm�1 < xm = 1; 4x =
1

m
; xi =

i

n
;

a segment [0; 1] na y-osi na n-jednakih dijelova
diobenim to�ckama

0 = y0 < y1 � � � < yn�1 < yn = 1; 4y =
1

n
; yj =

j

n
:

U svakom pravokutniku [xi�1; xi] � [yj�1; yj] odaber-
imo to�cku

(x�i ; y
�
j ) = (xi; yj) =

�
i

m
;
j

n

�
:

Imamo

I =

mX
i=1

nX
j=1

f
�
x�i ; y

�
j

�
4x4y =

mX
i=1

nX
j=1

(xi � yj)�
1

m
�1
n
=



1

m
� 1
n

mX
i=1

nX
j=1

�
i

m

�
�
�
j

n

�
=
1

m2
� 1
n2

mX
i=1

nX
j=1

i � j =

1

m2
� 1
n2

mX
i=1

i

0@ nX
j=1

j

1A =
1

m2
� 1
n2

mX
i=1

i

�
n(n + 1)

2

�
=

1

m2
� 1
n2
�n(n + 1)

2

mX
i=1

i =
1

m2
� 1
n2
�n(n + 1)

2
�m(m + 1)

2
=

1

4
+
1

4m
+
1

4n
+

1

4mn
;

pa je

I = lim
m!1
n!1

mX
i=1

nX
j=1

f (x�i ; y
�
j )4x4y =

= lim
m!1
n!1

�
1

4
+
1

4m
+
1

4n
+

1

4mn

�
=
1

4



Napomena: Lako je dokazati da vrijedi:

1. ZZ
K

[f (x; y) + g(x; y)] dxdy =

=

ZZ
K

f (x; y)dxdy +

ZZ
K

g(x; y)dxdy;

2. ZZ
K

cf (x; y)dxdy = c

ZZ
K

f (x; y)dxdy; c 2 R:

3. Ako je f (x; y) � g(x; y) za svaki (x; y) 2 K tada jeZZ
K

f (x; y)dxdy �
ZZ

K

g(x; y)dxdy:



Posve sli�cno se de�nira i trostruki integral. Neka je
f : K ! R neprekidna funkcija triju varijabla de�ni-
rana na kvadru K = [a; b]� [c; d]� [s; t]:

Podijelimo diobenim to�ckama

a = x0 < x1 < � � � < xl = b;

c = y0 < y1 < � � � < ym = d;

s = z0 < z1 < � � � < zn = t

segmente [a; b]; [c; d]; [s; t] na podsegmente jednake
duljine 4x = b�a

l ; 4y =
d�c
m ; 4z = t�s

n : Kvadar K
podijelimo na podkvadre

Kijk = f(x; y; z) 2R3j xi�1� x � xi;

yj�1 � y � yj; zk�1� z � zkg;

i = 1; � � � ; l; j = 1; � � � ;m; k = 1; � � �n: Svi pod-
kvadri imaju jednaki volumen4x4y4z: Riemannova
trostruka suma je oblika

lX
i=1

mX
j=1

nX
k=1

f (x�i ; y
�
j ; z

�
k)4x4y4z

gdje je (x�i ; y�j ; z�k) bilo koja to�cka iz kvadra Kijk:



De�nicija 4.2 Trostruki integral funkcije f : K �!
R nad nad kvadrom K � R3 je broj

J = lim
l;m;n!1

lX
i=1

mX
j=1

nX
k=1

f (x�i ; y
�
j ; z

�
k)4x4y4z

ukoliko on postoji.

Uobi�cajena oznaka je

J =

ZZZ
K

f (x; y; z)dxdydz:

4.2 Ra�cunanje vi�estrukih integrala
Prisjetimo se (jednostrukog) integrala realne funkcije
jedne varijable kojega, naravno, nismo izra�cunavali
po de�niciji, nego primjenom Newton-Leibnizove for-
mule, tj. primjenom neodred̄enog integrala. Istu
tehniku primijeninimo i na dvostruki integral.

Prvo izra�cunajmo odred̄eni integral
R b
a f (x; y)dx uz-

imajući da je varijabla y konstanta. Rezultat će
biti funkcija u varijabli y i potom nju integrirajmo
uzimajući c i d kao granice integracije. Prethodni
postupak ka�e da se izra�cun dvostrukog integralaRR

K f (x; y)dxdy svodi na izra�cun dvaju jednostrukih
integrala. Pokazuje se da vrijedi tzv. Fubinijev teo-
rem:



Teorem 4.3 (Fubini) Neka je f : K ! R neprekidna
funkcija, pri �cemu je K = [a; b]� [c; d] � R2 pravokut-
nik. Tada vrijediZZ

K

f (x; y)dxdy =

=

Z b

a

 Z d

c

f (x; y)dy

!
dx =

Z d

c

 Z b

a

f (x; y)dx

!
dy:

Uobi�cajeni zapis jeZ b

a

 Z d

c

f (x; y)dy

!
dx =

Z b

a

dx

Z d

c

f (x; y)dy;

Z d

c

 Z b

a

f (x; y)dx

!
dy =

Z d

c

dy

Z b

a

f (x; y)dx

i pritom ka�emo da smo proveli integraciju u redosli-
jedu yx; odnosno xy:

Primjer Izra�cunajmo I =
RR

K xy
2dxdy; K =

[1; 2]� [0; 1]:

I =

ZZ
K

xy2dxdy =

Z 2

1

dx

Z 1

0

xy2dy =



Z 2

1

 
x

�
y3

3

�����y=1
y=0

!
dx =

Z 2

1

x

�
13

3
� 0

3

3

�
dx =

1

3

�
x2

2

�����x=2
x=1

=
1

3
� (2

2

2
� 1

2

2
) =

1

2

Dakako, isti se rezultat dobiva i u obrnutom redosli-
jedu integriranja.

Napomena Za integral iz prethodnog primjera
ka�emo da je integral sa separiranim varijablama i on
se mo�e jednostavnije izra�cunati kao umno�ak dvaju
jednostrukih integrala:Z b

a

dx

Z d

c

f (x)g(y)dxdy =

 Z b

a

f (x)dx

!
�
 Z d

c

g(y)dy

!
:

U prethodnom primjeru jeZZ
K

xy2dxdy =

�Z 2

1

xdx

�
�
�Z 1

0

y2dy

�
=

 �
x2

2

�����x=2
x=1

!
�
 �

y3

3

�����y=1
y=0

!
=
3

2
� 1
3
=
1

2
:



Napomena Dokaz Fubinijevog teorema je slo�en, ali
se u slu�caju pozitivne funkcije mo�e intuitivno razu-
mijeti tvrdnja teorema. Naime, u slu�caju pozitivne
funkcije dvostruki integral

RR
K f (x; y)dxdy je broj

koji je jednak volumenu V odgovarajućeg pseudok-
vadra. Do izra�cuna toga volumena mo�emo doći i na
sljedeća dva na�cina. U prvom slu�caju istaknuti dio
(Slika 4.4.(a)) ima volumen

Vi '
"Z d

c

f (x�i ; y)dy

#
4x:

slu�caju je

V = lim
m!1

mX
i=1

"Z d

c

f (x�i ; y)dy

#
4x =

=

Z b

a

 Z d

c

f (x; y)dy

!
dx:

b

d y

x

z
=f(x,y)z

b

d y

x

z
=f(x,y)z

V i V j

(a) (b)

Slika 4.4.
U drugom slu�caju istaknuti dio (Slika 4.4.(b)) ima



volumen

Vj '
"Z b

a

f (x; y�j )dx

#
4y:

Zbroj tih volumena
nX
j=1

Vj =
nX
j=1

"Z b

a

f (x; y�j )dx

#
4y

aproksimira volumen V i u grani�cnom slu�caju je

V = lim
n!1

nX
j=1

"Z b

a

f (x; y�j )dx

#
4y =

=

Z d

c

 Z b

a

f (x; y)dx

!
dy:

Ovim ra�cunanjem volimena V na dva na�cina dobi-
vamo da je zaistaZZ

K

f (x; y)dxdy =

Z b

a

 Z d

c

f (x; y)dy

!
dx

=

Z d

c

 Z b

a

f (x; y)dx

!
dy:



Za neprekidnu funkciju f : D ! R, pri �cemu je
D � R2 omed̄en (Slika 4.5.), pripadni integral de�ni-
ramo pomoću njezinoga trivijalnog pro�irenja

ef (x; y) = � f (x; y), (x; y) 2 D
0, (x; y) 2 K nD

na neki pravokutnik K � D.

00
10

z z=f(x,y)

x y
DK

a

b

c

d

Slika 4.5.

Sjetimo se interpretacije integrala pozitivne funkcije
preko volumena: volumen ispod grafa funkcije f nad
D i volumen ispod grafa funkcije ef nadK (primijetimo
da ef nije neprekidna funkcija) su jednaki, pa ima
smisla integral funkcije f nad D de�nirati preko
integrala funkcije ef nad K (lako se vidi da taj integral,
ako postoji, ne ovisi o odabranom pravokutniku).



De�nicija 4.4 Neka je f : D ! R neprekidna
funkcija pri �cemu je D � R2 omed̄en skup. Neka je
K � R2 bilo koji pravokutnik �to sadr�i D, a funkcijaef : K ! R trivijalno pro�irenje funkcije f . Ako je
funkcija ef integrabilna onda dvostruki integral (na
D) od f de�niramo formulom

ZZ
D

f (x; y)dxdy =

ZZ
K

ef (x; y)dxdy: (1)

Napomena Vrijedi:

1.
ZZ

D

(f (x; y) + g(x; y))dxdy =

ZZ
D

f (x; y)dxdy +ZZ
D

g(x; y)dxdy;

2.
ZZ

D

�f (x; y)dxdy = �

ZZ
D

f (x; y)dxdy; � 2 R;

3. Ako je D = D1 [ D2 i D1 \ D2 = ; (iliRR
D1\D2

f (x; y)dxdy = 0) onda jeZZ
D

f (x; y)dxdy =

ZZ
D1

f (x; y)dxdy+

ZZ
D2

f (x; y)dxdy:



Posebno, kad je de�nicijsko podru�cje D � R2
omed̄eno grafovima dviju neprekidnih funkcija lako
dobivamo, iz formule (1), ovaj teorem:

Teorem 4.5 Neka je f : D ! R funkcija, pri �cemu
je D � R2 omed̄en grafovima neprekidnih funkcija
'1; '2 : [a; b]! R, '1 � '2 (Slika 4.6.(a)). Tada je

ZZ
D

f (x; y)dxdy =

Z b

a

 Z '2(x)

'1(x)

f (x; y)dy

!
dx: (2)

Posve sli�cno, kad je D � R2 omed̄en grafovima
neprekidnih funkcija  1;  2 : [c; d] ! R,  1 �  2
(Slika 4.6.(b)), vrijedi

ZZ
D

f (x; y)dxdy =

Z d

c

 Z  2(y)

 1(y)

f (x; y)dx

!
dy: (3)

a b
c

d
y

x

y

x

D
D

y=ϕ2(x)

y=ϕ1(x)
x=ψ1(y) x=ψ2(y)

(a) (b)



Slika 4.6.

Umjesto (2) i (3) uobi�cajilo se pisatiZZ
D

f (x; y)dxdy =

Z b

a

dx

Z '2(x)

'1(x)

f (x; y)dy;

ZZ
D

f (x; y)dxdy =

Z d

c

dy

Z  2(y)

 1(y)

f (x; y)dx;

i pritom smo u prvome slu�caju integraciju proveli u re-
doslijedu yx, a u drugome u redoslijedu xy:

Primjer Promijeniti poredak integracije u integralu

I =

Z 1

0

dx

Z 2�x

x

x

y
dy

i izra�cunajti njegovu vrijednost.
Podru�cje integracije

D =

�
0 � x � 1
x � y � 2� x

mo�emo zapisati i na ovaj na�cin D = D1 [D2 (Slika
4.8.),



y=2x

y=x
x

y

1

1

2

D2

D1

Slika 4.7.

gdje je

D1 � � �
�
0 � y � 1
0 � x � y

, D2 � � �
�
1 � y � 2
0 � x � 2� y

:

Imamo

I =

ZZ
D

=

ZZ
D1

+

ZZ
D2

=

Z 1

0

dy

Z y

0

x

y
dx +

Z 2

1

dy

Z 2�y

0

x

y
dx =

Z 1

0

�
1

y

�
x2

2

�����x=y
x=0

�
dy +

Z 2

1

 
1

y

�
x2

2

�����x=2�y
x=0

!
dy =

Z 1

0

1

y

�
y2

2
�0
�
dy+

Z 2

1

1

y

�
(2� y)2

2
�0
�
dy = 2 ln 2� 1



I trostruki integral
RRR

D f (x; y; z)dxdydz po omed̄enom
integracijskom podru�cju D � R3 de�niramo preko
trivijalnog pro�irenja

ef (x; y; z) = � f (x; y; z), (x; y; z) 2 D
0, (x; y; z) 2 K nD

funkcije f na bilo koji kvadar K �to sard�i D;
stavljajućiZZZ

D

f (x; y; z)dxdydz =

ZZZ
K

ef (x; y; z)dxdydz:
Iska�imo sada analogone prethodnih teorema u
slu�caju trostrukog integrala.

Teorem 4.6 Neka je f : K ! R funkcija, pri �cemu je
K = [a; b]� [c; d]� [r; s] � R3 kvadar. Tada vrijedi:ZZZ

K

f (x; y; z)dxdydz =

=

Z b

a

 Z d

c

�Z s

r

f (x; y; z)dz

�
dy

!
dx:

"Izmijenjujući mjesta" varijablama dobivamo analogne
integracijske formule.



Teorem 4.7 Neka je f : D ! R; funkcija, pri �cemu je

D =

�
(x; y; z) j a � x � b; '1(x) � y � '2(x);

g1(x; y) � z � g2(x; y)

�
;

gdje su '1; '2 i g1; g2 neprekidne funkcije (Slika 4.9.).
Tada je ZZZ

D

f (x; y; z)dxdydz =

=

Z b

a

 Z '2(x)

'1(x)

 Z g2(x;y)

g1(x;y)

f (x; y; z)dz

!
dy

!
dx: (4)

a
x

b y=ϕ1(x)
y=ϕ2(x,y)

z=g1(x,y)

z=g2(x,y)z

y

D

a< x <b
ϕ1(x)< y <ϕ2(x)

g1(x,y)< z <g2(x,y)
_
_ _

_
_ _

Slika 4.9.



Posve sli�cno, ako je

D =

�
(x; y; z) j c � y � d;  1(y) � x �  2(y);

g1(x; y) � z � g2(x; y)

�
;

gdje su  1;  2 i g1; g2 neprekidne funkcije (Slika 4.10.).
Tada je ZZZ

D

f (x; y; z)dxdydz =

Z d

c

 Z  2(y)

 1(y)

 Z g2(x;y)

g1(x;y)

f (x; y; z)dz

!
dx

!
dy: (5)

y=ψ1(x)

y=ψ2(x,y)

z=g1(x,y)

z=g2(x,y)z

x

c

d
y

D

c< y <d
ψ1(y)< x < ψ2(y)

g1(x,y)< z < g2(x,y)

_ _
_ _
_ _

Slika 4.10.



Kao i kod dvostrukog integrala uobi�cajilo se umjesto
zapisa (4) i (5) koristitiZZZ

D

f (x; y; z)dxdydz =

=

Z b

a

dx

Z '2(x)

'1(x)

dy

Z g2(x;y)

g1(x;y)

f (x; y; z)dz; (4a)

ZZZ
D

f (x; y; z)dxdydz =

=

Z d

c

dy

Z  2(y)

 1(y)

dx

Z g2(x;y)

g1(x;y)

f (x; y; z)dz; (5a)

i pritom govorimo da smo integraciju proveli u
redoslijedu zyx; odnosno redoslijedu zxy:



Primjer Izra�cunajmoZZZ
D

2zdxdydz

gdje je D � R3 omed̄en grafovima funkcija
g1(x; y) = x2 + y2 i g1(x; y) =

p
x2 + y2:

Uo�cimo da promatrane plohe prolaze ishodi�tem i
da se sijeku uzdu� jedini�cne kru�nice x2 + y2 = 1 u
ravnini z = 1: Budući da izmed̄u ravnina z = 0 i z = 1
vrijedi x2 + y2 <

p
x2 + y2, to je promatrano tijelo D

odred̄eno nejednad�bama:

�1 � x � 1;

�
p
1� x2 � y �

p
1� x2;

x2 + y2 � z �
p
x2 + y2
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