


2. REALNE FUNKCIJE REALNE
VARIJABLE



1. Funkcije

De�nicija 1.1 Funkcija ili preslikavanje je svaka
ured̄ena trojka

(A; f; B) ;

pri �cemu su A i B skupovi, a f bilo koje pravilo po
kojem se svakom elementu x 2 A pridru�uje to�cno
jedan element y 2 B:

Oznaka: f : A �! B ili x �! y = f (x) ;

� skup A - podru�cje de�nicije ili domena;

� skup B - podru�cje vrijednosti ili kodomena;

� x - nezavisna varijabla ili argument;

� y - zavisna varijabla;

� y = f (x) - vrijednost (na elementu x) funkcije f ;

� Skup
f (A) = fy 2 B : (9x 2 A) (y = f (x))g

nazivamo slika funkcije f:



Uo�cimo: Funkcija je potpuno de�nirana s tri podatka:

- domenom;

- kodomenom;

- pravilom f:

Va�na napomena: Realne funkcije realne varijable,
tj. f : A �! B gdje su A;B � R, obi�cno zadajemo
samo pravilom (analiti�ckim izrazom), npr.

f (x) = 2x; g (x) =
1

x2 � 1; h (x) =
p
x:

Pri tome podrazumijevamo (ako se druga�cije ne na-
glasi) da je:

N domena - maksimalan podskup skupa R za koji
taj izraz ima smisla. Taj skup nazivamo prirodno
podru�cje de�nicije i ozna�cujemo sa Df ili D (f ) ;

N kodomena - cijeli skup R:

Dakle (za gornje funkcije):

f : R �! R; g : Rn f�1; 1g �! R; h : [0;1) �! R:



De�nicija 1.2. Za funkcije f : A1 �! B1 i
g : A2 �! B2 ka�emo da su jednake i pi�emo
f = g; ako je A1 = A2; B1 = B2 i f (x) = g (x) za
svaki x 2 A1 = A2:
Ili

(A1; f; B1) = (A2; g; B2) ()

A1= A2 ^ B1= B2 ^ (8x 2 A1= A2) (f (x) = g (x))

Primjer

f (x) = x; g (x) =
x2

x
:

Vrijedi: f 6= g jer je Df = R 6= Rn f0g = Dg:



De�nicija 1.3. Neka su zadane dvije funkcije
f : A1 �! B1 i g : A2 �! B2; tako da je A2 � A1;
B2 � B1 i f (x) = g (x) za svaki x 2 A2: Tada ka�emo
da je:

- g restrikcija ili su�enje od f ;

- f ekstenzija ili pro�irenje od g.

Primjer
f (x) = x; g (x) =

x2

x
:

Vrijedi:

- f - pro�irenje od g;
- g - pro�irenje od f:

Napomena: Funkcija

h (x) =

�
x; x 6= 0
1; x = 0

je takod̄er pro�irenje od g:

Napomena: Ako je A2 � A1; B2 � B1 su�enja
od f : A1 �! B1 na A2 u B2 ima to�cno jedno,
a pro�irenja od g : A2 �! B2 na A1 u B1 ima
beskona�cno.



De�nicija 1.4. Kompozicija funkcija f : A �! B1 i
g : B2 �! C; B2 � B1 je funkcija h : A �! C; tako
da je

h (x) = g (f (x))

za svaki x 2 A: Pi�emo h = g � f:

Kompozicija je asocijativna, tj. vrijedi

h � (g � f ) = (h � g) � f:

Primjer Naći h � g � f; ako je

f (x) = 2x; g (x) =
1

x2 � 1; h (x) =
p
x:



De�nicija 1.5. Za funkciju f : A �! B ka�emo da je:

� surjekcija ili preslikavanje na ako je

f (A) = B;
tj.

(8y 2 B) (9x 2 A) (f (x) = y) ;

("slika jednaka kodomeni").

� injekcija ili 1� 1 preslikavanje ako

(8x; x02 A) (f (x) = f (x0) =) x = x0)�
ili (8x; x02 A)

�
x 6= x0 =) f (x) 6= f (x0)

��
;

("razli�citim x�evima pridru�eni razli�citi y�i").

� bijekcija ili obostrano jednozna�cno preslikavanje
ako je surjekcija i injekcija, tj.

(8y 2 B) (9!x 2 A) (f (x) = y) ;

Primjer 1 Funkcija iA : A �! A de�nirana sa
iA (x) = x; za svaki x 2 A; se naziva identiteta na
skupu A.
Identiteta iA : A �! A je bijekcija.



Primjer 2 Sa f (x) = sin x zadana je funkcija
f : R �! R koja nije ni injekcija ni surjekcija. Restrik-
cija ove funkcije f1 :

�
��2 ;

�
2

�
�! [�1; 1] ; f1 (x) = sin x

je bijekcija.

Teorem 1.6. Funkcija f : A �! B je bijekcija ako
i samo ako postoji funkcija g : B �! A tako da je
g � f = iA i f � g = iB, gdje su iA i iB odgovara-
juće identitete. Funkcija g je jedinstvena i naziva se
inverzna funkcija funkcije f i ozna�cava sa f�1:

Napomena 1: Ako je f : A �! B bijekcija onda je

f (x) = y () f�1 (y) = x:
Naime,

(8x 2 A)
�
f�1�f

�
(x) = f�1 (f (x)) = f�1 (y) = iA (x) = x;

(8y 2 B)
�
f � f�1

�
(y) = f

�
f�1 (y)

�
= f (x) = iB (y) = y:



Napomena 2: Ako imamo realnu funkciju realne var-
ijable f : A �! B koja je bijekcija, graf inverzne
funkcije f�1 : B �! A je simetri�can grafu funkcije f
s obzirom na pravac y = x.



2. Realne funkcije realne varijable

De�nicija 2.1. Za funkciju f : A �! B ka�emo
da je realna funkcija realne varijable ako su skupovi
A;B � R.

Zadavanje funkcija:

1) Tabli�cno
2) Analiti�ckim izrazom
3) Gra��cki

1) Tabli�cno zadavanje funkcija

Primjer:

x 0 3 7 11 30
f (x) �1 2 4 7 �3

- ako je domena kona�can skup;

- ako domena nije kona�can skup - ostale vrijednosti
odred̄ujemo pribli�no (npr. interpolacijom - numeri�cka
matematika).



2) Zadavanje funkcija analiti�ckim izrazom (pravilom)

Primjer:

f (x) =
p
x2 � 1; g (x) = sin 3x; ::::

Napomena: Ovdje za domenu uzimamo prirodno po-
dru�cje de�nicije Df ; a za kodomenu R:

Jo� ka�emo da je funkcija zadana eksplicitno.

3) Zadavanje funkcija gra��cki

Grafom funkcije nazivamo skup

Gf = f(x; y) : y = f (x) ; x 2 Dfg � R� R:

Napomena: Graf je podskup ravnine R� R:

Primjer: Gf = f(x; y) : y = jxjg

Graf funkcije f (x) = jxj



Napomena 1: Promatrajmo jednad�bu F (x; y) = 0 u
kojoj pravilo F povezuje x i y.

Ako se na nekom podskupu A � R svakom x 2 A
mo�e pridru�iti to�cno jedan y 2 R, onda ka�emo da
je jednad�bom F (x; y) = 0 implicitno zadana funkcija
f : A �! R, tako da je y = f (x) i F (x; f (x)) = 0:

� �Cesto je jednad�bom F (x; y) = 0 zadano vi�e
funkcija. Općenito, sa F (x; y) = 0 je zadana
krivulja u ravnini

GF = f(x; y) : F (x; y) = 0g ;

(uvjeti da bi bila zadana to�cno jedna funkcija -
kasnije);

Primjer:

�
y �

p
x + 1| {z }

F (x;y)

= 0 =) y =
p
x� 1:

Zadana je funkcija: f (x) =
p
x� 1; f : [0;1)! R



�
x2 + y2 � 1| {z }

F (x;y)

= 0 =) y = �
p
1� x2

Zadane su funkcije:

f1 (x) =
p
1� x2; f1 : [�1; 1]! R;

f2 (x) = �
p
1� x2; f2 : [�1; 1]! R;

Graf

GF =
�
(x; y) : x2 + y2 � 1 = 0

	
;

je centralna kru�nica radijusa 1:



Napomena 2: Promatrajmo funkcije �;	 : T �! R i
de�nirajmo za svaki t 2 T

x = � (t) ; y = 	 (t) : (1)

S jednad�bama (1) je općenito parametarski zadana
krivulja u ravnini

� = f(x; y) : x = � (t) ; y = 	 (t) ; t 2 Tg :

Ako je funkcija � injekcija, onda će sa (1) biti
zadana funkcija f : A �! R, gdje je A = � (T ) ;
a eksplicitni (implicitni) oblik funkcije dobivamo tzv.
eliminacijom parametra t iz jednad�bi (1).

Primjer:

�
� (t) = cos t; � : [0; 2�)! R

	 (t) = sin t; 	 : [0; 2�)! R

Neka je x = cos t i y = sin t:
Eliminacija parametra t:

x2 + y2 = (cos t)2 + (sin t)2 = 1



Graf

�1 = f(x; y) : x = cos t; y = sin t; t 2 [0; 2�)g ;

je (cijela) centralna kru�nica radijusa 1:

Graf

�2 = f(x; y) : x = cos t; y = sin t; t 2 [0; �]g ;

je dio centralne kru�nice radijusa 1 (gornja
polovica):

Uo�cimo:

- �1 je graf krivulje;

- �2 je graf funkcije f (x) =
p
1� x2

(jer je � (t) = cos t, � : [0; �]! R injekcija).


