


2. REALNE FUNKCIJE REALNE
VARIJABLE



1. Funkcije

Definicija 1.1 Funkcija ili preslikavanje je svaka
uredena trojka

(A7 f7 B)?

pri cemu su A i B skupovi, a f bilo koje pravilo po
kojem se svakom elementu x € A pridruzuje tocno
jedan element y € B.

Oznaka: f: A— B i r—y=f(x);

e skup A - podrucje definicije ili domena;

e skup B - podrucje vrijednosti ili kodomena;

e x - nezavisna varijabla ili argument;

e y - zavisna varijabla;

e y = f (z) - vrijednost (na elementu x) funkcije f;

e Skup
f(A)={yeB:(Fr e A)(y=f(2))}

nazivamo slika funkcije f.




Uocimo: Funkcija je potpuno definirana s tri podatka:

- domenom;
- kodomenom;

- pravilom f.

Vazna napomena: Realne funkcije realne varijable,
ti. f: A— BgdjesuA, B C R, obicho zadajemo
samo pravilom (analitiCkim izrazom), npr.

F@) =22, g(@)=——\ h{z)=va

2 —1’

Pri tome podrazumijevamo (ako se drugacije ne na-
glasi) da je:

A domena - maksimalan podskup skupa R za koji
taj izraz ima smisla. Taj skup nazivamo prirodno
podrucje definicije i oznaCujemo sa Dy ili D (f);

A kodomena - cijeli skup R.
Dakle (za gornje funkcije):

f-R—R, g:R\{-1,1} — R, h:[0,00) — R.



Definicija 1.2. Za funkcije f : Ay — By i
g : Ay — B, kazemo da su jednake i piSemo

f=g,akoje Ay = Ay, By = Byi f(z) = g(x) za
svaki z € A; = A,.

i
(A1, f, Bi) = (42, g, Bs) <
A=A, N Bi=By A (Vﬂf c A= AQ) (f (ZC) = g(:lf))

Primjer

Vrijedi: f #gjerje Dy =R # R\ {0} = D,.



Definicija 1.3. Neka su zadane dvije funkcije
fiAl —>B1|g ) AQ —>Bg,takodajeA2 §A1,
By C Byi f(x) =g(x)za svaki z € A,. Tada kazemo
da je:

g restrikcija ili suzenje od f;

f ekstenzija ili proSirenje od g.

Primjer 5

Vrijedi:
f - proSirenje od g:;
g - prosirenje od f.

Napomena: Funkcija

v ={1 170

je takoder prosirenje od g.

Napomena: Ako je A, C A, By, C B; suzenja
od f : Ay — Bj na Ay u By ima tocno jedno,
a proSirenja od g : Ao — By na A; u B; ima
beskonacno.




Definicija 1.4. Kompozicija funkcija f : A — B i
g: By — (C, By C By jefunkcija h : A — (C, tako

da je
h(z)=g(f(x))

zasvakiz € A. PiSemo h =go f.

Kompozicija je asocijativna, tj. vrijedi

ho(gof)=(hog)olf.

Primjer Naci h o g o f, ako je

F@)=22, g(@)=——\ h{x)=va

2 —1’




Definicija 1.5. Za funkciju f : A — B kazemo da je:

e surjekcija ili preslikavanje na ako je

f(A)=B,

(Vye B) (Jred) (f(z)=y);

("slika jednaka kodomeni").

e injekcija ili 1 — 1 preslikavanje ako
Vo, z'€e A) (f(z) = f(2)) = z =12
(ili (Vz,2'€e A) (x#2' = f(x) # f(2))));

("razlicitim x—evima pridruzeni razliCiti y—i").

e bijekcija ili obostrano jednoznacno preslikavanje
ako je surjekcija i injekcija, ;.

(Vvye B) (JzeA) (f(x)=y);

Primjer 1 Funkcija 14 : A — A definirana sa
ia(x) = x, za svaki © € A, se naziva identiteta na
skupu A.

|dentiteta 74 : A — A je bijekcija.



Primjer 2 Sa f (z) = sinx zadana je funkcija

f : R — R koja nije ni injekcija ni surjekcija. Restrik-
cija ove funkcije f : [—g, %] — |[=1,1], fi(z) =sinx
je bijekcija.

08T
06T
PP
0.4
N+
L
I I I I hd I I I
t + t + t t t
-3 -3.75 2.3 -1.23 0 125 25 373

Teorem 1.6. Funkcija f : A — B je bijekcija ako
i samo ako postoji funkcija g : B — A tako da je
gof =141fog=1p,gdjesuiyiip odgovara-

juce identitete. Funkcija g je jedinstvena i naziva se
inverzna funkcija funkcije f i oznacava sa .

Napomena 1: Ako je f : A — B bijekcija onda je

fl@)=y <= f(y) ==
Naime,

(Ve e A) (flof)(x) = fFH(fe)=f"(y)=ialz)=u1;
VyeB) (fof N =f(f"y)=f(x)=isly)=v.



Napomena 2: Ako imamo realnu funkciju realne var-
jjable f : A — B koja je bijekcija, graf inverzne
funkcije f~! : B — A je simetri¢an grafu funkcije f
S obzirom na pravac y = x.




2. Realne funkcije realne varijable

Definicija 2.1. Za funkciju f : A — B kazemo
da je realna funkcija realne varijable ako su skupovi
A, B CR.

Zadavanje funkcija:

1) Tablicno
2) Analitickim izrazom
3) Graficki

1) Tablicno zadavanje funkcija

Primjer:

x | 0 3/7]11]30
f(zx) —1|2/4]7 -3

- ako je domena konacan skup;

- ako domena nije konaCan skup - ostale vrijednosti
odredujemo priblizno (npr. interpolacijom - numericka
matematika).



2) Zadavanje funkcija analitickim izrazom (pravilom)

Primjer:

f(r)=+vx*—=1, g(x)=sin3x,....

Napomena: Ovdje za domenu uzimamo prirodno po-
drucje definicije D¢, a za kodomenu R.

JoS kazemo da je funkcija zadana eksplicitno.

3) Zadavanje funkcija graficki

Grafom funkcije nazivamo skup

Gr={(x,y):y=f(x), € D} CRxR

Napomena: Graf je podskup ravnine R x R.

Primjer: Gr={(r,y) -y = |z[}

Graf funkcije f (z) = |z|



Napomena 1: Promatrajmo jednadzbu F'(z,y) =0 u
kojoj pravilo F' povezuje x i y.

Ako se na nekom podskupu A C R svakom x € A
moze pridruziti tocno jedan y € R, onda kazemo da
je jednadzbom F'(z,y) = 0 implicitno zadana funkcija
f:A— R,takodajey = f(x)i F(z, f(x)) =0.

e Cesto je jednadzbom F (z,y) = 0 zadano vise
funkcija. Opcenito, sa F'(z,y) = 0 je zadana
Krivulja u ravnini

Gr ={(z,y) : F(z,y) =0}

(uvjeti da bi bila zadana tocno jedna funkcija -
kasnije);

Primjer:

y—vVr+l=0 = y=+z—1

F(x,y)



Zadane su funkcije:

f1<33>: Vl_x27 flz[_171]_>]R7
f2($>:_\/1_3327 fQ:[_lal]%Ra
Graf
Gr ={(z,y) 12" +y" —1=0};

je centralna kruznica radijusa 1.



Napomena 2: Promatrajmo funkcije ®, ¥ : 7' — R i
definirajmo za svaki t € T

r=o(t), y=Vv(t). (1)

S jednadzbama (1) je opcenito parametarski zadana
krivulja u ravnini

F={(x,y):x=d(), y=V(t),teT}.

Ako je funkcija ® injekcija, onda ¢e sa (1) biti
zadana funkcija f : A — R, gdjeje A = ¢ (T),
a eksplicitni (implicitni) oblik funkcije dobivamo tzv.
eliminacijom parametra ¢ iz jednadzbi (1).

Primjer:

d(t) = cost, P:[0,27r) - R
U(t) = sint, V:[0,27r) >R

Neka je r = cost iy = sint.
Eliminacija parametra ¢:

22 + 92 = (cost)’ + (sint)” = 1



Graf

Flz{(x,y):xzcost, Yy = sint, tE[O,27T)};

je (cijela) centralna kruznica radijusa 1.
Graf
[y ={(x,y) : x =cost, y=sint, t€|0,7]};

je dio centralne kruznice radijusa 1 (gornja
polovica).

Uocimo:

- I'y je graf krivulje;

- T’y je graf funkcije f(x) = V1 — x?
(jerje @ (t) = cost, ® : [0, 7] — R injekcija).



