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Uvod

Sada razmatramo jedan postupak koji moze posluziti prilikom rjeSavanja
sljede¢ih problema:

> Ispitivanje valjanosti formule;
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v

Odredivanje jesu li zadane dvije formule logicki ekvivalentne.
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Kod logike sudova glavni test uvijek zavrSava u konacno mnogo koraka i
korektno odgovaraju na postavljeno pitanje.

Kod logike prvog reda to vise nije slucaj.

Postoje oborive formule logike sudova za koju je svaka konaéna struktura
model.

To znadi da ¢e ponekad biti nemogude odrediti (beskonaénu) strukturu u
kona¢no mnogo koraka.
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U ovoj tocki promatramo samo zatvorene formule koje ne sadrze
konstantske i funkcijske simbole.

Vidjet ¢emo da je i taj smanjeni alfabet dovoljan kako bi se naglasila sva
slozenost problema ispitivanja valjanosti u logici prvog reda.
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Pravila za veznike

Pravila glavnog testa
Sada prvo navodimo pravila glavnog testa za propozicionalne veznike.
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Pravila za veznike
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Pravila za kvantifikatore

Preostalo je napisati pravila glavnog testa za kvantifikatore.

No, opisimo prvo $to zapravo znadi ispitati valjanost neke formule F
pomodu glavnog testa.

Ako ispitujemo je li neka formula F valjana tada je prvi redak testa oblika
F L.

To znaci da mi pokuSsavamo odrediti postoji li struktura koja nije model
za formulu F.
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Pravila za kvantifikatore

Iz definicije strukture slijedi da moramo odrediti nosa¢ |90 i preslikavanje
.

Opisimo prvo na koji na¢in odredujemo nosa¢ |9, tj. navedimo u kojim
koracima ispitivanja ""punimo'’ nosac s novim elementima.

Postoje dva takva osnovna oblika.
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Pravila za kvantifikatore

To su: VxG(x) L i IxG(x) T.

Za svaki od ta dva navedena oblika moramo u |90t| dodati novi element,
jer npr. istinitost formule 3xG(x) zna&i da postoji element u |9 koji je
"svjedok" istinitosti.

Nakon analize retka oblika 3xG(x) T, prvo zaokruZujemo znak T, tj.
pisemo @ , te u taj redak dopisujemo (..a..).
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Pravila za kvantifikatore

Element a mora biti novi, tj. ne smije biti uveden u nekom prethodnom
koraku.

Oznaka (..a..) nam sugerira da smo element a upravo uveli u tom koraku.

Zatim, u (nekom) sljedec¢em retku piSemo G(a) T.
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Pravila za kvantifikatore

Analogno postupamo za retke oblika VxG(x) L.

Time smo opisali dva oblika pravila za kvantifikatore.

Vazno je istaknuti da u ovoj tocCki znakove a, b, c..., a1, as,... smatramo
elementima alfabeta, tj. to su konstantski simboli u jednu ruku.

U drugu ruku te oznake koristimo za elemente nosaca interpretacije.
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Pravila za kvantifikatore

Sada opisujemo pravila za slu¢ajeve VxG(x) T i IxG(x) L.

Sto zapravo znadi istinitost formule oblika ¥xG(x) za neku interpretaciju?

Po definiciji to znadi istinitost formule G(x) za svaku valuaciju.
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Pravila za kvantifikatore

Malo neprecizno, ali krae zapisano, to zapravo znadi istinitost formule
G(m), za svaki element m € |91|.

Dakle, za svaki uvedeni element a u nosaCu mi moramo ispitati istinitost
formule G(a).

Posebno to znaci da ispitujemo za elemente koji su uvedeni prije i poslije
retka VxG(x) T.
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Pravila za kvantifikatore

To pak povlaéi da redak oblika VxG(x) T moZda nikad nece biti do kraja
analiziran, jer se mogude poslije njega uvodi novi element u nosac.

Analizu retka oblika ¥xG(x) T u odnosu na element a oznalavamo sa

VxG(x) T @.

Zatim, u (nekom) sljede¢em retku piSemo G(a) T.
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Pravila za kvantifikatore

Analogno postupamo za retke oblika IxG(x) L.

Sada navodimo pravila za kvantifikatore.

Oznaka (T a | a) nam sugerira da novo uvedeni element a moramo
dopisati kod svih redaka oblika ¥xG(x) T i 3xG(x) L koji su bili prije i
koji ¢e se pojaviti kasnije.
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Pravila za kvantifikatore

) VBT @,... vB (L) (.a) (1 al a)
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Primjeri
Primjer 1
Ispitajmo valjanost formule (VxA(x) — IxB(x)) — 3x(A(x) — B(x))

Na sljedecoj slici dano je jedno stablo glavnog testa za zadanu formulu.
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(VxA(x) — 3xB(x)) — Ix(A(x) — B(x)) L
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(YxA(x) — FxB(x)) — Ix(A(x) = B(x)) @)
VxA(x) — IxB(x) T
(*)  Ix(Ax) = B(x)) L
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(VxA(x) = 3xB(x)) — Ix(A() — B(x)) ()
VxA(x) — IxB(x) @
() 3(AK) — B(x) L
)

IxB(x) T

VxA(X)@ (.a.
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Sljedeéim primjerom Zelimo istaknuti nuznost uvodenja novih elemenata
u nosac prilikom analize formula oblika VxG(x) L i 3xG(x) T.

Primjer 2

Pomocu glavnog testa ispitajmo vrijedi Ii

Vx3yP(x,y) = VxQ(x) [= VxVy(P(x, y) — Q(x))-
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Posto lijeva grana nije zavrsila oznakom za kontradikciju zakljuujemo da
dana tvrdnja nije istinita.

S te lijeve grane mozemo procitati strukturu za koju pocetna tvrdnja nije
istinita.

Nosa& strukture je || = {a, b, c}, te je PP = {(a,b)} i Q@™ =10.
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Uoéimo jo$ da na desnoj grani prvi redak oblika VxQ(x) T nismo
analizirali u odnosu na element b. To nije nuzno jer smo veé naisli na
kontradikciju.

Pogledajmo sada sto se dogada kada u rjeSavanju gornjeg zadatka
koristimo "stare" elemente.
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WxAyP(x,y) — vxQ(x)  (T)
Vv (P =) @O ()
Wy (P 9 O (b
a) ©

P(a, b)

©
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U sedmom retku smo sa (! ..a..) oznadili da ne uvodimo novi element veé
koristimo stari.

Dani test je na svim granama zavrSio kontradikcijom, pa bi brzopleto (i
krivo) mogli zakljuciti da je dana formula valjana.

Iz prethodnog testa znamo da formula nije valjana.

Koristenjem "starog" elementa a mi smo posljednjim testom zapravo
dokazali da ne postoji strukura s to¢no dva elementa koja nije model za
F.
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U sljede¢em primjeru zelimo istaknuti kako se glavni test koristi za
ispitivanje je li neka formula F oboriva.

Pocetni redak u testu je oblika F_L. To znacdi da pokusavamo odrediti
strukturu koja nije model za formulu F.
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Primjer 3

Ispitajmo pomocu glavnog testa je Ii sljedeca formula oboriva:

(IxVyR(x,y) V Vy(IxP(y, x) = VxR(x,y))) — Ix(Q(x) V R(x, x)).
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(BxVYyR(x,y) VVy(3xP(y, x) — VxR(x,y))) — Ix(Q(x) V R(x,x)) L
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(%) Ix(Q(x) V R(x,x)) L
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IXVyR(x,y) T Vy(IxP(y,x) — VxR(x,y)) T

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 000
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(B0yR(x.y) V ¥y (3xP(y. ) — YxR(x.y)) — 3x(Q(x) Y Rx.x))D)
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IXYR(x, y) V Yy (GxP(y, x) — ¥xR(x, ) (T)
(+) a/x(Q(x) vV R(x, X< 1
IR )(T) (a)  Vy(@xP(y,x) — ¥xR(x,y)) T
VyR(a,y) T @
R(a, a) @
() Ix(Q(x) V R(x,x)) L
Q(a) v R(a,2)L)

Q(a @

~—

R(a, a) @

X




Primjeri
0000000000000 000

(3xVYyR(x,y) VVy(3xP(y, x) — VxR(x,y))) — Ix(Q(x) V R(x,x))@
IxVyR(x,y) V Vy(3xP(y, x) — YxR(x,y)) @
(%) Ix(Q(x) V R(x,x)) L

/ N

IxVyR(x, y)@ (.a.) Vy(3xP(y,x) — VxR(x,y)) T (..b.) ®
VyR(a,y) T @ () IxP(b,x) — VxR(x,b) T

(
R(a, a) @

(+) I(Q(x) V R(x, %) L @

Q(a) v R(a,2)L)

Q(a @

~—

R(a, a) @

X




Primjeri
0000000000000 000

(3xVYyR(x,y) VVy(3xP(y, x) — VxR(x,y))) — Ix(Q(x) V R(x,x))@
IxVyR(x,y) V Vy(3xP(y, x) — YxR(x,y)) @
(%) Ix(Q(x) V R(x,x)) L

/ N

IxVyR(x, y)@ (.a.) Vy(3xP(y,x) — VxR(x,y)) T (..b.) ®

VyR(a,y) T @ () IxP(b,x) — VxR(x,b) T
R(a,a) () (+) 3x(Q(x) V R(x, x)) L ®
(*) IX(Q(x) V R(x,x)) L @ Q(b) v R(b, b) L
Q(a) v R(a,2)L)
Q) ©

R(a, a) @

X




Primjeri
0000000000000 000

(3xVYyR(x,y) VVy(3xP(y, x) — VxR(x,y))) — Ix(Q(x) V R(x,x))@
IxVyR(x,y) V Vy(3xP(y, x) — YxR(x,y)) @
(%) Ix(Q(x) V R(x,x)) L

/ N

IxVyR(x, y)@ (.a.) Vy(3xP(y,x) — VxR(x,y)) T (..b.) ®

VyR(a,y) T @ () IxP(b,x) — VxR(x,b) T
R(a,a) () (+) W(Q(X) V R(x,x)) L ®
() IX(Q(X) V R(x,x)) L @ Q(b) v R(b, b)(L)

(
Q(a) v R(a,2)(2) o) @
ORO R(b.b) (L)

~—

R(a, a) @

X




Primjeri
0000000000000 000

(3xVYyR(x,y) VVy(3xP(y, x) — VxR(x,y))) — Ix(Q(x) V R(x,x))@
IxVyR(x,y) V Vy(3xP(y, x) — YxR(x,y)) @
(%) Ix(Q(x) V R(x,x)) L

/ N

IxVyR(x, y)@ (.a.) Vy(3xP(y,x) — VxR(x,y)) T (..b.) ®

VyR(a,y) T @ () IxP(b,x) — VxR(x,b) T
R(a,a) () (+) W(Q(X) V R(x,x)) L ®
() IX(Q(X) V R(x,x)) L @ Q(b) v R(b, b)(L)

(
Q(a) v R(a,2)(2) o) @
ORO R(b.b) (L)

~—

R(a, a) @ Nastavak na sljede¢em slajdu
X




Primjeri
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() IxP(b,x) — YxR(x,b) T

Mladen Vukovi¢

Matematicka logika i izracunljivost



Primjeri
00000000000 e00000

() IxP(b, x) — VxR(x, b)@

/N

IxP(b,x) L VxR(x,b) T

Mladen Vukovié




Primjeri
00000000000 e00000

() IxP(b, x) — VxR(x, b)@

/N

IxP(b,x) L (B VxR(x,b) T

P(b,b) (L)

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
00000000000 e00000

() IxP(b, x) — VxR(x, b)@

/N

3xP(b,x) L (B VxR(x,b) T ®

P(b,b) (L) R(b,b) (T)

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
00000000000 e00000

() IxP(b, x) — VxR(x, b)@

/N

3xP(b,x) L (B VxR(x,b) T ®
'D(b’b) @ R(b’b) @
X

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
000000000000 e0000

Zadana formula je oboriva.

JEdna struktura 9t koja to dokazuje zadana je sa: || = {b}, te
QY = RM — pM _ (),

Mladen Vukovié




Primjeri
0000000000000 e000

Sljedeéi primjer pokazuje da nekad test ne mora zavrsiti, ali mi ipak
moZemo odrediti jednu traZenu (beskonaénu) strukturu.

Primjer 4
Ispitajmo je Ii formula Vx3yA(x,y) — JyVxA(x, y) valjana.

Mladen Vukovié

Matematicka lo,



Primjeri
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Vx3yA(x,y) — FyVxA(x,y) L

Mladen Vukor




Primjeri
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Vx3YA(x, v) — FyvxA(x, ) Q)
Vx3yA(x,y) T
IyVxA(x,y) L

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3YA(x, v) — FyvxA(x, ) Q)

VxIyA(x,y) T (..a1..)

VXA(x,y) L &

JyA(ar,y) T

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3yA(x,y) — FyVxA(x,y

Mladen Vukovié

@)
Vx3yA(x,y) T (..a1-.)

IyVxA(x,y) L
FyA(a,y) T
VxA(x, a1) L

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3YA(x, v) — FyvxA(x, ) Q)
VxIyA(x,y) T (..a1..) 22

IyVxA(x,y) L a;
A, y)T) (-22.)
VxA(x, a1) L

A(al, 82) @

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3yA(x,y) — FyVxA(x,y

Mladen Vukovié

©

)
VxIyA(x,y) T (..a1..) a a3

IyVxA(x,y) L 22 as
A, y)T) (-22.)

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3yA(x,y) — FyVxA(x,y

Mladen Vukovié

©
VXA, y) T (ea1.) a
VxA(x, y) L 22 as
A, y)T) (-22.)

vXA(x a) @) (.a5.)

Aar,a2) @
) ©

33,31

JyA(az,y) T

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
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Vx3yA(x,y) — HYVXA(X»Y)QD
(

Mladen Vukovié

VXA, y) T (ea1.) a
VxA(x, y) L 33
A, y)T) (-22.)
WA, a) (@) (.as..)
Aar, 22) (T)
A(as, a1) @

FyA(az, y
VxA(x, ap

—_  ~—

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3yA(x,y) — HYVXA(X»Y)QD
(

Mladen Vukovié

Vx3yA(Gy) T (ar) a5 a
VxA(x, y) L 33 a
YA y)D) (-22.)
wA(x, ) (@) (-
A(ar, ) @
Aas, 1) (O
A2, y)(T) (1)
WxA(x, a2) L

A(az, a4) @

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3yA(x,y) — HYVXA(X»Y)QD
(

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost

VxAyACay) T (an) a3 a as
VxA(x, y) L 33 a, as
A ) D) (-22)
wA(x, ) (@) (-
A(ar, @) @




Primjeri
0000000000000 0e00

Vx3yA(x,y) — HYVXA(X»Y)QD
(

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost

VxAyACay) T (an) a3 a as
VxA(x, y) L 33 a, as
A ) D) (-22)
wA(x, ) (@) (-
A(ar, @) @




Primjeri
0000000000000 00e0

Neka je |9 = {a, : n € N\ {0}}, te A™ = {(a,, a2,) : n € N}
Nije tesko vidjeti da vrijedi 9 J= Vx3yA(x, y) — TyVxA(x, y).

To znadi da dana formula nije valjana.

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Primjeri
0000000000000 000e

Prethodni primjer je prije svega vazan kako bi istaknuli da glavni test ne
mora uopce zavrsti.

Istaknimo samo da je moguée konstruirati konacnu strukturu koja nije
model za danu formulu.

Mladen Vukovié




Churchov teorem
9000000000

Churchov teorem
Formula

VxiVxoVx3 (R(x1, x1) A (R(x1,x3) — (R(x1, x2) V R(x2,x3)))) —
JyVzR(y, z)

je primjer formule za koju je svaka konacna struktura model, ali ona ipak
nije valjana. (Pokusajte to dokazati pomo¢u glavnog testa.)

Analiza dosta brzo postaje jako sloZena.
Nije uopce jasna strategija kojom bismo konstruirali beskonacnu
strukturu.

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Churchov teorem
O@00000000

Pokusajte zatim pomocu glavnog testa ispitati slijedi li logi¢ki formula

VxVy3z(R(x,y) — (R(x,z) — R(z,y))

iz skupa formula

{¥x3yR(x,y), VxVy(R(x,y) — = R(y,x)}.

Analiza vrlo brzo postaje jako sloZena, te nije jasno hoce li glavni test
uopce zavrsiti.

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izr



Churchov teorem
00@0000000

Naravno, vrlo lako je napisati joS kompliciranije formule za koje ¢e
ispitivanje valjanosti biti jako sloZeno.

No, to nije slucaj samo s glavnim testom, ve¢ se isti problemi javljaju kod
svakog testa za ispitivanje valjanosti formula logike prvog reda.

To istic¢emo u sljedeCom teoremu Alonsa Churcha.

Mladen Vukovié

Matem loj



Churchov teorem
000@000000

Teorem 1 (Churchov teorem)

Logika prvog reda je neodluciva, tj. ne postoji test kojim bi se za svaku
formulu u konacno mnogo koraka mogli ispitati je li valjana.

Mladen Vukovié

Matematicka lo,



Churchov teorem
0000@00000

Za dokaz prethodnog teorema morali bismo prvo uvesti osnovne pojmove
i rezultate teorije izraCunljivosti.

O tome ¢emo govoriti kasnije, tj. u tre¢em ciklusu ovih predvanja.

Mladen Vukovié




Churchov teorem
[e]e]e]e]e] le]e]ele)

Rezimirajmo na kraju kako sve glavni test moZe zavrsiti prilikom
ispitivanja valjanosti neke formule.

Moguce su sljedeée dvije situacije:

a) Test je zavrSio u konacno mnogo koraka i sve grane su zavrsile
kontradikcijom.

b) Postoji grana koja nije zavrsila kontradikcijom.

Mladen Vukovié




Churchov teorem
[e]e]e]e]o]e] lo]ele)
Jednu situaciju iz sluéaja a) prikazujemo sljede¢om slikom.

FQ

Tada zakljuujemo da je dana formula F valjana.

Mladen Vukovié




Churchov teorem
0000000800

b) Postoji grana koja nije zavrsila kontradikcijom.

Tu razlikujemo sljede¢a dva podslucaja.

b1) Postoji grana koja nije zavrsila kontradikcijom gdje je test proveden
do kraja.

by) Test nije proveden do kraja i nije jasno hoce li zavrsiti u kona¢no
koraka.

Mladen Vukovié

Matem loj



Churchov teorem
0000000080

b1) Na sljedeéoj slici je prikazana jedna takva situacija.

FQO

Tada zakljuujemo da je dana formula F oboriva.

S grane koja nije zavrsila kontradikcijom &itamo strukturu koja nije

model za danu formulu.
Mladen Vukovi¢

Matem loj



Churchov teorem
000000000 e

by) Test nije proveden do kraja i nije jasno hoée li zavrsiti u konaéno
koraka.

U nekim specijalnim slucajevima moguce je na osnovu periodickog
ponavljanja odrediti beskona¢nu strukturu koja nije model za danu
formulu.

No, ve¢inom u takvim slucajevima ne mozemo nista zakljuciti.

Mladen Vukovié




Zadaci

1. Odredite preneksnu normalnu formu formule i ispitajte valjanost
pomodu glavnog testa

(3zF(2) A (FyF(y) — ¥XG(x))) — 3w (F(w) A G(w))

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(32F(2) A (ByF(y) = VxG(x))) — Fw(F(w) A G(w))

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(32F(2) A (ByF(y) = VxG(x))) — Fw(F(w) A G(w))

3z(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(32F(2) A (ByF(y) = VxG(x))) — Fw(F(w) A G(w))
3z(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <

3z(F(z) A xVy(F(y) = G(x))) = 3w(F(w) A G(w)) &

Mladen Vukovié




Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(32F(2) A (ByF(y) = VxG(x))) — Fw(F(w) A G(w))
3z(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <
3z(F(z) A xVy(F(y) = G(x))) = 3w(F(w) A G(w)) &

3z9xVy(F(z) A (F(y) = G(x))) — Iw(F(w) A G(w)) &

Mladen Vukovié




Rjesenje. Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(32F(2) A (ByF(y) = VxG(x))) — Fw(F(w) A G(w))
3z(F(2) A (ByF(y) = ¥xG(x))) — w(F(w) A G(w)) <
3z(F(z) A xVy(F(y) = G(x))) = 3w(F(w) A G(w)) &
3z9xVy(F(z) A (F(y) = G(x))) — Iw(F(w) A G(w)) &

VzIxJyIw[(F(z) A (F(y) — G(x))) — (F(w) A G(w))]

Na posljednju formulu primjenjujemo glavni test.

Mladen Vukovié




VzIxJydw[(F(z) N (F(y) — G(x))) — (F(w) A G(w))] L

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



VzIxJydw[(F(z) N (F(y) — G(x))) — (F(w) A G(w))] @ (..a..)
3yIw[(F(a) A (F(y) = G(x))) = (F(W) A G(w))] L&




VaBayw|(F(z) A (F(y) = G(x))) — (Fw) A Gw)] @O (
3yIw|[(F(a) A (F(y) = G(x))) = (F(w) AG(w))] L@
Ay3w[(F(a) A (F(y) = G(a))) = (F(W) A G(w))] L a




A (F(y) = G()) = (Fw) A 6w))] O (-a.)

A (F(y) = G(x)) = (F(w) A G(w))] L@
y3w[(F(a) A (F(y) = 6(a))) = (F(W) A G(w))] L@

A (F(a) = G(a))) = (F(w) A G(w))] L a







(a))) = (FW)AG(w))] L@
(F(a) = G(a)) = (F(2) A G(2)) )
Fla)—G(a)) T

AG(a) L




(a))) = (FW)AG(w))] L@
(F(a) = G(a)) = (F(2) A G(2)) )




Vz3x3yIw([(F(2) A (F(y) = G(x))) — (F( 1 ©
3yIw|[(F(a) A (F(y) = G(x))) = (F(w) AG(w))] L@
y3w[(F(a) A (F(y) = 6(a))) = (F(W) A G(w))] L@
Aw[(F(a) A (F(a) = G(a))) = (F(w) A G(w))] L@

A

(
(F(a) = G(a))) — (F(a) A G(a)) Q)
F(a) — G(a)) (T)

F(a) — G(a) T

Nastavak na sljede¢em slajdu




F(a)AG(a) L

Fa) (@

F(a)— G(a) T

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost















Sve grane su zavrSile kontradikcijom pa zaklju¢ujemo da je dana formula
valjana.

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



2. Pomodu glavnog testa ispitajte valjanost sljedecih formula:

a) (B — (VxA(x) AVxC(x))) — (=B V ¥x(A(x) A C(x))), pri ¢emu je
B zatvorena formula;

b) VxVyP(x,y) — (3y3xP(y,x) V IxIyP(x,y));
c) (FAA(IxB(x) vV IxC(x))) < —(AVYx(=B(x) A=C(x)));

d) VxVy(P(x,y) A Q(x)) — (VxVyP(x,y) A ¥xQ(x)).

Rjesenje: Sve navedene formule su valjane.

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



3. Odredite prvo preneksnu normalnu formu formule

(VxF(x) V (3xF (x) — ¥xG(x))) — (VxF(x) AVxG(x)),

a zatim ispitajte je li dobivena preneksna normalna forma oboriva.

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



4. Pomodu glavnog testa ispitajte vrijedi li:

a) {VxVy(F(x,y) = =F(y,x))} = =3xF(x, x);

b) {Vx(A(x) — B(x))} = Vy(3x(A(x) A Cly, x)) —
Ix(B(x) A Cly, x)));

c) {IxVyB(x,y) — A, —AV 3IxIyB(x,y)} E AV -VyVxB(y, x), gdje
je formula A zatvorena;

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



d) VxVy(R(x,y) — =R(y,x)) E VxVy(R(x,y) — (R(y,x) —
R(x,x)));

e) F — =Vy3axR(x,y), Vx3yR(y, x) V IxR(x, x) E —F V VxVyR(x, y);

f) Ix(R(x, x) = VyR(x,y)) |= ¥xVy(=R(x,y) = R(y,x)). Ako
tvrdnja ne vrijedi odredite barem jednu interpretaciju koja to
dokazuje.

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



5. Ispitajte pomocu glavnog testa vrijedi li

F(a) — G(b), Vx(=F(x)) = ~G(b).

Rjesenje: Posto dana formula sadrzi konstantske simbole a i b
moramo prvo reéi Sto raditi s njima prilikom glavnog testa.

Po definiciji strukture za svaki konstantski simbol mora postojati
element u nosacu.

To znadi da prije pocetka testiranja smatramo da nosac strukture
sadrzi barem dva elementa.

Interpretacije konstatskih simbola, kao i obi¢no u ovoj tocki,
oznacavamo istim znakovima.

Mladen Vukovié

Matematicka lo,



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(=F(x)) T a b
-G(b) L

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(=F(x)) T a b

~6(6) ©

G(b) T

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(=F(x)) T a b

~6(6) ©
OO,

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ b
~6(6) @
6(6) @

-F(a) T

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ b
-6y ©
) @
~F(a) @

F(a) L

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:

F(a) — G(b) T

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ ®

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
W(-F(x) T @ ®
~6(6) @
) @
~F(a) @
Fla) O
~Fb) (T)

F(b) L

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — G(b) T
Vx(-F(x)) T @ ®

Mladen Vukovié
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Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — 6(6) (@

Vx(-F(x)) T @ ®
-G(b)
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Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:
F(a) — 6(6) (@

Vx(-F(x)) T @ ®
-G(b)
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Glavni test zapisujemo u obliku stabla ovako:

F(a) — 6(b) (T
Vx(-F(x)) T @ ®




Posto nisu sve grane zavrsile kontradikcijom (nije niti jedna!)
zaklju¢ujemo da dana tvrdnja nije istinita, tj. formula —=G(b) logicki ne
slijedi iz skupa formula {F(a) — G(b), Vx(—=F(x))}.
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6. Pomodu glavnog testa ispitajte je li ispunjiva formula

(Vx3yP(x,y) AVxQ(x)) A =VxIy(P(x,y) A Q(x)).

Mladen Vukovié

Matematicka logika i izraCunljivost



7.

> Neka je A zatvorena formula, a B formula s tocno jednom
slobodnom varijablom.

Koristeci glavni test dokazite ili opovrgnite

{IxB(x) — A, "AV IxB(x)} = AV —3xB(x).
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8.
» Pomocu glavnog testa odredite barem dvije strukture koje dokazuju

Yx(A(x) = B(x)) = Vy(3x(A(y) A Cly, x)) = 3x(B(y) A C(x, x)))-
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(x)  Yx(Alx) = B(x)) T
Vy(3x(A(y) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x,x))) L
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() Vx(A(x) - B(x)) T
Py (Bx(A(y) A Cly,x)) — Ix(B) A Clx,x)) @) (-a..)
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() Vx(A(x) - B(x)) T
Py (Bx(A(y) A Cly,x)) — Ix(B) A Clx,x)) @) (-a..)

Ix(A(a) A C(a,x)) — 3x(B(a) A C(x,x)) L




(*) VX(A(X) — B(X)) T &
y(Bx(A(y) A Cly, x)) — Ix(B(y) A C(x,%))) @) (-a..)

Ix(A(a) A C(a,x)) — 3x(B(a) A C(x,x)) L




() VXAK) - B(x) T a

Wy (BX(AY) A Cly,x)) — Ix(B) A Cx,x) @ (a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)
Ix(A(a) A C(a,x)) T




() VXAK) - B(x) T a

Wy (BX(AY) A Cly,x)) — Ix(B) A Cx,x) @ (a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)
Ix(A(a) A C(a,x)) T

(xx) Ix(B(a) A C(x,x)) L a




(+)  Ux(A(x)— B(x)) T a
Wy(Ex(AY) A Cly.x) = 3x(BY) A Cx,x)) O (-a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)

(%) Ix(B(a) A C(x,x)) L a




(x)  Wx(A(x) = B(x)) T a
Wy(Ex(AY) A Cly.x) = 3x(BY) A Cx,x)) O (-a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)

)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)
(xx) Ix(B(a) A C(x,x)) L a
A(a) A C(a,b) T




()  Wx(A(x)—B(x)) T a b
Wy(Ex(AY) A Cly.x) = 3x(BY) A Cx,x)) O (-a.)
Ix(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) L)

)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)
(%) Ix(B(a)AC(x,x)) L a b
A(a) A C(a,b) T




()  Wx(A(x)—B(x)) T a b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O ()
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)
(%) Ix(B(a)AC(x,x)) L a b

A(a) A C(a,b) (T)




(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O ()
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)
(%) Ix(B(a)AC(x,x)) L a b

A(a) A C(a,b) (T)




(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O ()
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)
(%) Ix(B(a)AC(x,x)) L a b

A(a) A C(a,b) (T)




(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O ()
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)
(%) Ix(B(a)AC(x,x)) L a b

A(a) A C(a,b) (T)




(x)  Wx(A(x) = B(x)) T b
(IX(AW) A Cly,x)) = 3x(B(y) A C(x, %)) @O ()
x(A(a) A C(a,x)) — Ix(B(a) A C(x,x)) QL)

)
I(A(3) A C(a,x)) (T (-b.)
(#+) Ix(B(a)AC(x,x)) L @ b

A(a) A C(a,b) (T)

Nastavak na sljedec¢em slajdu




B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
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B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
Iz (%) B(a) A C(a,a) L
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B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
z(+x)  B(a)A C(a,a)L)

N
B(a) @ C(a,a) @
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B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
z(+x)  B(a)A C(a,a)L)

N
B(a) @ C(a,a) @
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B(a) @ (prepisano s prethodnog slajda)
z(+x)  B(a)A C(a,a)L)

B(a) @ C(a,a) @

X B(a) A C(b, b) L Iz (%)
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X B(a) A C(b, L) 1z (x4)

/N
B(a) (L) c(b,b) )




X B(a) A C(b, L) 1z (x4)

/N
B(a) (L) c(b,b) )

X




X B(a) A C(b, L) 1z (x4)

/N
B(a) (L) c(b,b) )

X A(b) = B(b) T Iz (%)







Neka je |9 = {a, b}, te ATt = {a}, B™ = {a}, i C™' ={(a,b)}.

Zatim definiramo M| = {a, b}, A" ={a}, B ={a,b} i
" ={(a,b)}.

Tada su 9t i N traZene dvije strukture.
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9.

» Prilikom ispitivanje valjanosti formule

Vx3yA(x, y) — 3yVxA(x, y)

proveden je sljededi glavni test:
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Vx3AyA(x, y) — yVxA(x, y)

©
YxIYA(x,y) T (.a1..) ,

IVxA(x, y) L 7

WA@Ly) @ (a0

A(ay, a2) @

VxA(x, a1) @ (!.a1.)

A(ar, a1) @

WA y) () (L)

Alaz,ar) (T)

VxA(x, a) @ (2.

A(az, 32) @
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Uocite da je test zavrSen, tj. provedena je analiza za sve formule i sve
elemente.

Posto test nije zavrsen kontradikcijom mozemo li zakljuciti da dana
formula nije valjana?

(Uotite da smo u primjeru 4 takoder ispitivali valjanost iste formule.

U gornjem testu smo s znakom ! oznacili da upotrebljavamo stari
element, iako bismo po pravilu trebali uvoditi novi element.)

Mladen Vukovié

Matem loj



10. Neka je F zatvorena formula, a R dvomjesni relacijski simbol.

Koristeci glavni test dokazite ili opovrgnite

{=FVaxVy(—-R(x,y)), Yy3xR(y, x)V3xR(x,x)} = F — 3Ix3IyR(x,y).
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Rjezenje:
~FV 3xVy(-R(xy)) (T)
YyAxR(y.x) v IxR(x,x)  (T)
F—3x3yR(xy) Q)
F O
(1) ;HyR(XJ) L\
F (D) Ry O (e
FO ) WR@y) T @
X “R(a,2) (D)
R(a, a) @

(ny  JyR(ay) L @

@
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(my — 3JyR(ay) L @
R(a,a) @

VyIxR(y,x) T@ , ¢ wR(x.x) (T)  (.b.)
) AR y) L ¢ () IWR(xy) L ®
() vy(=R(a,y)) T ¢ (1) vy(=R(a,y)) T b
(U IRGay) L @ (1 3yR(ay) L b
wR(a,x) (1)  (.c.) Rb.b) (T)
Ra.c) (T) IR(by) L ®

R(a,c) @ R(b, b) @

X X




Posto su sve grane zavrsile kontradikcijom zaklju¢ujemo da je pocletna
tvrdnja istinita.
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