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1 Interpolacija polinomnim splajnovima

Vidjeli smo iz prethodnog da polinomi imaju dobra lokalna svojstva interpolacije, dok
globalna uniformna pogreska moze biti i vrlo velika. Niti posebnim izborom ¢vorova
interpolacije ne mozemo uvijek ukloniti ovaj problem. PovecCavanje stupnja interpo-
lacijskog polinoma moze Cak i povecati pogresku, a interpolacijske polinome visokog
stupnja (n > 5) opcenito izbjegavamo koristiti. Kako onda smanijiti pogresku ako i dalje
zelimo Koristiti polinome za aproksimiranje funkcija? Ideja je konstruirati interpolacijske
polinome niskog stupnja koji aproksimiraju promatranu funkciju po djelovima intervala
od interesa, tj. provesti po djelovima polinomnu interpolaciju. Ako je funkcija koju
promatramo glatka Zelimo u Sto vecCoj mjeri sacuvati glatkoCu takvog interpolata. Po
djelovima polinomne funkcije koje zadovoljavaju zadane uvjete glatkoce zovemo poli-
nomne splajn funkcije. Ako jos takav splajn zadovoljava i uvjete interpolacije nazi-
vamo ga interpolacijskim polinomnim splajnom.
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U daljnjem ¢emo istraziti konstrukciju i svojstva aproksimacije linearnog i kubi¢nog
splajna. Dok je za linearni splajn, u oznaci S;, moguce dodatno zahtijevati najviSe
neprekidnost na cijelom intervalu od interesa (lijepljenje derivacije vodi na funkciju koja
je globalno linearna), za kubicni splajn S; mozemo zahtijevati da pripada prostoru C'
ili prostoru C? (dakle, moguce je naci dva kubi¢na splajna).
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Zasto izbjegavamo splajnove parnog stupnja? Pogledajmo to na primjeru parabolickog
splajna. Zamislimo da je interval od interesa [a, b] podjeljen na n podintervala tockama

a=x0<x1<---<xTp_1 <z =0>.

ParaboliCki splajn S5 je na svakom podintervalu polinom stupnja najvise dva, pa ima
3n nepoznatih parametara. Ako zahtjevamo da je .S, interpolacijski splajn imamo n + 1
zadanih uvjeta. Ako jo§ zahtjevamo i da je S; € C'|a, b] dobijemo po dva uvjeta za
svaki unutrasnji ¢vor, tj 2 (n — 1) = 2n — 2 uvjeta. Dakle, ukupno imamo 3n — 1 uvjeta
| 3n nepoznatih parametara, pa nam nedostaje jedan uvjet. Dodavanje uvjeta S; €
C? [a, b] nije "ekonomicno", pa ostaje dodatni neki uvjet u rubovima intervala ili jo$ jedan
cvor interpolacije, no svakako se ne moze posti¢i "simetricnost" podataka. S ovim
problemom se srecemo kod svih splajnova parnoga stupnja.
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1.1 Linearni splajn
Najjednostavniji interpolacijski splajn, linearni splajn S;, odreden je uvjetom interpo-

lacije u ¢vorovima {z, ..., z,} i globalnom neprekidno$¢u na [a, b|]. Lako se dobije da
vrijedi
Tit] — X T — :z:Z T — xz
Sl (ZIZ) — fl +h f2+1 — fz <f2+1 fz) ) T € [SCZ-, xi+1]
zasve:1=0,1,....,n—1,pricemuije h;, = z,.1 — x;.

Kako je nalazenje samog splajna jednostavno odmah ¢emo ispitati pogresku.

LEMA. Ako je f neprekidna na [a, b i o, 5 € R istog predznaka, onda postoji £ € [a, D]
takav da vrijedi

af(a)+8f(b)=(a+p8)f(&).
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DOKAZ. UocCimo najprije da tvrdnja vrijedi ako je o = 0 (tada je £ = b) ili 5 = 0 (tada
je £ = a). Nadalje, ako je f (a) = f (b) tvrdnja je oCigledna jer mozemo uzeti & = a ili
¢ = b. Pretpostavimo stoga daje f (a) # f (b) isgn (a) = sgn (5) . U tom slu€aju funkcija
Y - la, b — R definirana s

(x) =af(a)+6f () —(a+p5) f ()

ima razliite predznake na krajevima intervala [a, b] . Naime, vrijedi

pla) = af(a)+5f(b) = (a+8) fla)=B(f ()= fa)),
(0) = af(a)+5f () —(a+p)f(b)=a(fla) = f(b)=—al(f ) - f(a))

pa zbog neprekidnosti funkcije 1 (koja je takva jer je takva i funkcija f) slijedi da postoji
¢ € (a,b) takav da vrijedi ¢ (&) = 0, ;.

af(a)+Bf(0) —(a+p) f(z)=0 N
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Da bismo iskazali glavni teorem o svojstvima aproksimacije linearnog splajna uvest
¢emo radi jednostavnosti zapisa neke oznake.

wi(f) =  max [f(2") = f(a)], i=0,1...,n—1,

v " €[, T4

w(f) = max wi(f),

0<i<n-—1
D'f () = < f (@)= £ (x).
IDfll, = swp [DF (2],

z€la,b]

h = max h,.
0<i<n—1
Vrijednost w; (f) zovemo oscilacija funkcije f na podintervalu [z;, x;11], @ w(f) na-
jveca oscilacija funkcije f. UoCimo da glatkoca funkcije f nije potrebna u definiciji
ovih veliina, ve¢ je dovoljno da je f neprekidna. D je operator deriviranja, a /1 di-
jametar mreze.
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TEOREM. (Uniformna ocjena pogresSke linearnog splajna)
Neka je S; linearni interpolacijski splajn za funkciju f : [a, b] — R. Obzirom na svojstva
glatkoCe funkcije f vrijedi:

1. ako je f neprekidna na |a, b], onda je

151 = flloo = max |51 (z) = f ()] <w (f),

r€la,b]

2. ako je f’ ograniCena na [a, b], onda je

h
151 = flloe < SIDfc
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3. ako je f neprekidna na [a,b] i f' neprekidna na svakom od pointervala [z;, z;.1], i =
0,1,...,n—1,ondaje

h

4. ako je f neprekidna na [a,b] i f” ogranicena na svakom od pointervala |z;, x; 1], i =
0,1,...,n— 1, ondaje

;‘lz
191 = fll < 5 (1D
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DOKAZ. Neka jezai € {0,1,...,n—1}ix € |x;, ;1] 0znaCeno

r — T; r — T
t = = .
hi Lit+1 — Xy

Vrijedi

E(r) = S1<33)_f<37):fi+x;ixi
= (1—=t)fi+tfiz1i— f(x).

UoCimo da je x € |z;, z;.1] ekvivalentnos t € |0,1], patil —timaju isti predznak ili je
jedan od njih nula.

(fix1 — fi) = [ ()
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1. Ako je f neprekidna na [a,b], onda za svakii € {0,1,...,n — 1} prema prethodnoj
lemi postoji £ € [x;, z;. 1] takav da vrijedi

(I—=t) fi+ttfin=0—-t+1)f()=Ff(),

pa je za svaki x € |z;, x;11] iSpunjeno

E(z)=f(&) = f(z).

Dakle, na svakom podintervalu |x;, x;141], 7 € {0,1,...,n — 1}, vrijedi

E (@) =[f) = flo) Swi(f) <w(f), @€z,

pa je

max |E (x)] = max |S, (¢) — f (2)] <w (/).

r€[a,b| r€[a,b| o
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2. Ako je f' ograniCena na [a,b|, onda je ||Df||, konaCan broj i za svaki ¢ €

{0,1,...,n — 1} vrijedi

Li+1

fi=f@+ [ Dswd fui=f@+ [ Dsw)w.

X

Supstitucijom u izraz za E (x) , gdje je x € |x;, x;41] i1t € [0, 1], dobijemo

E(x):—(l—t)/%Df(v)vart " DF ) dv,

pa je

B () < (1—1) / DF (v)|dv +t/xm DF (v)) dv.

Kako je za sve v € [a, b] ispunjeno |Df (v)| < ||[Df]|., , iz gornjeg slijedi

Aproksimacija funkcija
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E () < [1—t / dv+t/xmdv] |Df\|
t

= (1 =1) (hit + 2 — 23) + ¢ (Tig1 — zi)] 1D flloo
— 2t<1_t)thDfHoo

13

Parabola y = 2¢ (1 — ¢) na [0, 1] u to€ki t = 1/2 poprima maksimalnu vrijednost 1/2,

pa je za sve x € |x;, x;.1] ispunjeno

h
Bl < 2D, < 1o/
Dakle,
max (@) = max |5, («) — £ (2)] < 2| Df]L..
r€la,b] B cla,b] 2
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3. Neka je f neprekidna na [a, b] i f’ neprekidna na svakom od pointervala [z;, z; 1], i =
0,1,...,n — 1. Uzmimo proizvoljan : € {0,1,...,n — 1} . Prema Taylorovoj formuli s
Lagrangeovim oblikom ostatka za &, 7 € |x;, x;11] imamo

fi=fx)=thiDf(&), fimn=f(x)+A—=t)hDf(n).

Supstitucijom u izraz za F (z), gdje je x € |x;, x;.1] it € [0, 1], dobijemo

E(x)=t(1—t)h;(Df(n) —Df(&)),
odakle je
[E(@)]=t(1=t)hi[Df(n) —Df (&) < t(1—1t)hw; (Df).

Sliéno kao i prije, ocjenom vrijednosti t (1 — t) za t € |0, 1| dobijemo

E ()| < %hiwi (Df) < %w (Df). € |zs 251

Sada lako slijedi

max |E (2)] = max |8 () — f (z)] <

r€la,b] r€la,b]

w(Df).

|
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4.1 na kraju neka je f neprekidna na [a,b] i f” ograni€ena na svakom od pointervala
(i, xi1], ©=0,1,...,n — 1. Tada za svaki i € {0,1,...,n — 1} vrijedi Taylorova
formula s integralnim oblikom ostatka

fi = [(x) — thiDf () + / (s — v) D2 (v) do,
firi = flx)—(1—=t)h,Df (x)+ /xi+1 (zip1 — v) D*f (v) dv.

|z formule za gresku £ slijedi

E(x)=(1-1) /l’ (z; —v) D*f (v) dv th/xi+1 (zi1 — v) D*f (v) dv.
Odavde lako dobijemo l’ fU
B ()| < g3 — 1) [ D2 < 5 D2, < R0
i to vrijedi za sve = € [z;, z;,1] . Dakle,
max |E (z)] = max |Sy (z) — f (z)] < %hQHDQfHOO n

r€[a,b| r€la,b]
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Ovakvu vrstu teorema nazivamo direktnim teoremima teorije aproksimacija. Primi-
jetimo da se prirodno namecu dva pitanja:

1. Da li su navedene ocjene pogreSaka najbolje moguce? Mozemo |i mozda dobiti
bolji red aproksimacije finijim ocjenama? Da li su konstante u ocjeni greske najbolje
moguce? Teoremi koji se bave ovom problematikom zovu se inverzni teoremi
teorije aproksimacija. U vecCini sluCajeva oni su iskazi tipa "red aproksimacije
naveden u direkthom teoremu je najbolji moguci”, jer da nije tako trebalo bi popraviti
direktni teorem! Ocjena optimalnosti konstanti je neugodan problem koji opcenito
nije rijeSen, a u svakom konkretnom slucaju treba konstruirati funkciju na kojoj
se dostiZze konstanta iz direktnog teorema, Cime se pokazuje da je ona najbolja
moguca.

2. Mozemo li dobiti sve bolje i bolje ocjene za gresku dodavanjem novih uvjeta na
glatkocu funkcije? Teoremi koji se bave ovom problematikom zovu se teoremi
zasicenja teorije aproksimacija. | ovi su teoremi u principu negativhog karaktera.
Npr. za linearni splajn nikakvi daljnji dodatni uvjeti na glatkocu funkcije f nece
povedati red aproksimacije s h?.
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1.2 Hermiteov kubicni splajn

Hermiteov kubicni splajn se razmatra na sliCan nacin kao i Hermiteov interpolacijski
polinom. Prvi je netrivijalni sluCaj po djelovima kubicni splajn s globalno neprekidnom
derivacijom.

DEFINICIJA. Neka su u ¢vorovima a = zp < 1 < -+- < x,-1 < x, = b zadane
vrijednosti f;, f/ za i = 0,1,...,n. Hermiteov kubic¢ni splajn je funkcija H € C'[a, ]
koja zadovoljava uvjete

1.Zasvakii € {0,1,...,n — 1} vrijedi
H (x) = aj+ ap (x — ;) + ao (v — CCZ')Z + a3 (v — :UZ-)S , x € (X, Tip1] .

2.Zasvakii € {0,1,...,n} vrijedi
H(z;)=f;, DH(z;) = f;.

7
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Koriste¢i Hermiteovu bazu na svakom podintervalu mreze [z;, ;4| lako vidimo da vri-
jedi

H(x) =@ (t) fi + o (t) fir1 + @3 (1) hifz'/ + ¢y (t) hifi/+1

gdje je
t = oo 7 € (i, xit1],
o (t) = (1—t)° (1+21),
g (1) = t* (3 —2t),
w3 (t) = t(l—t2)>
py (1) = _t2<1 —1).
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Napomenimo da kod konkretnog raCunanja treba najprije izraCunati koeficijente A; |
B;, 1=0,1,...,n,ito po formulama

Ai — _2fl+1h_ fZ -+ f@l T fi’—l—la
fin—fi
h; v
| zapamtiti ih. Za zadanu toCku = € |x;, x;,1] vrijednost Hermiteovog kubic¢nog splajna

B, = A, +

u toCki x raCunamo formulom

H (z) = fi +th; [f] +t (B; + tA;)].
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TEOREM. (Uniformna ocjena pogreske Hermiteovog kubicnog splajna)

Neka je H Hermiteov kubicni interpolacijski splajn za funkciju f : |a,b — R. Obzirom
na svojstva glatkoCe funkcije f vrijedi:

1. ako je f’ neprekidna na |a, b, onda je

h
= o = miss |H (@) - f (@)] < T (D).

2. ako je f” ograniCena na [a, ], onda je

2
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3. ako je f' neprekidna na [a,b] i f” neprekidna na svakom od pointervala [z;, x;.1], i =
0,1,...,n—1,ondaje

BQ

4. ako je f' neprekidna na [a,b] i f”” ograniCena na svakom od pointervala [z;, z; 1], i =
0,1,...,n— 1, ondaje

BS
I = flle < 56 107l -
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DOKAZ. llustracije radi dajemo dokaz za prvi slucaj.

Neka je za proizvoljan i € {0,1,...,n — 1} iza x € [z;, x;11] 0znaceno
r — T; r — T;
t = = :
h; Li+1 — Ly
Vrijedi

E(x) = H(x)— [ ()
= 1 (t) fi+ 09 (t) fir1 + @3 () hifi + @y (t) Rifiy — f(x).

Ako u gornjem f; i f;11 zamijenimo njihovim Taylorovim razvojem oko toCke x = z; +th
s ostatkom u Lagrangeovom obliku, tj. za neke &, n € [z;, x;.1] stavimo

fi=f(x)=thiDf (&), fimi=[f(x)+0—=2t)hDf(n),

onda zbog ¢, (t) + ¢, (t) = 1 dobijemo

E (@) =hi[(1 = 1)y (t) Df (n) =ty (t) Df(§) + @3 (8) fi + a4 (t) fia] -
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Grupiramo li Clanove istog predznaka, po prethodnoj lemi dobijemo
E(x)=ht(1—1t)(1+2t—2¢%) (Df (§) = Df (1)),
gdje su &, 7 € [z, 7,.1]. Sada odmah slijedi ocjena greske
E (x)] < hit (1 —1) (1+2t — 2¢%) w; (D).

Uzimajuci na intervalu [0, 1] maksimum polinoma p zadanog s p (t) = ¢ (1 — t) (1 + 2t — 2¢?)
a koji iznosi 3/8, dobijemo da na svakom podintervalu |z;, x; 1] za proizvoljni x vrijedi

3 3
1E ()] < éhiwi (Df) < éhw (Df).

Dakle,

max | E (z)] = max |H (z) — f (x)] < gl_uu Df) ™

r€[a,b] r€la,b]
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1.3 Kubicni splajn

Ve¢ smo spomenuli da s obzirom na zahtjeve koje postavljamo na globalnu neprekid-
nost prve i druge derivacije kubicnog splajna dobivamo dva razliCita interpolacijska
splajna. U prvom slucaju, kada je prva derivacija globalno neprekidna i poklapa se u
cvorovima s vrijednostima derivacije funkcije f, dobili smo Hermiteov kubiCni splajn.
Na zalost, on je ponajviSe od teorijskog znacenja. U drugom sluc€aju, kada zahtijevamo
globalnu neprekidnost druge derivacije, dobivamo splajn koji se jednostavno zove ku-
bicni interpolacijski splajn. Od svih splajn funkcija, kubiéni interpolacijski splajn je
najvise koristen i najbolje izucen.

DEFINICIJA. Neka su u ¢vorovima a = 2y < 1 < -+- < x,.1 < x, = b zadane
vrijednosti f; za ¢ = 0,1,...,n. Interpolacijski kubi¢ni splajn je funkcija S3 € C?[a, b]
koja zadovoljava uvjete

1.Zasvakii € {0,1,...,n — 1} vrijedi
Sg (CE) = ;o + a;1 (CC — ZCZ) + a;9 (ZC — 33@)2 + a;3 (CB — ZCZ')S , T € [332'7 ZCZ'+1] .

2.Zasvakii € {0,1,...,n} vrijedi S5 (x;) = f.
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UocCimo da nema interpoliranja u vrijednostima derivacije jer trazimo sto vecu glatkocu
splajna. Dodatni uvjeti se zadaju na rubovima intervala, pa se nazivaju rubnim uvje-
tima. Ovdje navodimo neke od njih koji se Cesto javljaju.

(R1) DS3(a) = Df (a), DS3(b)=Df(b);
(R2> D233 (CL) — O, D283 (b) — 0;

(R3) (a) = D*f(a), D*S3(b) = D*f(b);
(R4)

Prve uvjete nazivamo potpunim rubnim uvjetima, druge prirodnim rubnim uvjetima, a
cetvrte periodickim rubnim uvjetima. Sukladno tome nazivamo i pripadne splajnove,
pa razlikujemo potpuni, prirodni i periodicki kubicni splajn. Kojeg c¢emo kada koristiti
na ocigledan nacCin ovisi 0 samoj funkciji koju aproksimiramo.
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Algoritam za konstrukciju interpolacijskog kubicnhog splajna mozemo izvesti na dva

naCina. U prvom, za nepoznate parametre koje treba odrediti uzimamo vrijednosti

prve derivacije splajna u cvorovima. Tradicionalna oznaka za te parametre je
mZ':DSQ,(ZCZ'), 7::0,1,...,77,.

UocCimo da se oni ne izjednaCavaju s vrijednostima f’ u ¢vorovima, ve¢ se ostavljaju
slobodnima. Odredujemo ih iz uvjeta da se treba posti¢i globalna pripadnost splajna
klasi C?[a, b] . U drugom, za nepoznate parametre koje treba odrediti uzimamo vrijed-
nosti druge derivacije splajna u cvorovima. Tradicionalna oznaka za te parametre je

M; = D*Ss(x;), i=0,1,...,n.
Odredujemo ih iz uvjeta da se treba postici globalna pripadnost splajna klasi C [a, b).

| prvi i drugi slucaj javljaju se podjednako Cesto u praksi, pa ¢emo ih prouciti oba.

Aproksimacija funkcija



Uvod u numeri¢ku matematiku 27

Prvi algoritam dobivamo primijenom Hermiteove interpolacije uz uvjete

Sg(.fl?@) — fi? DS?)(:CZ) — My, 1= 0717 ey T
Naravno, pri tom su f; zadani, a m; nepoznati. Uz standardne oznake kao u prethod-

nom odjeljku kubic¢ni splajn S5 mozemo na svakom podintervalu [z;, z;.1] napisati u
obliku

Sy (x) = f; (1 —1)° (14 2t) + fiiit® (3 —2t)
+mihit (1 — )7 — myphit® (1 —t)
gdje je
r — X

t = . , X E [.I'Z', in_|_1] :

Nepoznate parametre m; i m;,1 Koji se tu javljaju moramo odrediti iz uvjeta da je druga
dervacija D*S5 neprekidna u unutranjim évorovima.
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Buduci je
D28y (x) = fth— Ji6— 12t)+%(—4+6t)+mf;+1 (—2+6t),
r — .;LC@
t = B , T € [:Ciaxi—l—l]a
D28y (z) = /i _2fi—1 (6 — 126) + ==L (—4 + 6t) + — (=2 + 6t),
hz’—l hz’—l hi—l
t = ’ ;.xj_l, T < [xi—laxi]a
slijedi
fir1 — [ m; Mi+1
D?S3 (z; +0) = 6 — 4" =2
fi— fiaa mi—1 my;
D*S5 (z; — 0) = —6 2 41—
s (@i = 0) hi i hi—1 i i1

jer u prvom slucaju t — 0, a u drugom slucajut — 1.

Aproksimacija funkcija
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Uz oznake
hi—1 Jiv1 — [i Ji— Ji
L= ; )\221— i @:3 i —i_)\z )
i hi—1+ h; Hir € (,u h; hi—1
uvjete neprekidnosti druge derivacije D?S; u z; zai = 1,...,n — 1 mozemo pisati u
obliku
)\imi_1+2mi+,uimi+1 = G, 1= 1,...,TL— 1.

Dobili smo n — 1 jednadzbi s n + 1 nepoznanica m,;, pa nam nedostaju joS dvije jed-
nadzbe. Njih ¢emo dobiti iz rubnih uvjeta. Uz uvjete tipa (R1) — (R3) dobivamo sustav
oblika

2mg + pym1 = ¢p,
Aimi—1 + 2m; + p;miiq cG, 1=1,...,n—1,
Amy,_1+2m, = c

*
n:
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Koeficijenti u, ¢, A7 i ¢ odreduju se iz samih rubnih uvjeta. Imamo
(R1) = No =0, c;=2Df(a), c,=2Df (b).
(R3) = Ay =1, ¢y =300 D2 (a), ¢ =3dba —Liip2f ()
(R2) Specijalni slu¢aj prethodnog za D*f (a) = D*f (b) = 0.

Ako je f periodiCka funkcija onda je f, = f,, i my = m,. Da bismo zapisali uvjet peri-
odicnosti za drugu derivaciju mozemo npr. periodicki produljiti mrezu tako da dodamo
jos jedan ¢vor x,, 1 uz uvjet x,,.1 — x, = r1 — 2o, tj. h, = hg. Zbog pretpostavke peri-
odicnosti mozemo stavitii f; = f,.1 1 m; = m,,1. Na taj naCin uvjet periodicnosti druge
derivacije postaje ekvivalentan uvjetu neprekidnosti druge derivacije u tocki z,,.
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Kada iskoristimo sve pretpostavke u slucaju uvjeta (1?4) dobijemo sustav oblika

2mq + pyme + Aym, = cq,
Aiti—1 =+ 2m; + pmg
f,mi+ A\ymy,_1 +2m, = c,.

Ci, i:2,...,n—1,

Ostaje odgovoriti na ocCito pitanje: da li dobiveni sustav ima jedinstveno rjeSenje?

TEOREM. Postoji jedinstveni interpolacijski kubicni splajn koji zadovoljava jedan od
rubnih uvjeta (R1) — (R4).

DOKAZ. U svim navedenim sluCajevima se vidi da je matrica sustava strogo dijago-
nalno dominantna, Sto povlacCi regularnost. Naime, svi dijagonalni elementi su jednaki
2, a zbroj izvandijagonalnih elemenata je najvise \; + u; = 1 poretku W

Aproksimacija funkcija



Uvod u numeri¢ku matematiku 32

Postupak raCunanja S; (z) za neki x € |a, b] koji nije Cvor je sljededi:

1. RijeSimo linearni sustav za my, . . . , m,, (ovo radimo samo jednom). Za to je potrebno
samo O (n) operacija zbog posebne strukture matrice sustava.

2. Binarnim pretrazivanjem nademo indeks : takav da vrijedi x € [z;, z;11] .

3. Hornerovom shemom (vidi skra¢eni postupak kod Hermiteovog splajna) izracunamo
Sg (ZC) .
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U drugom slucaju, za svaki interval [z;, x;.1], : =0,1,...,n — 1, stavimo uvjete

Sy (x;) = fi, D*S3(x;) = M;, S3(ip1) = fir1, D*S3(zip1) = Miy1.

Lako se vidi da ovako dobiveni sustav opet ima jedinstveno rjeSenje (naime imamo
dovoljno podataka za izraCunati koeficijente kubnog polinoma na svakom od pidinter-
vala), pa se uz standardne oznake kao u prethodnom odjeljku izraz za kubicni splajn
S3 moze na svakom podintervalu |x;, x;,1| napisati u obliku

2(a) = £, (1= 1)+ fort = 22t (1= ) M, (2 = )+ Mya (1 +1)].

Nepoznate parametre M; i M, koji se tu javljaju moramo odrediti iz uvjeta da je prva
dervacija DS3 neprekidna u unutrasnjim ¢vorovima.
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|z izraza za S5 lako dobijemo

DSs(z) = fin = fi b [M; (2 — 6t +3t%) + M1 (1 —3t%)]

h; 6
D2S3 ($) — Mz (1 — t) + MH_lt,
M,y — M,
D385 (z) = “h .

Sada ¢emo iskoristiti uvjet globalne neprekidnosti prve derivacije. Za unutrasnje cvorove
(¢=1,...,n—1) dobijemo

iv1— Ji h
DSs(x; +0) = f+1h' Ji (2M; + M;yq),

6
1 Ji— hi—
DSg([IZZ—O) = fhfl 1— 61(MZ'_1—|—2MZ'>,
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pa iz uvjeta neprekidnosti slijedi n — 1 jednadzbi trazenog linearnog sustava

6 (fz'—i—l — i Ji— fi—l)

Hi L " hi—1 + h; hi hi_1

a ; i \; su definirani kao u prethodnom slucaju. Daljnji postupak je isti kao u prvom
sluCaju s koeficijentima m;.

Ocjeniti greSku za kubicni splajn je puno teze nego u slucaju Hermiteovog kubicnog
splajna, buduci su koeficijenti kubicnog splajna zadani implicitho kao rjeSenja linearnog
sustava.

Aproksimacija funkcija



Uvod u numeri¢ku matematiku 36

2 Diskretna metoda najmanjih kvadrata

Neka je funkcija f zadana na diskretnom skupu toCaka {xg, x1, . .., z,} kojih je mnogo
viSe nego nepoznatih parametara aproksimacijske funkcije ¢ (z, ay, .. ., a,,) . Pokusa-
jmo funkciju ¢ odrediti iz uvjeta da euklidska norma (norma 2) vektora pogreske u
cvorovima aproksimacije bude najmanja moguca, tj. da minimiziramo funkciju .S defini-
ranu s

S = Z (f (z1) = @ ()"

Ovu funkciju (koja je u stvari definirana kao kvadrat euklidske norme) interpretiramo
kao funkciju nepoznatih parametara ay, . . ., a,,, tj.

S:S(Clo,...,am).

Ako je S dovoljno glatka funkcija, nuzni uvjeti ekstrema su

0S
—=0, £k=0,...
aak Y Y Y m
Pokazat cemo da nas takav pristup vodi na tzv. sustav normalnih jednadzbi.
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2.1 Linearni problem I linearizacija

llustrirajmo gornju ideju jednim jednostavnim primjerom. Pretpostavimo da je zadana
mreza {(xo, fo),-- ., (s, fn)} Ciji model Zelimo po diskretnoj metodi najmanijih kvadrata
aproksimirati pravcem

@ () = ag+ ayx.

GreSka aprokismacije u cvorovima koju minimiziramo je dana s

S=5(ap,a) =Y (fr—el(z)’ =D (fr — ao— azp)’.
Nuzni uvjeti minimizacije su
oS .
= —— =9 E _ an —
0 8&0 - <fk o) &1ZCk) )
oS .
= —=-2 E — ag — :
0 9o, 2 (fx — ag — a1xy) T
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Nakon sredivanja dobivamo sustav

ag (n+1) +&1Z$k = ka
aOZazkjLalZatk — kaask.

Uvedemo li standardne skracene oznake

n n
Szzzfgw tZZkaxi;, [ >0,
k=0 k=0

dobiveni sustav mozemo pisati u obliku

Soap + s1a1 = Ty
S1ag + Soa1 = ty.

Aproksimacija funkcija
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Nije tesko pokazati da je matrica ovog sustava regularna jer je njena determinanata
D = sps9 — 3% razli¢ita od nule. Naime, definiramo li u R"*! vektore

e=(1,1,...,1), x=(xo,21,...,Tp)

| primijenimo na njinh Cauchy-Schwarzovu nejednakost, dobijemo
n 2 n n
(e) = () (342).
k=0 k=0 k=0

n 2 n
57 = (Z a:k> <(n+1) Zazk = S(So,
k=0 k=0

pri Cemu jednakost vrijedi jedino kada su promatrani vektori kolinearni, a e i « to nikada
nisu. Dakle, vrijedi sgso > s7, paje D > 0.
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Nadalje, lako se vidi da je ekstrem dobiven iz ovih uvjeta zaista minimum funkcije S jer
graf funkcije S paraboloid s "otvorom prema gore", pa S moze imati samo minimum.
Za funkciju ¢ mogli smo uzeti i polinom viseg stupnja,

¢ (x)=ap+ax+ -+ apx",

a postupak bi bio posve analogan. Ipak, stupanj ne bi trebao prelaziti 10 jer je tada do-
biveni sustav vrlo loSe uvjetovan (matrica sustava moze biti gotovo singularna), pa
rezultati mogu biti posve pogresni. Ako bas moramo odabrati aproksimiranje poli-
nomima viseg stupnja, onda nikako ne bismo trebali koristiti prikaz u bazi potencija,
vecC trebamo Koristiti neke od ortogonalnih polinoma.

Linearni model metode najmanjin kvadrata je primjenjiv i na opc¢u linearnu funkciju ¢
zadanu s

p (z) = aopy (T) + -+ + ampy, (),

pri cCemu su ¢, . . ., ©,, neke poznate funkcije. | to cemo ilustrirati jednim primjerom.
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Pretpostavimo da je zadana mreza {(xy, fo), - .., (s, fu)} Ciji model Zelimo po diskret-
noj metodi najmanjih kvadrata aproksimirati funkcijom

p (T) = appg (z) + arpy (z)
pri Cemu su , i ¢; neke zadane funkcije. GreSka aprokismacije u Cvorovima je dana s

n n

S =8 (ana1) = Y (fi — o @) = 3 (fe — aupy () — arpy (2))°.

k=0 k=0

Nuzni uvjeti minimizacije su

0S .
0= 50 =2 D (e — aopo (z1) — arpy () @o ()
k=0
05 L
0= 54, =2 > (fr — aopg (1) — arpy (zr)) oy (w1) -
k=0
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Uvedemo li standardne skracene oznake

S

|
AS
— O
/N
=
o
N——

So = Z@% (wr), s1= ) wo(@) e (z1), s

k= O k=0

to = kasoo xk), t1= ka% k)

dobivamo sustav potpuno istog oblika

SpQ( -+ S1a1 — t()
S1ag + Soa1 = ty.

Moze se pokazati da ovako dobiveni sustav ima ista svojstva kao i sustav u prethodnom
primjeru.
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Sada se postavlja pitanje: sto ako trebamo aproksimacijsku funkciju ¢ koja nelinearno
ovisi o parametrima? Dobili bismo nelinerani sustav jednadzbi koji se opcenito tesko
rjeSava. Promatrani problem bi postao ozbiljan optimizacijski problem koji bi se onda i
rjeSavao odgovarajucim optimizacijskim metodama.

No postoji i drugi pristup. Katkada jednostavnim transformacijama pocetni problem
mozemo transformirati na linearni problem najmanjih kvadrata. No (na zalost) rjeSenja
ovih dvaju problema opcenito ne moraju biti jednaka. Problem je u razliCitim mjerama
za udaljenost toCcaka, odnosno mjerama za greSku. To ¢emo ilustrirati jednim prim-
jerom.

Pretpostavimo da je zadana mreza {(xy, fo),- .., (s, fu)} Ciji model Zelimo po diskret-
noj metodi najmanjih kvadrata aproksimirati funkcijom

@ () = ape™™”.
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GreSka aprokismacije u cvorovima koju minimiziramo je dana s

n n

S =S (aa) =y (fi— e @)’ = (fi - ape")".

k=0 k=0
Nuzni uvjeti minimizacije su

0S -

0 = — = —9 fk _ a06a15€k eaﬁk,
=2 |
0S -

0 = — = -2 fr. — ape™") agrre™”,
8@1 k:z—% ( )

sto je nelinearni sustav jednadzbi.
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No logaritmiramo li funkciju » dobivamo
Iny(z)=Inay+ arx.

Sada mozemo pocetni problem svesti na linearni problem najmanjih kvadrata u kojem
je aproksimacijska funkcija funkcija 1) definirana s

Y (x) = by + bix, bg=1Inay, by =a;
a promatrana mreza je
{(zo,In fo), ..., (xy,In fr)}.
Provedemo li postupak kao u prvom primjeru dobijemo neke by i b;, onda slijedi
ap = ebo, a1 = by.

Vidimo da je ay nuzno pozitivan, pa Ce i ¢ biti nuzno pozitivha funkcija. Ovo je, naravno,
problem jer mreza nije imala takvo ograniCenje. No ¢im smo logaritmirali sve f;. uvjet
pozitivnosti je morao biti ispunjen, pa smo ovaj postupak i mogli provesti samo za
pozitivhe funkcije. Ako postoje neki negativni f; problem mozemo rijesiti translacijom
svih podataka nakon Cega provodimo navedeni postupak linearizacije.
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2.2 Matricna formulacija linearnog problema najmanjih kvadrata

Da bismo formirali matriCni zapis linearnog problema najmanjih kvadrata moramo preimen-
ovati nepoznanice da nam zapis ne bi previSe odstupao od standardne forme. Ako je
dana mreza {(t1,41),- .-, (ty,y,)} i ako Zelimo model aproksimirati funkcijom

onda trebamo odrediti nepoznate parametre x4, ..., z,, tako da vrijedi

n

Z e — (101 (B) + -+ - + T, (t))]Q — min .
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Uvedemo li oznake

akagpj(tk), kzl,...,n, jzl,...,m,
bk Yk, k:L...,n,
A = [ay] e R"™, b= by e R", x=[z;] € R",

onda nam se prethodni uvjet minimizacije svodi na trazenje minimuma (po x) euklidske
norme

| Az — sz-

TEOREM. Neka je

S={xeR"|| Az — b||, = min}.

Vrijedi: =z € S ako i samo ako je ispunjena sljedeca relacija ortogonalnosti (ovdje
koristimo oznaku 0 za nul-vektor)

AT (b— Az) = 0.
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DOKAZ. Dokazimo najprije smjer dovoljnosti. Neka je £ € R takav da vrijedi
AT (b— Az) = 0.
OznacCimo 7 = b — Ax. Za bilo koji x € R™ vrijedi

r=b—Ar=r+Ar—Ar=r—A(x—2)=r—Ae, e=1z— 1.
Sada imamo
Irll; = r'r = (7 — Ae)" (7 — Ae) = #'# — 7T Ae — (Ae)' 7+ (Ae)" Ae
AT A 2 AT A 2 A2 2
= 77— 0= 0+ [[Aelly =77 + [ Aelly = [I7]l; + [ Ae]l3.

Kako je ||Ae|l, > 0, to se minimalna vrijednost ||r||, postize upravo onda kada je
| Ael|, = 0, tj. z = 2, pa £ minimizira ||r||, = ||Ax — b||, . Dakle, z € S.
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Dokazimo i smjer nuznosti i to kontrapozicijom. Pretpostavimo da je za neki z € R™

ISpunjeno
AV (b—Az)=Alr =240
| Uzmimo
T=x+¢ez, €>0
Tada je

I7l; = 717 = (7 — Ae2)" (7 — Aez)
7 — efT Az — e (A2)T 7 4 €2 (A2)T Az
= #1P —2e2" 2 4 £ (Az)" Az <717 = |73

za dovoljno mali ¢, pa & ¢ S jer ||#|| nije minimalna W
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Relacija
AV (b—Az)=0
cesto se zove sustav normalnih jednadzbi i obiCno se piSe u obliku
Al Az = A'b.

Matrica A’ A je simetri¢na i pozitivho semidefinitna, a sustav normalnih jednadzbi je
uvijek konzistentan. StoviSe, vrijedi i sliedeéa propozocija koja ¢e nam garantirati da
uvjet rang(A) = m osigurava postojanje rjeSenja problema metode najmanijih kvadrata.

PROPOZICIJA. Matrica A’ A je pozitivno definitna ako i samo ako su stupci matrice A
linearno neovisni, tj. ako je rang matrice A jednak m.
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DOKAZ. Ako su stupci matrice A = |a;---a,) (a; € R") linearno neovisni, onda za
svaki z € R™, x # 0, vrijedi

Ar =xa1 + - - + 20, # 0.

Za takve x je
(Az)" Az = || Az]}} > 0,

pa je oGito matrica A’ A pozitivno definitna.
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S druge strane, ako su stupci matrice A linearno ovisni, onada postoji neki z € R, z #
0, takav da je

pa za takav z vrijedi
(Az)" Az = ||Az||; = 0.
Za sve ostale x € R™ takve da je

Ar = zi01 + - - + 20y, # 0

je ispunjeno
(Az)" Az = || Az|)5 > 0,

pa je ocito matrica A’ A pozitivho semidefinitna W
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3 Minimaks aproksimacija

Neka je f neprekidna funkcija na intervalu [a, b] C R. Poku$ajmo usporediti polinomne
aproksimacije funkcije f dobivene razliCitim metodama i ustanoviti koja od njih daje
najmanju maksimalnu pogresku. OznacCimo s p, (f) najmanju maksimalnu pogresku
aproksimacije po svim takvim polinomima stupnja ne veceg od n, {j.

pn(f) = 81pn§fn 1f =1l

To bi znacilo da ne postoji polinom stupnja ne veceg od n koji bi s manjom greSkom od
p,, (f) aproksimirao funkciju f na danom intervalu. Nas, naravno, interesira za koji se
polinom dostize ta greska. Pa neka je p’ upravo taj polinom, tj. neka je

Nadalje, ako je polinom p; jedinstven zanima nas kako ga mozemo konstruirati. Poli-
nom p’ nazivamo minimaks aproksimacijom funkcije f na intervalu [a, b| .
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llustrirajmo pomocu jednog jednostavnog primjera o cemu se radi. Odredimo polinom
p koji je minimaks aproksimacija eksponencijalne funkcije na intervalu [—1, 1], tj poli-
nom definiran s pj () = ay + a1z za kojeg vrijedi

max |e* — ag — a;x| — min.
re[—1,1]

Grafickom ilustracijom lako vidimo da graf eksponencijalne funkcije mora sjeci graf
polinoma (pravac) u tocno dvije toCke x; i x5 takve daje —1 < r; < x5 < 1 (u drugim
slucajevima je lako naci bolju aproksimaciju!). Lako se naslucuje i rieSenje. Najprije
odredimo jednadzbu pravca p kroz tocke (—1,1/¢e) i (1,e). Zatimo odredimo koeficijent
ap iz uvjeta da je pravac p; tangenta funkcije exp u nekoj tocki x5 ali s koeficijentom
smjera kao u pravca p. Rjesenje je pravac paralelan s p i p7, a jednako udaljen od oba.
Jasno je i to da se maksimalne pogreSke dosiZzu u tocno tri tocke:—1, x3 i 1. OznaCimo
li s p; tu maksimalnu pogresku imamo sustav
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l/e—ap+a = py
e—ayg—a; = P

xr
e’ —ag— a1r3 = pPq

e —a; = 0.

Posljednji uvjet je posljedica Cinjenice da zbog uvjeta maksimalnosti pogreSke u xs
Imamo

(e" —ag — a1x) |z,= €™ —a; = 0.
RjeSavanjem ovog sustava dobijemo (naravno, priblizno!)

a; = 1.175, ag=1.264, p; =0.278, x3=0.161.
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Ako imamo dobru uniformnu aproksimaciju funkcije f, onda je realno oCekivati da je i
greska jednako tako uniformno distribuirana na intervalu aproksimacije, te da joj varira
predznak. Sad cemo bez dokaza dati tri vazna teorema koji govore o egzistenciji mini-
maks aproksimacije i 0 njenoj pogresci.

TEOREM. (Cebisevljev teorem o oscilacijama gres$aka) Za danu funkciju f koja je
neprekidna na |a, b] i za dani n € N; postoji jedinstveni polinom p’ stupnja ne ve¢eg od
n za kojeg vrijedi

Taj polinom je karakteriziran sljedecim svojstvom: postoje barem n + 2 toCke

a<To<T1<- - <xp<Tps1 Db

za koje je

pri éemu je o = 1 iovisisamoo f in.
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TEOREM. (de la Vallee-Poussin) Neka je funkcija f neprekidna na [a,b] i n € Ny.
Pretpostavimo da zatocke a < g < 1 < -+ < 2, < Ty < b polinom P stupnja ne
veceg od n zadovoljava relaciju

f('CCJ)_P(xJ):(_l)]e]? j:O,l,...,n—l—l,
gdje su brojevi e; € R\ {0} istog predznaka. Tada je

n_jej] < = 1f =Pl < IIf — Plls -
o el < oo (f) = 1f = palloe = IIf = Plisc

TEOREM. (Jackson) Neka funkcija f ima & € N, neprekidnih derivacija na [a, b].
Nadalje, nekazaneke M > 010 < a < 1 vrijedi

sup | fW(z) — fP (y)| < M|z —y|*.

x,y€la,b]
Tada postoji konstanta d; neovisna o f i n takva da vrijedi

Md
Py (f) < nO‘+Z’ n > 0.
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