Petar Stipanovié: Brojevna kruznica i trigonometrijske funkcije

KUT | MJERA KUTA
Mijera kuta « pVq:
- negativna (ako iz p u g dolazimo vrtnjom u smjeru kazaljke na satu)
- pozitivna (ako iz p u q dolazimo vrtnjom suprotno smjeru kazaljke na satu)

Funkcija najvedi cjelobrojni dio
f(x) = |x] = "najvedi cijeli broj manji ili jednak broju x"

Glavna mjera kuta a':

u stupnjevima (0 < a’ < 360°): a' = a® — l

u radijanima (0 < a’ < 2m):

a = a(rad) — I—J -2

a’

%J . 360°

a(rad)
2n

Duljina luka: I = a(rad) - r

Povrsina kruznog isjecka: P = %rl = %a(rad) - r?

Pretvorba stupnjeva u radijane: a(rad) =

180°

@, T Pretvorba radijana u stupnjeve: a® = @- 180°

BROJEVNA KRUZNICA
Namatanjem brojevnog pravca p na kruznicu
definirano je pridruzivanje realnih brojeva tockama
/2 brojevne kruznice. Ovo preslikavanje zovemo
eksponencijalno preslikavanje :

(tep)— E(t) € k(0,1)

p - pravac paralelan s y osi, a prolazi tockom (1,0)
k(0,1) - brojevna kruzZnica
Na slici je prikazano pridruzivanje pozitivnih brojeva, a
/6 negativne brojeve pridruzujemo u suprotnom smjeru
od pozitivnih, odnosno u smjeru kretanja kazaljke.
Primjeri nekih tocaka:

E(0) = EQ2m) = (1,0)

E (g) = (0,1)
E(m) = (=10

U svaku toc¢ku kruZnice preslika se beskona¢no mnogo
toc¢aka brojevnog pravca jer vrijedi:

E(a) = E(a + 2km)
4) E(a) = E(a)

a' - glavna mjera kuta

E(31/2 JFE(3m/2+2kT)
p
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DEFINICIJA TRIGONOMETRISKIH FUNKCIJA

A A _
y p q _- -
B ctg(o) pr_-" p
P
- tg(c)
A(1,0) X

E(a)

P' = (ctga,1)

= (cosa, sina)

P=(1,tga)
E(a) € k(0,1) - to¢ka na brojevnoj kruznici ¢ije su koordinate cos i sin kuta @ @ /kvadrant { II | 1II | IV
p' - pravac paralelan x-osi, a prolazi tockom B(0,1) sin(a) + + - -
p - pravac paralelan y-osi, a prolazi tockom A(1,0) cos(a) + - R +
q - pravac koji prolazi totkama 0(0,0) i E () tg(a) + - N
[ I, —
P'=qnp ; P=qnp ctg(a) + | - ]
ODREDIVANIJE VRIJEDNOSTI KUTA
sin (@) =y € [-1,1] cos (@) = x € [—-1,1] tg(a) =t€ER ctg(a) =t'eR

T .()<n
2_{a—arcsmy}_2

0<{a=arccos(x)}<m

7T< = t(t)<n
> {a = arctg(t)} >

O<{a=arcctg(th}<m

Imamo beskona¢no mnogo

kuteva za koje trigonometrijska funkcija poprima istu
vrijednost, a samo jedan kut nam vraca neka arkus funkcija.

1
a =arcctg(t') = arctg <F>

OSNOVNI TRIGONOMETRUSKI IDENTITETI

NAPOMENA

sint 1 cost
.2 24 _ _ _
t t=1 = ctgt = = — 2 —
sin“t + cos tgt ost g tgt _ sint vz = |x|
PARNOST FUNKCIJA

Parna funkcija: f(—x) = f(x)

Parna funkcija ima graf simetri¢an s obzirom nay os.

Neparna funkcija: f(—x) = —f(x)

Parna funkcija ima graf simetri¢an s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.

PERIODICNOST FUNKCIJA

Funkcija je periodi¢na ako postoji broj P #+ 0 takav da za svaki t € D(f) vrijedi f(t) = f(t + P).

P — period funkcije ;

Py — temeljni period (najmanji pozitivni P)

Parnost:
cos(—x) = cos(x) } = parna
sin(—x) = —sin(x)

tg(—x) = —tg(x)
ctg(—x) = —ctg(x)

= neparne funkcije

SVOISTVA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
Periodi¢nost (k € Z):

sin(t) = sin(t + 2kn) = Py=2m
cos(t) = cos(t + 2kn) = Py=2m
tg(t) = tg(t + km) = Py=m
ctg(t) =ctg(t+kn) = Pyg=m

Ogranicenost:
[sina] <1
[cosal <1
zasvakia € R

Podrucje definicije (k € Z):

sint icost definiranesuzasvakit € R

tg t definiranjezasvakiR 3 t # g + km jer tg (g + krr) = t+oo
ctg t definiran je za svaki R 3 t # km jer ctg(km) = +oo
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ADICISKI TEOREMI

Kosinus zbroja i razlike Formule redukcije za sinus i kosinus funkciju
cos(x +y) =cosx-cosy —sinx - siny
cos(x —y) = cosx-cosy+sinx-siny cos(m —t) = —cost cos(m +t) = —cost
Sinus zbroja i razlike sin(m — t) = sint sin(m + t) = —sint
sin(x + y) = sinx - cosy + cosx - siny T _ T _
sin(x —y) = sinx - cosy — cosx - siny COS(E_t)=Smt COS(E"'t):_Smt
Tangens zbroja i razlike T T
tgx +tgy tgx —tgy sm(E—t) = cost sm(E+t) = cost
tg(x+y)=T tg(x_}’)=—
—tgx-tgy 1+tgx-tgy
TRIGONOMETRISKE FUNKCIJE DVOSTRUKOG KUTA TRIGONOMETRISKE FUNKCIJE POLOVICNOG KUTA
sin2a = 2sina - cos a cos2a = cos? a — sin? a predznak se uzima prema kvadrantu u kojem je a/2:
2tga ctg?a — 1
to2q = —=> — a 1+ cosa L a 1—cosa
R 1-tg2a ctg 2a 2ctga cos§=i — sm§=i s

UNIVERZALNA ZAMJENA

Ztg% 1 —tgz% 2tg%
sinaz—za cosa =———p tgaz—za
1+tg7 1+tg7 1—tg7
FORMULE PRETVORBE
Transformacija umnoska u zbroj Transformacija zbroja u umnozak
. 1 . . . a+pf a—-p
sinxcosy = > [sin(x + y) + sin(x — y)] sina + sin f = 2 sin 3 cos 3
. 1 . . . a+p a-—p
cosxsiny = > [sin(x + y) — sin(x — y)] sina —sin§ = 2 cos > sin >
1 a+ a—
COSXCOSY = E[cos(x + y) + cos(x — y)] cosa + cosf = 2 cos 3 p cos — p
1 a+ a—
sinxsiny = 2 [cos(x — y) — cos(x + y)] cosa — cos B = —2sin 3 P sin 5
GRAFOVI TRIGONOMETRISKIH FUNKCIJA
E(m1/2
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i f(x) = Acos(wx + @)
Y = =
y=1 y = cos{x) 4+ 0), (> 0), (¢ €R)
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Nazivi: w kruzna frekvencija;
Ty = 21 /w temeljni period;
X ; .
0 I . . L ﬁ)q]l‘azm Efr;ak'
amplituda.
T 2T 3n aT P
Graf  funkcije sinus  nazivamo
y=-1 sinusoida;  kosinus  kosinusoida;
1 . - tangens tangensoida; kotangens
kotangensoida.
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GRAFOVI TRIGONOMETRUSKIH FUNKCLJA

1
y y =ct
5 | — gl y = ctg(x)

=

=)
| e
o

f

f(x) = Asin[B(x + ©)] + D; (A # 0),(B > 0),C,D € R
Graf funkcije f(x) dobijemo translacijom grafa funkcije Asin(Bx) za -C po x-osi te za D po y-osi:
1. Nacrtamo pomoéni koordinatni sustav O'x'y’ u kojem ¢emo nacrtati graf funkcije p(x") = Asin(Bx").
2. Nacrtamo pomoéne pravce y' = —A iy’ = A {p(x") ograniéena je tim pravcima jer p(x") € [—A, A]}.
3. Ozna¢imo nultoéke funkcije Asin(Bx") $tosu x', = %, n € Z (tocke u kojima p(x') sijete x'-o0s, Asin(Bx") = 0).
4. Oznac¢imo ekstreme [tocCke grafa Cije su koordinate (poloviSte segmenta izmedu nultocaka, A ili -A)]. Minimumi i

maksimumi periodi¢no se izmjenjuju, a prvi ekstrem je: a) maksimum ako A>0; b) minimum ako A<O.

w1

. Nacrtamo sinusoidu izmedu nacrtanih pravaca kroz ucrtane tocke.
6. Ucrtamo koordinatni sustav Oxy éije su osi: a) x paralelna sa osi x' pomaknuta za—D po y'

b) y paralelna sa osi y' pomaknuta za +C po x'

. C ey A . 2
7. Graf promatrane funkcije periodi¢no se ponavlja u intervalima Ty = ?n.

f(x) = Acos[B(x+C)]+ D; (A+#0),(B>0),C,DER
_ @2n+)w

Graf funkcije f(x) dobijemo analogno prethodnome za sinus sa sljede¢om promjenom: 3. x',, = 5 ' E Z.

fx)=A-tg[B(x+C)]+D;(A+0),(B>0),C,DeER
Asimptota funkcije je pravac kojem se graf funkcije priblizava, a ne dodiruje ga kada tocka grafa odmice u beskonacnost.
Graf funkcije f(x) dobijemo translacijom grafa funkcije A - tg(Bx) za -C po x-osi te za D po y-osi:
1. Nacrtamo pomoéni koordinatni sustav O'x'y’ u kojem ¢emo nacrtati graf funkcije p(x’) = A - tg(Bx")
2. Ozna¢imo nultoéke funkcije p(x') $tosu x',, = %, n € Z [toctke u kojima p(x') sije¢e x'-os, p(x") = 0]

v “ . . iy 2a+1
3. Kroz polovista izmedu nulto¢aka ucrtamo vertikalne asimptote funkcije p(x'), odnosno pravce x', = % ,a€ZL.

4. Izmedu nacrtanih asimptota nacrtamo tangensoidu: ako je A>0, iz —oo uz lijevu asimptotu kroz nulto¢ku prema +oo
uz desnu asimptotu; a ako je A<O, iz +00 uz lijevu asimptotu kroz nultocku prema —oo uz desnu asimptotu;
6. Ucrtamo koordinatni sustav Oxy cCije su osi: a) x paralelna sa osi x' pomaknuta za —D u smjeru y'
b) y paralelna sa osi y' pomaknuta za +C u smjeru x'

7. Graf funkcije periodi¢no se ponavlja u intervalima T, = g.

f(x)=A-ctg[B(x+C)]+D;(A+0),(B>0),C,DER

Graf funkcije f(x) dobijemo analogno prethodnome za tangens sa sljedeé¢im promjenama:

Y 2n+1 .
2. Nultocke su: x',, = %, nez 3. Asimptote su: x', = %n, a€Z

3. Izmedu nacrtanih asimptota nacrtamo kotangensoidu: ako je A>0, iz + oo uz lijevu asimptotu kroz nulto¢ku prema —co

uz desnu asimptotu; a ako je A<Q, iz —oo uz lijevu asimptotu kroz nultocku prema +oco uz desnu asimptotu
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GRAFOVI CIKLOMETRIJSKIH FUNKCIJA (INVERZNE OD TRIGONOMETRISKIH FUNKCIJA)
Inverzne funkcije simetri¢ne su s obzirom na pravac y=x.

' ' Sin(x) — ' ' Cos(x) —
y Arcsin(x) T Y Arccos(x) -
n/2 - X e X
1 (. -
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Sin = SiTll . [—E,E] - [—1,1] Cos = Cosl[o,n]: [O:T[] d [_1;1]
231272

Arcsin = Sin~1: [-1,1] — [_%,%] Arccos = Cos™: [-1,1] = [0, 7]
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