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Predgovor

Ova skripta namijenjena je studentima Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Splitu koji
pohadaju kolegij Algebarske strukture. Skripta je podijeljena u Cetiri cjeline — Grupe, Prsteni,
Moduli i Ostale algebarske strukture. Svojim sadrzajem potpuno obuhvacéa gradivo predvideno
nastavnim planom za ovaj kolegij. Naglasak je dan na proucavanju grupa i prstena, dok
se moduli i ostale algebarske strukture razmatraju samo na uvodnom nivou i kroz razlicite

primjere.

Prvi dio posveéen je osnovama teorije grupa, ukljuc¢ujuéi teoreme o izomorfizmima, djelovanje
grupe na skup i teoreme o strukturi grupa. Posebno se razmatraju razli¢iti primjeri grupa

kao sto su ciklicke grupe, grupe permutacija i diedarske grupe.

U drugom dijelu razmatraju se osnove teorije prstena koja uklju¢uje domene glavnih ideala,
euklidske domene i maksimalne ideale. Poseban naglasak dan je na razli¢itim primjerima

prstena, a narocito prstenu polinoma i njegovim svojstvima.

U treéem dijelu izloZeni su osnovni koncepti vezani za teoriju modula, dok je u ¢etvrtom
dijelu dan kratak pregled nekih algebarskih struktura kao $to su asocijativne algebre, Weylove
algebre i Liejeve algebre. Ove strukture ilustrirane su primjerima iz geometrije, linearne

algebre 1 fizike.
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Grupe

1.1 Polugrupe i grupe

Grupe su vazne matematicke strukture koje imaju svoje podrijetlo u teoriji algebarskih
jednadzbi, teoriji brojeva i geometriji. Prva formalna definicija apstraktne grupe u modernom
smislu pojavila se 1882. godine. Danas teorija grupa igra vaznu ulogu u matematici i fizici
gdje se najcesce javlja kao alat pri proucavanju simetrija odredenih sustava, kako diskretnih
tako i kontinuiranih. U ovom poglavlju upoznat ¢emo razli¢ite primjere grupa i proucavati

njihova osnovna svojstva.

Definicija 1.1. Binarna operacija na skupu G je preslikavanje s kartezijevog umnoska G x G

u skup G.

Rezultat binarne operacije - : G x G — G na elementu (a,b) € G x G ozna¢avamo s a - b i
nazivamo umnozak elemenata a i b. Radi jednostavnosti, rezultat binarne operacije krace
zapisujemo kao ab. Primjeri binarnih operacija su standardno zbrajanje i mnoZenje na

skupovima Z, Q, R ili C, i vektorski umnozak na skupu R3,
u X v = (U3 — U3V2, U3V] — UIV3, UIV2 — U2V1)

gdje su u = (u1,uz,uz) i v = (v1,v2,v3) vektori u R®. Za binarnu operaciju kazemo da je
asocijativna ako vrijedi
(ab)c = a(bc) zasve a,b,c€Q@G.

Ako je
ab="ba zasve a,b€Qq,

onda kazemo da je binarna operacija komutativna. Zbrajanje i mnozenje na Z, Q, R ili C su
oCigledno komutativne i asocijativne operacije, dok vektorski umnozak nije ni komutativan

niti asocijativan.

Najjednostavnija algebarska struktura je polugrupa koju definiramo kao neprazan skup G s

asocijativnom binarnom operacijom. Primjeri polugrupa su
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(i) skupovi Z, Q, R ili C s operacijama zbrajanja ili mnozenja,
(ii) skup svih preslikavanja f: S — S s nepraznog skupa S na samog sebe.

Zanimljivija algebarska struktura je grupa koju definiramo kao polugrupu u kojoj postoji

neutralni element i u kojoj svaki element ima inverz.

Definicija 1.2. Neprazan skup G s binarnom operacijom -: G x G — G naziva se grupa ako

zadovoljava sljedeca svojstva:
(i) a(bc) = (ab)c za sve a,b,c € G,

(ii) postoji element e € G, kojeg nazivamo neutralni element ili jedinica, takav da je
ae =ea = a za svaki a € G,

(11i) za svaki a € G postoji element b € G, kojeg nazivamo inverzni element od a, takav da

je ab =ba = e.

Grupu s pripadnom binarnom operacijom zapisujemo kao uredeni par (G, -) ili samo G kada
je binarna operacija poznata iz konteksta. Kardinalni broj skupa G naziva se red grupe G i
oznacava s |G|. Ako je |G| konacan, onda kazemo da je G kona¢na grupa, a u protivhom da
je G beskona¢na grupa. Najjednostavnija grupa je grupa koja sadrzi samo jedinicu, G = {e}.
Primjeri grupa koje svakodnevno susreé¢emo su skupovi brojeva Z, Q, R i C sa standardnim
zbrajanjem te skupovi Q* = Q\ {0}, R* =R\ {0} i C* = C\ {0} sa standardnim mnoZenjem.

Promotrimo neka elementarna svojstva grupa.

Propozicija 1.1. Neka je G grupa.
(i) Neutralni element e € G je jedinstven.

(i1) Svaki element iz G ima jedinstveni inverzni element.

Dokaz (i) Pretpostavimo da su e; i e3 jedinice u grupi G. Tada prema svojstvu (ii) definicije

1.2 vrijedi ejes = eg 1 e1e9 = €1 jer su ej i e jedinice u G. Stoga je e; = es.

(ii) Neka je a € G, i neka su by i by inverzi elementa a. Tada za by 1 be vrijedi
abi =bja=e 1 aby =bya =ce.

Odavde slijedi
bl = ble = bl(abQ) = (bla)bg = 6b2 = b2.

Lako se provjeri da je inverz umnoska dvaju elemenata jednak

(ab)_1 =bta L.
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Doista, zbog asocijativnosti mnoZenja imamo

(ab)(bra ™) =abat =aa! =e,

(b ta ) (ab) = b (ata)b=b"tb=e.

Asocijativnost mnoZenja u grupi G implicira da za sve a1, as, ..., a, € G rezultat mnoZzenja
ovih elemenata ne ovisi o tome kako ih grupiramo, stoga umnozak piSemo bez zagrada
a1as . ..an. Indukcijom se lako pokazuje da je inverz elementa ajas - - - a, dan sa

(a1a2 e an)fl = a;lagil ‘e al_l‘
Potencije elementa se definiraju na prirodni nacin sa
a*=aa...a (n puta), (1.1)
a"=ata . a! (n puta). (1.2)

Sljede¢a propozicija slijedi izravno iz svojstava grupe pa dokaz izostavljamo.

Propozicija 1.2. Neka je G grupa i neka su a,x,y € G. Tada
(i) ax = ay implicira x =y,

(i1) xa = ya implicira x = y.

Svojstva (i) i (ii) nazivamo pravilo kracenja jer se element a € G moze pokratiti na obje
strane jednadzbe. Ako su a,b € GG, onda svojstva grupe takoder impliciraju da jednadzbe
ax = biya = b imaju jedinstvena rjeSenja x = a " 'biy = ba .

Definicija 1.3. KaZemo da je G Abelova ili komutativna grupa ako vrijeds

ab=ba zasve a,beQq.

Binarnu operaciju u Abelovoj grupi ozna¢avamo s +, dok za neutralni i inverzni element

uvodimo oznake 0 i —a. Dakle, u Abelovoj grupi vrijedi

a+b=b+a, a+0=04+a=a, a+(—a)=(-a)+a=0,
za sve a,b € G.
Za potencije elementa u Abelovoj grupi koristimo oznake

na=a+a+---+a (nputa),

(—n)a = —a—a---—a (n puta).

Binarnu operaciju u grupi mozemo predociti pomoc¢u Cayleyeve tablice u kojoj se nalaze

umnosci elemenata grupe.
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Slika 1.1. Niels Henrik Abel, 1802-1829. Norveski matematic¢ar Niels Abel je dokazao da nije moguce
algebarskim metodama rijeSiti opéu polinomijalnu jednadzbu petog stupnja.

Definicija 1.4. Neka je G = {g1,92,- .., 9n} konacna grupa. Tablica mnoZenja ili Cayleyeva

tablica grupe G je n x n matrica ¢iji element na mjestu (i,7) je umnoZak g;g;.

Mnoga svojstva grupe se mogu vidjeti iz njezine Cayleyeve tablice. Na primjer, ako je grupa
komutativna, tj. g;9; = gjg; za sve 1, j, onda je Cayleyeva tablica simetri¢na u odnosu na
dijagonalu (i,7). Mjesta gdje se u tablici nalaze jedinice odgovaraju elementima koji su
medusobno inverzni. Kako je mnozenje fiksnim elementom injektivno preslikavanje na G,
svaki redak ili stupac sadrzi to¢no po jedan element iz G. Drugim rije¢ima, svaki redak ili
stupac predstavlja permutaciju elemenata grupe G.

Primjer 1.1. Neka je G = {e,a,b} grupa od tri elementa. Odredimo Cayleyevu tablicu
grupe G. Ako je ab = a onda je b = a~'a = e, kontradikcija. Ako je ab = b, onda je a = bb™ 1,
kontradikcija. Buduéi da je G zatvorena na mnozenje, zakljucujemo da je ab = e sto implicira
a=b"11ba = e. Dakle, parcijalna Cayleyeva tablica grupe G je

Jelalb]

Tablica 1.1. Parcijalna Cayleyeva tablica grupe G = {e, a,b}.

Kako se u svakom retku (stupcu) Cayleyeve tablice nalaze svi elementi grupe G jer je mnoZenje

fiksnim elementom bijekcija na G, zaklju¢ujemo da je Cayleyeva tablica dana sa
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+ (mod4) |0]1]2|3]
0 0/1]2]3
1 1/2(3]0
2 2[3[0]1
3 3/0[1]2

Tablica 1.3. Cayleyeva tablica grupe Zj.

[elal®]

Tablica 1.2. Cayleyeva tablica grupe G = {e, a, b}.
O

Primjer 1.2. Zbrajanje modulo n. Neka je n € N. Definirajmo relaciju ekvivalencije na
skupu Z s
r=y (modn) akoje x—y=gqgn zaneki ¢q¢€Z.

Neka je T klasa ekvivalencije elementa = € Z, & = {x +pn | p € Z}. Tada je T =7y ako i
samo ako je z — y = gqn za neki ¢ € Z. Oznacimo skup svih klasa ekvivalencije s

Zn =17 | x € Z}.
Na skupu Z, moZemo definirati zbrajanje modulo n na prirodan nacin s
T+y=z+y.

Pokazimo da je ova operacija dobro definirana, odnosno da ne ovisi o predstavniku klase
ekvivalencije. Ako jeT =711y =7y, ondajex —x1 =pniy—y =qn zaneke p,geZ. U
tom slucaju vrijedi

r+y—(z1+uy)=(+qon,

Sto povladi x + y = x1 + y1. Neutralni element je klasa ekvivalencije 0, a inverzni element je
—Z = (—x). Kako je zbrajanje komutativno zaklju¢ujemo da je (Z,,+) Abelova grupa. S

obzirom da je m = 0, Z,, ima to¢no n elemenata
Z, = {0,1,2,....,n—1}.

Cayleyeva tablica grupe Z,4 prikazana je u tablici 1.3. [J

Primjer 1.3. MnozZenje modulo n. Neka je Z, skup kao u prethodnom primjeru. Na skupu
Z,, moZemo definirati mnoZenje modulo n pravilom Zy = Ty. Lako se provjeri da je mnoZenje
dobro definirano. Neka je jex =71 1y =7%;. Tadaje x — 21 = pn iy —y1 = qn za neke

D,q € Z iz Cega slijedi
2y = (z1+pn)(y1 + qn) = z1y1 + (py1 + gz1)n + pgn’®. (1.3)

8
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- (mod6) | T|2[3]1]5]
1 [1]2]3]4]5
2 |2|2]0]2]1
3 |3[o[3]0]3
1 |1|2]0]1]2
5 51321

Tablica 1.4. Tablica mnozenja polugrupe Zg.

X

Dakle, 7y = 71%1. Na taj nacin (Z,,-) postaje polugrupa s jedinicom 1. Neka je (Zj)
skup svih invertibilnih elemenata u Z,,. Tada je (Z,)* Abelova grupa u odnosu na mnoZenje
modulo n. Ocigledno je da 0 nema inverz jer je 0T = 0 za svaki x € Z pa se invertibilni

elementi nalaze u skupu {1,2,3,...,n — 1}. Kao konkretni primjer promotrimo polugrupu

Z¢ = {0,1,2,3,4,5}.

Iz tablice mnozenja 1.4 zaklju¢ujemo da samo elementi 1 i 5 imaju inverz jer je 11 = 1 i
55 = 1, stoga je

(Z¢)™ ={1,5}.
O

Primjer 1.4. Lako se provjeri da je podskup od Q oblika
G={a+V2b|a,beQ}

grupa obzirom na zbrajanje. Pokazimo da je G* = G\ {0} grupa obzirom na mnoZenje. Neka
su aj + V/2bi1, as + V2by € G*. Tada a; i b; nisu oba nula. Pokazimo da je

(a1 + V2b1)(ag + V2by) = ajas + 2b1bs + (ar1by + braz)V2 € G*. (1.4)
Pretpostavimo da je
aias + 2b1bo =0 1 ai1bs + bras = 0. (1.5)

MnoZenjem prve jednadzbe s by i koristenjem druge jednadzbe dobivamo

by (—a3 + 2b3) = 0. (1.6)
Sli¢no, ponavljanjem postupka gdje prvu jednadzbu mnozimo s as dobivamo

a1(a3 —2b3) = 0. (1.7)

Kako aj i by nisu oba nula, iz jednadzbi (1.6) i (1.7) slijedi a3 — 2b3 = 0, §to vodi na
kontradikciju jer su ag i be racionalni brojevi koji nisu oba nula. Zaklju¢ujemo da je
ajag + 2b1be # 0 ili a1by + bjagz # 0 ¢ime je dokazana tvrdnja (1.4). O¢igledno je 1 € G*
za a =11 b= 0. Nadalje, iz uvjeta da su a i b racionalni brojevi koji nisu oba nula slijedi
a®? —2b% # 0 pa je

1 a b
= — 2 *. 1.
a++V2b a?—2b? a2—262\[6G (18)

Dakle, G* je grupa obzirom na mnozenje. [
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Primjer 1.5. Opéa linearna grupa GL(n,R). Neka je M(n,R) skup svih matrica reda n
nad poljem R. M (n,R) je polugrupa u odnosu na matri¢no mnozenje. Skup GL(n,R) svih
invertibilnih matrica reda n je grupa s jedinicom I gdje je I jedini¢na matrica reda n. Kako
je matrica A € M (n,R) invertibilna ako i samo ako je det(A) # 0, grupu GL(n,R) mozemo
definirati kao

GL(n,R) ={A € M(n,R) | det(A) # 0}.

Ova grupa naziva se opc¢a linearna grupa reda n. [J

Primjer 1.6. Heisenbergova grupa. Skup gornje trokutastih matrica oblika

1
H = 0
0

(=

b
cllabceR
1

je zatvoren na matri¢no mnozenje i inverziju jer je

-1

1 a b 1 —a —-b+ac
01 ¢ =10 1 —c
0 01 0 0 1

Stoga je H grupa koju nazivamo Heisenbergova grupa. [

Primjer 1.7. Unitarna grupa U(1). Skup kompleksnih brojeva {e? | # € R} je o¢igledno
grupa s obzirom na mnozenje jer je e?1ei2 = ¢i(01102) § (ew)_l = ¢~ Ovu grupu nazivamo
unitarna grupa i ozna¢avamo sa U(1). Elementi grupe tvore jediniénu kruznicu S! = {z €

Cllz|=1}. O

Primjer 1.8. Grupa rotacija SO(2). Skup matrica oblika

Ry — Cf)Sa —sin6  geR,
sinf cos@

je zatvoren na matricno mnoZenje i inverziju. Doista, za proizvoljne matrice Ry i R, vrijedi

R - cosfcosp —sinfsingy —cosfsiny — sind cos
0% = sinf cosp + cosfsiny —sinfsin g + cosf cos

_ (cos(9 +¢) —sin(d + ¢)

sin(f + ¢)  cos(f + ¢) ) = Rgy, € SO(2).

Neutralni element je jedini¢na matrica I koja odgovara parametru 6 = 0,

10
Ry = =1
0 1
Inverzna matrica R;l dana je s

Rl 1 cosf sinf) [ cosf sind
O " cos20 +sin?0 \ —sin® cos®) \—sin® cosh/’

10
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iz Cega slijedi da je R, ! = R_y. Ove matrice tvore grupu rotacija u ravnini, u oznaci SO(2),
jer matrica Ry predstavlja operator rotacije oko z osi koja djeluje na toc¢ke u zy—ravnini. Ako
tocku (z,y) zarotiramo u pozitivnom smjeru za kut 6, onda nova tocka ima koordinate

'\ [cos@® —sinf) (x) [xcosf —ysinb (19)
v ] \sin@ cosé y)  \asing+ycosd '

(vidi sliku 1.2). O
Primjer 1.9. Lorentzova grupa O(1,3). Lorentzova grupa je grupa matrica

0(1,3) = {A € GL(4,R) | ATnA = 77} (1.10)
gdje je
100 0
0 100
= 1.11
1o 010 (1.11)
0 00 1

Doista, ako su A, B € O(1,3), onda je
(AB)Tn(AB) = BT (AThA)B = BTyB =1 (1.12)
S$to povlaci AB € O(1,3). Nadalje, iz relacije AA™! = I slijedi (A~1)T AT = I, odnosno
(A HT ATy = (1.13)
S druge strane, iz uvjeta ATnA = n slijedi ATy = nA~! §to zajedno sa (1.13) daje
(A"H)TnAa™! =y (1.14)

pa je A~! € O(1,3). Zakljuéujemo da je O(1,3) grupa obzirom na matri¢no mnoZenje.
Lorentzova grupa, nazvana po nizozemskom fizi¢aru Hendriku Lorentzu, ima vaznu ulogu u
specijalnoj teoriji relativnosti i teorijskoj fizici uopée. Njezini elementi su izometrije prostora

Minkowskog koje fiksiraju ishodiste. [

Primjer 1.10. Grupe simetrija diferencijalnih jednadzbi. Elementi neke grupe mogu ovisiti
o jednom ili viSe realnih parametara. Takve grupe imaju primjenu u proucavanju simetrija
diferencijalnih jednadzbi, odnosno u proucavanju transformacija nezavisnih i zavisnih varijabli
koje Guvaju oblik diferencijalne jednadzbe. Promotrimo diferencijalnu jednadzbu za nepoznatu

funkciju u = u(x),

d*u du
2 —
gdje je F' zadana funkcija. Definirajmo transformaciju

Tine(z,u) = (Az,u+€x), €€R, AERT, (1.16)

Skup svih transformacija (1.16) tvori grupu jer je

T(/\2762) o T()xl,q) = T()q/\z,el—f—)\lez)- (117)

11
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. 7 ! 2 (j/)

/

Slika 1.2. Operator rotacije Ry djeluje na to¢ku (5)

Jedinica u grupi je transformacija 7{; ), a inverzni element je

—1
ok = T/ame/n): (1.18)
Transformacija (1.16) ne mijenja oblik diferencijalne jednadzbe (1.15). Definirajmo nove
varijable
y=Ar, v=u+ex. (1.19)
Tada je
dv  ldu € d*v 1 d*u
e, - = 1.20
dy Mdz + A dy?  N\2dzx? (1.20)
Odavde slijedi
d*v 1 d*u d*u
2 2 2
— =) '=-— =1"—. 1.21
Vigr = M) g T e (1.21)
Nadalje, iz (1.20) dobivamo
dv ldu € du
@ = <f7 ,)_ — 22 1.22
ydy v x>\d$+)\ (u+ex) T U (1.22)

Jednadzbe (1.21) i (1.22) impliciraju da varijable (y,v) zadovoljavaju istu diferencijalnu
jednadzbu kao (z,u) $to znali da je jednadzba (1.15) invarijantna u odnosu na grupu
transformacija (1.16). Poznavanje simetrija neke jednadzbe nam omogucuje da od poznatog

rjeSenja u(z) tvorimo nova rjeSenja v(y) = u(y/A) + ey/A\. O

1.2 Homomorfizmi grupa

Promotrimo grupu Z4 = {0, 1,2, 3} s operacijom zbrajanja modulo 4 (vidi tablicu 1.3) i grupu
G = {1,i,—1,—i} s operacijom mnoZenja. Lako se uocava da Z4 i G imaju istu strukturu

ako definiramo preslikavanje ¢: Z4 — G sa

6(0) =1, o) =i, 6@ =-1, ¢(3)=—i. (1.23)

Primijetimo da je ¢(a -+ b) = ¢(a)p(b) za sve @, b € Z, $to povladi da se tablica mnoZenja za
Z4 preslikava u tablicu mnoZenja za G. Ovakva preslikavanja imaju vaznu ulogu u teoriji

grupa.
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Definicija 1.5. Neka su G i H grupe. Preslikavanje ¢: G — H naziva se homomorfizam

grupa ako vrijeds

o(xy) = o(x)p(y)  za svaki z,y € G.

Ako je ¢ surjektivno preslikavanje, onda se ¢ naziva epimorfizam, a ako je ¢ injekcija, onda

¢ nazivamo monomorfizam.

Monomorfizmi su vazni jer “Guvaju” strukturu grupe u smislu da se umnozak elemenata x
i y preslikava u umnozak njihovih slika ¢(x) 1 ¢(y). Ako ¢ nije injekcija, onda ¢ ne ¢uva
strukturu grupe. Na primjer, oc¢igledno je da trivijalni homomorfizam ¢(z) = €', gdje je €’
jedinica u H, ne ¢uva strukturu grupe jer se Citava grupa G preslikava u jedan element.

Definicija 1.6. Ako je ¢: G — H bijekcija © homomorfizam, onda se ¢ naziva izomorfizam.
U tom slucaju su G i H izomorfne grupe, i piSemo G >~ H. Ako je G = H, onda ¢ nazivamo

automorfizam.

Primjer 1.11. Skup C* = C\ {0} je grupa u odnosu na mnoZenje kompleksnih brojeva.
Konjugacija ¢: C* — C*, ¢(z) = z, je homomorfizam jer je

P(2120) = 2122 = Z122 = ¢(21)P(22).
Kako je ¢ bijekcija na C*, ¢ je izomorfizam na C*. [J

Primjer 1.12. Neka su (R,+) i (RT,:) grupe s operacijama zbrajanja odnosno mnoZenja,
redom, gdje je RT = {z € R | z > 0}. Eksponencijalna funkcija ¢: R — R, ¢(z) = €%, je

homomorfizam jer vrijedi

P(x1 + x2) = ™17 = "€ = P(21)¢(w2).

Funkcija ¢: R — RY je bijekcija gdje je ¢~!(z) = In(x) inverzno preslikavanje. Stoga je
¢: R — R* izomorfizam. O]

Primjer 1.13. Preslikavanje ¢: SO(2) — U(1) koje matrici Rg = (2?5((3)) _Cj:ég)) pridruzuje
kompleksni broj € € U(1) je homomorfizam jer je

O(RoRy) = 0(Rysp) = €019 = Ve’ = 6(Ig) §(Ry). (1.24)
U
Primjer 1.14. Preslikavanje ¢: GL(n,R) — R* definirano s ¢(A) = det(A) je homomorfizam,

jer iz Binet-Cauchyevog teorema slijedi
?(AB) = det(AB) = det(A)det(B) = ¢(A)p(B).
O

Primjer 1.15. Neka je G grupa i neka su ¢1,p2: G — G definirani sa ¢1(g9) = ¢! i

©2(g) = g*. Preslikavanja @1 i (2 su homomorfizmi ako i samo ako je G Abelova grupa. [
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Unutarnji automorfizam ili konjugacija

Neka je G grupa i odaberimo a € G. Definirajmo preslikavanje C,: G — G s Cy(z) = aza™".

Pokazimo da je C, automorfizam grupe G. Zbog asocijativnosti mnozenja imamo
Ca(ay) = azya™ = (aza™")(aya™") = Ca(x)Caly),
pa zaklju¢ujemo da je C, homomorfizam. Pretpostavimo da je Cy(x) = Cy(y), odnosno
ara™ ' = ayat. (1.25)

MnoZenjem jednadzbe (1.25) slijeva s a~! i zdesna s a dobivamo = = y, stoga je C, injekcija.

Neka je y € G proizvoljan element. Tada za 2 = ¢~ 'ya imamo
Ca(z) = a(a™'ya)a™" =y,

Sto pokazuje da je C, surjekcija. Dakle, C, je automorfizam grupe G koji nazivamo unutarnji

automorfizam ili konjugacija elementom a.

Sljedeéi teoremi daju neka osnovna svojstva homomorfizama.

Teorem 1.1. Neka su G i@ H grupe s pripadnim jedinicama e € G i ¢ € H i neka je
¢: G — H homomorfizam. Tada je

(i) dle) =€,
(ii) ¢p(x™) = ¢(x)~! 2a svaki x € G.

Dokaz (i) Kako je ee = e, slijedi

p(e) = (ee) = d(e)o(e). (1.26)

MnoZenjem jednadzbe (1.26) zdesna s ¢(e)~! dobivamo

Medutim, ¢(e)p(e)~! = ¢’ pa zakljuéujemo ¢(e) = €.

(ii) Neka je x € G. Djelovanjem homomorfizma ¢ na zx~! = 27tz = e dobivamo
Plez™t) = px)p(z™!) = ¢/, 1.27)
oz~ 2) = ¢ )o(x) = ¢ (1.28)

Prema definiciji inverznog elementa, relacije (1.27)-(1.28) povlace da je ¢(z)~! = ¢(z~!). R

Teorem 1.1 pokazuje da homomorfizmi, osim §to ¢uvaju mnoZenje, ¢uvaju neutralni element
i inverznu operaciju = — 2~!. Ako su dvije grupe G i H izomorfne, onda one imaju istu

strukturu, pa su G i H samo razliCite realizacije iste algebarske strukture.
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Definicija 1.7. Neka su G © H grupe. Jezgra homomorfizma ¢: G — H je skup

ker(9) = {z € G | $(z) = ¢'}.

Slika homomorfizma je skup

Im(¢) = {¢(z) |z € G}.

Sljedeéi teorem daje karakterizaciju injektivnog homomorfizma.

Teorem 1.2. Homomorfizam grupa ¢: G — H je injektivan ako i samo ako je ker(¢p) = {e}.

Dokaz Pretpostavimo da je ¢ injektivan homomorfizam. Ako je x € ker(¢), onda po teoremu
1.1(1) vrijedi

¢(z) =€ = ¢(e),
iz. ¢ega slijedi © = e jer je ¢ injekcija. Dakle, ker(¢) = {e}. Pretpostavimo sada da je
ker(¢) = {e}. Ako je ¢(x) = ¢(y), onda je ¢p(z)p(y) ! = ¢’. Teorem 1.1 (ii) sada implicira

¢ =¢(@)p(y) " = d(x)py™") = play ),

iz ¢ega dobivamo zy~! € ker(¢) = {e}. Dakle, zy~! = e, pa zaklju¢ujemo x = y. Time je
pokazano da je ¢ injekcija. |

Navedimo jo$ neka svojstva homomorfizama koja se lako dokazuju.

(1) Ako su ¢1: G — H i ¢o: H — K homomorfizmi, onda je kompozicija ¢p 0 ¢1: G — K
homomorfizam.

(2) Ako je ¢: G — H izomorfizam, onda je inverzno preslikavanje ¢~ ': H — G izomorfizam.

1.3 Podgrupe i susjedne klase

Definicija 1.8. Neka je G grupa. Neprazan podskup H C G naziva se podgrupa od G, 1
zapisuje H < G, ako je H grupa u odnosu na mnozZenje u G. Ako je H # G, onda koristimo
oznaku H < G.

Iz definicije slijedi da je podgrupa H zatvorena u odnosu na operacije mnozenja i invertiranja,
odnosno za sve a,b € H vrijedi ab € H i ! € H. Primijetimo takoder da podgrupa H
ima istu jedinicu kao i grupa G. Svaka grupa G ima trivijalne podgrupe {e} i G. Da bismo
ustanovili je i neki podskup H C G podgrupa trebamo provjeriti da li je H zatvoren na
mnoZenje i invertiranje. Sljedeéi teorem pokazuje da se ove dvije operacije mogu kombinirati

u jednu Sto daje kriterij za egzistenciju podgrupe.
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Teorem 1.3. Neka je G grupa. Neprazan podskup H C G je podgrupa od G ako i samo ako

je
ab™' € H za sve a,bc H. (1.29)

Dokaz Neka je H podgrupa od G. Odaberimo a,b € H. Tada je ab~! € H jer je H zatvorena
na mnozenje i invertiranje. Pretpostavimo sada da vrijedi (1.29). Tadaza a = b € H dobivamo
e =aa"' € H. Neka su sada a,b € H proizvoljni elementi. Tada je b' =eb™! € H, pa je H
zatvorena na invertiranje. Nadalje, (1.29) povladi ab = a(b=!)~! € H, stoga je H zatvorena
na mnozenje. Time je dokazano da je H podgrupa od G. |

Primjer 1.16. Specijalna linearna grupa SL(n,R) je definirana sa
SL(n,R) ={A € GL(n,R) | det(A) = 1}.
Ako su A, B € SL(n,R), onda je

_ det(A)
~ det(B)

det(AB™1) =1,

stoga je AB~! € SL(n,R). Dakle, SL(n,R) je podgrupa opée linearne grupe GL(n,R). [J

Primjer 1.17. Unitarna grupa U(1) = {¢ | # € R} je podgrupa grupe kompleksnih brojeva
C* = C\ {0} obzirom na mnozenje jer je €1 (e¥2)~1 = ¢i01-02) c U (1). O

Ako su H; i Hy podgrupe od G, lako se vidi da je H; N Hy podgrupa od G. Doista, Hy N Ho
je neprazan skup jer je e € Hy N Hy. Ako su a,b € Hy N Hy, onda je a,b € Hy i a,b € Hy
sto implicira a™'b € Hy i a='b € Hy. Dakle, a='b € Hy N Hs pa je Hy N Hy podgrupa od G
prema teoremu 1.3. Primijetimo da je Hi N Hy najveéa podgrupa od G koja je sadrzana

u Hy i u Hj. Sliéno se pokazuje da je presjek bilo koje familije podgrupa (),.; H; takoder

el
podgrupa od G.

Naglasimo, medutim, da unija H; U Hs ne mora biti podgrupa od G. U tom smislu dokazimo
sljede¢u tvrdnju. Unija podgrupa Hi U Hs je podgrupa od G ako i samo ako je H; C Ho
ili Ho € Hy. Ako je jedna podgrupa sadrzana u drugoj, oc¢igledno je H; U Hs podgrupa
od G. Pretpostavimo sada da je H; U Hs podgrupa od G, ali H; nije podskup od Hs
niti je Hy podskup od H;. Tada postoje elementi a € H; \ Hy i b € Hy \ Hy. Kako su
a,b € Hy U Hs, to je ab € Hy U Hs jer je Hy U Hy zatvorena na mnoZenje. Ako je ab € Hy,
onda je a~'(ab) = b € Hj, kontradikcija jer je b € Ho \ Hy. Ako je ab € Hy, onda je
(ab)b™! = a € Hy, kontradikcija jer je a € Hy \ Hy. U svakom slucaju dobivamo kontradikeiju
s pretpostavkom da Hi nije podskup od Hs niti je Hs podskup od H;. Zaklju¢ujemo da je
H, C Hyili Hy C H;.

Svakom homomorfizmu grupa pridruZzene su dvije podgrupe: jezgra homomorfizma i slika

homomorfizma.
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Teorem 1.4. Neka je ¢: G — H homomorfizam grupa. Jezgra homomorfizma ker(¢) je
podgrupa od G, a slika homomorfizma Im(¢) je podgrupa od H.

Dokaz Neka su e i € neutralni elementi u G i H, redom. Skupovi ker(¢) i Im(¢) su neprazni
jer je e € ker(¢) i € = ¢(e) € Im(¢). Neka su a,b € ker(¢). Tada je

¢(ab™") = ¢(a)p(b™") = ¢(a)p(b) ' = €'(¢) T = ¢,
Sto pokazuje ab~! € ker(¢). Prema teoremu 1.3, ker(¢) je podgrupa od G.

Neka su z,y € Im(¢). Tada postoje a,b € G takvi da je ¢(a) = = 1 ¢(b) = y. Stoga je
vyt = ¢(a)p(d) ™! = ¢(a)p(b™1) = ¢(ab 1), §to pokazuje da je zy~! € Im(¢). Dakle, Im(¢)
je podgrupa od H. |

U strukturi grupe G vaznu ulogu ima centar grupe Z(G) kojeg tvore svi elementi iz G koji

komutiraju sa svim elementima iz G.

Definicija 1.9. Centar grupe G je skup

Z(G)={g € G| ga = ag za svakia € G}.

Primijetimo da je G Abelova grupa ako i samo ako je Z(G) = G pa veli¢ina centra pokazuje

koliko se G razlikuje od Abelove grupe na istom skupu G.

Teorem 1.5. Z(G) je podgrupa od G.

Dokaz Neka su a,b € Z(G). Onda je ag = ga i bg = gb za svaki g € G. Primijetimo da iz
zadnje jednakosti proizlazi gb~! = b~!g pa imamo

(ab Vg =agb™t =glab™') zasvaki g€ @
Sto povlaci ab~1l e Z(Q). -

Pojam centra grupe se moze poopéiti na centralizator proizvoljnog podskupa A C G ako

promatramo sve elemente u G koji komutiraju sa svim elementima skupa A.

Definicija 1.10. Neka je A podskup grupe G. Centralizator skupa A u G je skup

Co(A)={g € G|gag " =a za svakia € A}.
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1

Primijetimo da je gag™" = a ako i samo ako je ga = ag, stoga je Cg(A) skup svih elemenata

u G koji komutiraju sa svim elementima iz A. Primijetimo da je Cg(A) # 0 jer je e € C(A).
Takoder, ako je A = G, onda je Cz(G) = Z(G). Na isti nacin kao u teoremu 1.5 se pokazuje da

je Cg(A) podgrupa od G za svaki podskup A C G. Iz definicije 1.10 slijedi da je g € C(A)

1

ako i samo ako je gag™" = a za svaki a € A. Drugim rije¢ima, svaki element a € A je

invarijantan na konjugaciju elementima g € Cg(A). Ako je A = {a} jedna¢lani skup, onda
centralizator oznacavamo sa Cg(a).

Sada ¢emo uvesti pojam lijeve i desne susjedne klase pridruzene podgrupi H C G. Promatra-
juéi sljedeéu relaciju na skupu G,

a~b o albed
Lako se pokazuje da je ~ relacija ekvivalencije na grupi G:
(1) a~ajerjeala=ecc H,
(2) a~b = bla=(atb) ' €Hjerjeabe H = b~a,
3)a~bib~e = a'becHiblce H = (a7'b)(b7le)=alcc H = a~ec
Klasa ekvivalencije elementa a € G je skup

a:{beG\a—lbeH}:{bereaH}:aH.

Definicija 1.11. Neka je H podgrupa grupe G i neka je a € G. Skup
aH ={ah|h € H}

naziva se lijeva susjedna klasa podgrupe H odredena elementom a. Skup svih lijevih susjednih
klasa podgrupe H oznacavamo sa G/H.

Sli¢no, na grupi G moZemo uvesti relaciju ekvivalencije sa
a~b & ableH. (1.30)
U ovom slucaju, klasa ekvivalencije elementa a € G je desna susjedna klasa a = Ha gdje je
Ha={ha|he H}.

Skup svih desnih susjednih klasa pod grupe H ozna¢avamo s H \ G. Susjedna klasa generirana
elementom e € G je lijeva i desna susjedna klasa jer je e = He = H. UocCimo da je aH = bH
ako i samo ako je a ~ b, odnosno ako i samo ako je a='b € H. Sli¢no, Ha = Hb ako i samo
ako je ab~! € H.

Lijevo mnoZzenje L,: H — aH, definirano sa Ly(g) = ag, je bijekcija sa H na aH pa skupovi
H i aH imaju isti kardinalni broj. Sli¢no, desno mnozenje R,: H — Ha, definirano sa

18



Algebarske strukture Poglavlje 1. Grupe

Ru(g9) = ga, je bijekcija sa H na Ha. Stoga za kardinalne brojeve lijevih i desnih susjednih
klasa vrijedi
|H| = |aH| = |Hal. (1.31)

Propozicija 1.3. Skupovi lijevih i desnih susjednih klasa podgrupe H w grupi G imaju isti
kardinalni broj,

IG/H| = |H\G]. (1.32)

Dokaz Definirajmo preslikavanje ¢: G/H — H \ G sa ¢(aH) = Ha™!. Ako je ¢¥(aH) =
Y(bH), onda je Ha~! = Hb~! sto implicira hi(a='b) = hg za neke hi,hy € H. Odavde
slijedi da je a~'b = hflhg € H, odnosno a ~ b pa je aH = bH jer a i b pripadaju istoj klasi
ekvivalencije. Dakle, 1 je injekcija. Nadalje, 1/(a™'H) = Ha implicira da je 9 surjekcija pa
zaklju¢ujemo da je v bijekcija. Stoga skupovi G/H i H \ G imaju isti kardinalni broj. W

Definicija 1.12. Neka je H podgrupa grupe G. Kardinalni broj skupa G/H, tj. skupa H \ G,

naziva se indeks podgrupe H u G, i oznacava se sa [G : H].

Ako je H = {e} trivijalna podgrupa, onda je aH = {a} za svaki a € G. Iz ovoga slijedi
da je broj susjednih klasa podgrupe H = {e} jednak broju elemenata grupe G, odnosno
(G : H] = |G|. Ako je H = G, onda je aH = H za svaki a € G, paje [G: H| = 1. Za

proizvoljnu podgrupu o¢ekujemo da se indeks nalazi izmedu 11 |G|.

Teorem 1.6 (Lagrangeov teorem). Neka je G konacna grupa i neka je H podgrupa od G.
Tada je
Gl =[G+ H] |H].

Dokaz Odaberimo a € GG. Klase ekvivalencije aH tvore particiju skupa G pa se G moze
napisati kao disjunktna unija G' = (J,cc aH gdje C sadrzi toéno jedan element iz svake
susjedne klase aH. Kako je |[aH| = |H|, odavde slijedi da je

Gl =" JaH| = " |H| = k|H| (1.33)
acC acC
gdje je k broj elemenata u skupu C' §to je broj razli¢itih susjednih klasa aH. Dakle, k = [G : H]
Sto povladi |G| =[G : H] |H|. |
Lagrangeov teorem ima vaznu ulogu u proucavanju strukture grupa. Na primjer, teorem
implicira da red podgrupe dijeli red grupe jer je

G|
G: H]

|H| =
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Ova ¢injenica ima za posljedicu da red podgrupe ne moze biti proizvoljan. Ako je |G| = p gdje
je p prosti broj, onda je |[H| =1 ili |H| = p $to povlaci da G ima samo trivijalne podgrupe
H={e}iH=G. 1

1.4 Normalne podgrupe i kvocijentne grupe

U ovom poglavlju éemo proucavati podgrupe kod kojih su lijeve i desne susjedne klase jednake.
Takve grupe nazivamo normalne podgrupe i dane su sljede¢om definicijom.

Definicija 1.13. Neka je G grupa. KazZemo da je podgrupa N C G normalna podgrupa od G
ako je tNxz~' C N za svaki x € G.

Za normalnu podgrupu koristimo oznaku N <1 G. Ako je G Abelova grupa, onda je svaka

1=y e Nzasvakiz € G iy e N. Trivijalna podgrupa

1

podgrupa od G normalna jer je zyx™
{e} je normalna podgrupa svake grupe G jer je zex™ = e. Primijetimo da iz definicije 1.13
slijedi da je N normalna podgrupa svake podgrupe H C G koja sadrzi N. Sljedeci teorem

daje karakterizaciju normalnih podgrupa.

Teorem 1.7. Neka je N podgrupa grupe G. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) N <G,
(ii)) xN = Nz za svaki x € G,

(i) xNxz~' = N za svakiz € G.

Dokaz (i) = (ii) Neka je N <G i neka je z € G. Svaki y € xN je oblika y = xh za
neki h € N pa vrijedi y = (zhz~!)z € Nz jer je xha~! € N. Dakle, tN C Nz. Sli¢no se
pokazuje druga inkluzija Nz C zN pa zakljuCujemo da je Nz = zN.

(ii) = (iii) Pretpostavimo da je tN = Nz za svaki # € G. Ako je y € Nz~ !, onda je
y = xhax~! zaneki h € N. Iz pretpostavke (ii) slijedi da je zh = h'z zaneki b’ € N §to povlaci
y = zhe™' = Wxzx™' = h' € N. Dakle, tNz~! C N. Neka je sada y € N. Pretpostavka
1

(i) povlaci da je yx = zy’ za neki 3y € N pa vrijedi y = z(z " lyz)z™! = 2¢/2~1 € N2~ L.

Dakle, N C xNz~! ¢ime je dokazano stNxz~! = N.

(iii) = (i) Tvrdnja trivijalno vrijedi jer je tNz~! = N C N za svaki = € G. [ |

Primjer 1.18. Neka je Z(G) centar grupe G i neka je z € G. Tada za svaki y € Z(G) vrijedi
1

zyr~' =z~ ly = y Sto povladi
e Z(G)xt = {ayz™t |y € Z(G)} = Z(G).
Dakle, Z(G) je normalna podgrupa od G. O
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Primjer 1.19. Neka je ¢: G — H homomorfizam s grupe G u grupu H. Ako je g € ker(p)
iz € G, onda je
p(rgz™") = p(x)p(9)p(@) ™ = p(z)p(z) ™! =,

dakle zgr~—! € ker(yp). Odavde slijedi da je x ker(p)x =1 C ker(y) za svaki x € G, pa je ker(¢)
normalna podgrupa od G. [J

Primjer 1.20. Pokazimo da je SL(n,R) normalna podgrupa opce linearne grupe GL(n,R).
Odaberimo A € SL(n,R) i B € GL(n,R). Prema Binet-Cauchyevom teoremu imamo
1

det(BAB™') = det(B)det(A)det(B~') = det(B) Jot(B) ~ 1,

jer je det(A) = 1. Dakle, BAB~! € SL(n,R) ito pokazuje da je

BSL(n,R)B~! C SL(n,R).

Propozicija 1.4. Ako je H podgrupa grupe G takva da je |G: H] = 2, onda je H < G.

Dokaz Kako je [G: H] = 2, skup lijevih susjednih klasa sadrzi dva elementa H i gH gdje je
g € G\ H. Skupovi H i gH tvore particiju skupa G sto povlaci da je gH = G \ H. Dvije
desne susjedne klase H i Hg takoder tvore particiju skupa G i vrijedi Hg = G \ H. Stoga
zakljuCujemo da je gH = Hg za svaki g € G\ H, odnosno gH = Hg za svaki g € G. Prema
teoremu 1.7, H je normalna podgrupa od G. |

Promotrimo sada sljede¢i problem. Neka je H podgrupa od G. O¢igledno je aNz~! C N za
svaki x € N pa je N normalna podgrupa same sebe. Prirodno je zapitati se koja je najveca
podgrupa od G koja sadrzi N kao normalnu podgrupu. Ovo razmatranje vodi na pojam
normalizatora skupa, odnosno grupe.

Definicija 1.14. Neka je A podskup grupe G. Definirajmo skup gAg=' = {gag=! | a € A}.

Normalizator skupa A u G je definiran s

Ng(A)={ge G |gAg~' = A}.

Ako je g € Cg(A), onda je gag~! = a za svaki a € A §to implicira gAg~! = A. Ovo povladi

g € Ng(A), stoga je Cz(A) < Ng(A). Skup A ne mora biti sadrzan u Ng(A4). Medutim, ako
je A podgrupa od G, onda je gAg~! = A za svaki g € A pa slijedi A C Ng(A).

Prema teoremu 1.7, za normalnu podgrupu N od G vrijedi xtN = Nz, z € G, $to je
ekvivalentno sa
Nz ' =N zasvakiz € G.

21



Algebarske strukture Poglavlje 1. Grupe

Stoga se normalne podgrupe mogu karakterizirati kao one podgrupe ¢iji je normalizator cijela
grupa G,
Ng(N) =G.

Teorem 1.8. Neka je G grupa.
(i) Za svaki neprazni podskup A C G, Ng(A) je podgrupa od G.

(i1) Za svaku podgrupu H od G, Ng(H) je najveéa podgrupa od G takva da je
H <1 Ng(H).

Dokaz (i) Neka su g,h € Ng(A). Tada je gAg~! = A i hAh™! = A. Primijetimo da
hAR™' = A implicira h='Ah = A iz Gega slijedi

(gh" D A(gh™)"1 = g(h " AR)g~! = gAg~! = A.
Ovo povlaci gh™! € Ng(A), pa zakljué¢ujemo da je Ng(A) podgrupa od G.

(ii) Kako je H C Ng(H), to je H podgrupa od Ng(H). Nadalje, H je normalna podgrupa
od Ng(H) jer je gHg™' = H za svaki g € Ng(H) prema definiciji normalizatora. Neka je K
podgrupa od G takva da je H << K. Tada je kHk™' = H za svaki k € K §to po definiciji
normalizatora implicira K C Ng(H). Dakle, Ng(H) je najveéa podgrupa od G takva da je
H < Ne(H). m

Ako je N <G, onda su prema teoremu 1.7 skupovi lijevih i desnih susjednih klasa jednaki, pa
ih moZemo jednostavno oznaciti s G/N. Na skupu G/N se moze definirati struktura grupe
koju nazivamo kvocijentna grupa. Konstrukcijom kvocijentne grupe G/N dobivamo grupu
koja je opcenito “manja” od G. Struktura grupe G se odraZava na strukturu grupe G/N, pa
kvocijentne grupe imaju vaznu ulogu u proucavanju strukture grupa.

Teorem 1.9. Neka je N normalna podgrupa grupe G. Tada je G/N grupa u odnosu na
mnoZenje definirano s
(xN)(yN) = (zy)N. (1.34)

Preslikavanje w: G — G/N, ©n(x) = N, je epimorfizam i ker(m) = N.

Dokaz Potrebno je pokazati da je mnozenje (1.34) dobro definirano u smislu da rezultat ne
ovisi o predstavnicima susjednih klasa x N i yN. Pretpostavimo da je

sN=2'N i yN=1N. (1.35)

Kako je N normalna podgrupa, prema teoremu 1.7 vrijedi gN = Ng za svaki g € G. Odavde
i iz (1.35) slijedi
(zy)N = z(y'N) = 2(Ny') = (2'N)y' = (a"y')N.
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Dakle, rezultat mnozenja ne ovisi o predstavnicima klasa pa je operacija (1.34) dobro

definirana. Asocijativnost mnoZenja u G se prenosi na G/N, stoga je
(xN)(yN)(zN) = (ay2)N.
Jedinica u G/N je susjedna klasa eN = N jer je
(xN)(eN) = (eN)(xN) = zN.
Inverz elementa N je susjedna klasa 2 ' N jer je
(zN)(z"'N) = (z7'N)(zN) = eN.

Iz navedenog zaklju¢ujemo da je G/N grupa u odnosu na mnoZenje (1.34). Preslikavanje
m: G — G/N, w(x) = xzN, je ofigledno surjekcija. Nadalje, iz definicije mnoZzenja u G/N
slijedi

m(zy) = (2y)N = (aN)(yN) = =(2)7(y),

stoga je m homomorfizam. Jezgra homomorfizma je dana s
ker(m) ={r € G|zN =N} =N

jer je xtN = N ako i samo ako je x € N. ]

Definicija 1.15. Neka je N normalna podgrupa grupe G. Grupa G/N naziva se kvocijentna
grupa, a homomorfizam w: G — G/N, n(x) = N, naziva se kanonski homomorfizam ili

projekcija sa G na G/N.

Pretpostavimo da je G kona¢na grupa. Prema definiciji indeksa red kvocijentne grupe G/N
je [G : N, pa iz Lagrangeovog teorema 1.6 dobivamo jednostavnu formulu za red kvocijentne

grupe,

ol
[N

Sljededi rezultat pokazuje kako se od postojeéih podgrupa mogu formirati nove podgrupe.

‘G/N‘ =[G : N]

Teorem 1.10. Neka je G grupa i neka su H © N podgrupe od G. Definirajmo skup
HN ={ab|a€ H, be N}.
(i) Ako je N < G, onda je HN = NH i HN je podgrupa od G.

(it) Ako su H<1G i N <G, onda je HN < G.

Dokaz (i) Pokazimo da je HN = NH. Ako jey € HN, onda je y = ab za neke a € H
i be N pavrijedi y = (aba™')a € NH jer je aba=! € N. Stoga je HN C NH. Sli¢no se
pokazuje da je NH C HN pa zakljucujemo da je HN = NH.
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Pokazimo sada da je HN podgrupa od G. Neka su xz,y € HN. Tada su z = a1b; i
y = agbs za neke ay,a0 € H i by,bs € N. Stoga je

zy~t = ai(b1by ay ' = arhay? (1.36)

gdje je h = blbgl € N. Prema teoremu 1.7 (ii) vrijedi Na;1 = a;lN pa je ha;l = aglh’ za
neki b’ € N. Iz jednadzbe (1.36) sada dobivamo

vy~ ' =aja; ' € HN
jer je a1a2_1 € H. Time je pokazano da je HN podgrupa od G.

(ii) Prema prvoj tvrdnji teorema, HN je podgrupa od G. Nadalje, za svaki z € G vrijedi
csHx ' C HiaxNz™ ' C Njersu H<GiN <G §to povlaci
tHNz™' = {zabs™ |a € H, b€ N}
= {(zaz™ ') (zbz™Y) |a € H, b€ N} = (tHz ) (zNz~') C HN.

Dakle, HN je normalna podgrupa od G. [ |

1.5 Teoremi o izomorfizmima

U ovom poglavlju ¢emo dokazati neke vazne rezultate o kvocijentnim grupama i homomor-
fizmima. Prvi rezultat poznat je kao Fundamentalni teorem o homomorfizmu koji ponekad

omogucuje lakSe prepoznavanje strukture kvocijentne grupe.

Teorem 1.11 (Prvi teorem o izomorfizmu). Neka je ¢: G — H homomorfizam grupa. Tada
Je
G/ ker(¢) ~ Im(o).

Posebno, ako je ¢ surjekcija, onda je

G/ ker(¢) ~ H.

Dokaz Neka je K = ker(¢). Definirajmo preslikavanje ¢: G/K — H s ¢(zK) = ¢(x).
Pokazimo da je 1 dobro definirano. Ako je K = yK, onda je 7'y € K &to povladi
¢(x~ly) = e. Iz teorema 1.1 slijedi da je ¢(x) = ¢(y) &to pokazuje da 1) ne ovisi o
predstavniku susjedne klase x K. Preslikavanje v je homomorfizam jer vrijedi

P((2K)(yK)) = v(2y) K) = ¢(zy) = o(x)(y) = P(2K)P(yK).

Nadalje, ako je ¢¥(zK) = ¢ (yK), onda je ¢(x) = ¢(y) sto implicira ¢(x~'y) = e, odnosno
x~ly € K. Odavde slijedi da je 2K = yK pa je preslikavanje 1 injektivno. Kako je o¢igledno
Im(¢)) = Im(¢), zaklju¢ujemo da je ¢: G/K — Im(¢) izomorfizam. Ako je ¢ surjekcija, tj.
ako je Im(¢) = H, onda su grupe G/K i H izomorfne. [ |
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Korolar 1.1. Ako je ¢: G — H homomorfizam, onda sljedeéi dijagram komutira

¢

G——H

| A

G/ ker(¢) (1.37)

gdje je m kanonska projekcija w(x) = x ker(¢) i Y(xKer(o)) = ¢(x).

Kada kazemo da dijagram (1.37) komutira, to znadi da slika elementa x € G ne ovisi o tome
koje strelice slijedimo u dijagramu jer je ¢ o™ = ¢. Ako je G kona¢na grupa, onda je prema
Lagrangeovom teoremu |G| = [G: ker(¢)] |ker(¢)|. Medutim, G/ ker(¢) ~ Im(¢) implicira
da je [G: ker(¢)] = |Im(¢)| pa dobivamo zanimljivu formulu za red grupe

|G| = [ker(¢)| [ Im(¢)].

Neka je ¢: G — H homomorfizam i neka je N normalna podgrupa od G. Pretpostavimo da
zelimo definirati preslikavanje 1 na kvocijentnoj grupi s

V: G/N = H, ¢(zN)=¢(x).

Tada treba provjeriti da ¢ ne ovisi o predstavniku susjedne klase x N. Medutim, prema
prvom teoremu o izomorfizmu v je dobro definiran na G/N ako i samo ako je N C ker(¢),
pa je dovoljno provjeriti da je N C ker(¢).

U sljede¢im primjerima ¢emo pokazati kako se pomocu prvog teorema o izomorfizmu mogu
opisati strukture nekih kvocijentnih grupa.

U ovim primjerima R* =R\ {0} i C* = C\ {0} oznacavaju grupe u odnosu na mnoZzenje.

Primjer 1.21. Pokazimo da je GL(n,R)/SL(n,R) ~ R*. Preslikavanje ¢: GL(n,R) — R*
definirano s p(A) = det(A) je homomorfizam jer prema Binet-Cauchyevom teoremu vrijedi

©(AB) = det(AB) = det(A)det(B) = ¢(A)p(B).

Preslikavanje ¢ je surjekcija jer za svaki x € R* dijagonalna matrica

x 0 ... 0
o1 ... 0

A=1|. . | € GL(n,R)
00 ... 1

ima determinantu det(A) = z. Jezgra homomorfizma je dana sa
ker(p) = {4 € GL(n,R) | det(A) = 1} = SL(n,R),

pa je prema teoremu 1.11
GL(n,R)/SL(n,R) ~ R*.

Dakle, kvocijentna grupa GL(n,R)/SL(n,R) ima strukturu Abelove grupe R*. [
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Primjer 1.22. Neka je ¢: R* — R* definirano s p(z) = |x|. Preslikavanje ¢ je homomorfizam
jer je p(zy) = |zy| = |z||ly| = ¢(x)p(y). Jezgra homomorfizma je dana s

ker(p) = {z € R* | |z| = 1} = {-1,1},
Sliku homomorfizma Im(ip) €ine svi pozitivni realni brojevi R™, stoga iz teorema 1.11 slijedi
R*/{-1,1} ¥ R™.
[l

Primjer 1.23. Pokazimo da je R/Z ~ U(1) gdje je U(1) = {¢ | § € R} unitarna grupa.
Neka je ¢: R — U(1) preslikavanje s aditivne grupe (R,+) na grupu U(1) definirano s
$(x) = ™ Tada je

¢($ + y) _ ei27‘r(ﬂc+y) — pi2mE i2my ¢(x)¢(y)?

stoga je ¢ homomorfizam. Za svaki e € U(1) postoji z = 0/(27) € R takav da je 2™ = ¢
stoga je ¢ surjekcija. Jezgru homomorfizma ¢ine svi cijeli brojevi jer je

€™ =1 ako isamo ako je z € Z.

Dakle, Im(¢) = U(1) i ker(¢) = Z, pa iz teorema 1.11 slijedi da je
R/Z ~U(1).
g

Primjer 1.24. Neka je Aut(G) grupa svih automorfizama grupe G. Unutarnji automorfizmi
Inn(G) = {1, | g € G}, gdje je I,(z) = grg~!, tvore podgrupu od Aut(G). PokaZimo da je
G/Z(G) ~ Inn(G). Definirajmo ¢: G — Aut(G) sa p(g) = I,. Za svaki z € G vrijedi

o(gh)(z) = (gh)x(gh) ™" = g(hah™")g™" = I,(In(x)) = ¢(g) o p(h)().

Dakle, ¢ je homomorfizam. Ocigledno je Im(¢) = Inn(G). Nadalje, jezgra homomorfizma
je dana sa ker(¢) = {g € G | I, = idg}. Primijetimo da je g € ker(¢) ako i samo ako
je grg~! = x za svaki ¢ € G #to povladi da je ker(¢) = Z(G). Prema prvom teoremu o
izomorfizmu je G/Z(G) ~ Inn(G). O

Primjer 1.25. U kompleksnoj ravnini korijen %/1 ima m razli¢itih vrijednosti danih sa eik%ﬂ,

k=0,1,2,...,m —1. Skup
Hm:{e"k%\kez}

je grupa u odnosu na mnozenje ¢iji elementi su m—ti korijeni iz jedinice. Definirajmo
w: Z — Hy, sa (k) = et . Lako se vidi da je o(k +1) = ¢(k)p(l) pa je ¢ epimorfizam na
grupu Hp,. Jezgra epimorfizma je ker(p) = {k € Z | et = 1}. Ocigledno je e =1 ako i
samo ako je k = mn za neki n € Z §to povladi da je ker(p) = mZ. Sada prema teoremu 1.11
vrijedi Z/mZ ~ H,,. O
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Teorem 1.12 (Drugi teorem o izomorfizmu). Neka je G grupa koja ima podgrupe H i N i
neka je N < G. Tada je
H/(HNN)~ HN/N.

Dokaz Prema teoremu 1.10(i) skup HN je podgrupa od G i vrijedi N <<{HN jer je N C HN.
Stoga je kvocijentna grupa HN/N dobro definirana. Promotrimo preslikavanje

©: H— HN/N, ¢(h)=hN.

Primijetimo da je hN = hgN za svaki g € N pa je ¢(h) € HN/N. Nadalje, ¢ je o¢igledno
homomorfizam i Im(¢) = HN/N. Jezgra homomorfizma je dana s

ker(p) ={he H|hN=N}={he H|he N} =HNN

jer je AN = N ako i samo ako je h € N. Iz prvog teorema o izomorfizmu slijedi H/(HNN) ~
HN/N. |

Sljededi teorem o izomorfizmu poznat je i kao teorem o dvostrukom kvocijentu jer podsjeca

na pravilo za racunanje dvostrukih razlomaka.

Teorem 1.13 (Treéi teorem o izomorfizmu). Neka su H i K normalne podgrupe grupe G i
neka je K C H. Tada je
(G/K)/(H/K) ~G/H.

Dokaz Definirajmo preslikavanje ¢: G/K — G/H s ¢(xK) = xH. Pokazimo da je ¢ dobro
definirano. Ako je zK = yK, onda je z~'y € K §to povladi 'y € H jer je K C H. Odavde
slijedi xH = yH, dakle ¢ je dobro definirano. Nadalje, za svaki x,y € G vrijedi

p((zK)(yK)) = p(zyK) = zyH = (zH)(yH) = p(zK)p(yK),
Sto pokazuje da je ¢ homomorfizam. Preslikavanje ¢ je oCigledno surjekcija jer je
Im(p)={2H |zK € G/K} ={zH |z € G} = G/H.
Jezgra homomorfizma je dana s
ker(p) ={zK |zH=H}={zK |z € H} = H/K,
pa iz prvog teorema o izomorfizmu slijedi

(G/K)/(H/K) ~G/H.
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1.6 Ciklicke grupe

Neka je G grupa i neka je a € G. Prisjetimo se da potencije elementa a € G definiramo sa

0 k —k -1 _-1 -1

a =e a" =ga...aq, a "=a a ...a, keN.
N—— —_——
k puta k puta

Lako se pokazuje da je
()t =d*t zasve kleZ,

stoga je skup svih potencija {a* | k € Z} podgrupa od G sto motivira sljedecu definiciju.

Definicija 1.16. KaZemo da je H ciklicka grupa ako postoji a € H takav da je
H={d"|kecz}.

Tada piSemo H = (a) i kaZemo da je element a generator grupe H.

Ako je H aditivna grupa, onda piSemo

H = {ka| ke Z}.

Generator grupe opéenito ne mora biti jedinstven. Na primjer, oba elementa a i a=' su

generatori grupe H. Takoder se moZe pokazati da u ciklickoj grupi prostog reda svaki njezin

element razli¢it od jedinice generira cijelu grupu (vidi propoziciju 1.6).

Primjer 1.26. Abelova grupa (Z,+) je ciklicka grupa generirana elementom 1 € Z jer je
n =mn-1 za svaki n € Z. Primijetimo da —1 takoder generira Z. Grupa Z je primjer ciklicke

grupe beskonac¢nog reda. [1

Primjer 1.27. Svaka podgrupa grupe (Z, +) je ciklicka. Neka je H netrivijalna podgrupa
od Z. Ako je x € H, onda je —x € H, stoga H sadrzi pozitivne i negativne cijele brojeve.
Neka je a najmanji prirodni broj u H. Tada je (a) = {ka | k € Z} C H jer je H zatvorena
na zbrajanje i oduzimanje. Neka je x € H. Tada postoje ¢, € Z takvi da je

r=qa+r, 0<r<a,

§to povladi r = x — qa € H jer je H podgrupa. Odavde slijedi r = 0 jer je a najmanji prirodni
broj u H. Dakle, z = ga € (a), pa zaklju¢ujemo da je H C (a). Time je dokazano H = (a).
O

Primjer 1.28. Neka je i = v/—1 imaginarna jedinica i neka je G multiplikativna grupa
G={1,-1,i,—i}.

Tada je G ciklicka grupa generirana elementom i jer je i?" = £1 1 42"+ = 44 za svaki n € Z.
Primijetimo da G takoder mozemo generirati i elementom —i. G je ciklicka grupa reda 4 ¢iji

elementi leZe na jedini¢noj kruZnici u Gaussovoj ravnini. [
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Definicija 1.17. Neka je G grupa i neka je a € G. Ako postoji prirodni broj m takav da je

m

a™ = e, onda najmangi takav m nazivamo red elementa a i oznacavamo s |a|. Ako takav broj

ne postoji kaZemo da je a beskonacnog reda i pisemo |a| =

Ocigledno je |a|] = 1 ako i samo ako je a = e.

Primjer 1.29. Promotrimo matrice A, B € GL(2,C),

)

Ocigledno je najmanja potencija m € N za koju vrijedi A™ = I jednaka m = 4, stoga je

S o=
= O
~—

|A| = 4. S druge strane

1
Bm—<20 1)#[ za svaki m € N,
om

pa zaklju¢ujemo da je |B| = co. O

Primjer 1.30. U multiplikativnoj grupi G = {1, —1,, —i} red elementa —1 jednak je 2, dok

elementi 7 i —¢ imaju red cetiri. O

Primjer 1.31. Element el el (1), n > 1, ima red n. S druge strane, ako je « iracionalan
broj, onda je red elementa e“?™ beskonacan. Doista, ako postoji n € N takav da je
(emzw)n = 1, onda je e"*?™ n—ti korijen iz jedinice, odnosno e‘*?™ = e zak = 0,1,...,n—1.
Odavde slijedi o = % +m, m € Z, §to je u kontradikciji s pretpostavkom da je « iracionalan.

g

Propozicija 1.5. Neka je G grupa i neka je a € G, a # e.

(i) Ako je |a| = n za neki n € N, onda su elementi e,a,a?, ..., a" !

(a) ={e,a,d?,...,a" "}
(ii) Ako je |a| = oo, onda je a # a' za sve k,1 € Z, k # L.

razliciti pa vriyjeds

Dokaz (i) Pretpostavimo da je a* = a! zaneke 0 < k,1 < n—1, k > I. Tada je a*~! = e &to je
u kontradikciji s pretpostavkom |a| = n jer je k — [ < n. Neka je sada m € Z. Prema teoremu
o dijeljenju s ostatkom, postoje g, € Z takvi da je m = gn +r, 0 < r < n. Odavde slijedi

da je a™ = (a™)?a" = d’, Stoga se svaka potencija a™ nalazi u skupu {e, a, a’ a1}
Zakljucujemo da je (a) = {e, a, a? a1}

(i) Ako je a* = a' za neke k,l € Z, k > I, onda je a*! = e &to je u kontradikciji s
pretpostavkom |a| = co. Dakle, sve potencije a¥, k € Z, su razlicite. [ |
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Iz propozicije 1.5 (i) slijedi da je red ciklicke grupe G = (a) jednak redu generatora,
G| = lal (1.38)

(ova jednakost vrijedi i za |a| = oo jer tada G ima beskona¢no mnogo elemenata). Ciklicke
grupe kona¢nog reda n obi¢no zapisujemo u obliku

G={(ala" =e) (1.39)

gdje izraz a™ = e nazivamo relacija. Primjeri grupa definiranih generatorima i relacijama su
diedralne grupe koje ¢emo susresti u poglavlju 1.8.

Propozicija 1.6. Neka je G konacna grupa reda |G| > 2 i neka je a € G, a # e. Tada |al
dijeli |G|. Nadalje, ako je |G| prosti broj, onda je G ciklicka grupa.

Dokaz Prema propoziciji 1.5 (i) red ciklicke podgrupe (a) jednak je |(a)| = |a|, pa prema
Lagrangeovom teoremu |a| dijeli |G|. Ako je |G| = p prosti broj, onda je |a| =1 ili |a| = p.
Kako |a| = 1 implicira a = e, zaklju¢ujemo da je |a| = p. Iz propozicije 1.5 (i) slijedi da niz
e,a,a’,...,aP~! ima p razli¢itih elemenata grupe G, stoga se u njemu nalaze svi elementi od
G. Dakle, G je ciklicka grupa generirana elementom a. [ |

Propozicija 1.6 implicira da ako je |G| = p prosti broj, onda svaki element ab,1<k<p-—1,
generira cijelu grupu G. Stoga G ima p — 1 razli¢itih generatora a,a?,...,a?~ 1.

Teorem 1.14. Neka je G = (a) ciklicka grupa.
(i) Ako je |G| = oo, onda je G izomorfna grupi (Z,+).

(ii) Ako je |G| =n < oo, onda je G izomorfna grupi (Zy,+).

Dokaz (i) Preslikavanje ¢: Z — G, ¢(k) = a* je homomorfizam jer je
ok +1) = ad"* = d* dl = p(k)p(l). (1.40)

Ovo preslikavanje je surjekcija jer je G skup svih potencija a¥, k € Z. Takoder, ¢ je injekcija
jer su prema propoziciji 1.5 (ii) sve potencije a*, k € Z, razli¢ite. Dakle, G ~ Z.

(ii) Ako je |G| = n, onda prema relaciji (1.38) imamo a" = e. Definirajmo ¢: Z, — G s
¢(k) = a”. Preslikavanje ¢ je dobro definirano jer ako je k = I, onda je k = | + gn za neki
q € 7 iz Gega slijedi a* = a'(a™)? = a'. Nadalje, ¢ je homomorfizam jer je

ok +1) =k +1) = a" = d"d = p(k)p(l).

Preslikavanje ¢ je o¢igledno bijekcija jer se 0, 1,...,n — 1 preslikavaju u elemente e, a, . . ., a™ !,

redom. Dakle, G ~ Z,. [ ]
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Posljedica ovog teorema je da su dvije ciklicke grupe istog reda izomorfne jer su obje izomorfne
grupi Z ili Z,,. Promotrimo sada podgrupe ciklickih grupa.

Teorem 1.15. Neka je G = (a) ciklicka grupa. Svaka podgrupa grupe G je ciklicka.

Dokaz Neka je H podgrupa od G. Tvrdnja trivijalno vrijedi za H = {e}, stoga pretpostavimo
H # {e}. Tada postoji k € Z\ {0} takav da je a*¥ € H. Kako je (a*)™' =a* ¢ H
zaklju¢ujemo da postoji k > 0 takav da je a* € H. Neka je d > 0 najmanji prirodni broj za
koji vrijedi a? € H. Tada je (a?) C H jer je H podgrupa.

k

Odaberimo sada ¢z € H. Tada je x = a” za neki kK € Z. Prema teoremu o dijeljenju s

ostatkom postoje q,r € Z takvi da je k = qd + r, 0 < r < d. Odavde dobivamo
a" =a1 =gk e H (1.41)

jer su a®,a® € H. Relacija (1.41) implicira r = 0 jer je d € N najmanja potencija sa svojstvom
a? € H. Dakle, k = qd iz ¢ega slijedi z = (a%)? € (a?). Dakle, H C (a?) to povlaci H = (a?).
Time je dokazano da je H ciklicka podgrupa. ]

Teorem 1.16. Neka je G ciklicka grupa reda n. Tada za svaki m € N takav da m | n postoji
jedinstvena podgrupa od G reda m.

Dokaz Neka je G = (a). Tada je a" = e jer je |G| = n. Pretpostavimo da m | n i definirajmo
d = n/m. Pokazimo da je red elementa a? jednak m. O¢cigledno je (a®)™ = a" = e.
Pretpostavimo da postoji 0 < m; < m takav da je (a%)™ = e. Kako je a” = e, ovo implicira
dmy = gn za neki ¢ € N. Odavde slijedi m; = gm > m $to je u kontradikciji s m; < m.
d‘ —

Dakle, m je najmanji prirodni broj takav da je (a)™ = e, odnosno |a m. Zaklju¢ujemo

da je (a?) ciklicka podgrupa reda m.

Dokazimo sada jedinstvenost. Neka je H podgrupa od G reda m. Prema teoremu 1.15,
H = (a*) gdje je k > 0 najmanji prirodni broj takav da je a* € H. Kako je |H| = |a*| = m,
vrijedi (a*)™ = e = a™ §to implicira km = ¢n za neki ¢ € N. Stoga je k = qd za d = n/m.
Odavde slijedi a* = (a%)4 € (a?) to pokazuje H C (a?). S obzirom da podgrupe H i (a?)
imaju isti red m zaklju¢ujemo da je H = (a?). [ |

Ako je G = {a) ciklicka grupa reda n, onda su sve njezine podgrupe oblika (a?) gdje je
d =n/m. U slucaju kada je n prosti broj, G ima samo trivijalne podgrupe.

Primjer 1.32. Primjenom teorema 1.16 lako moZemo odrediti sve podgrupe grupe cikli¢ke
grupe Z,. Pri tome je potrebno odrediti sve prirodne brojeve m koji dijele n. Na primjer,
Z12 ima netrivijalne podgrupe reda m = 2, 3,4, 6:

(a) Hy=(6)={0,6} (m=2),
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O

1.7 Grupe permutacija

U ovom poglavlju éemo promotriti elementarna svojstva i pojmove vezane za grupu per-
mutacija. Neka je X neprazan skup. Svako bijektivno preslikavanje o: X — X nazivamo
permutacija na skupu X. Skup svih bijekcija na X ocigledno tvori grupu u odnosu na
kompoziciju preslikavanja,

(fog)(a) = flg(a), a€cX, (1.42)

a neutralni element u grupi je identiteta idx (a) = a za svaki a € X. Ovo motivira sljede¢u
definiciju.

Definicija 1.18. Neka je X neprazan skup. Grupa svih permutacija na skupu X naziva
se simetricna grupa na X 1 oznacava sa Sx. Svaka podgrupa grupe Sx mnaziva se grupa

permutacija na X.

Ako je X konacan skup od n elemenata, onda Sx ozna¢avamo sa S, 1 nazivamo simetri¢na
grupa stupnja n. Na skupu X moZemo uvesti uredaj i bez gubitka opéenitosti elemente

moZemo oznaciti s 1,2,...,n. Tada se permutacija ¢ € S, moze zapisati u matricnom obliku

a neutralni element je matrica
1 2 ... n
e= .
1 2 ... n
Promotrimo za primjer grupu S3. Sve permutacije na skupu X = {1,2,3} su dane sljede¢im
1 3 1 2 3 1
€= , 01 = , 02 =
1 3 2 31 3
1 3 1 2 3 1 2 3
= = = . 1.44
78 <1 2)’ o (321)’ 75 (213) (1.44)

Umnozak permutacija racuna se uobiajenim pravilom za kompoziciju preslikavanja. Na

1 2 3 1 2 3 1 2 3
0109 = = = e€.
(2 3 1) (3 1 2) (1 2 3>

preslikavanjima:

(1.43)

— N
N W
SN—

w N N DN

primjer,

32



Algebarske strukture Poglavlje 1. Grupe

o1 | oz |os]oa]os ]

o1 09 e | o5 | 03 | 04

(o] € | 01 o4 | 05 o3

g3 g4 g5 e | 01 g2

g4 05 g3 ()] e | 01

g5 g3 04 01 g9 e

Tablica 1.5. Tablica mnozenja u grupi Ss.

Inverzni element se takoder lako nalazi iz matri¢nog zapisa,

L (123
g, = = 09.
1 31 2 2

MnozZenje u grupi Ss prikazano je u tablici 1.5. Elementarnom kombinatorikom se pokazuje

da na skupu od n elemenata imamo n! permutacija, stoga je |S,| = n!.

U simetri¢noj grupi istaknuto mjesto zauzimaju permutacije koje neke elemente skupa X

ciklicki “rotiraju”. Takve permutacije nazivaju se ciklicke permutacije.

Definicija 1.19. Neka je o € S,,. Ako postoje x1,xa, ...z, € {1,2,...,n} takvi da je

onda permutaciju o nazivamo ciklicka permutacija duljine v i oznacavamo s (x1 2. ..T,).

Ciklicku permutaciju duljine dva nazivamo transpozicija.

Ciklicka permutacija preslikava elemente x1, zo, ..., x, prema pravilu
T1 > To > T3 > ... = Tp — T1 (1.45)

dok na ostalim elementima djeluje kao identiteta. Ciklicka permutacija duljine jedan je
identiteta koju zapisujemo (x) gdje je x bilo koji od brojeva 1,2,...,n. Na primjer, ciklicka

permutacija (213) na skupu X = {1,2,3,4} je preslikavanje

2—1, 1—3, 3—2 4—4,

1 2 3 4
31 2 4/

Ciklicka permutacija (z1 22 ...z,) se moZe napisati na r razli¢itih nacina tako da svaki od

koju mozemo zapisati kao

elemenata 1, r9,...,x, bude na prvom mjestu. Za dvije ciklicke permutacije (z1 z2 ... x,)
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i(y1y2 ...ys) kazemo da su disjunktne ako nemaju zajednickih elemenata, odnosno ako je
{z1,29,..., 2.} N {y1,92,...,ys} = 0. Ciklicke permutacije su osnovni blokovi na koje se

moze rastaviti proizvoljna permutacija.

Teorem 1.17. Svaka permutacija o € Sy, je umnoZak disjunktnih ciklickih permutacija. Cik-
licka faktorizacija je jedinstvena do na poredak ciklickih permutacija i umetanje ili ispustange
ciklickih permutacija duljine jedan.

Umjesto dokaza opiSimo algoritam kojim se rac¢una ciklicka faktorizacija.

Algoritam za cikli¢ku faktorizaciju

(1) Prvu ciklicku permutaciju zapo¢nite s a; = 1. Svaku sljedec¢u ciklicku permutaciju
zapo¢nite s najmanjim elementom a; € {1,2,...,n} koji se ne nalazi u prethodnim

ciklickim permutacijama.

(2) Odredite ag = o(ay). Ako je az = aj, onda ciklicka permutacija ima duljinu jedan i

piSemo (ay). Ako je ag # a1, onda piSemo (aj az (bez desne zagrade!).

(3) Odredite ag = o(a2). Ako je ag = a1, onda je ciklicka permutacija dana s (aj a2). Ako je
as # ay, onda piSemo (a; ag az. Ponavljajte ovaj postupak dok se ciklicka permutacija ne
zatvori. Nakon toga vratite se na pocetak algoritma. Ponovite korake (1)—(3) dok se ne
iscrpe svi brojevi u skupu {1,2,...,n}.

[ustrirajmo ovaj algoritam na primjeru permutacije o € Sis,

(1 2 34 5 67 8 9 10 11 12 13
~\12 13 3 1 11 9 5 10 6 4 7 8 2

Pocevsi algoritam s a; = 1 dobivamo
o=(112 810 4)(2 13)(3)(5 11 7)(6 9).

Primijetimo da se cikli¢ka permutacija (3) moZe ispustiti jer je svaka ciklicka permutacija
duljine jedan identiteta. Dakle,

o=(112 8 10 4)(2 13)(5 11 7)(6 9). (1.46)
Kako su ciklicke permutacije u (1.46) disjunktne, moZemo ih napisati u bilo kojem poretku.

Primijetimo da se svaka ciklicka permutacija (a; aa ...a;) moze napisati kao umnozak
transpozicija

(a1 ag ...am) = (a1 am)(a1 am-1)...(a1 az).

Korolar 1.2. Svaka permutacija se moZe napisati kao umnoZak transpozicija.
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Ova faktorizacija nije jedinstvena jer se permutacija o moze napisati kao umnozak razli¢itog
broja transpozicija. Medutim, moze se pokazati da je njezina parnost jedinstvena. Drugim
rije¢ima, ako se ¢ mozZe napisati kao umnozak n ili m transpozicija, onda su n i m ili oba
parni ili oba neparni brojevi. Sljedeé¢i primjer ilustrira ovo svojstvo. MnoZenjem transpozicija

na desnoj strani jednakosti lako se provjeri da vrijedi

12345
a—<2 3 4 1)—(45)(35)(25)(15)

= (53)(21)(35) (45) (23) (35).

Dakle, permutacija ¢ je umnozak Cetiri ili Sest transpozicija. U bilo kojem drugom rastavu o
se moze napisati isklju¢ivo kao umnozak parnog broja transpozicija. Ovo motivira sljedeé¢u

definiciju.

Definicija 1.20. KaZemo da je permutacija o € Sy, parna (neparna) ako se moZe napisati

kao umnoZak parnog (neparnog) broja transpozicija. Predznak permutacije o je definiran sa

+1 ako je o parna permutacija,
e(o) =

—1 ako je o neparna permutacija.

Skup svih parnih permutacija u S,, n > 1, nazivamo alternirajuca grupa A,,.

Lema 1.1. Neka je n > 2. Preslikavanje €: S, — G, gdje je G = {1, —1} multiplikativna

grupa, je epimorfizam.

Dokaz Neka su 01,09 € S,,. Ako su 01 i 02 obje parne ili obje neparne permutacije, onda je
0109 parna permutacija. Ako je o1 neparna i oy parna permutacija, onda je o102 neparna
permutacija. Ovo implicira da u svakom slucaju vrijedi e(o102) = €(01)€e(o2). Bududi da S,
sadrzi transpoziciju 7 = (12), neutralni element e € S,, mozemo rastaviti kao e = (12)(21),
pa je €(e) = 1. Nadalje, (1) = —1, stoga je € surjekcija. Dakle, €: S,, — G je epimorfizam.l

Teorem 1.18. A, je normalna podgrupa simetriéne grupe S,. Ako je n > 2, onda je red

podgrupe A, jednak |A,| = %n!.

Dokaz Ako jen =1, onda je A; =51 = {e}, stoga je A; trivijalno normalna podgrupa od
S1. Neka je n > 2 i neka je G = {1, —1} multiplikativna grupa iz leme 1.1. Prema lemi 1.1

preslikavanje e€: S,, — G je epimorfizam, pa je prema prvom teoremu o izomorfizmu
Sy/ ker(e) ~ G. (1.47)
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Slika 1.3. Arthur Cayley, 1821-1895. Najvazniji Cayleyev doprinos u razvoju algebre je rad na
algebri matrica.

Jezgru homomorfizma tvore upravo parne permutacije jer je
ker(e) = {o € Sy, | e(0) = 1} = A,.

Stoga je A, normalna podgrupa od S,. Nadalje, iz relacije (1.47) slijedi |S,,/A,| = |G| = 2,
Sto povlaci da je [Sy: Ay] = 2. Iz Lagrangeovog teorema dobivamo |S,| = [Sy: Ay,] |4, $to
implicira
Aal = o 18al = 5
[Sn : Ap] 2

Promotrimo ponovo simetri¢nu grupu Ss ¢iji elementi su dani permutacijama (1.43) i (1.44).
Uvedimo oznake o = (123) i 7 = (23). Lako se provjeri da je

0l =09, 0> =e, 7° =€, 0’1 =70 =04, 0T = 0.
Dakle, svi elementi grupe S3 se mogu zapisati kao
Ss = {e,0,0%, 7,07, 0%7}.
Umnozak bilo koja dva elementa u S3 se moze odrediti koristeéi relacije

od=1t=¢, o*r=r10. (1.48)

Ove relacije potpuno odreduju Cayleyevu tablicu grupe S3. Kazemo da su elementi o i 7
generatori grupe Ss koji zadovoljavaju definirajuce relacije (1.48). Grupu S3 moZemo zapisati

koristeci generatore i relacije u obliku

2

Sz = (0,7 |0 =12=e, 0’1t =10).

Vaznost grupa permutacija se vidi iz sljede¢eg teorema.
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Teorem 1.19 (Cayleyev teorem). Svaka grupa je izomorfna nekoj grupi permutacija.

Dokaz Neka je G grupa. Svakom elementu a € G Zelimo pridruziti permutaciju na skupu G.
Za odabrani a € G definirajmo

fa: G =G, fu(z) = az.

Preslikavanje f, je o¢igledno bijekcija jer ax = ay implicira = y, dok za proizvoljni y € G

vrijedi f,(a='y) = y. Dakle, f, € Sg. Promotrimo sada preslikavanje

¢:G— Sag, ¢a) = fa,

koje elementu a € G pridruzuje permutaciju f, € Sq. Za svaki x € G vrijedi

fap(x) = a(bx) = fa(fo(z)) = (fa o fo)(x). (1.49)

Jednadzba (1.49) povlali fop = fao fp, odnosno ¢(ab) = ¢(a)op(b). Dakle, ¢ je homomorfizam.
Nadalje, ako je ¢(a) = ¢(b), onda je ax = bx za svaki z € G. Za x = e dobivamo a = b §to
pokazuje da je ¢ injekcija. Iz navedenog zaklju¢ujemo da je ¢: G — Im(¢) izomorfizam s G
na grupu permutacija Im(¢) C Sg. [ |

Homomorfizam ¢ u Cayleyevom teoremu se naziva lijeva reqularna reprezentacija ili permuta-
cigska reprezentacija grupe G. Povijesno gledano, kona¢ne grupe su se prvo proucavale kao
podgrupe neke simetri¢ne grupe Sy, a tek kasnije uveden je aksiomatski pristup u teoriji
grupa. Prednost aksiomatskog pristupa je u tome $to se mnogi rezultati mogu elegantno

iskazati bez referiranja na konkretnu simetri¢nu grupu.

Primjer 1.33. Odredimo permutacijsku reprezentaciju ciklicke grupe reda cetiri G =

2

{e,a,a?,a®}. Svaki element @ definira permutaciju f,x: G — G na skupu G danu sa

fur(a') = a**!. Oznagimo elemente od G sa e+ 1,a + 2,a% + 3,a% + 4 i odredimo slike

5

elemenata 1,2, 3,4 za svaki f,x. Na primjer, f,s(a?) = a® = a povlaci da f,3 preslikava 3 u 2.

Direktnim racunom se lako pokaze da preslikavanja f,x daju sljedece permutacije:

fez(i - i>=<1), (1.50)
fa:@ 2 z ?):(1234), (1.51)
fa2=<; 20 ;*>=<13><24>, (1.52)
fagzcl i z §>:(1432). (1.53)
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1.8 Diedralne grupe

Teorija grupa ima vaznu ulogu u proucavanju simetrija, posebno u prirodnim znanostima.
Intuitivno, kazemo da neki objekt posjeduje simetriju ako je invarijantan u odnosu na odredene
transformacije. Na primjer, sfera u R? je invarijantna u odnosu na svaku rotaciju oko osi
koja prolazi sredistem sfere, pa kazemo da sfera ima rotacijsku simetriju. U ovom poglavlju
definirat ¢emo simetrije geometrijskih objekata i pobliZze opisati simetrije pravilnih poligona.
Neka je X podskup prostora R™ na kojem je definirana FEuklidska udaljenost

d(z,y) = (Z(ml — yi)2> . z,y R

=1

Definicija 1.21. Permutacija o € Sx naziva se simetrija na skupu X CR™ ako je

d(o(x),0(y)) =d(z,y) =zasve z,y€ X.

Drugim rije¢ima, simetrija na skupu X je svaka bijekcija 0: X — X koja ¢uva udaljenost
izmedu svake dvije tocke u X. Primijetimo da u gornjoj definiciji X moze biti konacan ili
beskonacan skup.

Oznac¢imo sa T’x skup svih simetrija na skupu X. Pokazimo da je Tx podgrupa simetri¢ne
grupe Sx. Ako su g,7 € T'x, onda je

d(ro™!(z), 707 (y)) = (o™ (z),07(y))

=d(oc!
=d(oo (), 00 (y)) = d(z,y) Va,y€ X,

$to pokazuje da je To~! € Tx. Dakle, Tx < Sx.

Definicija 1.22. Grupu Tx nazivamo grupa simetrija na skupu X.

Primjer 1.34. Neka je S* = {(z,y) € R? | 2% + y? = 1} jedini¢na kruznica sa sredistem
u ishodistu i neka je Ry operator rotacije za kut 6 u pozitivhom smjeru. Preslikavanje
Ry: S' — S je ocigledno bijekcija i za svake dvije tocke Ty, Ty € St vrijedi

d(Rg Ty, Ry T3) = d(T1,T») (1.54)

pa je Ry simetrija na skupu S za svaki # € R. Prema jednadzbi (1.9), operatori rotacije se
mogu prikazati kao matrice

_ [cos(f) —sin(0)
Fo = (sin(&) cos(0) ) , Oek,

koje tvore specijalnu ortogonalnu grupu SO(2). Stoga je SO(2) podrupa grupe simetrija
jedini¢ne kruznice S'. Punu grupu simetrija ¢ine SO(2) i sve osne simetrije s obzirom na
pravce kroz ishodiste. [
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Slika 1.4. Skup tocaka X.

Primjer 1.35. Neka je X skup tocaka na pravcu u oznakama 1, 2,3 koje su poredane kao na
slici 1.4. Za udaljenosti to¢aka skupa X vrijedi

d(1,2) = d(2,3) =a, d(1,3) = 2a.

Simetrije skupa X tvore podgrupu simetri¢ne grupe Ss definirane permutacijama (1.43) i
(1.44). Promotrimo djelovanje permutacija na tocke iz skupa X. Permutacije o1, 02,03 1 05

nisu simetrije jer

d(01(2),01(3)) = d(3,1) # d(2,3),
d(o2(1),02(2)) = d(3,1) # d(1,2),
d(o3(1),03(2)) = d(1,3) # d(1,2),
d(05(2),05(3)) = d(1,3) # d(2,3).

pa zakljuCujemo da je o4 simetrija skupa X. Dakle, grupa simetrija skupa X ima dva
elementa, Tx = {e,04}. O

Vazna grupa simetrija su simetrije pravilnog poligona P,, n > 3, koje permutiraju vrhove
tog poligona. Pretpostavimo da se srediSte poligona nalazi u ishodi$tu koordinatnog sustava.
Vrhove poligona oznacimo s 1,2, ..., n usmjeru suprotno od kazaljke na satu. Slika 3 prikazuje
tako oznaceni trokut Ps. Simetrija poligona P, ¢uva udaljenost izmedu svakog para vrhova
poligona.

Definicija 1.23. Grupa simetrija pravilnog poligona P, naziva se diedralna grupa D,.

Promotrimo poblize elemente grupe D,,. Permutacija o je simetrija poligona P, ako i samo
ako o preslikava dva susjedna vrha u dva susjedna vrha. Rotacija R za kut 27/n (koju
dogovorno uzimamo u smjeru suprotno od kazaljke na satu) ocigledno pripada grupi D,,.
Rotacija R preslikava vrh k£ u vrh k£ + 1, stoga je R ciklicka permutacija

R=(123...n). (1.55)
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Y

Slika 1.5. Trokut Ps.

Kompozicija od n rotacija preslikava svaki vrh u samoga sebe §to znadi da je R” = 1 gdje 1
oznacava jedinicu u .S,. Osim rotacija, u grupi D,, imamo i refleksiju D obzirom na pravac
koji prolazi vrhom 1 i srediStem poligona P, (umjesto vrha 1 moZemo odabrati bilo koji drugi

fiksni vrh). Refleksija D je permutacija dana s

D_(l 2 3 .. n) (1.56)
1 n n-1 ... 2

Primijetimo da je D? = 1. Pokazimo da grupa D,, ima 2n elemenata. Simetrija poligona je
potpuno odredena preslikavanjem dva susjedna vrha, na primjer vrhova 1 i 2. Pretpostavimo
da simetrija o € D,, preslikava vrh 1 u vrh k, tj. pretpostavimo da je (1) = k. Kako je vrh
2 susjedan vrhu 1, 0(2) moze biti samo k—1ili k+1 (gdjejen+1=1il1—-1=n). Za
vrh 1 imamo n moguénosti, a za vrh 2 dvije moguénosti sto ukupno daje 2n razli¢itih slika
uredenog para (1,2). Odavde slijedi da grupa D,, ima 2n razli¢itih elemenata. Obzirom da u
skupu 1, R, R?,...,R" ' D,DR,DR? ..., DR™ ! imamo 2n razli¢itih elemenata grupe D,
zaklju¢ujemo da je

D,={1,R,R*...,R"' D,DR,DR?, ..., DR" '}

Na primjer, sve simetrije trokuta na slici 1.5 su dane elementima D'R’ za i = 0,11 j = 0,1, 2.
Promatranjem kako rotacija i refleksija djeluju na vrhove poligona {1,2,...,n} lako se vidi
da je RD = DR™'. Odavde indukcijom dobivamo da je R*D = DR™* za sve 0 < k < n.

Stoga mnoZenje u grupi D, zadovoljava relacije
R"=D?=1, R'D=DR™* 0<k<n. (1.57)

Umnozak bilo koja dva elementa grupe D,, se moZe svesti na oblik D'R’ za neki i = 0,1 i
j=0,1,...,n— 1 koriStenjem relacija (1.57). Na primjer, ako je n = 12, onda je

(DR%)(DR®) = D(R’D)RS = D(DR™)R® = DR = R3 = R°.
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Tablica 1.6. Tablica mnozenja u Kleinovoj 4-grupi.

Diedralna grupa D,, generirana je elementima R i D i relacijama (1.57). Grupu D,, simbolicki
zapisujemo u obliku

D,=(R,D|R"=D?=1, RD=DR™).

Generatori diedralne grupe se mogu osim permutacijama (1.55) i (1.56) prikazati i matricama

reda 2,
2\ o (2n
(L 2E) -00)

Lako se provjeri da matrice R i D zadovoljavaju relacije (1.57). Matricu R interpretiramo kao
rotaciju u ravnini (z,y) za kut 27/n u pozitivhom smjeru, a D predstavlja transformaciju
(z,y) — (y,z) odnosno refleksiju obzirom na pravac y = z. Na primjeru diedralne grupe
vidimo da se ista algebarska struktura moze realizirati na viSe nacina koristeéi elemente
razli¢itih skupova.

Kleinova 4-grupa

Navedimo jo§ jedan primjer grupe definirane generatorima i relacijama. Promotrimo matrice

() (0 0) () () e
0 1 0 -1 0 1 0 -1

Lako se provjeri da a, b, c i e zadovoljavaju relacije
d=bv=*=e, ab=c, bc=a, ca=b.

Grupa generirana elementima a, b i ¢ se naziva Kleinova 4-grupa K. Tablica mnoZenja u Ky
dobiva se iz relacija (1.59). Na primjer,

ac = a(ab) = a*b = b.

Kleinovu 4-grupu mozemo zapisati kao

Ky = <a,b,c la> =t =ct=e,ab=c, bc = a, ca = b>. (1.59)
Kleinova 4-grupa je grupa simetrija pravokutnika prikazanog na slici 1.6. Simetrije su dane
permutacijama
1 2 3 4 1 2 3 4
E= , A= , (1.60)
1 2 3 4 3 4 1 2
1 2 3 4 1 2 3 4
B = , C= . (1.61)
2 1 4 3 4 3 2 1

41



Algebarske strukture Poglavlje 1. Grupe

Slika 1.6. Pravokutnik.

Geometrijski promatrano, A je rotacija za kut 7, dok su B i C refleksije u odnosu na osi x i y.
Primijetimo da rotacija za kut 7/2 nije simetrija jer pravokutnik nije pravilan. Permutacije
E, A, Bi C zadovoljavaju iste relacije kao matrice e, a, b i ¢, stoga je K4 izomorfna grupi
simetrija (1.60)-(1.61). U ovom primjeru algebarska struktura (1.59) ima dvije razli¢ite
realizacije, jednu pomoc¢u matrica (1.58) i drugu pomoéu permutacija (1.60)-(1.61).

1.9 Djelovanje grupe

U ovom poglavlju éemo promatrati djelovanje grupa na skupove. Prouc¢avanjem djelovanja
neke grupe na samu sebe mozemo doznati vise o algebarskoj strukturi grupe koju promatramo.
Ideja djelovanja grupe se javlja i kod proucavanja drugih algebarskih struktura kao sto su
moduli, vektorski prostori i polja.

Definicija 1.24. KaZemo da grupa G djeluje na skup A ako postoji preslikavanje G x A — A,
(g,a) — g - a, koje zadovoljava sljedeca svojstva:

(1) g1-(g2-a) = (g192) - a za sve g1,92 € G, a € A,
(2) e-a=a za svaki a € A,

gdje je e jedinica u G.

Naglasimo da ¢ - a nije binarna operacija jer su skupovi G i A opéenito razli¢iti. Uvjeti (1) i
(2) impliciraju da je djelovanje grupe kompatibilno sa strukturom grupe.

Djelovanje grupe na skup A inducira permutacije na skupu A. Svakom elementu g € G

mozemo pridruziti preslikavanje

g A=A, o4(a)=g-a.
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Pokazimo da je o4 bijekcija na A. Doista, o, ima inverz na skupu A jer je

-1

ogog-1(a)=g-(97"-a)=(997")-a=e-a=aq,

a sli¢no se pokazuje 041 o4(a) = a. Dakle, o4 je permutacija na skupu A4, tj. o4 € Sa.

Teorem 1.20. Neka grupa G djeluje na skup A.
(i) Preslikavanje p: G — Sa dano s p(g) = o4 je homomorfizam.

(i1) Svaki homomorfizam ¢: G — Sy inducira djelovanje grupe G na skup A.

Dokaz (i) Neka su g,h € G. Tada je
¢(gh)(a) = ogn(a) = (gh) -a=g- (h-a) = o4(on(a)) = ogon(a) = v(g)p(h)(a)
za svaki a € A. Dakle, p(gh) = ¢(g)¢(h).

(ii) Neka je p: G — S4 homomorfizam. Tada je ¢(g): A — A bijekcija za svaki g € G.

Definirajmo
g-a=p(g)(a), acA. (1.62)

Sada imamo
(gh) - a = p(gh)(a) = p(g)p(h)(a) = v(9)(p(h)(a)) = g (h-a), (1.63)
e-a=y(e)(a) = a, (1.64)

jer je p(e) = idy identiteta u S4 prema teoremu 1.1. Dakle, preslikavanje (1.62) definira
djelovanje grupe G na skup A. ]

Ovaj teorem pokazuje da su djelovanje grupe G na skup A i homomorfizmi ¢: G — S4 u
bijektivnoj korespondenciji, stoga predstavljaju isti pojam u razli¢itim terminima. Svaki
homomorfizam ¢: G — S4 nazivamo permutacijska reprezentacija grupe G u simetri¢nu
grupu S4. Ako skup A ima n elemenata, onda je S4 = 5, simetri¢na grupa stupnja n.
Permutacijska reprezentacija od G je analogna matri¢noj reprezentaciji linearnog operatora
na vektorskom prostoru. Odabir uredenja na skupu A odgovara odabiru baze u odnosu na

koju definiramo matricu operatora.

Primjer 1.36. Specijalna ortogonalna grupa SO(2) djeluje na Euklidski prostor R? matri¢nim

mnozenjem:

Ry T\ _ C?SG —sinf)\ [z _ xc.osﬁ—ysine Ry e SO().
Y sinf  cosf Yy xsinf + ycos 6

Matrica Ry je operator rotacije koja to¢ku (x,y) zakrece za kut 6 u pozitivhom smjeru.

Djelovanje grupe SO(2) je izometrija Euklidskog prostora jer je
|1Rg - P| = [| P (1.65)
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za svaku tocku P = (;) gdje je ||P|| = v/2? + y? udaljenost tocke od ishodista. Primijetimo
da SO(2) preslikava kruznicu sa sredistem u ishodi§tu na samu sebe, dakle SO(2) djeluje
na svaku kruznicu K = {22 + 4% = R?}, R > 0. S druge strane, SO(2) ne djeluje na pravac
y = x jer element Ry zakrecée pravac za kut 0 te se pravac preslikava na samoga sebe samo

akoje 0 =km, ke Z. I

Primjer 1.37. Neka je G = Dy i neka je A = {x1,x9, 3,24} skup vrhova pravilnog

Getverokuta. Diedralna grupa Dy djeluje na A sa
0 Zi=2Xg(;), O €Dy, 1<0<4, (1.66)
gdje je o permutacijska realizacija elemenata grupe Dy dana sa (1.55) i (1.56). O

Primjer 1.38. Grupa G djeluje na samu sebe lijevom translacijom ¢ - a = ga i desnom

translacijom ¢ - a = ag~'. Nadalje, grupa djeluje na samu sebe konjugacijom

g-a= gag_l.

Lako se pokazuje da ove operacije definiraju djelovanje. Na primjer, za konjugaciju vrijedi

(gh) - a = (gh)a(gh)~" = g(hah™")g~" =g (h-a),

e-a=ecae ! =a.

0

Primjer 1.39. Neka je N normalna podgrupa od G. Grupa G djeluje na kvocijentnu grupu
G/N pravilom
g-(aN)=gag™'N.

Doista, ako su g,h € G iaN € G/N, onda imamo

(gh) - aN = (gh)a(gh)"'N = g(hah™")g™'N =g - (hah"'N) = g - (h - (aN)),
e-(aN) =eae 'N = aN.

Definicija 1.25. Neka G djeluje na skup A, i neka je a € A. Skup
Ga={9€G|g-a=a}
naziwamo stabilizator elementa a v G. Skup
Ga={g-a|geG}

nazivamo orbita elementa a u G.

Lako se pokazuje da je G, podgrupa od G. Ako G djeluje na sebe konjugacijom, g-a = gag™",

onda je stabilizator elementa a € G jednak normalizatoru od a u G,
Go={9€G|gag™! = a} = N(a),
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Slika 1.7. Orbita tocke (r,0) pod djelovanjem grupe SO(2).

a orbita elementa a je klasa konjugacije
Ga = {gag™" | g € G} = C(a).

Ocigledno je a € Ga jer je e -a = a. Na primjer, ako grupa SO(2) djeluje na ravninu R?
kao u primjeru (1), onda je orbita tocke (r,0) € R? kruznica radijusa |r| > 0 sa sredigtem u
ishodistu (vidi sliku 1.7). Djelovanje ove grupe slikovito ilustrira naziv “orbita”. Primijetimo
da je

N(a) =G i C(a)={a} akoisamo akoje a€ Z(Q) (1.67)

gdje je Z(G) centar grupe G.

Teorem 1.21. Pretpostavimo da grupa G djeluje na skup A. Definirajmo relaciju na A sa
a~b <& a=g-b zaneki geG. (1.68)
Onda je ~ relacija ekvivalencije pa skup A moZemo rastaviti po orbitama kao disjunktnu uniju

A= ] Ga (1.69)

aeC

gdje C' sadrzi tocno jedan element iz svake orbite.

Drugim rije¢ima, elementi a,b € A su u relaciji (ekvivalencije) ako pripadaju istoj orbiti, a
razli¢ite orbite tvore particiju skupa A.

Dokaz Oc¢igledno je a ~ a jer je e - a = a za svaki a € A pa je relacija (1.68) refleksivna.
Ako je a ~ b, onda postoji g € G takav da je a = g - b. U tom slucaju

gl a=gt(g-b)=(9"g)-b=e-b=b,
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odnosno b ~ a pa je relacija simetri¢na. Nadalje, ako jea ~bi b~ c,ondajea=g-bi
b= h-czaneke g,h € G. Odavde slijedi

a=g-b=g-(h-c)=(gh) ¢,

odnosno a ~ ¢ §to pokazuje da je relacija (1.68) tranzitivna. Dakle, (1.68) je relacija

ekvivalencije na skupu A. Klasa ekvivalencije elementa a € A je orbita Ga jer je
a={beAlb=g-a, g€ G} =Ga,

stoga je A = Ugzec Ga disjunktna unija gdje C' sadrzi to¢no jedan element iz svake orbite.ll

Definicija 1.26. KaZemo da grupa G djeluje tranzitivno na skup A ako za svaka dva elementa

a,b € A postoji g € G takav da je b= g - a.

Ako G djeluje tranzitivno na skup A, onda A ima samo jednu orbitu jer je A = G - a za svaki
a € A. Istrazimo sada vezu izmedu orbite i stabilizatora elementa. Intuitivno o¢ekujemo da
je orbita elementa manja Sto je stabilizator veéi. Precizna formulacija ove tvrdnje je dana

sljedeé¢im teoremom.

Teorem 1.22. Neka grupa G djeluje na skup A. Kardinalni broj orbite Ga jednak je indeksu
stabilizatora G, u G, .
|Ga| = [G: G). (1.70)

Dokaz Definirajmo preslikavanje f: Ga — G/G, sa f(g - a) = gG, gdje je G/G, skup svih
lijevih susjednih klasa podgrupe G,. Pokazimo da je f dobro definirano. Ako je g-a=h-a
za neke g, h € G, onda djelovanjem sa h~! na oba elementa dobivamo (h~'g) - a = a. Stoga
je h~1g € G, &to povladi Gy = hG,.

Preslikavanje f je o¢igledno surjekcija jer za svaki ¢G, € G/G, imamo f(g-G,) = gGL,.
Pokazimo da je f injekcija. Ako je f(g-a) = f(h-a), onda je gG, = hG, §to implicira
h~'g € G,. Odavde slijedi da je (h~1g) - a = a pa djelovanjem s h na oba elementa dobivamo
g-a=h-a. Dakle, f je bijekcija §to implicira |Ga| = |G/Gq| = [G : G4 [

Ako je G kona¢na grupa, onda je prema Lagrangeovom teoremu |G| = |G| [G: G,] pa iz
(1.70) slijedi
|G| = |Gqa| |Ga| zasvaki a € A. (1.71)

Ako je A konacni skup, onda iz (1.69) i (1.70) slijedi da je broj elemenata skupa jednak

Al = |Ga| = > [G: Gdl.

acC aceC

Time smo dokazali
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Korolar 1.3. Neka je A konacni skup na kojeg djeluje grupa G. Tada je
Al =) [G: Gl
acC

gdje skup C sadrzi tocno jedan element iz svake orbite.

Neka je Ag = {a € A | g-a = a} skup svih elemenata u A koji su stabilizirani elementom
g € G. Ako su A i G konacni skupovi, onda se broj orbita u A moze izraziti kao prosjecni

broj elemenata u A koji su stabilizirani elementima iz G.

Teorem 1.23 (Burnside). Neka je G konacna grupa koja djeluje na konacni skup A. Tada
je broj orbita u A, u oznaci |A/G|, jednak

4/6 = 15 3 14| (1.72)

geG

Dokaz Definirajmo skup S = {(g,a) € G x A| g-a = a}. Za fiksni g € G broj uredenih
parova u S jednak je |A,|, odnosno broju elemenata a € A koji su stabilizirani s g. Za

fiksni a € A broj uredenih parova u S jednak je |G4|, odnosno broju elemenata g € G koji

1S1 =" 1441 = |Gal. (1.73)

geG acA

stabiliziraju a. Stoga je

Iz relacije (1.71) imamo |G,| = |G|/|Gal| pa je
1
S Gl =161 (174)
acA acA |Ga‘

Prema teoremu 1.21 skup A moZzemo rastaviti po orbitama A = U,ccGa gdje skup C sadrzi
to¢no jedan element iz svake orbite. Kako su orbite disjunktne, suma po elementima a € A
se moZe napisati kao suma po elementima orbita Gb, b € C. Ovo povlaci da je

1 1
Y Loy iy L (1.75)
acA |Ga| beC aeGb |GCL|
Medutim, a € Gb povladi da su a i b u istoj orbiti pa je |Ga| = |Gb| za svaki a € Gb. Stoga je
1 1 1
Z — = Z —— = |Gb|—= =1 (1.76)

acan |Gl o5, 1GY |Gl

pa iz (1.75) dobivamo

ZGICL':Zl: | (L.77)

a€A beC
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gdje je |C| broj orbita u A koji ¢emo oznaciti s |A/G|. Sada iz relacija (1.73), (1.74) i (1.77)
odmah slijedi

1
Z ’Ag’ = |G| Z @ = |G| [A4/G], (1.78)
geG acA
odnosno )
A/G1= 17 2 14l (1.79)
geG
[ |

Prema teoremu 1.21 djelovanje grupe G na samu sebe konjugacijom tvori particiju od G na
klase konjugacije C(a) = {gag™! | g € G}. Ako je G kona¢na grupa, ovo ima za posljedicu

sljedeéi vazni rezultat.

Teorem 1.24 (Jednadzba klase). Neka je G konacna grupa i neka su ai,as, ... ,a, predstav-
nict klasa konjugacije koje imaju vise od jednog elementa. Tada je

G| =1Z(G)| + > _[G : N(a)].
=1

Dokaz Neka su ai,a9,...,an,an41,--.,an predstavnici svih klasa konjugacije u G' gdje
Apt1, - - -, Gy predstavljaju klase s jednim elementom, odnosno C'(ax) = {ar} za k = n +
1,...,m. Tada je centar grupe dan sa Z(G) = {an+1,an+2, - - ., 0y} pa imamo

Gl =Y 1C(a)] =Y 1C@)|+ D 1Ca) =12(G)]+ Y _|Clai)].  (1.80)
=1 =1 =1

i=n-+1

Prema teoremu 1.22 vrijedi
[Clai)| =[G : Go,] = [G : N(ai)] (1.81)

jer je stabilizator G, jednak normalizatoru N (a;). Sada iz jednadzbi (1.80) i (1.81) dobivamo
jednadzbu klase

n

G =1Z(G)| +)_[G: N(a)].
i=1
|

Iz jednadzbe klase moZzemo izvesti odredene zakljucke o strukturi grupe. Kao prvu primjenu
navodimo ¢injenicu da grupa reda p™, gdje je p prost broj, ima netrivijalan centar.

Teorem 1.25. Neka je G grupa reda p", n > 1, gdje je p prosti broj. Tada je centar grupe
G netrivijalan.
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Dokaz Za grupu G jednadzba klase glasi

r

P =12(G) + ) [G: N(ay)], (1.82)
i=1
gdje su ai,ao,...,a, predstavnici klasa konjugacije koje imaju viSe od jednog elementa.

Prema Lagrangeovom teoremu vrijedi
p" =|N(a;)|[G: N(a;)] zasve i=1,2,...,r (1.83)

Prisjetimo se da je N(a) = G ako i samo ako je a € Z(G). Stoga je |N(a;)| < |G| jer
a; ¢ Z(G) pa je |N(a;)| = p' za neki | < n. Sada iz (1.83) slijedi da je

[G: N(a;)] =p" (1.84)
Sto implicira da p | [G: N(a;)] za sve ¢ = 1,2,...,r, odnosno p | > .;_,[G: N(a;)]. Iz
jednadzbe (1.82) slijedi da p | |Z(G)| jer je |Z(G)| =p"™ — > ;_;[G: N(a;)]. Dakle, Z(G) je
netrivijalan jer ima barem p elemenata. ]

1.10 Direktni i poludirektni umnozak grupa

U proucavanju strukture neke grupe G korisno je G razloziti na manje podgrupe koje ¢ine
sastavne blokove grupe G. Ako poznajemo strukturu sastavnih blokova, onda mozemo
odrediti strukturu ¢itave grupe. U ovom i iduéem poglavlju éemo upoznati dva nacina na
koje se zadana grupa moze rastaviti kao umnozak svojih podgrupa, naime direktni umnozak i
poludirektni umnozak grupa. Posebno, razmotrit ¢emo rastav kona¢no generiranih Abelovih
grupa na direktni umnozak svojih podgrupa.

1.10.1 Direktni umnozak

U ovom poglavlju ¢emo upoznati vanjski i unutarnji direktni umnozak grupa koji su vazni u
proucavanju strukture grupa. Vanjski direktni umnozak je nacin na koji se nove grupe mogu
konstruirati od zadanih grupa, dok je unutarnji direktni umnozak nacin na koji se zadana
grupa moze napisati kao umnozak svojih podgrupa.

Definicija 1.27. Direktni umnoZak grupa G1,Ga, ..., Gy je kartezijev umnoZak

X Gy =G x Ga--- x Gy s binarnom operacijom

(917927"‘7gn)(h17h27’-'7hn) = (glh1792h27"‘7gnhn)7 glvh’b E G’L (185)

Binarne operacije na grupama G1,Go, ..., G, su opéenito razlicite, ali ih radi jednostavnosti

oznafavamo istim simbolom. Jedinica u direktnom umnosku je element (e, e9, ..., e,) gdje
je e; jedinica u Gj, a inverz elementa (g1, g2, ..., gn) je

(91,92, 500) " = (0105 g ) (1.86)
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Asocijativnost mnoZenja u x}_;G; se naslijeduje od asocijativnosti mnoZenja u grupama

G, G, ... Gy

Ako su G1, Gy, ..., G, konacne grupe, onda je ocito red grupe G = x};G; jednak

al=1Tlail.
1=1

Za primjer promotrimo direktni umnozak Abelove grupe G; = (R, +) i opée linearne grupe
G2 = GL(n,R). Mnozenje u G1 x G3 je definirano s

(z, A)(y, B) = (x +y, AB).
Neutralni element je
e=(0,1)

gdje je I jedini¢na matrica reda n, dok je inverzni element dan s
(x’A)_l = (7Ia A_l)'

Sljedeca propozicija pokazuje da direktni umnozak X} ;G; sadrzi izomorfnu kopiju svake
grupe G; koja je normalna podgrupa od x!,G;. Takodjer, za svaku grupu G; postoji
projekcijski homomorfizam sa x}*;G; na G;.

Propozicija 1.7. Neka je G = x| G; direktni umnozak grupa G1,Ga,...,Gy.

(i) Skup

Gi = {(61, 9 €i—1,0i, €641y ,en) ‘ g; € Gz}
je normalna podgrupa od G i G; ~ G;. Nadalje,
G/Gl = X?:l Gj.
J#1
(it) Projekcija mi: G — Gi,
(91,92, - - -+ 9n) = Gi

je epimorfizam s jezgrom
ker(m) ~ X;LZI Gj.
J#i

Dokaz (i) Preslikavanje

gi— (e1,...,€i-1,9i,€it1,---,en) € Gj

je ocigledno izomorfizam sa G; na G; pa je G; izomorfna kopija grupe G; u grupi G. Nadalje,
projekcija ;1 G — X7 G
J#1

©0i(91,92,- -, 9n) = (91, -+, Gi=1,Git15 -+, Gn),
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koja ispusSta element g; je epimorfizam s jezgrom

ker(p;) = {(e1,...,€i-1,0i, €it1,---,€n) | gi € Gi} = Gi.

Dakle, G; je normalna podgrupa od G pa je po Prvom teoremu o izomorfizmu

G/é, o X?Zl Gj. (187)
J#i
(ii) Projekcija m;: G — G; dana sa m;(g1,92,--.,9n) = ¢i je homomorfizam s jezgrom

ker(m;) = {(91,---791‘71761'79#1'--,gn) | g; € Gj}-

Preslikavanje ¢;: ker(m;) — x7_1Gj,

J#i
wi(gla A 7g’i—17 ei7gi+1 A 7971) = (g17 v 7gi—17gi+1 A 7971)7
je izomorfizam, stoga je
ker(m;) ~ x7_1 Gj.
J#i
Iz relacije (1.87) takoder slijedi da je ker(m;) ~ G/G;. [

Ako je G = G1 X G2 X ... x Gy, direktni umnozak grupa, onda se svaki element iz G moze

napisati kao

(91,92, ---,9n) = (g1,€2,€3...,en)(€1,92,€3,...,€n) ... (€1, .., €n_1,0n) (1.88)

gdje elementi na desnoj strani pripadaju grupama G4, Go, ..., G, redom. Stoga se G moZe
napisati kao umnozak

G=G1Gy...G, (1.89)
gdje podgrupe G; zadovoljavaju sljedeée uvjete:
(i) G;< G

(11) G; N (Gl ce Gi,1 Gl’+1 ce Gn) = {6}

Definicija 1.28. Grupa G je unutarnji direktni umnozZak podgrupa G1,Go, ..., G, ako je
G = G1Gy ... Gy, i podgrupe G; zadovoljavaju uvjete

(i) Gi<G,
(ii) G; N (G1 oo Gi1Gliyq - Gn) = {e}

za sve 1 < <n.

Sljedeci teorem nam kazuje da su vanjski i unutarnji direktni umnosci izomorfni i daje kriterij

kada se neka grupa moze rastaviti na vanjski direktni umnozak svojih podgrupa.
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Teorem 1.26. Ako je G = G1Gy .. .G, unutarnji direktni umnoZak podgrupa
G1,Go,...,Gp, onda je G =~ Gy X Gy X ... X Gy.

Dokaz Pokazimo da svaki x € G ima jedinstveni prikaz u obliku z = g1 g2 ... gn gdje je
gi € G;. Prvo ¢emo pokazati da elementi iz razli¢itih podgrupa komutiraju, odnosno g;g; =
gjgi za sve g; € G; i g; € Gj gdje je i # j. Primijetimo da je G; C G1...Gi—1Giq1...Gy za
J # i pa uvjet (ii) definicije 1.28 implicira G; N G; = {e}. Neka su g; € G; i g; € G;. Tada
je g]-_lgi gj € G jer je G; normalna podgrupa od G §to povlaci (gj_lgi 95) gi_1 € G;. Slicno,
Ji gjgi_1 € G §to povlaci gj_l(gi gjgl-_l) € G;. Dakle, gj_lgi gjgi_1 € G;NGj = {e} pa slijedi
da je gi g; = g 9i-

Pretpostavimo sada da se element x € G moZe napisati na dva nacina kao umnozak
x:glgg...gn:hlhg...hn, gi,hiEGi. (190)
Odavde slijedi

h;lgl = (hg hg . .hn)(gggg . .gn)_l = h2 ]’Lg .. .hnggl . .gglggl. (191)

Kako je h; g; L€ G;, a elementi iz razlicitih podgrupa komutiraju, umnozak (1.91) se moze
zapisati kao
hi'gr=(h2gy ' )(hs g3 ") - (g t)- (1.92)
Ovo implicira da je hy' g1 € G1 N (GaG3. .. Gy) = {e} pa zakljucujemo da je g = hy. Sada
iz jednakosti (1.90) slijedi
9293 ---gn = hahs...hy. (1.93)

Ponavljanjem postupka se pokaze da je g; = h; za svaki 1 < i < n pa je zapis (1.90) jedinstven.

Stoga mozemo definirati bijektivno preslikavanje
(pZGlGQ...Gn%G1XG2X...XGn (1.94)

sa @(g192---9n) = (91,92,---:9n). Ako jex = g1g2...9n 1 y = h1ha...hy, onda zbog
komutativnosti elemenata iz razli¢itih podgrupa G; imamo

o(zy) = ap((gl 92---gn)(h1hy... hn)) =@(grh1g2ha...gnhn) (1.95)
=(91,92,---,9n)(h1,ha, ... hy) = p(2)e(y). (1.96)
Dakle, ¢ je izomorfizam pa je G1Gy...Gp >~ G1 X Gg X ... X Gy, [ |

Primijetimo da vanjski direktni umnozak uvijek postoji dok je unutarnji direktni umnozak
definiran samo ako podgrupe G1, Go, ..., G, zadovoljavaju uvjete teorema 1.26. Ako je G
Abelova grupa, onda unutarnji direktni umnozak oznacavamo sa G =G &G ®--- B G, 1
nazivamo direktna suma grupa Gi,Gs,...,Gy.
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Primjer 1.40. Neka je G kona¢na grupa takva da je red svakog elementa a # e jednak 2.
Pokazimo da je |G| =2"1 G ~ Cy x Cy x -+ x C), gdje je C; ciklicka grupa reda 2

1

Ako je z € G, onda je z° = e pa je x = z ! za svaki € G. Ako su a,b € G, onda imamo

ab=(ab)"t=b"ta"! = ba (1.97)

sto povlaci da je G Abelova grupa. Odaberimo a; € G, a1 # e. Ako je G = (a1), onda je G
ciklicka grupa reda 2 i dokaz je gotov. U protivnom postoji as ¢ (a1). G je Abelova grupa
pa su (a1) i (a2) normalne podgrupe od G. Nadalje, a1 # az povladi da je (a1) N (az) = {e}
pa iz teorema 1.26 slijedi da je (a;){a2) ~ (a1) x (a2). Ako je G = (a1){a2), dokaz je gotov;
u protivnom postoji az ¢ (a1){az). S obzirom da je a; # a; za i # j, slijedi da je

{a1) N(ag)(as) = {e}, (az) N{ar)(az) = {e}, {as) N (ar)(az) ={e}  (1.98)

pa zaklju¢ujemo da je {(aj){az){as) ~ (a1) x (a2) x (a3). Nastavljajuéi postupak dolazimo do
niza ciklickih podgrupa (ai1), (a2), ..., (a,) reda 2 koje ispunjavaju uvjete iz teorema 1.26 i

G = (a1)(ag) ... {ay). Stoga je G ~ (a1) x (az) X --- X (a,). O

Primjer 1.41. Neka je G grupa reda Cetiri. Onda je G ili ciklicka grupa reda cetiri ili je
G ~ H x K gdje su H i K ciklicke grupe reda dva.

Pretpostavimo da G nije cikli¢cka grupa reda ¢etiri. Neka je a € G, a # e. Onda |a| dijeli
4 pa je |a| = 2 (Ja| # 4 jer G nije ciklicka grupa reda Cetiri). Stoga je H = {e,a} ciklicka
podgrupa od G reda dva. Nadalje, postoji b € G\ H takav da je |b] = 2 pa je K = {e, b}
ciklicka podgrupa od G reda dva. Elementi grupe G su dani sa G = {e,a,b,ab} = HK jer
G ima Cetiri elementa. Primijetimo da je HN K = {e} i [G: H] = [G: K] = 2 pa su po
propoziciji 1.4 H i K normalne podgrupe od G. Sada is teorema 1.26 slijedi da je G ~ H x K.
Cayleyevu tablicu za grupu G je lako konstruirati ako uo¢imo da je ab = ba jer ba € {e,a, b}
vodi na kontradikciju. Dakle, G je generirana elementima a i b koji zadovoljavaju relacije
a? =b?> = e i ab = ba $to je dovoljno da se napise tablica mnoZenja za grupu G. O

Na kraju promotrimo ¢emu je izomorfan vanjski direktni umnozak dvaju kvocijentnih grupa.

Teorem 1.27. Neka su G1 i@ Go grupe, i neka su N1 <Gy i Ny < Ga. Tada je

(Gl X GQ)/(Nl X Ng) (Gl/Nl) X (GQ/NQ)

Dokaz Definirajmo preslikavanje ¢: G1xGao — (G1/N1)x(G2/N2) s ¢(x1, x2) = (£1N1, 22N3).

Pokazimo da je ¢ homomorfizam. Imamo

¢((z1,22) (Y1, 42)) = d(x1Y1, 22Y2) = (1y1 N1, 222 N2)
= ((1N1)(y1N1), (22N2) (y2N2))
= (21 N1, 22N2) (11 N1, y2N2) = (21, 22)d(y1, y2).
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Preslikavanje ¢ je surjektivno jer je
Im(¢) = {(z1N1,22N2) | 21 € G1, 22 € Ga} = (G1/N1) x (G2/Na).
Nadalje, jezgra homomorfizma je dana s
ker(¢) = {(z1,22) | (21 N1, 22N2) = (N1, N2)}

= {(1'1,1'2) | :E1N1 = Nl, xQNQ = NQ}
= {(1'171'2) | xr1 € NI,CL'Q € NQ} = N7 X Ns.

Dakle, prema prvom teoremu o izomorfizmu, vrijedi

(Gl X GQ)/(Nl X NQ) ~ (Gl/Nl) X (GQ/NQ)

1.10.2 Poludirektni umnozak

Poludirektni umnozak je generalizacija direktnog umnoska G = HK ~ H x K kada je H
normalna u G, ali K nije nuZno normalna podgrupa od G. Ako su H i K komutativne grupe,
onda je H x K takoder komutativna grupa. Medutim, poludirektni umnozak H i K ne mora

biti komutativan pa ovim umnoskom moZemo konstruirati puno vecu klasu grupa.

Da bismo motivirali definiciju poludirektnog umnoska, pretpostavimo da G sadrzi dvije
podgrupe H i K sa sljedeé¢im svojstvima:

(a) H<G,

(b) HN K = {e}.

Prema teoremu 1.10, HK je podgrupa od G. Ako su hiki, hoke € HK, onda je njihov
umnozak jednak

(hik1)(haks) = hi(kihoky ') (kiks) = hsks, (1.99)

gdje je k3 = kikg i hs = hikihok]' € H jer je H normalna podgrupa. Element kjhoky!
mozemo pisati kao Cy, (hz), gdje je Ck(7) = kxk~! konjugacija elementom k € K. Definirajmo
preslikavanje

v: K — Aut(H), ¢(k)=Ck.

Tada umnozak (1.99) mozemo pisati u obliku
(hik1)(hak2) = (hip(k1)(ha)) (kika). (1.100)
Primijetimo da je ¢ homomorfizam jer za svaki h € H vrijedi
p(kika)(h) = (kika)h(kiks) ™t = ki (k2hky Dk
= (k1) (¢ (k2)(h)) = (¢(k1) o @(ka)) ().

Dakle, p(kike) = p(k1) o p(k2). Kako je H N K = {e} svaki element grupe HK je na
jedinstven nacin prikazan umnoskom hk, h € H, k € K, pa ga mozemo identificirati s
uredenim parom (h, k). Stoga umnozak (1.100) moZemo zapisati kao

(hl,kl)(hg,k‘z) = (hl(p(kl)(hz),klkg). (1.101)
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Umnozak (1.101) pretpostavlja da G sadrzi podgrupe H i K. U poludirektnom umnosku
se ova konstrukcija generalizira za dvije proizvoljne grupe H i K te zadani homomorfizam
¢: K — Aut(H). Homomorfizam ¢ inducira djelovanje grupe K na grupu H definirano sa

kb= p(k)(h).
Neutralni element ex € K djeluje kao identiteta na H jer je ¢(ex) = idy, tj.
ex -h =1idg(h) = h.

Takoder vrijedi
k-eg=wk)eg) =en

jer automorfizam (k) preslikava jedinicu u samu sebe. Djelovanje umnogka k1ky je dano s
(kiks) - h = @(kika)(h) = (@(k1) 0 @(k2))(h) = (k1) (p(k2)(h)) = k1 - (k2 - ). (1.102)

Nadalje, k djeluje na umnozak hihs kao
k- (hih) = (k) (hihe) = (k) (h1) o(k)(h2) = (k - h1)(k - ha) (1.103)

jer je p(k) homomorfizam. Ova razmatranja motiviraju sljedeci teorem.

Teorem 1.28. Neka su H i K grupe, i neka je ¢: K — Aut(H) homomorfizam. Skup

G = H x K je grupa obzirom na umnozak
(R, k1) (hay k) = (ha (ky - ha), kiks) (1.104)
gdje je - : K x H — H djelovange definirano sa k- h = p(k)(h).
(i) Neutralni element je e = (em, ek ), a inverz elementa (h,k) je dan sa

(h, k)™t = (k1. 7L k7.

(ii) Podgrupe H = H x {ex} i K = {eg} x K su izomorfne grupama H i K, redom.
(i) H je normalna podgrupa od G.

(iv) HN K = {e}.

Dokaz (i) Dokazimo asocijativnost mnozenja (1.104). Imamo

((h1, k1) (ha, k2)) (h3, k3) = (hy (k1 - h), kiks) (hs, ks)
= (h1 (k1 - ha) (k1kz) - hs, (k1kg) k3). (1.105)

S druge strane,

(ha, k) ((ha, k2) (hs, ks)) = (hy, ko) (ha (ko - hs), ko ks)
= (haky - (ha (k2 - hs)), ky (kaks)). (1.106)
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Primjenom relacija (1.102) i (1.103) dobivamo
(k1 - ho)(k1k2) - hy = (k1 - ho) (k1 - (ko - hg)) = ki - (ho(ks - hs)), (1.107)
pa supstitucija izraza (1.107) u jednadzbu (1.106) povlaci
(h1, k1) ((he, k2)(hs, k3)) = (hi(k1 - ho)(kiks) - hs, ki(keks)) = ((ha, k1) (he, k2)) (hs, k3).
Lako se provjeri da je (e, ex) neutralni element zdesna jer je
(h,k)(em,ex) = (h(k-em), kex) = (hem, k) = (h, k),

a sli¢no se pokazuje i da je (ex, ex)(h, k) = (h, k). Dakle, (eq, ex) je jedinica u G. Provjerimo

da je inverzni element dan sa
(h k)P = (k71 -t k7.
Doista,

(h k)™t N Y = (hk- (k71 - 7Y kETY)
= (h(kk™Y -h7 ex) = (h(ex -h™Y), ex) = (em, ex).

Sli¢no se pokazuje da je (k=1 - h=1 k=1 (h, k) = (en, ex).
(ii) Pokazimo da je H podgrupa od G. Ako su (hy,ex), (he,ex) € H, onda je

(h1,er)(ha,er) ™t = (b1, ex)(ex - hy ' ex)

= (hiex - (ex -hy'),ex) = (hihy ' ex) € H.
Preslikavanje ¢: H — H, ¢(h,er) = h, je o¢igledno bijekcija. Takoder,

U((h, er)(h2, ex)) = ¥ (i (e - ha),ex)
= Y(h1ha, ex) = hiha = ¥ (h1, ex)Y(ha, ex),

stoga je v izomorfizam s H na H. Sli¢no se pokazuje da je K ~ K.
(iii) Neka je (h,ex) € H, i neka je (h1,k1) € G. Tada imamo

(h1, k1) (hyex)(ha, ki)™t = (ha (k1 - B),ka) (k7Y -yt k)
= (ha (k1 -h) k- (k7" b k)
= (h1 (k1 -h)hit ex) € H,

¢ime je pokazano da je H normalna podgrupa od G.

(iv) Ako je (h,k) € HN K, onda je (h,k) € H i (h,k) € K iz ¢ega slijedi da je h = ey i
k=ek. Dakle, HN K = {(ey,ex)}. [ |
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Definicija 1.29. Neka su H i K grupe, i neka je p: K — Aut(H) homomorfizam. Skup
H x K zajedno s operacijom mmnoZenja

(h1,k1)(h2, k2) = (h (k1 - ha), kiks)

gdjge je k- h = @(k)(h) nazivamo poludirektni produkt grupa H i K i oznacavamo s

Hx, K.

Ako je iz konteksta jasno o kojem se homomorfizmu ¢ radi, onda pisemo H x K.

Grupa Euklidskih gibanja ISO(2)

Grupu transformacija F(2) tvore izometrije u ravnini R?, odnosno transformacije koje ¢uvaju

Euklidsku metriku d(z,y) = /(21 — y1)% + (¥2 — y2)%, © = (21, 22) i y = (y1, y2). Podgrupa
transformacija od E(2) koje ¢uvaju orijentaciju sastoji se od translacija i rotacija, i oznacava
s 150(2). Svaki element grupe I50O(2) je kompozicija translacije i rotacije

z+— Rz +v), ReSO?2), z,vecR?
ili kompozicija rotacije i translacije
Tz — Rx +v.

Grupa I1S0O(2) ima primjene u klasi¢noj mehanici gdje prikazuje sva moguca gibanja krutog
tijela u ravnini.

Pokazat ¢emo da je 1SO(2) poludirektni umnozak grupe translacija T i grupe rotacija SO(2).
Svaka translacija T, za vektor v € R?,

Ty(z) =z +v,

je jedinstveno odredena tim vektorom, stoga 7T, mozemo identificirati s vektorom v. Presli-
kavanje T, + v na prirodan nacin daje izomorfizam s grupe T na grupu (R?, +). Elementi

grupe rotacija su matrice

R — cosf —sind 0 eR
"7 \sing coso |’ .
Za svaki Ry € SO(2) definirajmo preslikavanje ¢(Ry): R? — R? kao matri¢no mnozenje
¢(Rg)(v) = Rov, veR”

Preslikavanje ¢(Rp): R? — R? je ocigledno bijekcija jer je matrica Ry invertibilna. Takoder,
©(Rp) je homomorfizam jer je

¢(Rg)(u+v) = Ro(u +v) = Rou + Rygv = ¢(Ry)(u) + ¢(Rg)(v).
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Stoga je ¢(Rp) € Aut(R?). Nadalje,
¢(RoR5)(v) = Ro(Rsv) = ¢(Rg) (¢(Rs)(v)) = (#(Ro) © p(Rs))(v)

za svaki v € R?, pa zaklju¢ujemo da je preslikavanje ¢: SO(2) — Aut(R?) takoder homomor-
fizam. Odavde slijedi da grupa SO(2) djeluje na R? mnozenjem slijeva,

R@ U = QO(RQ)(’U) = R@’U. (1.108)

Koristeéi djelovanje (1.108) mozemo definirati poludirektni umnozak R? x SO(2) s binarnom
operacijom

(u, Rg)(v, Ry) = (u+ Rgv, RgRy). (1.109)
R? x SO(2) je grupa euklidskih gibanja koja ¢uva orijentaciju, i oznacavamo je s 150(2).

Operacija (1.109) se moZe na vrlo zgodan na¢in prikazati kao matri¢no mnoZzenje ako uredeni

par (u, Rp) uloZimo u matricu treceg reda na sljedeé¢i nacin:

Ry u
(u, Rg) — (0 1) : (1.110)

Lako se provjeri da operacija (1.109) odgovara umnosku matrica koje predstavljaju uredene

Ry u R, v\ [R9R, Rpv+u
0 1 o 1) \ o 1 '

Stoga je 1S0O(2) izomorfna matri¢noj grupi

{(fée Z) | Rg € SO(2), v GRQ}.

Neutralni element je jedini¢na matrica koja odgovara rotaciji za kut od 8 = 0 radijana i

parove (u, Rg) i (v, Ry):

translaciji za nul-vektor v = 0. Inverzni element je dan s

Ry v\ = (R;' Ry
o 1) \o 1 '
H:{(I U>|UGR2}, K:{(R‘) O>RgeSO(2)}
0 1 0 1

su izomorfne grupama translacija T i rotacija SO(2), redom, dok je H normalna podgrupa

grupe 150(2).

Podgrupe

1.11 Konaéno generirane Abelove grupe

U proucavanju algebarskih struktura ¢esto nailazimo na sljedeéi problem. Ako je zadana
grupa G i podskup A C G, kako pronaéi najmanju podgrupu od G koja sadrzi skup A7 Ovayj
problem smo ve¢ susreli kod ciklickih podgrupa. Ciklicka podgrupa generirana elementom
x € G se formira tako da se skupu {z} dodaju sve cjelobrojne potencije elementa x. Na taj
nacin prosireni skup postaje zatvoren na operacije mnoZenja i invertiranja. Ovu konstrukciju

¢emo sada generalizirati na proizvoljne podskupove grupe G.
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Definicija 1.30. Neka je G grupa i neka je A C G. Podgrupa generirana skupom A je

nagmangja podgrupa od G koja sadrzi A. Podgrupu generiranu skupom A oznacavamo s (A).

(A) je najmanja podgrupa od G koja sadrzi A u sljede¢em smislu: ako je H podgrupa od
G takva da je A C H, onda je (A) C H. Podgrupa (A) je presjek svih podgrupa od G koje
sadrze skup A, tj.

(4)= () H.

H<G
ACH

Ako je A konacan skup {ai,aq,...,a,}, onda piSemo
(A) = (a1,az2,. .., an).

Podgrupa (A) se tvori tako da se A prosiri elementima iz G tako da (A) bude zatvoreno u
odnosu na mnoZenje i invertiranje u grupi G. Ovo proSirenje mora biti minimalno u smislu
gornje definicije. Na primjer, ako je A = {z}, onda skup A progirujemo svim potencijama z*,

k € Z, i dobivamo ciklicku grupu
(z) = {zF | k € Z}.

U trivijalnim slu¢ajevima kada je A = {e} ili A = G o¢ito je (e) = {e} i (G) = G.

Propozicija 1.8. Neka je G grupa, i neka je A neprazan podskup od G. Tada je

(A) ={af'al?...a;" [ n>1, a; € A, ¢ = £1}.

U ovoj propoziciji elementi a; ne moraju biti nuzno razli¢iti, broj faktora u umnosku je
proizvoljan, a skup A ne mora biti konacan niti ¢ak prebrojiv.

Dokaz Definirajmo skup H = {a{'a5’ ... a5 | n > 1, a; € A, ¢, = £1}. Pokazimo da je H
podgrupa od G. Ako su

_ €1 €2 € : _ (51 52
a=aj'ay ...a; 1 b=05b]"by...

b

m

6 = +1,6 = +1,

onda je
ab™! =aftay ... af@"b;fmb;i’fl b e H
jer je —0; = *+1 za svaki i. Dakle, H < G. O¢igledno je A C H zan = 11ie€; =1 §to implicira
(A) C H. S druge strane, podgrupa (A) je zatvorena na mnoZenje i invertiranje pa sadrzi
sve elemente oblika
€1 e

aitay’ ... ay, a; €A, n>0, ¢ ==I1,

n

sto implicira da je H C (A). Stoga zaklju¢ujemo da je H = (A). [ |

Primijetimo da ako je G Abelova grupa i A = {aj,a2,...,a,} C G konacan skup, onda iz

gornje propozicije slijedi da je

(A) = {d¥rab2 . aFn |k ez}
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Definicija 1.31. KaZemo da je grupa G konacno generirana ako postoji konacan podskup

A C G takav da je G = (A).

Svaka konac¢na grupa G je o¢ito kona¢no generirana jer mozemo uzeti A = G. Medutim,
kona¢no generirana grupa ne mora biti kona¢na. Na primjer, (Z, +) je beskona¢na grupa

generirana brojem 1.

Definicija 1.32. Direktni umnozak
2" =ZXZx---xZ (r kopija)

naziwa se slobodna Abelova grupa ranga r.

Grupa Z" je generirana elementima
z; =(0,...0,1,0,...,0), i=1,2,...,r
gdje se broj 1 u elementu x; nalazi na i-tom mjestu.

Struktura kona¢no generiranih Abelovih grupa moze se potpuno opisati sljede¢im teoremom
koji kazuje da je svaka takva grupa izomorfna direktnom umnogku slobodne Abelove grupe
ranga r > 0 i kona¢nog broja ciklickih grupa Z,.

Teorem 1.29 (Fundamentalni teorem o kona¢no generiranim Abelovim grupama). Neka je

G konacno generirana Abelova grupa. Onda G ima jedinstveni rastav
G 7" X ZLpy X Lpy X -+ X L, (1.111)
gdje r,nq,...,n, zadovoljavaju sljedece uvjete:
(i) r >0, n; > 2 za svaki i,

(i1) nit1|n; zal <i<k-1.

Definicija 1.33. Broj r > 0 naziva se slobodni rang ili Bettijev broj grupe G, a brojevi

ni,na,...,NE nazivaju se invarijantni faktor: grupe G.

Relaciju (1.111) nazivamo rastav grupe G na invarijantne faktore. Uvjet (ii) implicira da

invarijantni faktori tvore padajuéi niz

nlanan...an.
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Dvije kona¢no generirane Abelove grupe su izomorfne ako i samo ako imaju isti rang i
invarijantne faktore. Primijetimo da je Abelova grupa G kona¢na ako i samo ako jer =01iu
tom sluc¢aju imamo

G~ Zpy X Lpy X -+ X L,

gdje je red grupe jednak |G| = ning...ng.

Teorem 1.29 nam omogucava klasifikaciju kona¢nih Abelovih grupa. Ako Zelimo pronaci
sve Abelove grupe reda n, onda se problem svodi na nalaZenje svih invarijantnih faktora n;
takvih da je

(iii) n=ning...ng.

Ako je p prosti broj koji dijeli n, onda p | n; za neki i > 1. Zbog svojstva (ii) ovo implicira

da p | n1. Ovo zapaZanje nam daje vazno svojstvo najvecéeg invarijantnog faktora nq:
Svaki prosti djelitelj broja n dijeli nq. (1.112)

Posebno, ako je n = pipa...ps gdje su p1,pa,...,ps razliciti prosti brojevi, onda (1.112)
implicira da p; | n1 za svaki ¢, pa postoji samo jedan moguéi invarijantni faktor ny = n.
Odavde slijedi

Korolar 1.4. Ako je n = pips...ps umnozak razlicitih prostih brojeva pi,pa,...,ps, onda je
svaka Abelova grupa reda n izomorfna ciklickoj grupi Z, .

Primjer 1.42. Prema korolaru 1.4, grupa Zs X Zs je izomorfna grupi Zg jer je 6 = 2 - 3 gdje
su 2 i 3 prosti brojevi. Lako se provjeri da element g = (1,2) € Zs x Z3 ima red 6, pa g

generira ciklicku grupu Zg.

Primjer 1.43. Odredimo strukturu Abelovih grupa reda 180. Potrebno je odrediti sve
invarijantne faktore n; takve da je 180 = nins...ng.

(1) U prvom koraku n se faktorizira na potencije prostih brojeva:

n=22.32.5.

(2) U drugom koraku odreduje se najveéi invarijantni faktor nq imajuéi na umu da svi prosti

faktori broja n dijele ny i ny | n. Dakle, mogucée vrijednosti za nq su

n=2-3.5 22.3.5 2.3%2.5 n;=22.32.5

(3) Trec¢i korak se sastoji u odredivanju ostalih invarijantnih faktora ng,ns... za svaku
mogucu vrijednost broja n;. Ovi invarijantni faktori imaju svojstvo da ng | ny i ning | n,
ns | na2 1 ninans | n, i tako dalje.
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Invarijantni faktori | Abelove grupe

2.3-5,6 Zso X Zg
22.3.5,3 Zeo x Zs
2.32.5,2 Zoo X Zo
22.32.5 7180

Tablica 1.7. Klasifikacija Abelovih grupa reda 180.

Na primjer, ako je n; = 2 -3 -5, onda su kandidati za no dani s ng = 2,3,6. Ostale
kombinacije djelitelja n; nisu dozvoljene jer u tom slucaju ning f n. Ako je ng = 2,
onda ng | ng implicira ng = 2. Ovo vodi na kontradikciju jer ninons = 23.3.5 fn. Isti

zakljucak vrijedi za no = 3. Dakle, jedina moguénost za ns je no = 6. Tada je
6-(2-3-5) =180,
pasun; =2-3-51ny =06 invarijantni faktori koji daju rastav
Z3o X Zg.

Sli¢nim argumentima se odreduju invarijantni faktori za ostale vrijednosti n;. Primijetimo
da u posljednjem sluc¢aju imamo n = n;. Kompletna lista invarijantnih faktora s

odgovarajué¢im rastavima dana je u tablici 1.7. O

1.12  Sylowljevi teoremi

Ako je G kona¢na grupa, onda prema Lagrangeovom teoremu red bilo koje podgrupe od G
dijeli |G|. Prirodno se namece pitanje: Ako k dijeli |G|, da li G nuzno ima podgrupu reda
k7?7 Ako malo razmislimo, vidjet ¢emo da obrat ne vrijedi. Na primjer, alternirajuca grupa
Ay koja ima 12 elemenata ne sadrzi podgrupu reda 6 §to se vidi iz sljedeéeg razmatranja.
Pretpostavimo da je H podgrupa od A4 i |H| = 6. Tada je [A4: H] = 2 pa je H normalna
podgrupa od Ay prema propoziciji 1.4. Kvocijentna grupa A4/H ima dva elementa pa je
kvadrat svakog elementa u Ay4/H jednak jedinici, (gH)? = ¢g°H = H za svaki g € Ay.
Ovo povladi da je g € H za svaki g € Ay. Ako je g € Ay element reda 3, onda imamo
g = (¢*)? € H pa zaklju¢ujemo da H sadrzi sve elemente od A4 reda 3. Medutim, to je
kontradikcija jer A4 ima 8 ciklickih permutacija duljine 3, odnosno 8 elemenata reda 3, dok
je |H| = 6. Dakle, A4 nema podgrupu reda 6. Opcenito se moZe pokazati grupa A, nema
podgrupu reda n!/4 za n > 5.

Parcijalni obrat Lagrangeovog teorema ipak vrijedi u nekim posebnim slu¢ajevima. Ovu
¢injenicu otkrio je L. Sylow koji je pokazao da ako p’ dijeli |G| gdje je p prosti broj, onda G

ima podgrupu reda p'.
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Slika 1.8. Ludwig Sylow, 1832-1918. Sylow je bio srednjoskolski profesor koji je 1872. dokazao jedan
od najvaznijih rezultata u teoriji konacnih grupa.

Definicija 1.34. Neka je G konacna grupa i neka je p prosti broj.
(i) Grupa G naziva se p-grupa ako je |G| = p* za neki k > 0.
(ii) Podgrupa od G reda p' naziva se p-podgrupa od G.

iii) Podgrupa reda p*, gdje je p* najveca potencija od p koja dijeli |G|, naziva se Sylowljeva
grup P9
p-podgrupa od G.

Primijetimo da ako je |G| = p*m gdje p { m, onda Sylowljeva p-podgrupa ima red p¥. Skup
Sylowljevih p-podgrupa od G oznacavamo sa Syl,(G), a broj Sylowljevih p-podgrupa s n,.

Primjer 1.44. Grupa Zs &ji red je 12 = 22 - 3 ima jednu Sylowljevu 2-podgrupu reda 4
{0,3,6,9},

i jednu Sylowljevu 3-podgrupu reda 3

g

Primjer 1.45. Simetri¢na grupa Ss reda 6 = 2 - 3 ima tri Sylowljeve 2-podgrupe

{(W,(12)}, {(M),23)}, {1),(13)},

i jednu Sylowljevu 3-podgrupu
{(1),(123),(132)}.
0
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Primjer 1.46. Diedralna grupa Dg reda 12 = 22 - 3 je definirana s
Dg = {1,R,...,R5,D,DR,...,DR5 |RS=D>=1, R*D = DR—k}.
Grupa Dg ima tri Sylowljeve 2-podgrupe
{1,R®,D,DR%}, {1,R3 DR’° DR?*}, {1,R3} DR' DR},

i jednu Sylowljevu 3-podgrupu
{1, R?, R*}.

O

U ovim primjerima svaka grupa reda p*m, gdje je p prosti broj i p { m, ima barem jednu
podgrupu reda p*.

Teorem 1.30 (Prvi Sylowljev teorem). Neka je G grupa reda p*m gdje je p prosti broj i
ptm. Tada G ima podgrupe reda p* za svaki 1 < i < k. Posebno, G ima barem jednu
Sylowljevu p-podgrupu.

Sylowljeva p-podgrupa od G je maksimalna podgrupa u smislu da je p* najveéa potencija od
p koja dijeli |G|. Sljedeéi teorem daje neka svojstva ovih grupa.

Teorem 1.31 (Drugi Sylowljev teorem).
(i) Ako su Py i Py Sylowljeve p-podgrupe od G, onda postoji g € G takav da

Py =gPig.

(11) Broj Sylowljevih p-podgrupa je oblika n, = 1+ kp za neki k > 0, odnosno
n, =1 (modp).
Nadalje, n, dijeli indeks [G: P] gdje je P bilo koja Sylowljeva p-podgrupa od G.

(iii) Bilo koja p-podgrupa od G sadrzana je u nekoj Sylowljevoj p-podgrupi od G.

Prvi dio teorema 1.31 kaZe da se svaka Sylowljeva p-podgrupa moze dobiti konjugacijom jedne
Sylowljeve p-podgrupe. Drugim rije¢ima, konjugacija djeluje tranzitivno na skup Sylowljevih
p-podgrupa.

Neka je |G| = p*m gdje p f m, i neka je P Sylowljeva p-podgrupa. Tada je |P| = p* pa iz
Lagrangeovog teorema slijedi [G: P] = m. Stoga n, | m prema drugom dijelu teorema 1.31.

Sylowljevi teoremi su vazni u klasifikaciji kona¢nih grupa. Zaklju¢imo ovo poglavlje s nekim
rezultatima o strukturi grupa koji su posljedica Sylowljevih teorema.
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(1) Ako je G grupa reda p", gdje je p prosti broj, koja sadrzi to¢no po jednu podgrupu reda

n—1

p,p%,...,p" 1, onda je G ciklicka grupa.
(2) Postoje samo dvije nekomutativne grupe reda 8:
(a) Okticka grupa generirana elementima a i b koji zadovoljavaju relacije
at=e, bB=e, b lab=d>
(b) Grupa kvaterniona generirana elementima a i b koji zadovoljavaju relacije
at=e b =d% b lab=d>

(3) Neka je G grupa reda pq gdje su p i g prosti brojevi i p < ¢q. Tada postoje najvise dvije
grupe reda pgq:

(a) Ciklicka grupa reda pq.

(b) Ako p | ¢ — 1, grupa generirana elementima a i b koji zadovoljavaju relacije
a?=b=e, alba=10b"

za neki r € Z takav da je r” =1 (mod ¢q) i r Z 1 (mod q).
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02

Prsteni

2.1 Osnovna svojstva prstena

Prsteni su algebarske strukture na kojima su definirane dvije binarne operacije koje nazivamo
zbrajanje i mnoZenje, i koje su povezane zakonom distributivnosti. Prototip prstena je skup
cijelih brojeva Z sa standardnim operacijama zbrajanja i mnozenja. U ovom poglavlju éemo
prouciti elementarna svojstva prstena, posebno konstrukcije koje su analogne onim u teoriji
grupa kao §to su podprsteni, ideali (koji su analogni normalnim podgrupama), kvocijentni
prsteni 1 homomorfizmi prstena. Kratko ¢emo se osvrnuti i na pitanje multiplikativnog inverza

koje prirodno vodi do konstrukcije polja.

Definicija 2.1. Prsten je neprazan skup R s dvije binarne operacije + i - koje nazivamo

zbrajanje i mnoZenge, i koje za svaki a,b,c € R zadovoljavaju sljedeca svojstva:
(i) (R,+) je Abelova grupa,

(i) mnoZenje je asocijativno:
a-(b-c)=(a-b)-c,

(iii) mnoZenje je distributivno u odnosu na zbrajanje slijeva i zdesna:

a-(b+c)=a-b+a-¢c, (a+b)-c=a-c+b-c

Neutralni element u Abelovoj grupi (R, +) oznacavamo s 0, a inverzni element s —a. Dakle,

u prstenu vrijedi
a+(—a) =0 zasvakia€ R.

Radi jednostavnosti pisanja mnoZzenje oznacavamo s a - b = ab.

Definicija 2.2. Ako je mnoZenje u prstenu R komutativno, onda R nazivamo komutativni

prsten. KaZemo da je R prsten s jedinicom ako postoji element 1 € R takav da je

lra=algr=a za svakia € R.

66



Algebarske strukture Poglavlje 2. Prsteni

Jedinicu u prstenu R oznac¢avamo s 1 kako bi je razlikovali od realnog broja 1. Medutim, ako
nema opasnosti od zabune, jedinicu u prstenu ¢emo jednostavno oznaciti s 1. Zanimljivo je
primijetiti da je komutativnost zbrajanja u R uvjetovana zahtjevom distributivnosti mnozenja
u R. Pretpostavimo na trenutak da (R, +) nije komutativna grupa i da R ima jedinicu 1 € R.
Tada se umnozak (1 + 1)(a + b) moZe izra¢unati na dva razli¢ita nacina:

1I+Dae+bd)=1+la+(1+)b=a+a+b+b, (2.1)
1+1D(a+b)=1a+b)+1(a+b)=a+b+a+b. (2.2)
Usporedbom (2.1) i (2.2) zaklju¢ujemo da je a +b = b+ a jer bismo inace imali kontradikciju.
Dakle, (R,+) mora biti Abelova grupa kako bi zbrajanje bilo kompatibilno s uvjetom

distributivnosti.

Primjer 2.1. Neka je (R,+) Abelova grupa. Ako na R definiramo mnoZenje s ab = 0 za
svaki a,b € R, onda dobivamo trivijalni prsten. Trivijalni prsten nema jedinicu osim ako je

R ={0}. U tom je slucaju 1 =0. O

Primjer 2.2. Standardni primjeri prstena s jedinicom su skupovi brojeva Z,Q,R i C sa

standardnim operacijama zbrajanja i mnoZzenja. [

Primjer 2.3. Neka je M (n,F) skup kvadratnih matrica reda n nad F =R ili C. M(n,F)
je prsten s operacijama matri¢nog zbrajanja i mnozenja. Nula u prstenu je nul matrica, a

jedinica je jedini¢na matrica. [

Primjer 2.4. Skup 2 x 2 matrica nad poljem F definiran sa

R:{(S g>|a,belﬁ‘} (2.3)

je nekomutativni prsten. Primijetimo da R nema jedinicu. Pretpostavimo da postoji

(o 8) € R takav da je
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

za sve a,b € F. Jednadzba (2.4) implicira ax = a, ay = b 1 xb = b §to vodi na kontradikciju
ako je a =01 b # 0. Jedini¢na matrica (§9) je jedinica u prstenu M(2,F), ali (}9) ¢ R. O

Primjer 2.5. Sa R[z] ozna¢imo skup polinoma s realnim koeficijentima
f(x) :Go+a1x+a2m2+~--+anac", a; € R.

Standardne operacije zbrajanja i mnoZzenja polinoma zadovoljavaju aksiome prstena. Nula u
R[z] je nul polinom 0(x) = 0, a jedinica je konstantni polinom 1(z) = 1. Svojstva polinoma

s koeficijentima u proizvoljnom prstenu ¢emo detaljnije prouciti u poglavlju 2.10. J
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Primjer 2.6. Skup neprekidnih funkcija f: [a,b] — R je prsten sa zbrajanjem i mnoZzenjem
po tockama:

(f +9)(x) = f(z) +9(x), (f9)(x) = f(x)g(x) x € [a,b].
Jedinica u prstenu je konstantna funkcija
1(x) =1 zasvaki z € [a,b].
Ovaj prsten oznacavamo s Cla,b]. O

Primjer 2.7. Promotrimo Abelovu grupu Z, = {0,1,...,n — 1}. MnoZenje u Z,, definirano
kao

T-y =1y,

zadovoljava aksiome prstena. Z, je prsten s jedinicom 1 koji ima kona¢no mnogo elemenata.
0

Elementarna svojstva prstena dana su sljedeéim teoremom.

Teorem 2.1. Neka je R prsten. Tada za svaki a,b,c € R vrijedi
(i) a0 = 0a = 0,
(i) a(=b) = —(ab) = (=a)b,

(i1i) a(b—c) =ab—ac, (a—b)c=ac— bec.

Dokaz
(i) Iz distribucije mnozenja slijedi
a0 = a(0+ 0) = a0 + a0,

Sto prema definiciji neutralnog elementa implicira a0 = 0. Sli¢no se pokazuje da je

O0a = 0.
(ii) Distributivnost mnozenja daje
0=1a0=a(b+ (=b)) = ab+ a(-Db),

pa iz definicije inverznog elementa slijedi

Sli¢no se pokazuje relacija —(ab) = (—a)b.
(iii) Koristeci svojstvo (ii) dobivamo
a(b—c) =a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ab — ac,
i sli¢no
(a —b)e = (a+ (=b))c = ac+ (=b)c = ac — bc.
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MnozZenje u prstenu je asocijativno pa umnozak elemenata a1, as i ag jednostavno zapisujemo
kao aiagas jer nije vazno kako grupiramo elemente. Isto vrijedi za umnozak elemenata

ai,as,...,a, koji zapisujemo kao

n
Hai =ai1az...0ay.
=1

Takoder, zbog asocijativnosti zbrajanja suma elemenata ai, as, ..., a, se zapisuje kao
n
E a; =a1+az+ -+ ap.
i=1

Sljedeca propozicija daje generalizaciju aksioma o distributivnosti, i lako se dokazuje indukci-
jom po nim.

Propozicija 2.1. Neka je R prsten, i neka su a;,b; € R, 1 <i<n,1<j<m. Tada je

i=1 j=1

Ako je a € Rim € N, onda definiramo

m

a’'=aa...a, ma=a+a-+---+a
I\ 72 )
m puta m puta

a ™= (a_l)m ako a ima multiplikativni inverz a =,
—ma = (—a) + (—a)+---+ (—a).

m puta

Ako R ima jedinicu, onda definiramo a” = 1. Iz ovih definicija indukcijom se lako pokazuje
sljedeéi teorem.

Teorem 2.2. Neka je R prsten, i neka su a,b € R. Tada za svaki n,m € N vrijedi

(i) ama™ = g™,
(ii) (™)™ = a™".

Takoder, za svaki n,m € Z imamo
(i) ma+na = (m+n)a,

(i) m(na) = (mn)a,

(iii) (ma)(nb) = (mn)(ab) = (na)(mb).
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2.2 Vrste prstena

S obzirom na svojstva mnoZenja, razlikujemo nekoliko vrsta prstena.

Definicija 2.3. Neka je R prsten s jedinicom gdje je 1 #£ 0. Ako svaki element a € R, a # 0,
ima multiplikativni inverz uw R, onda R nazivamo prsten s dijeljenjem. Komutativni prsten s

dijeljenjem nazivano polje.

Ako je R prsten s jedinicom, onda skup invertibilnih elemenata tvori multiplikativnu grupu R*.
Na primjer, u prstenu cijelih brojeva je Z* = {1, —1}. U prstenu s dijeljenjem multiplikativna
grupa jednaka je R* = R\ {0}.

Standardni primjeri prstena s dijeljenjem (odnosno polja) su prsteni brojeva Q, R i C.

Primijetimo da Z nije prsten s dijeljenjem jer cijeli brojevi osim 1 i —1 nemaju multiplikativni

inverz u Z. Prsten matrica M (n,R) nije prsten s dijeljenjem jer matrica A # 0 ne mora

a 0
A= b#£0
(b 0) ) a’? # )

nije nul-matrica, ali A~ ne postoji jer je det(A4) = 0.

nuzno imati inverz. Na primjer,

Definicija 2.4. Prsten R nazivamo integralna domena ako xy =0, z,y € R, povlaci x = 0

iliy = 0.

Ako je R prsten s dijeljenjem, onda je R integralna domena. Posebno, svako polje je integralna
domena. Ako je R integralna domena i z,y € R\ {0}, onda je xzy # 0. Napomenimo da
neki autori definiraju integralnu domenu kao komutativni prsten s jedinicom koji zadovoljava
definiciju 2.4.

Prsten cijelih brojeva Z je ocCigledno integralna domena. Lako se pokazuje da je prsten

Gaussovih cijelih brojeva
Z[i] = {m+z’n |m,n€Z,i= \/—1}
takoder integralna domena.

Primjer 2.8. Promotrimo prsten neprekidnih funkcija C|0, 1]. Definirajmo

0, 0<z <,

fay=4" T
$—§, §<£U§1,

1 1
-+ 3, 0<z<3,

g(z) = o 2
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Tada su f,g € C[0,1] 1 f # 0, g # 0. Medutim, f(x)g(z) = 0 za svaki « € [0,1], odnosno
fg =0, pa zaklju¢ujemo da C[0, 1] nije integralna domena. [

Prsten Z je komutativna integralna domena s jedinicom, ali nije polje jer za n € Z\ {0,1, —1}
vrijedi n=t = % ¢ 7. Medutim, parcijalni obrat vrijedi u sljede¢em slucaju.

Propozicija 2.2. Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. Ako je R konacan
skup, onda je R polje.

Dokaz Odaberimo a € R, a # 0, i definirajmo preslikavanje ¢: R — R s ¢(z) = ax.
Pokazimo da je ¢ injekcija. Ako je ax = ay, onda je a(x —y) = 0 §to implicira da je x —y =0
jer je R integralna domena i a # 0. Dakle, z = y. Injektivnost implicira da je ¢: R — R
surjekcija jer je R konacan skup. Odavde slijedi da za 1 € R postoji jedinstveni b € R
takav da je ¢(b) = 1, odnosno ab = ba = 1. Time je dokazano da svaki element a # 0 ima
multiplikativni inverz. Stoga je R polje. |

Definicija 2.5. Neka je R prsten. Element x € R naziva se lijevi djelitelj nule ako postoji
y € R, y # 0, takav da je xy = 0. Slicno se definira desni djelitelj nule. Ako je x lijevi i

desni djelitelj nule, onda se © naziva djelitelj nule.

Ocito je 0 € R trivijalni djelitelj nule u svakom prstenu R. Primijetimo da je R integralna
domena ako i samo ako je 0 € R jedini djelitelj nule u R. Primjeri prstena s netrivijalnim
djeliteljima nule su M (n,R) za n > 2 i Z,, gdje je m sloZeni broj.

A= (2%, B2 %) Lbzo
00 b 0

matrice u prstenu M (2,R). Tada je AB = 0 §to povlaci da je A lijevi djelitelj, a B desni
djelitelj nule u M(2,R).

Neka su

Netrivijalni djelitelji nule u prstenu Z, su elementi a € Z,, a # 0, takvi da je najveéi
zajednicki djelitelj nzd(a,n) > 1. Neka je d = nzd(a,n) > 1. Onda je n = bd i a = cd za neki
beNiceZ. Kakojed>1imamo 0 < b < n, stoga je b # 0. Nadalje, ab = cdb = cn §to
implicira da je @b = ab = 0. Dakle, @ je djelitelj nule jer je b # 0. Na primjer, djelitelji nule u
prstenu Zg su 2, 3 i 4 jer 2, 3 i 4 nisu relativno prosti u odnosu na 6.

Definirajmo jo$ nekoliko korisnih pojmova u teoriji prstena.

Definicija 2.6. Neka je R prsten. Za element a € R kaZemo da je nilpotentan ako postoji
n € N takav da je a™ = 0.
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Neutralni element 0 € R je ocigledno nilpotentan. Matrica

0
A= v , T €R,

0 0

je nilpotentan element u prstenu M (2,R) jer je
A% = 00 .
00

Ako je R integralna domena, onda R ne sadrzi nilpotentne elemente a # 0. Doista, ako je
a # 0 nilpotentan, onda jednakost a” = aa™ ! = 0 implicira "~ = 0. Iteracijom po n

zaklju¢ujemo da je a = 0, Sto je kontradikcija. Dakle, jedini nilpotentni element u integralnoj

domeni je 0 € R.
Definicija 2.7. Neka je R prsten. KaZemo da je element a € R idempotentan ako je a® = a.

Ocito je da su 0 i 1 idempotentni elementi u svakom prstenu R (ako R ima jedinicu). Za

A:(1 1>6M(2,R)
0 0

vrijedi A2 = A, stoga je A idempotentan element u M (2, R).

matricu

2.3 Podprsten i karakteristika prstena

Definicija 2.8. Neka je (R,+,-) prsten, i neka je S C R neprazan podskup. Ako je (S,+,-)
prsten, onda S nazivamo podprsten od R.

Binarne operacije u S su iste kao u R. Sli¢no se definira podpolje nekog polja. Svaki prsten

R ima trivijalne podprstene: {0} i R.

Propozicija 2.3. Neka je R prsten. Neprazan podskup S C R je podprsten od R ako za
svaki a,b € S vrijedia —b e S iabe S.

Dokaz Ako je a —b € S za svaki a,b € S, onda je (S,+) aditivna podgrupa grupe (R, +).
Nadalje, ako je ab € S za svaki a,b € S, onda je .S zatvoren na mnozenje, dok se asocijativnost

i distributivnost mnozenja naslijeduju iz R. ]

Lako se pokazuje da je presjek kona¢nog broja podprstena od R takoder podprsten od R.
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Definicija 2.9. Neka je R prsten. Skup
Z(R)={a€ R|za=ax zasvaki =€ R}

naziva se centar prstena R.

Centar Z(R) je neprazan skup jer je 0 € Z(R).

Teorem 2.3. Centar prstena je podprsten.

Dokaz Neka su a,b € Z(R)ix € R. Tada je

(a —b)x = ax — bx = xa — xb = x(a — b),
sto pokazuje da je a — b € Z(R). Nadalje,

(ab)x = a(bz) = a(xb) = (ax)b = x(ab),

pa slijedi da je ab € Z(R). Prema propoziciji 2.3, Z(R) je podprsten od R. [ |

Definicija 2.10. Neka je R prsten. Pretpostavimo da postoji n € N takav da je na =0 za
svaki a € R. Najmanji takav prirodni broj naziva se karakteristika prstena R. Ako takav broj

ne postoji, onda kaZemo da R ima karakteristiku nula.

Karakteristiku prstena R oznac¢avamo s char(R). O¢igledno je da prsten cijelih brojeva ima
karakteristiku char(Z) = 0.

Primjer 2.9. Pokazimo da je karakteristika prstena Z, jednaka n. Ako je n = 1, onda je
Zy = {0} i trivijalno vrijedi 1-0 = 0 pa je char(Z;) = 1. Neka je n > 2. Onda za svaki
k € 7Z,, imamo

nk=k+k+---+k=nk=nk=0

n puta

|

jer je m = 0. Tvrdimo da je n najmanji prirodni broj sa svojstvom nk = 0 za svaki k € Z,.
Pretpostavimo da postoji 1 < m < n takav da je mk = 0 za svaki k € Z,,. Tada za k = 1
dobivamo
ml=1+1+4+---+1=m=0,
m puta

Sto implicira m = pn za neki p > 1. Ovo vodi na kontradikciju jer je m < n. Dakle, m = n.
O

73



Algebarske strukture Poglavlje 2. Prsteni

Teorem 2.4. Neka je F polje. Tada je char(F) nula ili prost broj.

Dokaz Pretpostavimo da je n # 0 karakteristika polja F. Onda je nlp =0 gdjesuOp ilp
nula i jedinica u polju F'. Ako n nije prosti broj, onda se n moze faktorizirati kao n = nins
gdjeje 1 <nj; <mnil<ng<n. Sada (n1n2)lp = 0p implicira (n11r)(n2lp) = OF Sto daje
nilp = 0p ili nolp = OF jer je F integralna domena. Ovo dalje implicira nia = 0 ili nga =0
za svaki @ € I, ¢ime dobivamo kontradikciju jer su ni,ne < n. Zaklju¢ujemo da n nije sloZen,
odnosno da je n prosti broj. |

Primjer 2.10. Polja Q, R i C imaju karakteristiku nula. [J

Primjer 2.11. Prsten Z,, gdje je p prosti broj, je polje karakteristike p. Z, je komutativni
prsten s jedinicom 1 pa je dovoljno pokazati da svaki a € Z,, a # 0, ima multiplikativni
inverz u Z,. Ako je 0 < a < p, onda je najveci zajednicki djelitelj brojeva a i p jednak 1.
Stoga postoje m,n € Z takvi da je

ma +np = 1. (2.5)

Odavde slijedi da je
ma +np = ma = 1 (2.6)

1

jer je p = 0. Stoga je ma = am = 1, odnosno a~ ' = m, gdje m moZemo odabrati tako da je

0 < m < p. Prema primjeru 2.9 je char(Z,) = p pa je Z, polje karakteristike p. O]

2.4  Prsten kvaterniona

1843. godine irski matemati¢ar W.R. Hamilton konstruirao je prvi primjer nekomutativnog
prstena s dijeljenjem. Elemente tog prstena nazvao je kvaternioni jer su definirani pomocu
Cetiri realna broja. Kvaternioni nalaze Siroku primjenu u matematici, fizici i tehnici. Na
primjer, kvaternionima se opisuju prostorne rotacije pa se stoga primjenjuju u 3D racunalnoj
grafici, teorijskoj mehanici i teoriji kontrole. Interesantno je spomenuti da se polozaj svemir-
skih satelita u orbiti kontrolira pomoéu kvaterniona. Kvaternioni su imali vazan utjecaj na
razvoj algebre jer su doveli do istrazivanja drugih “hiperkompleksnih” brojevnih sustava.

U ovom odjeljku éemo konstruirati kvaternione promatrajuéi kompleksne matrice

A:<“b b), a,beC, (2.7)

— a

gdje @ oznacava konjugaciju broja a. Neka je H skup svih matrica oblika (2.7). Pokazimo da
je H podprsten prstena M(2,C). Ako su A;, Ay € H, onda je

A —Ay=| @ by (e b2} _ [ a—a bhi—bh) g
- m —by ao —(bl—bQ) al — ao
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Slika 2.1. William Rowan Hamilton, 1805-1865. Hamilton je otkrio kvaternione 1843. godine, §to je
primjer prve nekomutativne algebre.

A Ay — al bl ag b2 . u v
1 —51 al —52 a2 N —U u

gdje je u = ajas — biby i v = aiby + b1a@z, pa je H zatvoren na mnoZenje. Prema propoziciji
2.3, H je podprsten od M(2,C).

Takoder,

Pokazimo sada da je H prsten s dijeljenjem. Neka je A € H, A # 0. Tada je a #0ili b # 0,
Sto povlaci da je det(A) = |a|? + |b|?> > 0. Dakle, matrica A je invertibilna i vrijedi

1 a —b
Al= —— |~ .
la|? + |b|? (b a )

Primijetimo da je A~! takoder matrica oblika (2.7) jer je a = @ i b = —(—b), pa zakljuc¢ujemo
da je A~! € H. Time je dokazano da je H prsten s dijeljenjem.

Ako kompleksne brojeve a i b rastavimo na realni i imaginarni dio, a = a1 +iao i b = 1+ 102,

onda matricu A moZemo napisati kao zbroj

() en(t )20

Definirajmo matrice

) ) () )

Ove matrice zadovoljavaju tablicu mnoZenja 2.1. Stoga se umnozak u prstenu H moze
rac¢unati koriStenjem tablice 2.1 i distribucije matri¢nog mnozenja. Ovo motivira sljedeéu

definiciju.
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Tablica 2.1. Tablica mnoZenja kvaterniona

Definicija 2.11. Brojevi oblika
r=ae+bi+cj+dk, a,bc,deR, (2.8)

gdje stmboli e, i, j i k zadovoljavaju tablicu mnoZenja 2.1 nazivaju se realni kvaternions.

Zbroj dvaju kvaterniona x; i x2 je dan sa
x1+ 22 = (a1 +a2)e+ (by +b2)i+ (c1 +c2)j+ (di + d2) k.
Umnozak
T1T2 = (a1e+b1i+clj +d1k)(a2e—|—b2i+02j +d2k)
se ra¢una primjenom tablice 2.1 i distributivnosti mnozenja. Na primjer, ako su z; = 2e+i—k
ixe = —2j+k, onda je
T1Xo = (26 +1i-— k)(—2j + k)
= —4ej — 2ij + 2kj + 2ek + ik — k?
=—-4j—-2k—-2i+2k—j+e

=e — 2i— 5j.
Nula u prstenu je
0 = Oe + 0i + 0j + Ok, (2.9)
a jedinica je
1 =1e+ 0i+ 0j + Ok. (2.10)

Inverz kvaterniona jednak je

ae—bi—cj—dk
a? 4+ b? 4 2 4 d?

(ae+bi+cj+dk) =

uz uvjet da je barem jedan od brojeva a, b, c ili d razli¢it od nule. Primijetimo da prsten
kvaterniona H sadrZi podprstene R i C jer realne i kompleksne brojeve mozemo identificirati
s kvaternionima kao

a=ae, a-+ib=ae+bi.

Dakle, H predstavlja proSirenje polja kompleksnih brojeva C, ali mnoZenje u proSirenom

prstenu H nije komutativno.
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2.5 Prsten matrica

Pojam matrice nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva se moze prosiriti na proizvoljan
prsten. Neka je A matrica reda n s elementima u nekom prstenu R,

ail a2 ... Gip
a1 a2 ... Qao2n L

A= , a; €R, 1<4,5<n.
anl ap2 ... Qapn

Matricu krace oznacavamo s A = (a;;) gdje je a;; element matrice A u i-tom retku i j-tom
stupcu. Prsten matrica M(n, R) je skup matrica reda n na kojem zbrajanje i mnoZenje

definiramo na standardni nacin:

A+ B = (aij—i—bl-j), (211)
AB = (Z aikbkj). (2.12)
k=1

Lako se pokazuje da zbrajanje i mnoZenje definirano s (2.11) i (2.12) zadovoljava aksiome
prstena. Nula u prstenu M (n, R) je nul matrica ¢iji su svi elementi 0 € R. Ako R ima

jedinicu 1 € R, onda je jedinica u prstenu M (n, R) jedini¢na matrica

U tom slucaju svaku matricu A moZemo napisati kao linearnu kombinaciju s koeficijentima u
R,
n
A= Z aijEij,
e
gdje matrica F;; ima u i-tom retku i j-tom stupcu jedinicu a na ostalim mjestima nulu. Za

umnozak matrica E;; vrijedi pravilo

EijEy = 6j1Eq (2.13)
gdje je d;, Kroneckerov delta simbol
]‘7 . = k?
Ojk = ’
0, j#k
Matrice F;; su idempotentne jer je EZQZ = FE;; zasvakii = 1,2,...,n. Ako jen > 1, onda

prema pravilu (2.13) imamo

E11E12 = 011E12 = Eqo,
ExFE = 001E11 = 0.
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Stoga je M (n, R) nekomutativni prsten za n > 1.

Pretpostavimo da je R komutativni prsten s jedinicom. U tom slucaju standardni rezultati
iz linearne algebre analogno vrijede i u prstenu M (n, R). Posebice, mozemo definirati
determinantu matrice kao

det(A) = Z Sgn(a)ala(l)a2a(2) -+ Qng(n)
o€Sn

gdje se suma uzima po svim permutacijama skupa {1,2,...,n}, a sgn(o) je predznak permu-

tacije 0. Za determinantu vrijedi Binet-Cauchyeva formula
det(AB) = det(A)det(B) zasvaki A,B € M(n,R). (2.14)
Prisjetimo se da je kofaktor elementa a;; definiran s
Aij = (1) Ay,

gdje je A;; subdeterminanta matrice A koja se dobije tako da se iz A izbriSe i-ti redak i
j-ti stupac. Adjunkta matrice A je matrica A = (cij) gdje je a;j = Aj;. Za svaku matricu
A € M(n, R) vrijedi

AA = AA = det(A)I (2.15)

gdje je I € M(n, R) jedini¢na matrica.

Teorem 2.5. Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Tada je A € M(n, R) invertibilna

matrica ako © samo ako je det(A) invertibilna u R.

Dokaz Neka je A invertibilna matrica. Tada postoji A=1 € M (n, R) takva da je AA~! =
A7'A = 1. Iz jednadzbe (2.14) dobivamo

det(A)det(A™1) = det(A N det(A) = det(I) =1,

Sto pokazuje da je det(A) invertibilna u R. Pretpostavimo sada da je A = det(A) invertibilna
u R, odnosno da postoji A~™! € R takav da je AA™! = A='A = 1. Kako je R komutativni
prsten, za svaki a € R i B € M(n, R) vrijedi aB = Ba. MnoZenjem jednadzbe (2.15) s A~!
i koristeci svojstvo komutativnosti u prstenu R dobivamo

(AT1A)A = AATTA) =1
Odavde slijedi da je A invertibilna matrica i da je
ATl =ATTA
[ |

Kako svi elementi nekog polja koji su razli¢iti od nule imaju multiplikativni inverz, poseban
slu¢aj ovog teorema je
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Korolar 2.1. Neka je F polje. Tada je A € M(n,F) invertibilna ako i samo ako je
det(A) # 0.

2.6 Prsten grupe
Neka je R prsten s jedinicom 1 # 0 i neka je G = {g1, g2, . . . , gn} konacna grupa. Oznac¢imo
s R|G] skup svih formalnih suma

a1g1 +axg2 + -+ +angn, a; €R, g €G.

Ako je g1 = e neutralni element u G, onda krace piSemo ag; = a za a € R, i sli¢no 1g; = g;.
Zbrajanje u R[G] se definira po komponentama, t;.

n n n
Z a;g; + Z bigi = Z(ai + b;)gi.
i=1 i=1 i=1

MnozZenje se definira tako da prvo definiramo

(ag;)(bg;) = (ab)gy (2.16)

gdje je gr = ¢igj, a zatim (2.16) prosirimo na formalne sume koristec¢i distributivnost. Ako je

n n n
( > aigz) ( > bjgj) = gk,
i=1 j=1 k=1
onda je koeficijent elementa g jednak
Cr — Z aibj.
9i9;=9k

Ovako definirano zbrajanje i mnoZenje u R[G| zadovoljava svojstva prstena. Asocijativnost
mnoZenja u R[G] se naslijeduje od asocijativnosti mnoZzenja u R i G. Nadalje, element le = 1
je jedinica u R[G]. Time skup R[G] dobiva strukturu prstena s jedinicom kojeg nazivamo

prsten grupe.

Primjer 2.12. Promotrimo diedralnu grupu
Dy=(R,D|R*=D*=1, R*"D=DR™")
i prsten Z. Neka su z = 2R? —3D iy = R+ 2DR3. Tada je
zy = (2R* — 3D)(R + 2DR?)

=2R* —3DR+4R’DR® — 6D*R?

=2R* —3DR+4DR*R® — 6R® = —4R* + DR.
Ako je R komutativni prsten i G Abelova grupa, onda je prsten R[G] komutativan. Preslika-
vanjem a — ae s R u RG dobivamo ulaganje prstena R u prsten R[G]. Sli¢no, preslikavanje
g — 1lg s G u RG predstavlja ulaganje grupe G u prsten R[G]. Stoga R[G] sadrzi kopije
prstena R i grupe G. [J
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Interesantno je primijetiti da ako je G kona¢na grupa i |G| > 1, onda R[G] ima djelitelje nule.
Neka je g € G, g # e element reda m > 1. Po definiciji prstena grupe, formalne sume e — g i
e+ g+ ¢g>+---+ g™ ! nisu nula. Medutim

(e—g)le+g+g*+-+g" H)=e—g"=0,

Sto pokazuje da je e — g djelitelj nule u R[G].

2.7 ldeali i kvocijentni prsten

Koncept ideala u prstenu je analogan normalnoj podgrupi. Kvocijentni prsteni se tvore na
slican nacin kao kvocijentne grupe, a veza izmedu ideala i homomorfizama prstena je analogna

vezi izmedu normalnih podgrupa i homomorfizama grupa.

Definicija 2.12. Neprazan podskup I prstena R naziva se ideal ako vrijedi
(i) a—bel za svakia,be I,

(ii) racl iare€l zasvakia€ I, r € R.

Ako umjesto svojstva (ii) vrijedi ra € I za svaki a € I, r € R, onda I nazivamo lijevi ideal
prstena R. Sli¢no definiramo desni ideal u R. Ideal je lijevi i desni ideal, pa se ponekad
naziva dvostrani ideal. Ako je R komutativni prsten, onda je svaki ideal u R dvostran. Svaki
ideal je podprsten jer je I Abelova podgrupa od R prema svojstvu (i), a iz svojstva (ii) slijedi
da je I zatvoren na mnoZenje u R. Medutim, podprsten nije nuZzno ideal jer ne mora vrijediti

svojstvo (ii). Svaki prsten R ima trivijalne ideale {0} i R.

Primjer 2.13. Svaki podprsten u prstenu cijelih brojeva Z je ideal. Neka je S C Z podprsten.
Akojer € Zia € S, onda je

(a~|—a+'--—|—a, r >0,
\_\T/_/
ra =40, r=0,
—a—a—- - —a, r<0.
Ir|

U svakom slucaju je ra € S jer je S aditivna podgrupa od Z. Stoga je .S ideal u Z. [J

Primjer 2.14. Neka je R prsten gornje-trokutastih kvadratnih matrica reda 2 nad poljem R.

I:{(8 g>|a€R}

Tada je podskup
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ideal u R. Doista, I je o¢ito aditivna podgrupa od R. Za svaku matricu (¢ Y) € R imamo
Tz Yy 0 a _ 0 za el
0 =z 0 0 0 0
0 a Ty _ 0 az el
0 0 0 =z 0 0
pa zaklju¢ujemo da je I ideal u R. Ako I promatramo kao podskup prstena R’ kvadratnih

matrica reda 2 nad R, onda I nije ni lijevi ni desni ideal u R’. Dakle, svojstvo ideala ne ovisi
samo o skupu I veé i o prstenu u kojem ga promatramo. [J

Primjer 2.15. Neka je R prsten, i neka je a € R. Tada je
aR = {ar|r € R}

desni ideal u R, a
Ra={ra|r e R}

lijevi ideal u R. Ako R nema jedinicu, a ne mora biti element skupa aR ili Ra. Pokazimo da
je aR desni ideal. Odaberimo arq,ary € aR. Tada je

ary —arg = a(ry —ra) € aR
jer je r1 —ro € R. Dakle, aR je Abelova podgrupa od R. Nadalje, za svaki » € R imamo
(ar1)r =a(rir) € aR

jer je rir € R, pa zakljuCujemo da je aR desni ideal u R. Sli¢no se pokazuje da je Ra lijevi
ideal u R. O

Primjer 2.16. Neka je R prsten, i neka je a € R. Definirajmo

RaR = {Zriasi | 73, 8; € R} (2.17)

gdje >, oznacava kona¢nu sumu. Razlika dviju ovakvih suma je opet suma oblika (2.17),

dakle RaR je Abelova podgrupa od R. Takoder, za r, s € R imamo

T<ZW(LS¢> = Z(Tri)asi € RaR,

7 7

(Z”“Si)s = ZTiG(SiS) € RaR,

% 7

Sto pokazuje da je RaR (dvostrani) ideal u R. O

Teorem 2.6. Neka su A i B ideali u prstenu R. Tada je skup
A+B={a+blac Abec B}

ideal u prstenu R.
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Dokaz Odaberimo z,y € A+ B. Tadajex =a+biy=ad +V zanekea,a’ € Aibb € B,
pavrijediz —y=(a—d)+(b—b)eA+Bjerjea—ad € Aib—b € B. Zasvakir € R
imamo rx = ra+1b € A+ B jer jera € Airb € B. Slitno, zr € A+ B pa je time je
dokazano da je A 4+ B ideal od R. [ |

Propozicija 2.4. Neka je {Ij.}res familija ideala prstena R. Tada je (e ; Iy takoder ideal
prstena R.

Dokaz Odaberimo a,b € (,c;Ix ir € R. Tada je a —b € I} za svaki k € J pa je
a—>b € ey k- Nadalje, ra,ar € Iy za svaki k € J §to povlaci ra,ar € (\,c;Ix pa
zakljucujemo da je (), ; Iy ideal od R. [ |

Definicija 2.13. Neka je S podskup prstena R. Najmanji ideal koji sadrzi S naziva se
ideal generiran skupom S, i oznacava sa (S). Ako je S konacan skup, S = {ai,aa,...,an},
onda koristimo oznaku (S) = (a1,az,...,ay). Ideal (a) generiran jednim elementom a € R
nazivamo glavni ideal.

Ideal generiran skupom S C R se tvori na sljede¢i na¢in. Neka je A = { Ay }res familija ideala
od R takvih da je S C Ay za svaki k € J. Primijetimo da je A neprazan skup jer je R € A.
Prema propoziciji 2.4, (\,c; Ak je ideal od Ri S C (¢ ; Ax. Ako je B bilo koji drugi ideal
od R koji sadrzi S, onda je B € A pa je (,c; Ax € B. Dakle, [,c; A je najmanji ideal
koji sadrzi skup S, pa je

(S) = Ax-
keJ
Analogne definicije i tvrdnje se mogu formulirati za lijeve i desne ideale.

Neka je R prsten s jedinicom. Lako se provjeri da je

(a) = {Z rias; | i, 8; € R} = RaR,

i
gdje Y, oznacava kona¢nu sumu. Ako je R takoder komutativan, onda je
(a) ={ra|r € R} = Ra=aR.

Voded¢i se analogijom u konstrukeiji kvocijentne grupe, sada ¢emo definirati kvocijentni prsten.

Neka je I ideal u prstenu R. Definirajmo relaciju ekvivalencije ~ na R s
a~b akoisamo akoje a—0bel.
Klasa ekvivalencije elementa a € R je
a={beR|la-bel}={a+r|rel}=a+1.
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Skup svih klasa ekvivalencije @ ozna¢imo s
R/I ={a+1|a€ R}
Na skupu R/I moZemo definirati zbrajanje i mnoZenje na prirodan nagin:

(@+ 1)+ (B+1)=(a+b)+1, (2.18)
(a+I)b+1I)=ab+ 1. (2.19)

Pokazimo da su operacije (2.18) i (2.19) dobro definirane, odnosno da ne ovise o predstavniku
klase ekvivalencije. Akojea+I=a'+Tib+I=0b+1,ondajead’ —a=relibt/—-b=secl.
Sada imamo

(d+b)+I=(a+b+r+s)+I1=(a+b)+1

jer je r + s € I. Nadalje,
dbl+I=(a+r)b+s)+I=(ab+rb+as+rs)+I=ab+ 1

jer zbog dvostranosti ideala I imamo rb,as,rs € I. Dakle, zbrajanje i mnoZenje u R/I je
dobro definirano. Lako se provjeri da skup R/I s operacijama (2.18) i (2.19) zadovoljava
aksiome prstena. Operacije (2.18) i (2.19) mozemo krace zapisati kao

G+b=a+0b, ab=ab zasvea,bcR.

Nula u prstenu R/I je klasa ekvivalencije 0 = I. Ako R ima jedinicu 1 € R, onda je jedinica
uR/Idanas1=1+1.

Definicija 2.14. Neka je I ideal u prstenu R. Tada se prsten (R/I,+,-) naziva kvocijentni
prsten R modulo I.

Ako je I = R, onda je R/I nul-prsten jer je 7 = r + I = 0 za svaki r € R. Ako je I = (0),

onda se R/I moze identificirati s R ako a + (0) identificiramo s a.
Primjer 2.17. Odaberimo n € N i promotrimo kvocijentni prsten
Z/(n)={k+ (n) | k€ Z}.

Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, svaki k € Z se moze zapisati kao k = gn + [ za neki
q€eZi0<Il<n-—1. Stoga je

Z/(n)={l+(n)|1=0,1,...,n—1}
pa je Z/(n) jednak prstenu Z, = {0,1,...,n — 1} sa zbrajanjem i mnoZenjem modulo n. (J

Primjer 2.18. Promotrimo prsten gornje trokutastih matrica

R:{(S’ i) |a,b,c€R} (2.20)
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0 b
I = |[beR . (2.21)
00
Kvocijentni prsten je dan sa

R/Iz{(S i>+l|a,b,c€R}. (2.22)

Svaki element iz R/I se moZe napisati kao
a b L= a 0 4 0 b
0 ¢ [\o 00
a 0 0 b a 0
= I I| = I 2.23

0 b 00
(0 0>+I:<O 0>+I. (2.24)

Dakle, kvocijentni prsten sadrzi dijagonalne matrice modulo I,
a 0
R/Iz{(o >+I|a,c€R}. (2.25)
c

Primjer 2.19. Neka je (z) ideal generiran polinomom z u prstenu R[z]. Promotrimo

i dvostrani ideal

+1

_l’_

jer je

0

kvocijentni prsten
Rla]/(2) = { /(&) + (2) | f(2) € Rla]}.
Ako je f(x) = ag + a1x + azx® + - - - apx™, onda je
f(@) = f(2) + () = ap + () = @
jer je apx® € () za svaki k > 1. Dakle,

Rlz]/(z) = {a+ (%) | a € R}.

Ako element a + (x) identificiramo s realnim brojem a, onda se zbrajanje i mnoZenje u

Rz]/(z) svodi na zbrajanje i mnoZzenje u skupu R,

(a+(x)) + (b+ () = (a+b) + (z),
(a+ () (b+ (x)) = ab+ (z).

Stoga kvocijentni prsten R[x]/(x) moZzemo identificirati s poljem realnih brojeva R. O

Primjer 2.20. Promotrimo sada kvocijentni prsten

R}/ +1) = {/(2) + (2 + 1) | f(z) € Rla]}.
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Da bismo odredili elemente prstena R[z]/(z? + 1) primijetimo da z? + 1 € (22 + 1) implicira
22 +1=72+1=0.
Dakle, 72 = —1 odakle slijedi da su potencije elementa T € R[x]/(z? + 1) dane s
7" = (-1, z"'=(-1)"z, n>1 (2.26)
Ako je f(x) = ag + a1z + agx® + - - - a;px™, onda iz (2.26) slijedi da je
f@)=ay+aT+ a0+ -+ @z =a+fT

za neke «, B € R, gdje se a i B dobiju grupiranjem koeficijenata uz parne i neparne potencije
od z. Zaklju¢ujemo da je

Rlz]/(z®> +1)={a+ BT | o, B € R} gdjeje 7% = —1. (2.27)

Ako @ i f3 identificiramo s realnim brojevima a i 3, te Z identificiramo s imaginarnom jedinicom
i = v/—1, onda je zbrajanje i mnozenje u R[z]/(z% 4 1) istovjetno zbrajanju i mnozenju
kompleksnih brojeva. Dakle, R[z] /(22 + 1) moZemo identificirati s poljem kompleksnih brojeva
C. O

2.8 Homomorfizmi prstena
Neka je I ideal u prstenu R. Definirajmo preslikavanje
m: R— R/I, w(a)=a+1I. (2.28)
Iz definicije binarnih operacija u R/I slijedi da 7 zadovoljava
w(a+b) =m(a) + m(b), w(ab)=m(a)n(b).

Preslikavanje 7 naziva se projekcija ili kanonski homomorfizam s prstena R na prsten R/I.
Ovo motivira sljedeé¢u definiciju.

Definicija 2.15. Neka su R i S prsteni. Preslikavanje f: R — S koje zadovoljava svojstva
(1) fla+b) = f(a)+ f(b),
(ii) f(ab) = f(a)f(b),

za sve a,b € R naziva se homomorfizam prstena.

Ako je f injekcija, odnosno surjekcija, onda kazemo da je f monomorfizam, odnosno epimorfi-
zam prstena. Ako je f bijekcija, onda je f izomorfizam prstena i kaZemo da su prsteni R i S
izomorfni. U tom slu¢aju je inverzno preslikavanje f~': S — R takoder izomorfizam prstena.

Primjer 2.21. Kompleksna konjugacija f: C — C, f(z) = Z, je o¢igledno izomorfizam na
prstenu C. [

85



Algebarske strukture Poglavlje 2. Prsteni

Primjer 2.22. Neka je R prsten matrica

a b
Rz{[o 0] |a,b€R} (2.29)

i neka je preslikavanje f: R — R definirano sa

(-

Neka su A = |° 8 B:[S g.Ondaje
f(A+B)=f<a;rc bgd>— o= f(4)+ /(B)

S druge strane

£(AB) = f ([O ‘ﬂ) — ac= J(A)f(B).

Dakle, f je homomorfizam prstena. [J

Definicija 2.16. Neka je f: R — S homomorfizam prstena. Jezgra homomorfizma je skup

ker(f) = {a € R| f(a) = 0}.

Primijetimo da svojstvo (i) iz definicije 2.15 implicira da je svaki homomorfizam prstena
f: R — S takoder homomorfizam iz grupe (R, +) u grupu (S,+). Stoga dokaz sljedeceg
teorema izostavljamo jer su analogne tvrdnje dokazane u teoremima 1.1 1 1.2.

Teorem 2.7. Neka je f: R — S homomorfizam iz prstena R u prsten S. Tada vrijedi:
(i) f(0) =0 gdje su 0 i 0 nule u prstenovima R i S, redom,
(ii) f(—a) = —f(a) za svaki a € R,

(iii) f je injektivan homomorfizam ako i samo ako je ker(f) = {0}.

Primjer 2.23. Odredimo sve homomorfizme iz prstena cijelih brojeva Z u Z. Primijetimo
da je trivijalno preslikavanje f(n) = 0 za sve n € Z homomorfizam prstena. Pretpostavimo

daje f #0. Tada f(n) = f(1-n) = f(1)f(n) implicira

F) (1= £(1)) =0 (2.31)
odakle slijedi f(1) =1 jer je Z integralna domena. Sada za svaki n > 0 imamo
fln) =fA)+f(1) +---+ f(1) =nf(1) =n. (2.32)

Prema teoremu 2.7 vrijedi f(—n) = —n dok je f(0) = 0. Ovo povlaci da je preslikavanje f
identiteta na Z. Dakle, jedini homomorfizmi na Z su f =01 f = idz. U
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Navedimo jo$ neka svojstva homomorfizma prstena.

Teorem 2.8. Neka su R i S prstenovi i neka je f: R — S homomorfizam.
(i) Jezgra ker(f) je ideal u R.
(ii) Slika Im(f) je podprsten od S.

(i1i) Ako R ima jedinicu 1, onda je f(1) jedinica u Im(f).

(iv) Ako je R komutativni prsten, onda je Im(f) komutativni podprsten od S.

Dokaz (i) Jezgra ker(f) je Abelova podgrupa od R. Neka sur € R1ia € ker(f). Tada je

f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0=0.

Sliéno se pokazuje f(ar) = 0. Dakle, ra € ker(f) i ar € ker(f) $to pokazuje da je ker(f)
ideal u R.
(ii) Neka su z,y € Im(f) C S. Tada postoje a,b € R takvi da je f(a) =z 1 f(b) =y. Sada

z—y=fla) = f(b) = fla—b) € Im(f),
zy = f(a)f(b) = f(ab) € Im(f).

Slijedi da je Im(f) podprsten od S.
(iii) Pretpostavimo da je R prsten s jedinicom 1 € R. Tada za svaki f(a) € Im(f), a € R,

vrijedi
fla) = f(1-a) = f(1)[f(a),

islicno f(a) = f(a)f(1). Dakle, f(1) je jedinica u podprstenu Im(f).
(iv) Pretpostavimo da je R komutativni prsten. Neka su f(a), f(b) € Im(f) za neke a,b € R.
MnoZenje u Im(f) je komutativno jer je

f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a).
Dakle, Im(f) je komutativni podprsten u S. [ |

Naglasimo da f(1) € S ne mora biti jedinica u prstenu S. Doista, preslikavanje f: R —
M(2,R) dano sa f(a) = (&9) je homomorfizam prstena pa je f(1) = (}3) jedinica u

Tm(f) = { (g 8) lac R} . (2.33)

Medutim, f(1) nije jedinica u M (2,R).

podprstenu

Tako prsten ne mora imati jedinicu, svaki prsten se moze uloziti u prsten s jedinicom.
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Teorem 2.9. Neka je R prsten. Tada postoji injektivni homomorfizam prstena
f: R— S gdje je S prsten s jedinicom.

Dokaz Neka je S kartezijev umnozak S = R x Z. Na skupu S definirajmo binarne operacije

(a,m)+ (b,n) = (a4 b,m +n), (2.34)
(a,m)(b,n) = (ab+ mb + na, mn), (2.35)

gdje su a,b € Rim,n € Z. Lako se provjeri da operacije (2.34) i (2.35) zadovoljavaju
aksiome prstena. Uredeni par (Og,1) (gdje je Og nula u R) je jedinica u S jer je

(a,m)(0gr,1) = (aOr + mOg + a,m) = (a,m),
(Ogr, 1)(a,m) = (Oga + a + mOg, m) = (a,m).

Definirajmo preslikavanje f: R — S s f(a) = (a,0). Iz definicije binarnih operacija u S

imamo
fla+b) =(a+0b,0)=(a,0)+ (b,0) = f(a) + f(D),
f(ab) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = f(a)f(b).
Preslikavanje f je o¢igledno injekcija pa je f monomorfizam iz prstena R u prsten S. |

Prema teoremu 2.9, svaki prsten R moZemo identificirati s podprstenom f(R) C S, ali jedinica
u S nije sadrzana u f(R). Ako R ima jedinicu 1z € R, onda je f(1g) jedinica u f(R), ali
f(1g) nije jedinica u S jer za (a,n) € S, n # 0, imamo

(1g,0)(a,n) = (a + nlg,0) # (a,n). (2.36)

Sljedeéi teorem je analogan prvom teoremu o izomorfizmu u teoriji grupa.

Teorem 2.10 (Prvi teorem o homomorfizmu prstena). Neka je f: R — S homomorfizam iz
prstena R u prsten S. Tada je
R/ ker(f) ~ Im(f).

Dokaz Ozna¢imo K = ker(f). Definirajmo preslikavanje h: R/K — S s h(a) = f(a) gdje je
@=a+ K. Ako je @ = b, onda je a — b € K &to implicira f(a — b) = 0, odnosno f(a) = f(b).
Dakle, preslikavanje h je dobro definirano. PokaZimo da je h homomorfizam prstena. Za

svaki @,b € R/K vrijedi

h(@+b) = h(a+0b) = f(a+b) = f(a) + f(b) = h(a) + h(b),
h(ab) = h(ab) = f(ab) = f(a) f(b) = h(@h(B).
Nadalje, h je o¢igledno surjekcija na Im(f) jer je
Im(h) ={h(a+ K)|a€ R} ={f(a) | a € R} = Im(f).
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Preostaje nam dokazati da je h injekcija. Ako je h(a) = h(b), onda je f(a) = f(b) Sto povlaci
f(a—1b) =0, odnosno a — b € K. Odavde slijedi a + K = b+ K, odnosno @ = b. Time je
dokazano da je h: R/K — Im(f) izomorfizam. ]

Primjer 2.24. Prvi teorem o homomorfizmu mozemo iskoristiti kako bismo pojednostavnili

prikaz kvocijentnog prstena. Promotrimo prsten

R:{(ﬁ g>|nEZ,r€Q}. (2.37)
0 s
A:{(O O)yseQ} (2.38)

Lako se provjeri da je skup

dvostrani ideal u R. Doista,

0 "5> € A, (2.39)

(0 5) (” T) = (O 0) € A (2.40)
0 0 0 0 00
Kvocijentni prsten je dan sa
nor n 0
R/A:{<O O)+A|nEZ,r€Q}={<O 0>+A\n€Z}. (2.41)

Preslikavanje f: R/A — 7Z definirano sa

n 0
f ((0 0) +A> =n (2.42)

je izomorfizam prstena, stoga je R/A ~ 7. O

Neka je f: R — S homomorfizam prstena. Zanima nas u kakvom su odnosu ideali u S s

idealima u R. Ova korespondencija dana je sljede¢im teoremom.

Teorem 2.11. Neka je f: R — S epimorfizam prstena. Neka je Ir skup svih ideala u R
koji sadrze jezgru ker(f) i neka je Ig skup svih ideala u S. Tada je preslikavanje 1: I — Ig
definirano s Y(A) = f(A) bijekcija.

Dokaz Tvrdnju ¢emo dokazati u dva koraka.

(i) Pokazimo da je v surjekcija. Neka je X ideal u S. Pokazimo da je skup
fHX)={a€ R| f(a) € X}

ideal u R koji sadrzi ker(f). Neka su a,b € f~1(X). Tada su f(a), f(b) € X, pa vrijedi
fla—b) = f(a) — f(b) € X, dakle je a — b € f71(X). Za svaki r € R imamo f(ra) =
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f(r)f(a) € X, stoga je ra € f~1(X). Sli¢no se pokazuje ar € f~1(X), pa zaklju¢ujemo da je
f~H(X) ideal u R.

Ako je a € ker(f), onda je f(a) = 0 € X, odnosno a € f~1(X), §to implicira da je
ker(f) C f~1(X). Kako je f: R — S surjekcija, na nivou skupova je X = f(f_l(X)). Dakle,
ideal X je oblika f(A) gdje je A= f~1(X) ideal u R koji sadrzi ker(f). Time je dokazano
da je v surjekcija.

(ii) Sada ¢emo pokazati da je v injekcija. Pretpostavimo da je f(A) = f(B) gdjesu A, B € Ig.
Pokazimo da je A = f~!(f(A)). Kako je

FH(A) ={z € R| f(x) € F(A)},

trivijalno slijedi da je A C f‘l(f(A)). Odaberimo sada z € f~1 (f(A)) Tada je f(x) = f(a)
za neki a € A. Odavde slijedi f(x —a) = 0, odnosno z — a € ker(f) € A. Stoga je
x =a+dad € A zaneki a € A, sto implicira ffl(f(A)) C A. Time je pokazano da je
A= f71(f(A)), islicno B = f~!(f(B)). Sada iz jednakosti f(A) = f(B) odmah slijedi
A = B, ¢ime je dokazano da je v injekcija. [ |

Ovaj teorem pokazuje da ako je f: R — S epimorfizam prstena, onda su ideali u S u 1-1
korespondenciji s idealima u R koji sadrze ker(f). Vazna posljedica ovog teorema je sljedeci
rezultat koji se odnosi na ideale u kvocijentnom prstenu.

Teorem 2.12. Neka je I ideal u prstenu R. Tada je svaki ideal uw R/I oblika A/I gdje je
A C R ideal koji sadrzi I.

Dokaz Neka je ¢: R — R/I kanonski homomorfizam, ¢(a) = a + I. Kako je ¢ surjekcija,
prema teoremu 2.11 svaki ideal u prstenu R/I je oblika ¢(A) gdje je A idealu Ri A D
ker(yp) = I. Takoder, vrijedi

p(A) ={pla) =a+1]ac A} = A/,

¢ime je teorem dokazan. [ ]

2.9 Euklidska domena i domena glavnih ideala

Poznato je da u prstenu cijelih brojeva Z i prstenu polinoma R[z] elemente mozemo dijeliti s
ostatkom pri ¢emu je ostatak pri dijeljenju u izvjesnom smislu "manji” od elementa kojim se
dijeli.

Teorem 2.13 (Dijeljenje s ostatkom). Neka su a,b € Z, b > 0. Tada postoje jedinstveni
q,r € 7 takvi da je
a=bg+7r, 0<7r<hb. (2.43)
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Dokaz Promotrimo skup
S:{a—bk’]k’GZ, a—bk‘ZO}.

Primijetimo da je S neprazan skup jer je a — b(—n) > 0 za dovoljno veliki n € N. Bududi je

S omeden odozdo, S ima minimalni element r > 0 i vrijedi
r=a—bg zaneki ¢q¢€Z.

Ako jer > b,ondajer —b=a—0b(qg+1) > 0pajer—>be S, so jeu kontradikciji
s pretpostavkom da je r minimalni element od S. Dakle, 0 < r < b ¢ime je dokazana

egzistencija g i 7.
Prepostavimo sada da postoje ¢/,r" € Z takvi da je
a=bg+r=0b+7, 0<rr <b.
Onda je
blg—¢)=7r"—r. (2.44)

Bududi je |’ — r| < b, iz (2.44) slijedi da je blg — ¢’| < b, odnosno |¢ — ¢’| < 1. Dakle, ¢ = ¢
jer su q i ¢ cijeli brojevi. Sada (2.44) implicira r = 7’ pa zaklju¢ujemo da je rastav (2.43)
jedinstven. [ ]

Algoritam dijeljenja s ostatkom se moze prosiriti na druge prstene ako se na njima na prikladan

nac¢in moze definirati norma koja mjeri veli¢inu elementa u prstenu.

Definicija 2.17. Neka je R prsten. Svaka funkcija ¢: R — Ny sa svojstvom ¢(0) = 0 i
¢(a) >0 za a # 0 se naziva norma na prstenu R.

Primijetimo da je ova definicija prili¢no opéenita pa isti prsten moZe imati viSe razli¢itih
normi. Prsten na kojem je moguée definirati normu koja daje algoritam dijeljenja s ostatkom

nazivamo euklidska domena. Preciznije, uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 2.18. Neka je R komutativna integralna domena s jedinicom. KaZemo da je R
euklidska domena ako postoji norma ¢: R — Ny takva da za sve a,b € R, b # 0, postoje
q,7 € R takvi da je

a=bqg+r gdjeje ¢(r) < o). (2.45)

Element ¢ nazivamo kvocijent, a r ostatak pri dijeljenju. Primijetimo da (2.45) ukljucuje i
slucaj kada je r = 0 jer je tada ¢(0) = 0 < ¢(b) za svaki b # 0.

Pojam algoritma dijeljenja s ostatkom se moze prosiriti i na nekomutativne prstene. U tom

sluc¢aju razlikujemo lijevi euklidski prsten u kojem vrijedi rastav
a=bg+r, &(r)<¢b),
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i desni euklidski prsten u kojem je

a=gb+r, ¢(r) <o)

Medutim, u primjenama, na primjer u teoriji brojeva, se dijeljenje s ostatkom gotovo uvijek

razmatra u komutativnim prstenima.

Primjer 2.25. Prema Teoremu 2.13 prsten cijelih brojeva Z je Euklidska domena s normom
¢(n) = |n|. O

Primjer 2.26. Svako polje F' je euklidska domena. Definirajmo normu na F sa ¢(0) =0 i
¢(a) =1za a#0. Onda za sve a,b € F, b # 0, vrijedi

a=(ab"")b+0, ¢(0) < ¢(b).

Bududi je u polju ostatak pri dijeljenju uvijek nula, normu na F' moZemo definirati kao bilo
koju funkciju ¢ takvu da je ¢(0) =01 ¢(a) >0za a#0. O

Primjer 2.27. Prsten Gaussovih cijelih brojeva je definiran sa
Zji) = {m+ in|mmnez,i= \/—1}.

Definirajmo normu
o(m +in) = |m +in|* = m* + n?.

Neka su a,b € Z[i], b # 0. Tada je ab~! = o+ i3 za neke a, 3 € Q. Za racionalne brojeve
a i neka su g, fp € Z takvi da je o najblizi a i Sy najblizi 5. Tada je |a — ap| < % i
|8 — Bol < % Sada imamo

a

bla+iB) = b((a — ag) +i(8 — fo) + ao +ifo)
= b(ag +iBo) + blar — ag + (B — Bo)).

Definirajmo ¢ = ag +ifBg i r = b(a —ap+i(8— ﬂo)). Tada je a = bq + r.
Ocigledno je ¢ € Z]i], pa slijedi da je r = a — bq € Z[i]. Nadalje,

o(r) = |b*|a — ag +i(8 — Bo)|* = |b]*((a — ap)® + (B — Bo)?)
<BP((3)"+ (3)7) <o =000

Time smo pokazali da je Z[i] Euklidska domena. [

Definicija 2.19. Prsten u kojem je svaki ideal glavni naziva se prsten glavnih ideala. Komu-
tativna integralna domena s jedinicom u kojoj je svaki ideal glavni naziva se domena glavnih

ideala.

Prema ovoj definiciji, u domeni R glavnih ideala svaki ideal je oblika (a) = Ra za neki a € R

jer je R komutativni prsten s jedinicom.
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Teorem 2.14. Svaka Fuklidska domena je domena glavnih ideala.

Dokaz Neka je R Euklidska domena s normom ¢: R — N U {0}, i neka je I ideal u
R. Ako je I = {0} nul-ideal, onda je I = (0). Stoga pretpostavimo [ # {0}. Skup
S ={¢(a) |a €1, a0} je omeden odozdo, pa postoji d € I, d # 0, koji ima minimalnu
normu u S. PokaZimo da je I = (d). O¢igledno je (d) C I. Odaberimo a € I, a # 0. Kako
je R Euklidska domena, postoje ¢,r € R takvi da je a = dq + 71 ¢(r) < ¢(d). Primijetimo
dajer=a—dgel. Akojer #0, onda iz 0 < ¢(r) < ¢(d) dobivamo kontradikciju zbog
minimalnosti norme ¢(d). Dakle, » = 0 §to implicira a = dq € (d). ZakljuCujemo da je
I C (d), sto povlaci I = (d). [ |

Svaki ideal I u Euklidskoj domeni je generiran nekim elementom d € I koji ima minimalnu
normu u /. Element d ne mora biti jedinstven. Na primjer, prsten cijelih brojeva Z je domena
glavnih ideala gdje je svaki ideal I generiran elementom d koji ima najmanju apsolutnu
vrijednost u I. Stoga, ako je I # {0}, onda je I generiran elementima d i —d.

2.10 Prsten polinoma

Polinome s realnim ili kompleksnim koeficijentima moZemo prosiriti na polinome s koeficijen-
tima u proizvoljnom prstenu R. Ako Zelimo zadrzati komutativnost mnozenja polinoma i

moni¢ne polinome z¥, promatrat ¢emo komutativne prstene s jedinicom.

Definicija 2.20. Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Formalna suma
f(z) = a0+ a1z + agax® + -+ + ana”, a; € R, (2.46)

naziva se polinom u varijabli .

Element a,, # 0 nazivamo vode¢i koeficijent, a a,z" vodeéi ¢lan polinoma f(z). Polinom
f(z) = ap, ap # 0, nazivamo konstantni polinom. Ako je ag = 0, onda f(x) = 0 nazivamo
nul-polinom. Stupanj polinoma definiramo sa deg(f(z)) = n gdje je a,, # 0 vodeci koeficijent
polinoma, dok stupanj nul-polinoma definiramo sa deg(0) = —oo uz standardnu konvenciju

—oo<n, —00+(-00)=-00, —o0o+n=-00 Vn>0. (2.47)

Prema ovoj definiciji, konstantni polinom ima stupanj 0, a nul-polinom ima stupanj —oo.

Skup svih polinoma oblika (2.46) oznacavamo sa R[x].

Na skupu R[z] moZemo definirati strukturu prstena ako zbrajanje i mnoZenje polinoma
uvedemo na standardni naéin. Zbroj polinoma f(z) = Y p_jarz® i g(z) = Y70, bra®,

n > m, definiramo sa
n

f(x) +g(z) =Y (ag + by)a* (2.48)

k=0
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gdje smo uzeli da je b,11 = bypto = ... = by, = 0. Umnozak polinoma je definiran sa

f(@)g(x) = agbo + (agby + arbo)x + (agba + a1by + asbo)x? + - - - + apbypaz™™™

n-+m

= (D aibj)at. (2.49)

k=0 i+j=k

Lako se provjeri da operacije (2.48) i (2.49) zadovoljavaju aksiome prstena. Stoga je R|x]
komutativni prsten s jedinicom gdje je jedinica u R|x| konstantni polinom f(x) = 1. Prsten
R mozemo promatrati kao podprsten konstantnih polinoma i pisemo R C R[z].

Primijetimo da za stupanj polinoma vrijede nejednakosti

deg(f (@) + g(x)) < max (deg(f(z)), deg(g(x))),
deg(f(z)g(x)) < deg(f(x)) + deg(g(z)),

koje vrijede i za f(z) = 0 ili g(x) = 0 uzevsi u obzir konvenciju (2.47). Na primjer, ako je

F(z) =0, g(x) # 0 i deg(g(x)) = n, onda je

deg(f(:n)g(x)) =-—0c0=-00+n= deg(f(:v)) + deg(g(ac)).

Propozicija 2.5. Neka je R integralna domena. Tada je
(i) R[x] integralna domena,

(i) deg(f(z)g(w)) = deg(f(z)) + deg(g(z)).

Dokaz Neka su zadani polinomi f(z) = S_}_jarz® # 01 g(z) = Y 7' bkz® # 0. Tada
sua, # 01 b, # 0 paje apb, # 0 jer je R integralna domena. Ovo povlaci da je
f(x)g(x) # 0 jer je vodedi ¢lan umnoska a, b,z ™™ # 0. Odavde slijedi da je deg(f(x)g(x)) =
deg(f(z)) + deg(g(x)). Dakle, R[z] je integralna domena jer nema djelitelja nule osim nul-
polinoma. |

Svojstva polinoma u mnogome ovise o prstenu R. Promotrimo sljedeée primjere.

Primjer 2.28. Odredite umnozak polinoma f(z) = 322 + 4z i g(z) = 22 + 5 u prstenima
Zs|x] 1 Zg[z]. U prstenu Zs[z| imamo

(322 + 4x)(2z + 5) = 62> + 2322 + 20z = 22
jer je 6 =0,23=1120=0u Zy. S druge strane, u prstenu Zg[x] dobivamo
(322 + 4z)(2x + 5) = 5% 4 2z (2.50)
jerje 6=0,23=15i20=2u Zg. O

Sljedeci teorem pokazuje da se Euklidov algoritam dijeljenja polinoma s ostatkom u prstenu

R[x] moZe prosiriti na znatno veéu klasu prstena.
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Teorem 2.15 (Euklidov algoritam). Neka je R komutativni prsten s jedinicom, i neka su
f(z),g(x) € R[z] gdje je g(x) # 0. Ako je vodeci koeficijent od g(x) invertibilan v R, onda
postoje jedinstveni polinomi q(x),r(z) € R[z| takvi da je

f(z) = g(x)q(z) +r(z), deg(r(z)) < deg(g(x)). (2.51)

Dokaz Ako je f(z) = 0, onda su g(z) = r(x) = 0. Pretpostavimo da je f(z) = Y j_, axz" #
0 i neka je g(z) = Y1 bk gdije je bl € R. Ako je deg(g(z)) > deg(f(x)), onda u
relaciji (2.51) mozemo uzeti g(z) = 01 r(z) = f(z). Stoga je dovoljno promatrati slucaj
deg(g(x)) < deg(f(x)), pa dokaz mozemo provesti indukcijom po n = deg(f(x)).

Ako je n = 0, onda je f(z) = ag i g(z) = by pa mozemo uzeti g(z) = by ag i r(x) = 0.
Primijetimo da je deg(r(x)) = —oco < 0 = deg(g(z)). Pretpostavimo sada da tvrdnja (2.51)
vrijedi za svaki polinom f(z) stupnja < n. Promotrimo

anb T G(2) = anby 2T (™ + by ™ T 4 bg)
= anx" + anbyt (b 1™ 4 o™ T™)

= 4"+ 01(@)
gdje je deg(g1(z)) < n —1. Sada je
f(@) = anb'a""g(x) = a1t 4o+ ag — gi(2) = fi(2) (2.52)
gdje je deg(f1(z)) < n — 1. Po pretpostavci indukcije postoje g1(x),r(x) € R[z] takvi da je
(@) = g(@)q(z) +r(x), deg(r(z)) < deg(g(z)). (2.53)
Iz jednadzbi (2.52) i (2.53) slijedi
f(@) = g() (anby, 2" + q1(2)) +r(z).
Definirajmo q(x) = apb,,'2" ™ + q1(x). Time je dokazana egzistencija polinoma q(z) i r(z).
Za jedinstvenost rastava (2.51) pretpostavimo da je
f(@) = g(@)q(x) + ri(z) = g(z)ga(x) + r2(2)
gdje je deg(r;(x)) < deg(g(x)) za i = 1,2. Odavde dobivamo
9(x)(q1(2) — q2(x)) = ra() — r1(2). (2.54)
Kako je vodeci koeficijent u g(z) invertibilan, to je
deg(g(z)(q1(z) — g2(2))) = deg(g()) + deg(q1(z) — ga2(2)).
Takoder, deg(r1(x) — ro(z)) < deg(g(z)) Sto zajedno s jednadzbom (2.54) povlaci
deg(g(z)) + deg(qi(z) — q2(x)) < deg(g(x)).
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Ova nejednakost vrijedi ako i samo ako je deg(qi(x) — g2(z)) = —00, odnosno ¢ (z) = g2(x).
Sada iz jednadZbe (2.54) dobivamo r1(z) = ro(z). ]

U primjenama nas ¢esto zanimaju polinomi nad poljem F, na primjer F' = R, C ili Z, gdje
je p prosti broj. Ako je g(x) # 0 u F[z], onda vodedéi koeficijent od g(z) ima inverz u F
pa Teorem 2.15 povladi da u prstenu F[z] polinome mozemo dijeliti s ostatkom. Normu na
F[x] mozemo definirati sa ¢(f(x)) = 29°8U/(®) uz konvenciju 27 = 0 koja osigurava da je
#(0) = 0. Sada rastav (2.51) moZzemo pisati u obliku

f(@) = g(x)q(x) +r(z), ¢(r(z)) < dlg(x))

jer je ¢ rastuca funkcija. Stoga je F[z]| euklidska domena pa iz Teorema 2.14 slijedi da je
F[z] domena glavnih ideala. Time smo dokazali

Teorem 2.16. Ako je F polje, onda je prsten Fx] domena glavnih ideala.

Prema ovom teoremu, svaki ideal u F[x] je oblika

(p(x)) = p(x)Fz] = {p(x)f(2) | f(z) € Flz]}

za neki polinom p(x) € F|[z].

2.10.1 Ireducibilni polinomi

Promotrimo sada pobliZze problem ireducibilnosti i faktorizacije polinoma. Posebno nas
zanima uvjet kada se u faktorizaciji polinoma javlja linearni faktor, odnosno polinom stupnja
jedan.

Definicija 2.21. Neka je F' polje. KaZemo da je polinom f(x) € F[x] ireducibilan nad poljem
F ako je deg(f(x)) > 1 i ako

povlaci g(z) € F ili h(x) € F.

Drugim rijecima, ako je f(x) ireducibilan, onda u faktorizaciji f(z) = g(z)h(z) jedan od
polinoma g(x) ili h(x) mora biti konstantan. Primijetimo da je prema definiciji 2.21 polinom
prvog stupnja ireducibilan. Ako je f(z) = g(z)h(z), onda kazemo da g(x), odnosno h(x),
dijeli f(x). Faktorizacija polinoma u mnogome ovisi o polju u kojem se nalaze njegovi
koeficijenti. Na primjer, polinom 2% 4 1 je ireducibilan nad R, ali nad poljem C se moze
faktorizirati kao

2241 = (x—i)(x+1).

Isti polinom se takoder moze faktorizirati u prstenu Zs[x] kao
P +T1=(+D)(z+1)
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jer je 2 = 0. Neka je R prsten i neka je f(z) = apz™ + ap_12" 1+ -+ ap € R[x]. Za
svaki a € R moZemo definirati evaluacijsko preslikavanje sa R[z] na R, f(x) — f(«), gdje je
fla) = ana"™ + ap_ 1™+ +ag.

Definicija 2.22. Neka je R podprsten komutativnog prstena S, i neka je f(x) € Rlzx].
Kazemo da je o € S korijen polinoma f(x) u S ako je f(a) = 0.

Ova definicija uzima u obzir ¢injenicu da korijen polinoma ne mora biti u istom prstenu kao i

njegovi koeficijenti. Na primjer, korijeni polinoma z? + 1 € Z[z] su +i koji leZe u prstenu C.

Teorem 2.17. Neka je F polje i neka je f(x) € Flx], deg(f(z)) =n > 1.
(i) a € F je korijen polinoma f(x) ako i samo ako v — « dijeli f(x).

(i1) f(x) ima najvise n korijena u polju F.

Dokaz (i) Ako z — « dijeli f(z), onda je f(x) = (x — a)g(x) za neki ¢(z) € F[z], pa je
oCigledno f(a) = 0. Pretpostavimo da je f(«) = 0. Prema teoremu 2.15 postoje jedinstveni

polinomi ¢(z),r(x) € F|x] takvi da je

f(z) = (x — a)q(z) + r(x) (2.55)

gdje je r(x) = 01ili r(x) = ¢ # 0. Kako je f(a) =0, iz jednadzbe (2.55) slijedi 7(a) = 0, §to
implicira 7(z) = 0. Dakle, z — « dijeli f(x).

(ii) Pretpostavimo da su aq,aq, ..., ay, € F razli¢iti korijeni polinoma f(z). Tada je
f(z) = (z —a1)qi(z) zaneki qi(z)€ Flz], deg(gq(z)) =n—12>0.

Nadalje, f(a2) = (a2 — a1)gi(a2) = 0 povladi ¢1(az) = 0 jer je ag — g # 0. Sada postoji
q2(z) € Flx] takav da je ¢1(z) = (x — a2)g2(z). Ponavljanjem postupka zaklju¢ujemo da
polinom (z — a1)(z — ag) ... (T — aun,) dijeli f(z) pa je o¢ito m < n. |

Iz teorema 2.17 odmah slijedi da ako polinom f(x) € F[z] stupnja > 2 ima korijen o € F,
onda je f(x) reducibilan u F. U tom sluc¢aju mozemo f(x) napisati kao umnozak polinoma
koji nisu konstantni, tj. kao

f(z) = (z —a)g(x) zaneki q(z)€ Flz].

Primijetimo da reducibilan polinom u F'[x] ne mora imati korijen u F'. Na primjer, zt 4222 +
1= (2% +1)(2® + 1) je reducibilan nad R ali nema realne korijene. Medutim, za polinome
stupnja 2 ili 3 vrijedi obrat.
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Propozicija 2.6. Neka je F' polje i neka je f(x) € Fx] polinom stupnja 2 ili 3. Ako je f(x)
reducibilan nad F, onda f(z) ima korijen u F.

Dokaz Ako je f(z) reducibilan polinom stupnja 2 ili 3, onda je f(z) = g(x)h(x) gdje
g(z) i h(z) nisu konstantni polinomi. Dakle, jedan od polinoma g(z) ili h(x) ima stupanj
1. Pretpostavimo da je g(x) = ax + b, a # 0. Tada je g(—ba™!) = 0 pa zaklju¢ujemo da je
—ba~! € F korijen polinoma f(x). [ |

Vrlo ¢esto nas zanima problem faktorizacije u prstenu R[x] gdje je R podprsten polja
F. Prirodno je zapitati se kako se faktorizacija u F[z] moZe iskoristiti da saznamo nesto
o faktorizaciji u R[z]. Sljedeéi rezultati koje navodimo bez dokaza daju neke kriterije
ireducibilnosti u prstenima Z[z] i Q[z].

Lema 2.1. Neka je f(x) = ana™ + an—12" L + -+ + ag polinom u Z[x]. Pretpostavimo da
f(z) ima korijen r/s € Q gdje je r/s potpuno skraceni razlomak.

(i) Tada T | ag i s | ap.

(ii) Ako je ap =114 f(d) # 0 za svaki d € Z koji dijeli ag, onda f(x) nema korijen u Q.

Primjer 2.29. Neka su f(z) = 22 — p i g(z) = 2® — p polinomi u Z[z] gdje je p prosti broj.
Jedini djelitelji slobodnog ¢lana za oba polinoma su £1 i +p. Medutim, f(d) # 01 g(d) # 0
za d = £1,+p, pa polinomi f(z) i g(z) nemaju korijen u Q. Iz propozicije 2.6 sada slijedi da
su f(z) 1 g(x) ireducibilni u Qlx].

Teorem 2.18 (Eisensteinov kriterij). Neka je f(x) = ana™ + ap_12" 1 + -+ + ag € Z[z],
n > 1. Ako postoji prosti broj p takav dap|ax 2a k=0,1,....n—1, pta, i p*tao, onda
je f(x) ireducibilan nad Q.

Primjer 2.30. Promotrimo polinom f(z) = 22° — 52% + 5 € Z[z]. Prosti broj p = 5 ne
dijeli vodedi koeficijent 2 dok su svi ostali koeficijenti djeljivi s 5. Nadalje, p? = 25 ne dijeli
slobodni koeficijent 5 pa je prema Eisensteinovom kriteriju f(z) ireducibilan nad Q. O

Primjer 2.31. Neka je p prost broj. Tada je polinom f,(z) = 2P~ + 2P 2 + ... + 2 +1
ireducibilan nad Q. Na ovom polinomu ne mozemo direktno primijeniti Eisensteinov kriterij,
ali mozemo napraviti sljedecu transformaciju. Primijetimo da je

fplz)(x —1) =aP — 1,

pa transformacijom varijabli  — z 4+ 1 i primjenom binomne formule dobivamo

fla+z=(@+1)P—1= <]19>x+ (]29>932+"'+ <§)gﬂ’.
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folz+1) = (?) + <g>m+...+ <§>$p1_

Broj p dijeli (i) zak=1,2,...,p—1,alipt (g) = 1. Takoder, p? { (]1)) =p, paje fp(x +1)
ireducibilan nad Q prema Eisensteinovom kriteriju. Ovo implicira da je f,(x) ireducibilan
nad Q. O

Dakle,

Za polje F kaZzemo da je algebarski zatvoreno ako svaki polinom f(z) € F[x] stupnja > 1 ima
korijen u F'. Na primjer, dobro je poznato da je polje C algebarski zatvoreno, dok polje R nije.
Moze se pokazati da je svako polje sadrzano u nekom polju koje je algebarski zatvoreno. Ako
je F algebarski zatvoreno polje, onda su ireducibilni polinomi u F[z] upravo polinomi prvog
stupnja. U tom slucaju svaki polinom f(z) € Fz], deg(f(z)) > 1, se moZe faktorizirati kao

m

flx) = CH(:E - ai)k"

i=1

gdjejece F,c#0, k; € Niag,ag,...,q, € F su korijeni polinoma f(z).

2.11 Maksimalni ideali

Vazna klasa ideala su oni koji nisu sadrZani ni u jednom pravom idealu. Takve ideale nazivamo
maksimalni ideali. U ovom poglavlju prouc¢avamo svojstva maksimalnih ideala i njihovu vezu

s prostim prstenima.
Definicija 2.23. KaZemo da je R prosti prsten ako R nema netrivijalnih ideala.

Drugim rije¢ima, jedini ideali u prostom prstenu su nul-ideal {0} i cijeli prsten R. Svako
polje F' je trivijalno prosti prsten. Ako je I # {0} ideal u F', onda postoji a € I, a # 0, §to
povladi da je a='a = 1 € I. Odavde slijedi da je x = 2 - 1 € I za svaki € F §to implicira
I=F.

Definicija 2.24. Neka je R prsten. KaZemo da je ideal A C R maksimalni ideal u R ako

vrijedi:
() A£R,
(i1) ako je B ideal w R i B D A, onda je B= A ili B=R.

Primijetimo da je {0} maksimalni ideal u polju F'. Doista, ako je I D {0} ideal u F'i I # {0},
onda je I = F jer je F prosti prsten.
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Teorem 2.19. Neka je R prsten, i neka je A # R ideal v R. Onda je A maksimalni ideal
ako i samo ako je R/A prosti prsten.

Dokaz Pretpostavimo da je A maksimalni ideal u R. Neka je J ideal u R/A. Prema
Teoremu 2.12, J = B/A za neki ideal B C R takav da B O A. Obzirom da je A maksimalni
ideal, B = A ili B = R. Ovo implicira J = A/A = {0} ili J = R/A. Dakle, R/A je prosti
prsten.

Pretpostavimo da je R/A prosti prsten. Neka je B O A ideal u R. Ako je B # A, onda
postoji x € B\ A. Ideali A i (x) su sadrzani u B §to povlaci

J=A+(z)CB. (2.56)

Uvedimo oznaku J = A + (z). Kvocijent J/A je ideal u R/A i vrijedi J/A # {0} jer je J
pravi nadskup od A. Ovo implicira J/A = R/A jer je po pretpostavci R/A prosti prsten.
Stoga je J = R pa iz relacije (2.56) slijedi B = R. Dakle, B = A ili B = R $to povladi da je
A maksimalni ideal u R. n

Ako je R komutativni prsten s jedinicom, onda vrijedi sljedeéi rezultat.

Teorem 2.20. Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Ideal M C R je maksimalan ako i

samo ako je R/M polje.

Dokaz Neka je M maksimalni ideal u R. Primijetimo da je R = R/M komutativni prsten
s jedinicom 1 = 1+ M, 1 € R. Dovoljno je dokazati da svaki element @ € R, a # 0, ima
multiplikativni inverz u R. Prema Teoremu 2.19, R je prosti prsten 3to povlaci (@) = R jer
je (a) # {0}. Nadalje, (@) = @ R = Ra jer je R komutativni prsten s jedinicom. Sada iz
R =aR = Ra slijedi da postoji b € R takav da je 1 = ab = ba, odnosno b = a~!. Dakle, R
je polje.

Pretpostavimo sada da je R polje. Neka je K D M ideal u R. Onda je K/M ideal u polju R,
pa je K/M = {0} ili K/M = R jer je svako polje prosti prsten. Ovo implicira K = M ili
K = R, stoga je M maksimalni ideal u R. |

Ako je prsten bogat maksimalnim idealima, onda primjenom teorema 2.20 mozemo konstruirati

razli¢ita polja.

Primjer 2.32. Neka su R i S prsteni matrica nad poljem F definirani sa

R:{(“ b>|a,beF}, S:{(a 0>|aEF}. (2.57)
00 00

Preslikavanje f: R — S dano sa
a b a 0
: — 2.58
o) (00 =
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je epimorfizam prstena s jezgrom

ker(f) {(8 8) be F} | (2.59)

Prema Fundamentalnom teoremu o izomorfizmu imamo R/M ~ S gdje je M = ker(f).
Primijetimo da je S ~ F jer je preslikavanje (¢ ) — a izomorfizam. Stoga je R/M ~ F pa
iz Teorema 2.19 slijedi da je M maksimalni ideal u R. Naglasimo da zaklju¢ak ne mozemo
izvesti iz Teorema 2.20 jer R nije komutativni prsten s jedinicom. [

Primjer 2.33. Neka je R[z]| prsten polinoma nad poljem realnih brojeva R. U proslom
odjeljku smo pokazali da su kvocijentni prsteni R[z]/(z) i R[z]/(2? + 1) izomorfni poljima R
iC:

Rlz]/(z) ~R, R[z]/(z*>+ 1) ~C.

Prema teoremu 2.20, (x) i (z2 + 1) su maksimalni ideali u R[z]. O

Primjer 2.34. Pokazimo da je M maksimalni ideal u prstenu Z ako i samo ako je M = (p)
gdje je p prosti broj. Neka je M maksimalni ideal u Z. Onda je M = (p) za neki p > 0 jer je
Z domena glavnih ideala. Prema Teoremu 2.20, kvocijentni prsten Z/(p) je polje. Pokazimo
da je p prosti broj. Ako p nije prost, onda p mozemo faktorizirati kao p = nins za neke
1 < nq,n2 < p. Ovo implicira p = nife = 0 §to je kontradikcija s iy, g # 0 jer polje nema
djelitelja nule. Dakle, p je prosti broj.

Pretpostavimo sada da je p prosti broj. Tvrdimo da je Z/(p) polje. Dovoljno je pokazati da
svaki a € Z/(p), a # 0, ima multiplikativni inverz u Z/(p). Ako je 0 < a < p, onda je najveci
zajednicki djelitelj brojeva a i p jednak 1. Stoga postoje m,n € Z takvi da je

ma + np = 1. (2.60)
U kvocijentnom prstenu, jednakost (2.60) postaje
ma+np=ma=1

jer je p = 0. Stoga je ma = am = 1, odnosno m = a~* (gdje m uvijek mozemo odabrati
tako da je 0 < m < p). Dakle, Z/(p) je polje pa iz Teorema 2.20 slijedi da je (p) maksimalni
ideal u Z. O

Za kraj dokazimo rezultat koji opisuje maksimalne ideale u prstenu polinoma F[z| gdje je F
zadano polje.

Teorem 2.21. Neka je F' polje. Onda je M C Fx] maksimalni ideal uw F[z] ako i samo ako
je M = (p(x)) gdje je p(z) ireducibilni polinom u Fx].

Dokaz Neka je p(x) € F[z] ireducibilan polinom. Prema teoremu 2.16 prsten F[z] je domena
glavnih ideala. Neka je (h(z)) ideal u F[z| takav da (h(z)) 2 (p(z)). Tada je p(x) € (h(zx))
sto povlaci p(z) = g(x)h(z) za neki g(z) € Flz]. Kako je p(x) ireducibilan polinom, to je
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g(z) = cili h(z) = c. Ako je g(x) = ¢, onda je (p(z)) = (ch(z)) = (h(z)). Ako je h(z) = c,
onda je (h(z)) = (¢) = Flz]. Dakle, (h(x)) = (p(x)) ili (h(z)) = Flz] $to povlaci da je (p(x)
maksimalni ideal u F[x].

Pretpostavimo sada da je (p(x)) maksimalni ideal u F[x], i neka je
p(x) = g(x)h(z) (2.61)

zaneke g(x), h(z) € Flz]. Tadaje (p(x)) C (g(z)) $to povladi (g(x)) = (p(z)) ili (¢(z)) = Flx].
Ako je (g(z)) = (p(z)), onda je g(z) = k
izraza u (2.61) dobivamo

(x)p(x) za neki k(z) € F[z]. Supstitucijom ovog

p(x) = k(x)p(z)h(z)

Sto implicira da su k(z) i h(z) konstantni polinomi. S druge strane, ako je (g(z)) = F[z],
onda je g(z) konstantan polinom. U svakom slucaju iz jednadzbe (2.61) dobivamo g(x) = ¢

ili A(z) = c za neki ¢ € F $§to pokazuje da je p(x) ireducibilan polinom. [ |
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03
Moduli

3.1 Definicija i primjeri modula

U ovom poglavlju dajemo kratki osvrt na module i njihova osnovna svojstva. Modul je
Abelova grupa Cije elemente mozemo mnoziti elementima nekog prstena. Na primjer, vektori
u R"™ tvore modul nad poljem R jer vektore mozemo mnoZiti realnim brojevima. Polinomi s
koeficijentima u prstenu R takoder tvore modul nad R jer takve polinome moZemo mnoziti

elementima prstena R.

Definicija 3.1. Neka je R prsten, i neka je (M,+) Abelova grupa. KaZemo da je M lijevi
R-modul ako postoji preslikavanje R x M — M, (r,m) — rm, sa svojstvima

(i) r(mi 4+ ma) = rmy + rma,
(ii) (r1 +re)m = rim+ rom,
(iii) (rir2)m = r1(rem),
(iv) 1m = m ako je 1 € R,

za sve r, 11,72 € R im,mi,mo € M.

Ako je R polje, onda M nazivamo vektorski prostor nad poljem R. Operacija (r,m) — rm
naziva se mnozenje skalarom r, a prsten R se Cesto naziva prsten skalara. Svojstva (i) i (ii)
su zakoni distributivnosti u odnosu na zbrajanje u M i R, a svojstvo (iii) je zakon mijeSane
asocijativnosti. Modul M se naziva lijevi R-modul jer je mnozenje rm definirano slijeva.

Sli¢no se definira desni R-modul.

Ako je R komutativni prsten i M je lijevi R-modul, onda M postaje desni R-modul ako
definiramo
mr=rm, re€RmecM.

Lako se provjeri da za ovu definiciju vrijede aksiomi (i)-(iv) gdje je mnoZenje skalarom
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definirano zdesna. Za ilustraciju dokaZzimo svojstvo (iii). Zbog komutativnosti u R imamo
m(rire) = (rire)m = (rery)m = ro(rim) = ro(mry) = (mry)re.

U ovom slucaju lijevi R-modul je istovjetan desnom R-modulu pa ih ne trebamo razlikovati.
Takve module jednostavno nazivamo R-moduli ili moduli nad prstenom R. U daljnjem tekstu
R-modul ¢e uvijek znaciti lijevi modul osim ako nije naglaseno drugacije.

Primjer 3.1. Svaki prsten R je ocigledno lijevi i desni R-modul. O

Primjer 3.2. Ako je G aditivna Abelova grupa, onda je G lijevi Z-modul jer za sve
k,ki,ko € Z 1 g,91,92 € G vrijedi

k(g1 + g2) = kg1 + kga,
(k1 + k2)g = k1g + kag,
(kik2)g = k1(kag),
lg=g.

O
Primjer 3.3. Neka je R™ skup svih uredenih n-torki
(r1,22,...,2pn), x; €ER.
Skup R™ je Abelova grupa u odnosu na zbrajanje
(1,2, ...y xn) + (Y1,92, -, Yn) = (1 + Y1, 22 + Y2, . .., T + Yn)-

Neutralni element je

0=(0,0,...,0),
a suprotni element je definiran s
—(x1, @2, ..., xpn) = (=21, —T2, ..., —Tp).
Ako definiramo mnoZenje R x R™ — R" s
r(z1, 22, .. ., xn) = (raey, rea, ..., rTy,),

onda R"™ postaje modul nad poljem R. Ovaj modul nazivamo n-dimenzionalni realni vektorski

prostor. [

Primjer 3.4. Neka je M (n, R) aditivna grupa matrica reda n nad prstenom R. Definirajmo
mnoZenje R x M (n,R) — M(n, R) s

rlaij) = [raij] (3.1)
gdje je [a;;] matrica u M (n, R). Tada mnozenje dano sa (3.1) daje strukturu lijevog R-modula

na M(n,R). O
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Neka su M i N lijevi moduli nad prstenom R. Ako na Kartezijevom umnosku M x N
definiramo operacije

(z,y) + (" y) = (x + 2,y +9),
r(x,y) = (rz,ry)

za sve (z,y), (2',y') € M x N ir € R, onda skup M x N postaje lijevi R-modul. Ovaj modul
naziva se direktni umnozak modula M i N.

Navedimo neka elementarna svojstva R-modula M:
(i) om=0,me M, 0 € R,

(i) 70=0,r€ R, 0€ M,

(i) (=r)m=—(rm)=r(—m),r € R, m € M.

Kada je iz konteksta jasno, nulu iz prstena R i nulu iz modula M oznacavamo istim simbolom
0. Svojstva (i)—(iii) dokazuju se sli¢no kao kod prstena, pa dokaz izostavljamo.

3.2 Podmoduli i direktne sume

U daljnjem tekstu svi rezultati se odnose na lijeve R-module koje ¢emo jednostavno nazivati

R-moduli. Analogni rezultati vrijede za desne R-module.

Definicija 3.2. Neka je M modul nad R. Neprazan podskup N C M je podmodul od M ako

vrijeds
(i) a—be N za svea,be N,

(it) ra € N za svea € N, r € R.

Ako je R polje, onda N nazivamo vektorski podprostor od M. Drugim rije¢ima podmodul je
Abelova podgrupa od M koja je zatvorena na mnozenje elementima iz prstena R. O¢igledno
su {0} i M trivijalni podmoduli od M.

Primjer 3.5. Ako je I lijevi ideal u prstenu R, onda je I podmodul R-modula R. [J
Primjer 3.6. Neka je M modul nad R i neka je x € M. Tada je skup

Rx ={rz |r € R}
podmodul od M. Doista,

rix —rex = (r; — ro)x € Rx,

r1(rox) = (r17r2)x € Rz,

za sve r1,r2 € R. Podmodul Rx opéenito ne sadrzi x osim ako R ima jedinicu jer je tada
r=1x e Rx. U
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Primjer 3.7. Prsten polinoma Fz] je vektorski prostor nad poljem F. Neka je F),[x] skup
svih polinoma iz F[z] do uklju¢ivo reda n. Tada je F,[x] vektorski podprostor prostora F'|x].
O

Definicija 3.3. Neka je M modul nad prstenom R i neka je x € M. Nagmangi podmodul od
M koji sadrzi x se naziva podmodul generiran elementom x.

Pokazimo da je skup
K={re+nx|reR, ncl}

podmodul od M generiran elementom z € M. Primijetimo da ovdje nx oznacava sumu
r+x+---+xzan>0,odnosno —x —x---—x zan < 0. K je Abelova podgrupa od M jer
za svaki r,s € R1in,m € Z vrijedi

(re +nx) — (sz+mz)=(r—s)z+ (n—m)x € K.
Ako je a € R, onda je
a(re 4+ nx) = (ar + na)xr € Rx

jer je ar +na € R. Time je dokazano da je K podmodul od M. Nadalje, zar=0in =1
dobivamo x € K. Neka je sada L bilo koji podmodul od M koji sadrzi . Tada prema
definiciji 3.2 vrijedi rx € L inx € L za svakir € Rin € Z. Stoga je rx +nx € L §to povladi
K C L. Dakle, K je najmanji podmodul od M koji sadrzi x.

Pretpostavimo sada da R ima jedinicu 1. Pokazimo da je u tom slu¢aju K = Rx. Doista,
kako je x = 1 imamo

re+nr=(r+1+1+---+1x (zan>0),
odnosno
re+ne=(r—1—1—---—1z (zan<D0).

Dakle, ako R ima jedinicu, onda je rx + nx = (r + nl)z € Rx §to povla¢i K C Rz. Inkluzija
Rx C K je trivijalna (za n = 0), pa zaklju¢ujemo da je K = Rx.

Teorem 3.1. Neka je {N;}ier familija podmodula R-modula M. Tada je (\;c; N; takoder
podmodul od M .

Dokaz Neka su z,y € [);c;Ni i a € R. Tada su x,y € N; za svaki i € [ iz ¢ega slijedi
r—y € N;iax e N;zasvakiie€ I. Dakle, z —y € (;c; N; i ax € (;c; N; 3to dokazuje da
je Nier Ni podmodul od M. [ |

Neka je S neprazan podskup R-modula M. Najmanji podmodul od M koji sadrzi skup S
nazivamo podmodul generiran skupom S i ozna¢avamo sa (S). Ako je S = {z1,z2,...,2n},
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onda koristimo oznaku (S) = (z1,x2,...,2y). Podmodul generiran skupom S tvori se na
sljedeci nacin. Neka je F = {Nj}res familija podmodula od M koji sadrze skup S, Ny 2 S.
F je neprazan skup jer je M € F. Prema teoremu 3.1 presjek (. ; Ny je podmodul od M i
S € NMikes Ni- Ako je N bilo koji podmodul koji sadrzi S, onda je N € F pa je (e Nk C N.
Dakle, (<7 Nk je najmanji podmodul koji sadrzi S, tj.

(S) =) M.

keJ

Definicija 3.4. KaZemo da je R-modul M konacno generirani modul ako je M =
(x1,22,...,2Tpn) za neke x; € M, 1 < i < n. Elemente z; nazivamo generatori modula
M. Ako je M = (z) za neki x € M, onda M nazivamo ciklicki modul.

Neka su x1,x9,...,T, € M. Izraz
r1x1 + X + -+ rpdn (3.2)

nazivamo linearna kombinacija elemenata xq,xs, ..., x,. Skup svih takvih linearnih kombi-

nacija oznacavamo s

n
ZRﬁcz‘ = {7“1361+?”2962+--'+rnxn | 7 € R, x; GM}.
i=1

Sljededi rezultat pokazuje da ako R ima jedinicu, onda se kona¢no generirani R-moduli sastoje
to¢no od linearnih kombinacija (3.2).

Teorem 3.2. Neka je R prsten s jedinicom i neka je M modul nad R. Ako je M konacéno
generiran elementima x1,T2,...,Ty, onda je

M =) Ruz;. (3.3)
=1

Dokaz Pokazimo da je skup ) ;" Rz; podmodul od M. Neka su m; = > " rz; i
mo = > siz;. Tada je

n

n
mi — meo = Z(T‘Z — Si)xi S ZRl‘l
=1

=1

Ako je a € R, onda je

n

am; = Z(ari)xi € ZH:RJ:Z-.
=1

i=1
Dakle, Y | Rz; je podmodul od M. Nadalje, svi generatori modula M su sadrzani u
Yoy Ra; jer je mp, = 1oy, € > | Rwy za svaki k= 1,2,...,n. Stoga je

($1,$2,--.,xn) - Zle (34)
=1
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jerje (x1,x9,...,2,) najmanji modul koji sadrzi sve generatore x1, xa, ..., Z,. Po pretpostavci
je M = (z1,22,...,2y), pa iz relacije (3.4) slijedi M = >"7" | Ru;. |

Dakle, svaki element m konafno generiranog modula je linearna kombinacija m = Y " | ;.
Generatori nekog modula ne moraju biti jedinstveni. Neka je F),[z] vektorski prostor polinoma
nad poljem F' do ukljucivo stupnja n. Tada su

{1,z,2%,...,2"} i {114z ... 2"}

dva razli¢ita skupa generatora prostora Fj,[z].

Definicija 3.5. Neka su N1, N, ..., Ni podmoduli R-modula M. Podmodul generiran unijom
Ule N; nazivamo suma podmodula N; i oznacavamo s Zle N;.

Prema ovoj definiciji je
(UNZ) :ZNz’- (3.5)

Akoje M = Zle N;, onda kazemo da je M generiran podmodulima N;. Struktura podmodula
(3.5) karakterizirana je sljede¢im teoremom (koji ujedno objasnjava oznaku Zle N;).

Teorem 3.3. Neka su Ny, Na, ..., Ni podmoduli R-modula M. Tada je

zk:Ni:{zk:xi|xieNi}. (3.6)
=1 =1

Dokaz Neka je S skup svih kona¢nih suma Zle xi, r; € N;. Pokazimo da je S podmodul
od M. Neka su Zle T, Zle yi € S, 1neka je a € R. Onda je

k k k
D omi—Y vi=) (@w-w)es
i=1 i=1

i=1

jerje x; —y; € Ny zasvaki 1 < <k, i

k k
ain = Zaxi €S
i=1 i=1

jer je ax; € N; za svaki 1 <14 < k. Ocigledno je U§:1 N; C Sjerje N; C Szasvaki1l <i <k.
Pokazimo da je S najmanji podmodul od M koji sadrzi Ule N;. Neka je K podmodul od M
takav da K D Ule N;. Tada K sadrzi sve elemente oblika Zle i, T; € Nj,paje S CK.
Dakle, S je podmodul generiran skupom Ule N;, pa je Zle N; dan izrazom (3.6). [ |

108



Algebarske strukture Poglavlje 3. Moduli

Definicija 3.6. Neka su N1, Na, ..., Ni podmoduli R-modula M. Suma podmodula Zle N;
naziva se direktna suma ako se svaki element x € Zle N; moZe na jedinstven nacin zapisati
kao x = Zle x;, x; € N;. Direktnu sumu oznacavamo s

N1 @ Ny--- O Ng.

Ako direktna suma daje cijeli modul M, onda piSemo
M =Ny &Nz & Ng.

Za ilustraciju promotrimo vektorski prostor V = R? nad poljem R. Odaberimo vektore
er1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) i e3 = (0,0,1). Svaki vektor z = (x1,x2,23) € V se moze na
jedinstven nacin napisati kao

x=x1(1,0,0) + 22(0,1,0) + 23(0,0,1) = z1e1 + z2e2 + T3€3.

Stoga je V = Re; @ Res @ Res, direktna suma podprostora Re; = {re; | r € R}.

Teorem 3.4. Neka su N1 ¢ No podmoduli R-modula M. Tada je M = N1 @ Ny ako ¢ samo
ako je M = N1+ Ny i N1 N Ny = {0}.

Dokaz Pretpostavimo da je M = Nj & Na. Tada je o¢igledno M = Nj + Na. Ako je
x € N1 N No, onda x moZzemo rastaviti na sume

r=x4+0, z€N;,0ENy i z=04+2x, 0€ Ny, x € No.
Kako suma mora biti jedinstvena zaklju¢ujemo da je z = 0. Dakle N; N Ny = {0}.

Pretpostavimo sada da je M = Nj + No i N N Ny = {0}. Tada se svaki x € M moze
napisati kao x = x1 4+ x2, x; € N;. PokaZimo da je suma jedinstvena. Ako je x = y; + yo
za neke y; € N;, onda je x1 + 2 = y1 + 42, odnosno x1 — y1 = y2 — 2. Ovo povlaci da je
x1 —y1 € NN Ny iys —x9 € Ny N Na. Kako je Ny NNy = {0} zaklju¢ujemo da je z1 =y i
x9 = yo. Time je dokazano da je M = Nj @ No. [ |

Na sli¢an nac¢in se pokazuje da je M = N7y @ Na--- @ Nj ako i samo ako je

k
M=) N; i Nyn> N;j={0} zasvei=12,..,k
i=1 j#i
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3.3 Homomorfizmi modula i kvocijentni moduli

Definicija 3.7. Neka su M i N moduli nad prstenom R, i neka je f: M — N preslikavanje

koje zadovoljava
(1) flz+y) = flx)+ f(y),
(ii) f(rz) =rf(z),

za svakix,y € M, r € R. Tada se f naziva linearno preslikavanje ili homomorfizam iz modula
M w modul N. Ako je R polje, onda kaZemo da je f linearna transformacija iz vektorskog
prostora M u vektorski prostor N.

Skup svih homomorfizama f: M — N oznacavamo s Homp(M, N). Ako je M = N, onda
kazemo da je f endomorfizam modula M. Skup svih endomorfizama modula M oznacavamo
s Endr(M). Svaki homomorfizam modula f: M — N je takoder homomorfizam Abelovih
grupa M i N, pa vrijedi

(iii) f(z—y) = f(z) = f(y),
za svaki x,y € M. Jezgra homomorfizma
ker(f) ={z e M| f(x) = 0}

je podmodul modula M, a slika homomorfizma

Im(f) = {f(x) [z € M}

je podmodul modula N. Homomorfizam f: M — N je injekcija ako i samo ako je ker(f) = {0}.
Ako je homomorfizam f: M — N bijekcija, onda kazemo da je f izomorfizam modula. U
tom sluc¢aju su moduli M i N izomorfni i piSemo M ~ N.

Primjer 3.8. Neka je R komutativni prsten, i neka je M modul nad R. Odaberimo a € R i
definirajmo f,: M — M s

fa(z) = ax.
Tada je f, homomorfizam. Doista, fo(x +y) = fo(z) + fa(y) slijedi trivijalno, a zbog

komutativnosti prstena imamo

fa(rz) = a(rz) = (ar)z = (ra)z = rfo(x)

za svakix € M, r € R. O
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Primjer 3.9. Definirajmo preslikavanje A;: R — R s
/\Z'(.%'l, Ty vn ,{Bn) = ;.

A; je linearna transformacija iz R™ na R koju nazivamo projekcija na i-tu komponentu vektora
x. U

Primjer 3.10. Neka je C*(a,b) vektorski prostor funkcija f: (a,b) — R koje imaju nepre-
kidnu derivaciju do ukljuc¢ivo k-tog reda. Tada je derivacija D: C*(a,b) — C*~1(a,b),

pip=2

linearna transformacija iz prostora C*(a, b) na prostor C*~*(a,b). O

Skup Hompg (M, N) je Abelova grupa u kojoj je zbrajanje definirano po tockama,

(f+9)(x) = f(z) + 9(x), =eM. (3.7)

Ako je R komutativni prsten, onda mozemo definirati mnoZenje R x Homp(M,N) —
Hompg(M,N) s

(rf)(z)=rf(x), x€ M. (3.8)

Doista, rf je linearno preslikavanje jer za svaki z,y € M i a € R vrijedi
(rf)@+y)=rfl@+y) =rflz)+rfly)=0f)z)+ )W), (3.9)
(rf)(az) =rf(ax) = (ra)f(z) = (ar)f(z) = a(rf)(z). (3.10)

Primijetimo da je relacija (3.10) posljedica komutativnosti prstena R. Lako se pokazuje da
zbrajanje i mnoZenje definirano izrazima (3.7) i (3.8) zadovoljavaju aksiome modula, pa je

Hompg(M, N) modul nad komutativnim prstenom R.

3.4 Kvocijentni modul

Definirajmo sada pojam kvocijentnog modula. Konstrukcija kvocijentnog modula sasvim
je analogna konstrukciji kvocijentne grupe ili kvocijentnog prstena. Stoga su neki detalji
ostavljeni ¢itatelju za provjeru. Neka je N podmodul R-modula M. Definirajmo relaciju
ekvivalencije ~ na M s

a~b & a—beN.

Klasa ekvivalencije koja sadrzi element a € M je skup
a={a+xz|xeN}=a+N.
Skup svih klasa ekvivalencije na M oznac¢avamo s M /N,
M/N ={a+ N |a€ M}.
Na skupu M /N mozemo definirati zbrajanje i mnozenje na sljede¢i nacin:

(a+N)+(b+ N) = (a+b)+ N, (3.11)
rla+ N)=ra+ N, (3.12)
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\/

Slika 3.1. Kvocijentni prostor se sastoji od pravaca koji su paralelni s pravcem U.

za svaki a,b € M, r € R. MoZe se pokazati da su operacije (3.11) i (3.12) dobro definirane,
odnosno da ne ovise o predstavniku klase ekvivalencije. Ove operacije zadovoljavaju aksiome
modula na skupu M/N kojeg nazivamo kvocijentni modul. Ako je R polje, onda M /N

nazivamo kvocijentni prostor. Preslikavanje ¢: M — M/N,
olz)=x+ N

naziva se kanonska projekcija. Zbog relacija (3.11) i (3.12) kanonska projekcija je o¢igledno
homomorfizam iz modula M na modul M/N.

Kao primjer promotrimo podprostor vektorskog prostora V = R? definiran s
U = {(ts1,tsa,ts3) | t € R}, st + 53+ 53 > 0.

Podprostor U predstavlja pravac s vektorom smjera s = (s1, s2, $3) # 0 koji prolazi ishodistem
(vidi sliku 3.1). Opisimo kvocijentni prostor

V/U={z+U|zeR}.
Klasa ekvivalencije
x4+ U ={(z1+ts1,x2 +tsa,x3+ts3) | t € R}

predstavlja pravac koji prolazi tockom = = (x1,x2,x3) i ima vektor smjera §. Dakle,

kvocijentni prostor V/U se sastoji od svih pravaca koji su paralelni sa zadanim praveem U.

Sljedeéi rezultat je analogan fundamentalnom teoremu o homomorfizmima grupa ili prstena.

Teorem 3.5. Neka su M i N moduli nad R i neka je f: M — N homomorfizam modula.
Tada je
M/ ker(f) ~ Im(f).
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Dokaz Dokaz je slican dokazu teorema 2.10 pa detalje izostavljamo. Definirajmo podmodul
K = ker(f) i preslikavanje

¢o: M/K — N, o¢(z+ K) = f(x).

Preslikavanje ¢ je dobro definirano. Ako je z + K =y + K, onda je  — y € K §to implicira
f(x —y) =0, odnosno f(x) = f(y). Lako se pokazuje da je ¢ homomorfizam modula:

o((z+EK)+y+K)) = flz+y) = fl@)+ fly) =z + K) + o(y + K),
o(r(z+ K)) = f(rz) = rf(z) = ro(z + K),

~—
I
<

za sve x,y € M, r € R. Nadalje, ¢ je injekcija jer p(x + K) = ¢(y + K) povlaci f(x) = f(y),
odnosno f(x—y) =0pajex—y € K. Odavde slijedi z+ K = y+ K. Kako je Im(¢) = Im(f)
preslikavanje ¢: M/K — Im(f) je bijekcija. Stoga su moduli M/ ker(f) i Im(f) izomorfni.l

Kao primjenu teorema 3.5 navedimo sljedeéi rezultat.

Teorem 3.6. Neka je R prsten s jedinicom 1 € R, i neka je M modul nad R. Tada je M
ciklicki modul ako i samo ako je M ~ R/I za neki lijevi ideal I C R.

Dokaz Pretpostavimo da je M = Rz ciklicki modul. Definirajmo preslikavanje f: R — Rz,
f(r) = rz, gdje R promatramo kao R-modul. Ocigledno je f surjekcija i homomorfizam
modula jer je f(r+s) =rz+ sz = f(r)+ f(s) i f(rs) = (rs)z = rf(s). Prema teoremu 3.5
je R/ ker(f) ~ Rx. Jezgra homomorfizma f, ker(f) = {r € R | rz = 0}, naziva se anihilator
elementa x € M i oznacava s Ann(x). Dakle,

R/ Ann(x) ~ Rx = M.

Pretpostavimo sada da je M ~ R/I za neki lijevi ideal I C R. R-modul R/I je generiran
elementom 1+ I jer je R/I ={r(1+1I)|r € R} = R(1+I). Stoga je M ciklicki modul. W
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Pregled ostalih algebarskih struktura

U ovom poglavlju dajemo pregled nekih algebarskih struktura koje su vazne u razli¢itim
granama matematike i fizike. Poglavlje je isklju¢ivo informativnog karaktera i sluzi da
studenta upozna s osnovnim pojmovima iz teorije asocijativnih algebri, Liejevih i Weylovih
algebri. Stoga je prezentacija nuzno nepotpuna i donosi samo letimic¢an pregled ideja vezanih

za ove algebarske strukture prema autorovom odabiru.

4.1 Asocijativne algebre

Definicija 4.1. Asocijativna algebra nad poljem F je vektorski prostor nad F na kojem je
definirano bilinearno preslikavanje m: A x A — A, m(a,b) = ab, koje zadovoljava a(bc) =

(ab)c za sve a,b,c € A.

Preslikavanje m: A x A — A nazivamo mnoZenje u algebri A. Primijetimo da bilinearnost

mnozenja povlaci da za sve a,b,c € Ai A € F vrijedi
(i) (a+b)c=ac+ bc,
(ii) a(b+c) = ab+ ac,

(i) (Aa)b = a(Ab) = A(ab).

Asocijativnost i distributivnost mnozenja povlace da je A prsten u kojem su zbrajanje i

mnozenje isti kao u algebri A.

Definicija 4.2. KaZemo da je A unitalna algebra ili algebra s jedinicom ako postoji element

1 € A takav da je la = al = a za svaki a € A.

Ako postoji, jedini¢ni element je jedinstven. Napomenimo da se definicija algebre ponesto
razlikuje ovisno o literaturi. Neki autori podrazumijevaju da algebra A uvijek ima jedinicu

ili da je IF komutativni prsten s jedinicom.
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Primjer 4.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je Endr(V') skup svih linearnih
transformacija na prostoru V. Na Endr(V') su definirane operacije zbrajanja i kompozicije,

te mnozenja skalarom:

(f +9)(u) = f(u)
(fog)(u) = f(g(w)),

zasve A € Fiu € V. Endp(V) je vektorski prostor nad F u odnosu na ove operacije. MnoZzenje
definirano komporzicijom m(f,g) = f o g je bilinearno jer su f i g linearna preslikavanja.
Endp(V) je algebra nad F s jedinicom idy gdje je idy identiteta na V. O

Primjer 4.2. Prsten kvaterniona H = {a + bi + ¢j + dk | a,b,¢,d € R} s tablicom mnoZenja

je algebra nad poljem realnih brojeva R. [

Primjer 4.3. Skup M (n,F) matrica reda n nad poljem F je algebra nad F s operacijama
zbrajanja i mnoZenja matrica, te mnoZzenja matrica skalarom. Jedinica u M (n,F) je jedini¢na

matrica I,. [

Primjer 4.4. Prsten polinoma F[z| je algebra nad poljem F gdje je mnoZenje skalarom

A(kzn::oakxk> = 2”:()\ o)z

k=0

definirano s

Konstantni polinom p(z) =1 je jedinica u algebri F[z]. O

Primjer 4.5. Neka je G = {g1 =€, 92,...,9n} konacna grupa i neka je IF polje. Neka je F[G]
vektorski prostor nad F ¢ija baza je skup G. Elementi prostora F[G] su konaé¢ne linearne
kombinacije ) . o;g;, a; € F. Zbrajanje i mnozenje skalarom je definirano na prirodan nacin,
dok je umnozak u F[G] definiran s

( Z Ozigi) ( Z ngj) = Z @B (9:95)-
i J 4,J

Algebra F[G] s ovako definiranim operacijama zbrajanja i mnoZenja naziva se algebra konac¢ne
grupe. Jedinica u algebri F[G] je jedinica u grupi G, tj. 1 =e. O

Definicija 4.3. Algebra A je komutativna ako je ab = ba za svaki a,b € A.

Algebre Endp(V) zadimV > 21 M (n,F) zan > 2, te algebra kvaterniona H su nekomutativne,
dok je F[x] komutativna algebra.
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Definicija 4.4. Dimenzija algebre A je dimenzija vektorskog prostora A nad poljem F.

Algebre mogu biti kona¢no i beskona¢no dimenzionalne. Na primjer, M (n, F) je n?-dimenzionalna
algebra s bazom

Ej=|- 1 .|, 1<ij<n,
0 : 0
gdje se element 1 nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu, a ostali elementi su jednaki nuli. S

druge strane, algebra polinoma F[z| je beskona¢no dimenzionalna jer je prostor Flz]| razapet

monomima {1,z 22%,...}.

Definicija 4.5. Neka je A algebra nad poljem F. Podskup B C A je podalgebra od A ako je
B podprsten prstena A i podprostor vektorskog prostora A.

Primjer 4.6. Skup kompleksnih brojeva C = {a + bi | a,b € R} je podalgebra algebre
kvaterniona H. [

Definicija 4.6. Neka su A i B algebre nad poljem F. Preslikavanje p: A — B koje za sve
elemente a,b € A i A € F zadovoljava

(i) p(Aa) = Ap(a),
(i) ¢(a+b) = p(a) + ¢(b),
(i) p(ab) = p(a)p(b),

naziva se homomorfizam algebri. Ako je ¢ bijekcija, onda je ¢ izomorfizam algebri.

Od posebnog su znacaja homomorfizmi algebri koje nazivamo reprezentacije.

Definicija 4.7. Neka je A asocijativna algebra nad poljem F. Reprezentacija algebre A je
uredeni par (p, V') gdje je V' wvektorski prostor nad F i p: A — Endp(V') je homomorfizam
algebri. Ako A ima jedinicu 1, onda je p(1) = idy .

Neka je A unitalna algebra nad poljem F. Svakom elementu a € A moZemo pridruziti linearno
preslikavanje ay € Endp(A) dano s ar(z) = az. Definirajmo p: A — Endp(A), p(a) = ar.
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Pokazimo da je p homomorfizam algebri. Za sve a,b,z € Ai A € F imamo

pla+b)(x) = (a+b)r = az + ba = p(a)(x) + p(b) (x),
p(Aa)(z) = (Aa)z = A(az) = Ap(a)(2),
plab)(z) = (ab)a = a(be) = p(a) (p(B)(2)) = p(a) o p(b) (x).

Zakljuc¢ujemo da je p(a + b) = p(a) + p(b), p(aa) = ap(a) i p(ab) = p(a) o p(b), stoga je p
reprezentacija algebre A na vektorskom prostoru A. Preslikavanje a — p(a) je injektivno jer
je A unitalna algebra. Doista, ako je p(a) = p(b), onda p(a)(1) = p(b)(1) implicira al = b1,
odnosno a = b. Ovu reprezentaciju nazivamo regularna reprezentacija.

Pretpostavimo da je A kona¢no dimenzionalna algebra dimenzije n. Tada svakoj linearnoj
transformaciji ay, moZemo pridruziti matricu [ar] s obzirom na odabranu bazu prostora A.
U tom slu¢aju homomorfizam p: A — M (n,F), p(a) = [ar], nazivamo regularna matri¢na
reprezentacija od A.

Primjer 4.7. Neka je H kvaternionska algebra nad R s bazom B = {1, 4, j, k} gdje elementi
baze zadovoljavaju relacije (4.1)-(4.2). Odredimo regularnu matri¢nu reprezentaciju p: H —
M (4,R) u odnosu na bazu B. Neka je u = agl + a1i + azj + ask € H. Matrica transformacije
p(u) = [ur] je dana s

[ur] = [ur(1) [ur(@) [ur(j) | ur(k)]

gdje se u stupcima nalaze komponente vektora ur(b) = ub, b € B. Nalazimo

= —ag — ag’i + CL(]j + alk,

=uk = —as + ast — a1j + apk.

ay —ap —az —as
aq aq —as as
az as ap —ai
a3z —ag aj ag

g

4.2 Liejeve algebre

Liejeve algebre su neasocijativne algebre koje imaju vaznu primjenu u matematici i teorijskoj
fizici. Otkric¢e Liejevih algebri vezano je uz pojam Liejevih grupa koje je uveo norveski
matematicar Sophus Lie u proucavanju neprekidnih simetrija diferencijalnih jednadzbi. U
daljnjem tekstu F oznacava polje realnih ili kompleksnih brojeva.
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Slika 4.1. Marius Sophus Lie, 1842-1899. Lie je tvorac teorije neprekidnih simetrija koje su nasle
primjenu u proucavanju diferencijalnih jednadzbi.

Definicija 4.8. Liejeva algebra g je vektorski prostor nad poljem F na kojem je definirano
preslikavange [, |: g X g — g koje zadovoljava sljedece uvjete:

(i) linearnost
[ax + by, z] = alx, z] + bly, 2] za sve a,b €F i x,y,z € g,
(i1) antisimetricnost
[z, 9] = [y, 7] za sve z,y € g,
(i1i) Jacobijev identitet
[z, [y, 2]l + [y, [z, 2] + [z, [2,9]] = 0 za sve z,y,z € g.

Preslikavanje [, | nazivamo Liejeva zagrada. Iz uvjeta (i) i (ii) slijedi da je Liejeva zagrada
bilinearno preslikavanje, dok uvjet (ii) povlaci da je

[z,] =0 zasvaki x € g.

Ako je F = R (C), onda kazemo da je g realna (kompleksna) Liejeva algebra. Dimenzija Liejeve
algebre je dimenzija vektorskog prostora g nad F. Liejevu algebru mozZzemo interpretirati
kao algebru ¢iji je umnozak [z, y| antikomutativan, a umjesto asocijativnosti zadovoljava

Jacobijev identitet. Navedimo neke vazne primjere Liejevih algebri.

Primjer 4.8. Neka je A asocijativna algebra. Tada [a,b] = ab — ba definira Liejevu zagradu

na A. Jacobijev identitet slijedi iz asocijativnosti mnoZenja u A:

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [e, [a, b]] = a(bc — ¢b) — (be — cb)a
+ b(ca — ac) — (ca — ac)b
+ c¢(ab — ba) — (ab — ba)c = 0.
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Posebno vazan primjer je asocijativna algebra Endp(V') linearnih operatora na vektorskom
prostoru V' s operacijama zbrajanja i kompozicije operatora. Tada je [A,B] = AoB—Bo A
Liejeva zagrada na Endp(V). O

Primjer 4.9. Ako je A = M(n,F) algebra matrica reda n nad poljem F, onda je A n%-
dimenzionalna Liejeva algebra sa zagradom [A, B] = AB — BA. U tom slucaju Liejevu
zagradu nazivamo komutator matrica A i B. [

Primjer 4.10. Neka je R? realni vektorski prostor s elementima @ = (uj up uz)?, gdje t

oznaCava transponiranje, na kojem je zagrada definirana kao vektorski umnozak

U2V3 — U3V2
[U,0] =U X U= | ugvy —ujvs | . (4.3)

U1v2 — U2V

Linearnost i antisimetri¢nost zagrade su ocigledni iz svojstava vektorskog ummnoska, dok
Jacobijev identitet slijedi iz vektorskog identiteta

AX (Tx W) +Tx (0 xd@)+w0x (@xT) =0 zasve @77 cR.
Prostor R? sa zagradom [i, 9] = @ X ¥ je trodimenzionalna Liejeva algebra. [J

Primjer 4.11. Neka je C*°(R?") prostor glatkih funkcija f: R?® — R,

f(qvp) = f(qlan7 -o 5y Qqn,P1, P2, - - - ,pn)

Definirajmo zagradu na C*(R?") s

B " /9f g Of dg
=3 (o o~ 39 90.): (4.4)

Zagrada (4.4) naziva se Poissonova zagrada i igra vaznu ulogu u fizici, naroc¢ito u teorijskoj
mehanici. Poissonova zagrada je bilinearna jer su parcijalne derivacije linearni operatori, dok
je antisimetri¢nost zagrade oc¢igledna. Izravnim rac¢unom se provjeri da Jacobijev identitet

vrijedi jer parcijalne derivacije drugog reda komutiraju,

o’f  0%f
dq;i0p;  Op;0q;

Prostor C*°(IR?") s Poissonovom zagradom (4.4) je primjer beskona¢no dimenzionalne Liejeve

algebre. [J

Primjer 4.12. Heisenbergova Liejeva algebra. Neka je (x1,xa2, ..., Zn,Y1,Y2, ..., Yn, 2) baza
vektorskog prostora V nad poljem F. Na V moZemo definirati strukturu Liejeve algebre tako
da definiramo zagradu sa

(i, yil = —[yi, 23] = =
i gdje su zagrade ostalih elemenata jednake nuli. Element z komutira sa svim elementima

baze pa ga nazivamo centralni element. Heisenbergova algebra se moze prikazati pomocéu
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Slika 4.2. Simeon Denis Poisson, 1781-1840, francuski matematicar i fizicar.

matrica na sljedeéi na¢in. Definirajmo redak vektore e; = (0,...,1,...,0) € F" gdje se 1

nalazi na i-tom mjestu. Elementima baze pridruzimo matrice

0 e O 0 0 0 0 0 1
Xi=10 0, 0], Yi=]0 0, €], Z=[0 0, 0 (4.5)
0 0 0 0 0 0 0 0 0

gdje je 0, nul-matrica reda n. Lako se provjeri da matrice (4.5) zadovoljavaju komutacij-

ske relacije Heisenbergove algebre. Opéi element algebre moZemo prikazati kao linearnu

kombinaciju
n n 0 u &
X = ZUin‘ —i—ZviYi—i-cZ =10 0, v'|, wuv,cel.
i=1 i=1 0 0 0
Il
Neka je g n-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem F i neka je {E1, Eo, ..., E,} baza
prostora g. Tada je
n
[Ei,Ej] =Y Cf Ey (4.6)
k=1

za neke konstante ij € F koje nazivamo strukturne konstante algebre g. Kazemo da je g
Liejeva algebra generirana elementima FE1, Fs, ..., FE,. Antisimetri¢nost i Jacobijev identitet
povlace da strukturne konstante zadovoljavaju

cl = —Cr, (4.7)
Z (CF Crop + CT Cri + C Cri) = 0. (4.8)
m=1

Struktura algebre g potpuno je odredena konstantama C’Z Ako su poznati koeficijenti ij,

onda zbog bilinearnosti Liejeve zagrade iz jednadzbe (4.6) moZzemo izra¢unati [z, y] za sve
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x,y € g. Obrnuto, bilo koji skup konstanti ij koji zadovoljava uvjete (4.7) i (4.8) definira
Liejevu algebru sa zagradom (4.6) koja se bilinearno prosiruje na cijelu algebru g.

Definicija 4.9. Neka je g Liejeva algebra sa zagradom [, | i neka je b vektorski podprostor
od g. Ako je [X,Y] € b za sve X,Y € b, onda kaZemo da je b Liejeva podalgebra od g.

Definicija 4.10. Neka su g i b Liejeve algebre nad poljem F. Linearno preslikavanje ¢: g — b
koje zadovoljava uvjet

o([z,y]) = [p(), p(y)]

za sve T,y € g naziva se homomorfizam Liejevih algebri. Ako je o bijektivno preslikavange,
onda @ nazivamo izomorfizam Liejevih algebri.

Vazan primjer homomorfizma Liejevih algebri je adjungirana reprezentacija
ad: g — Endr(g).

Za svaki x € g operator ad(x): g — g je definiran s
ad(z)(y) = [z,y].

Zbog bilinearnosti Liejeve zagrade operator ad(x) je linearan. Iz istog razloga je preslikavanje
x — ad(x) linearno. Da bismo pokazali da je adjungirana reprezentacija homomorfizam
Liejevih algebri potrebno je provjeriti da je

ad([z,y]) = ad(z) o ad(y) — ad(y) o ad(z),

odnosno

([z,y], 2] = [z, [y, 2]] — [y, [z, 2]] zasvaki =z € g.

Primijetimo da je ovo svojstvo ekvivalentno Jacobijevom identitetu. Iz Jacobijevog identiteta
takoder slijedi da ad(z) zadovoljava Leibnizovo pravilo u odnosu na zagradu [y, z]:

ad(z)([y, 2]) = [ad(x)(y), 2] + [y, ad()(2)].

Linearno preslikavanje D: g — g za koje vrijedi D([a,b]) = [D(a),b] + [a, D(b)] nazivamo
derivacija, a preslikavanje ad(x): g — g naziva se unutarnja derivacija.

Primjer 4.13. Promotrimo vektorski prostor antisimetriénih matrica
h={Xec M3,R)| X"+ X =0}. (4.9)

Pokazimo da je komutator [X,Y] = XY — Y X zatvoren u h Sto implicira da je h podalgebra
Liejeve algebre M (3,R). Ako su X,Y € b, onda je X! = —X i Y* = —Y &to povlaci

(XY = (XY) - (YX) =YX - X'V = (-Y)(—X) - (-X)(-Y) = —-[X,Y].
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Dakle, [X,Y] € h za sve X, Y € h. Svaka matrica X € h se moZe napisati u obliku

0 —c¢c b
X=1c¢ 0 -—a
b a 0

za neke a, b, c € R. Stoga se X mozZe rastaviti na jedinstvenu linearnu kombinaciju

X =al;+blLy+cLj

gdje su
00 O 0 01 0 -1 0
Li=10 0 —-1|, Ly=| 0 0 0|, Ls=|1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 O

Matrice Ly, Lo, L3 tvore bazu vektorskog prostora h. Komutatori matrica L; su dani s
(L1, Lo] = L3, [La, L3] = L1, [Ls,L1] = L2 (4.10)
§to krace mozemo zapisati kao
3
[Li, LJ] = Z 5ijkLk (411)
k=1
gdje je g5, Levi-Civita simbol
+1, (ijk) je parna permutacija od (12 3),

€ijk = § —1, (ijk) je neparna permutacija od (12 3),

0, ako se indeks ¢, j ili k£ ponavlja.

Iz jednadzbe (4.11) vidimo da su strukturne konstante algebre (4.9) dane s ij = gi;. Algebra
(4.9) je primjer klasi¢ne Liejeve algebre koju nazivamo so(3). O

Algebra s0(3) je izomorfna Liejevoj algebri R? s Liejevom zagradom [i, 7] = @ x ¥. Neka
suép = (100), & =(010)"iée3=(001)" vektori koji tvore kanonsku bazu prostora R3.

Vektorski umnozak elemenata baze dan je s
€1 X €3 = €3, €3 X€3=¢€1, €3X¢e =Ee. (4.12)

Usporedba s jednadzbom (4.10) sugerira da vektor €; ima istu ulogu kao matrica L;. Defini-
rajmo linearno preslikavanje ¢: R? — 50(3) s ¢(€;) = L;. Tada je ¢ izomorfizam Liejevih
algebri jer iz relacija (4.10) i (4.12) dobivamo

p(lei, €j]) = [Li, Ly

—

Sto povladi da je o([i, 7)) = [p(i), (V)] za sve @, 7 € R3.

4.3 Klasi¢ne Liejeve algebre

Klasi¢ne Liejeve algebre se prirodno pojavljuju u prou¢avanju odredenih simetrija u matematici
i teorijskoj fizici. Ovdje ¢emo dati kratak opis nekih od njih.
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4.3.1 Opca i specijalna linearna Liejeva algebra

Algebru M (n,F) s matri¢nim komutatorom [A, B] = AB — BA nazivamo opca linearna

Liejeva algebra nad poljem F i oznacavamo s gl(n,F).

Trag matrice A = [a;;] je funkeija Tr(A) = Y | a;;. Primijetimo da je Tr(AB) = Tr(BA)
sto implicira Tr([A, B]) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0 za sve A, B € M(n,F). Stoga je vektorski
prostor

sl(n,F) ={X € M(n,F) | Tr(X) =0} (4.13)

zatvoren na matri¢ni komutator, pa tvori Liejevu podalgebru od M (n,F). Algebra (4.13)
naziva se specijalna linearna Liejeva algebra nad poljem F.
4.3.2 Ortogonalne Liejeve algebre

Neka su p,q > 0 cijeli brojevi i neka je p + ¢ = n. Neka je I, blok matrica reda n

I, O
L,=1|"7 4.14
(50 i

gdje su I, i I; jedini¢ne matrice reda p i ¢, redom. Specijalna ortogonalna Liejeva algebra

50(p, q) je definirana sa
s0(p,q) = {X € M(n,R) | X"I); + I,;X = 0}. (4.15)
Ako je p = n, onda so(p, q) postaje algebra antisimetri¢nih matrica

so(n,R) = {X € M(n,R) | X' + X = 0}.

4.3.3 Simplekticka Liejeva algebra

Neka je J antisimetri¢na matrica reda 2n,

gdje je I, jedini¢na matrica reda n. Algebra
sp(n,F) = {X € M(2n,F) | X'J + JX = 0}

naziva se simplekticka Liejeva algebra ranga n.

4.3.4 Unitarne Liejeve algebre
Neka su p,q > 0 cijeli brojevi, p 4+ ¢ = n, i neka je I, matrica dana izrazom (4.14). Algebra
u(p,q) ={X € M(n,C) | X" I, + I, X =0},

gdjeje X* = X' adjungirana matrica matrice X, naziva se unitarna Liejeva algebra. Specijalna
unitarna algebra definirana je kao su(p,q) = u(p, q) Nsl(n,C), odnosno

su(p,q) = {X € u(p,q) | Tr(X) = 0}.

Osim navedenih algebri postoje i kvaternionske Liejeve algebre koje su definirane nad prstenom
kvaterniona H.
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Slika 4.3. Hermann Weyl, 1885-1955. Jedan od najznacajnijih matematicara 20. stoljeca ¢iji rad je
imao veliki utjecaj na razvoj matematicke fizike.

4.4 Weylove algebre

Weylove algebre, nazvane po njemackom matemati¢aru Hermannu Weylu, uvedene su pocet-
kom 20. stoljeca kao algebre koje opisuju operatore polozaja i impulsa u kvantnoj mehanici.
Ovdje ¢emo dati kratak opis Weylovih algebri kao asocijativnu algebru diferencijalnih opera-

tora.
Neka je F polje realnih ili kompleksnih brojeva i neka je Flz| = Flxy,z2,...,x,] prsten
polinoma u varijablama 1, s, ..., x,. Prsten F[z] je beskona¢no dimenzionalni vektorski

prostor nad poljem F. Bazu prostora tvore monomi

k1, k k
xitwy .z, ki >0,

gdje je 79 = 1. Neka su 2; i 0; linearni operatori na F[z] definirani s

of

axi ’

i(f) = xif, Oi(f)

1<e<n.

Definicija 4.11. Weylova algebra A,, je podalgebra algebre Endp(F[z]) generirana operatorima
T; 105, 1 <i<mn. Zan =0 definiramo Ay = F.

Elementi algebre A,, su linearne kombinacije monoma u generatorima Z1, Za, .. ., Iy 1
01,09, ...,0,. Algebra A, nije komutativna jer operatori Z; i 9; ne komutiraju. Promotrimo

kako operator 0;Z; djeluje na polinom f € F[z]:

R 9 of
(0i25)(f) = Oilw; f) = 8_a:i(xjf) =04f+ g
gdje je 6;; Kroneckerov simbol. Iz ove jednadZzbe dobivamo
(0i25)(f) = (0551 + 2;0:)(f) (4.16)
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gdje 1 oznacava operator identitete dan sa 1(f) = f za svaki f € F[z]. Relaciju (4.16)

mozemo zapisati kao komutacijsku relaciju
05, 25] = 61, 1<4,j<m, (4.17)

gdje definiramo [a,b] = aob—boa za sve a,b € Endp(F[z]). Ocigledno je da ostali operatori
komutiraju,
[03,05] = [#4,25] =0, 1<4i,j<n.

Kada je iz konteksta jasno da se radi o operatoru mnozenja, Z; ¢emo identificirati s varijablom
x;. Takoder, operator d;;1 identificiramo s ¢;;.

Neka je f € F[z]. Promotrimo kako operator [0;, f] djeluje na polinom h € F[z]. Prema
definiciji komutatora,

0 0
0 flh = (0u)h — () = %(fh) o
o of
- Oz Rt f(?:cz f@asz 8xih'
Dakle, ;
_of

Sto znaci da je [0;, f] operator mnoZenja polinomom a . Ako f ne ovisi o varijabli x;, onda
0; 1 f komutiraju, odosno [0;, f] = 0. Iz relacije (4.17) imamo

8Z-xj = $j8i + 61’]’)

§to pokazuje da svaki monom u 0; i x; moZemo napisati kao linearnu kombinaciju monoma u

kojima su varijable x; slijeva a derivacije 0; zdesna. Na primjer,
O l’% o f? = ($g O + 2$2)(3§? oL + 356%)
= 230y 3 Oy + 2x0 5 Oy + 323 Do 2} + g 27
= x% x? 0y 01 + 214 a:‘i’ o1 + 31:% JZ% Oy + 629 $% (4.19)
Ako je monom zapisan u obliku (4.19), onda kaZemo da je zapisan u kanonskoj bazi. Za
opisivanje baze Weylove algebre korisno je uvesti multi-indeks a = (aq,a9,...,a,) € Nj

gdje je Ng = NU {0}. Monom z{*z5? ... 28" krace zapisujemo kao z®, a stupanj monoma je

duljina multi-indeksa |a| = > | ;. MoZe se pokazati da je baza Weylove algebre dana sa
B = {290° | a, B € NI}.

Uz prethodnu definiciju, Ay = F je jednodimenzionalna algebra dok je A, beskonaéno

dimenzionalna za n > 1.
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